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Chapitre 5
Commande par retour d’état des systémes multivariables

1. Introduction

Le placement de pbles est la méthode générale utilisée pour la correction des systemes linéaires.
Son principe consiste a déterminer une loi de commande (un régulateur) par retour d’état de fagon a
ce que le systéme en boucle fermée ait des poles spécifiés par I’opérateur, cette approche assure la
stabilité du systeme bouclé d’une maniére naturelle et permet également d’obtenir le comportement
dynamique desiré par un choix approprié des modes (pdles) du systéeme en boucle fermée.

2. Cas particulier : Systemes monovariables
Etant donné un systeme en boucle ouverte défini par :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
5.1
y(©) = Cx(0) 1)
Le systeme est supposé commandable.

Le principe de la méthode consiste a utiliser une loi de commande par retour d’état de la forme :

u(t) = g y.(t) — K x(t) (5.2)

y.(t) : est la consigne (sortie desirée).

g - estun scalire de préreglage.

K = [ky kq -+ k,,—1] est un vecteur ligne de n composantes appelé vecteur des gains du retour d’état
X € R™ vecteur d’état (vecteur colonne).

La fonction de transfert en boucle ouverte du systéme est :

Y
G50 () = 3

L’équation caractéristique du systéme en boucle ouverte est :

= C(sI—A)'B (5.3)

det(sl —A) =s"+a,_;s"1+-+ a;s+ay,=0 (5.4)
Les poles en boucle ouverte sont les valeurs propres de A obtenues a partir de 1’équation (5.4).

En remplagant la loi de commande dans 1’équation d’état (5.1), on obtient la représentation d’état en
boucle ouverte :

x(t) = Ax(t) + B(g y. — K x(¢))

x(t) = (A— BK)x(t) + Bg y, (5.5)

La fonction de transfert en boucle fermée du systéeme est :

Y
Gpr(s) = %

= C(sl — (A—BK)) 'Bg (5.6)

L’équation caracteristique du systéme en boucle fermée est :
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det(sl — (A+ BK)) =s"+B,_1(K)s" 1+ -+ B(K)s+ Bo(K) =0 (5.7)

Les poles en boucle fermée sont les valeurs propres de (A — BK) obtenues a partir de 1’équation
(5.7).

Remarque 5.1

Les coefficients de I’équation caractéristique du systeme en BF sont fonction de K, d’ou un choix
approprié du vecteur K permet d’imposer les péles du systeme en BF, donc il nous permet
d’améliorer la stabilité et les performances dynamiques (rapidité et amortissement) du systeme. Le
but est donc de réaliser un asservissement modifiant convenablement la matrice d’état du systeme.

application de la commande par retour dretat

Dynamiqueen BO : A Dynamique en BF: (A — BK)

Alors, le probléeme de la commande par retour d’état consiste a trouver K qui stabilise le systéme
en BF.

2.1 Calcul de la commande

Le systeme (5.1) étant commandable a partir de la seule entrée, donc, qu’il existe M tel que :
x = MxX (M inversible) qui permet de mettre le systtme sous forme canonique compagne de
commandabilité.

[ 0 1 0 0 '| 0
eoe Tt
=] : : R 0 lx+ H u(t)

l 0O 0 0 1 loJ

_ao _al _az —an_l ~;1./

A=M—1AM B=M~'B

Le polynéme caractéristique du systéme en boucle ouverte :
Dgo(s) =s"+a,_1s" 1+ + a;s+a,
En appliquant la commande par retour d’état :

u(®) = gy:(6) — K x(¢) (5.8)
avec: K = [kg kq -+ kp_1].

Dans la base canonique compagne de commandabilité, la commande devient :
x=MI=u() =gy () - KMx(t)
K
3 @ =gy®-Kx©) (59)
aveCK =KM-= [ko k1 "'kn_l]

Consideérons le systeme dans la base canonique compagne de commandabilité :

0 1 0 0 0

|[ 0 0 1 - : ]| |[01|
X=]: z 0 |x+]:lu

[ o 0 0 . 1 J [OJ

—-a, —a; —0a .. —0u_1 1
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En remplacant la commande obtenue dans la base canonique compagne de commandabilité, on
obtient la représentation d’état en boucle fermée (pour la clarté des expressions, on omet la variable

t):

0o 1 0 0 0
EREEE | [o]
X=| z 0 |#+|:l(gy.—K®
l 0o 0 0 1 J [OJ
—qp —a4; —az —Qan—1 1
[ 0 1 0 O 1 [0]
] o 0 1 : |9
x=| a 5 0 [x+]|ilgy. (5.10)
l 0 0 o . 1 J l(')J
—(ap + ko) —(ar+ky) —(az+kz) .. —(apn-1+kny) 1

Le systeme en boucle fermée est sous forme compagne de comandabilité, donc, le polynéme
caractéristique en boucle fermée est :

Dpr(s) = s™+ (ap_q + kpy_q) s™ L+ -+ (a; + ky)s+ (ap +

ko) (5.11)
En imposant « n » poles en boucle fermée : p; -+ p,,.
Le polynéme caractéristique désiré en boucle fermée s’écrit :
DEp(s) = (s = p)(s —pz) -+ (s — pn)
DE-(s) =s™+ a1 s+ 4+ ays + (5.12)
En identifiant (5.11) et (5.12) terme a terme, il vient :
( a0:a0+];0 { Eozao_ao
{ (X1=a1+k1 :4 k1=a1_a1
ka{n—l =0ap-1 t En—l k ién—l = ap-1~ Apn—1

D’une maniere générale : ki=a;—a; avec:i=0..n—1
ou:

a; sont les coefficients du polyndme caractéristique en boucle ouverte.
a; sont les coefficients du polyndme caractéristique désirée en boucle fermée.

Finalement, on revient a la base initiale : K = KM~!
2.1.1 Résume : Algorithme de placement de pbles —retour d’état
Soit un systeme a commander :
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x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(¢t)

L’on dispose d’un spectre désiré (n pdles désirés en BF)
La commande par retour d’état a appliquer au systeme est : u(t) = g y,.(t) — K x(t)
Etape 1 : Vérification de la commandabilité du systeme : calcul du det(Q,)

Etape 2 : Mettre le systéme sous forme compagne commandable : x = M# (calcul de M et M~1)

+ Bu

< &
Tl
D
)

Avec: A=M*AM,B=M"1B,(=CM
Etape 3 : Détermination du polyndéme caractéristique en BO :

Dgo(s) =s™"+a,_,s" 1+ -+ a;s +a,
Etape 4 : Détermination du polynéme caracteristique desiré en BF :

DEe(s) =s™+ ap_q sV 4+ ays + ag
Etape 5 : Calcul du retour d’état K = [ky ky -+ k,_;] dans la base canonique de commandabilité.
ki=a;—a; avec:i=0..n—-1

Etape 6 : Calcul de retour d’état K = [k kq --- k,_4] dans la base initiale :

K=KM™

Exemple 5.1 Soit un systéme donné :
=12 S+
y© =01 1]

Concevoir un retour d’état de sorte que le systeme corrigé (c a d en boucle fermee) ait le pdle
double —1.

Dr : N. Bounar 70



Chapitre 5 : Commande par retour d’état des systemes multivariables

2.1 Performances statique et retour d’état- le préreglage

Dans le cas ou le systéme ne subit aucune perturbation extérieure, 1’objectif de la commande est
d’amener le systéme (et notamment sa sortie) a un nouveau point d’équilibre. Le placement de pbles
permet de satisfaire les contraintes dynamiques imposées au systeme (rapidité et stabilité). Les
contraintes statiques (erreur statique) doivent étre traitées séparément. L’on se contente ici de
déterminer une loi de commande telle que le gain statique du modeéle en boucle fermée est unitaire
(sortie=consigne, donc erreur statique nulle). Pour obtenir ce gain statique, 1’on utilise le dernier
degré de liberté disponible, a savoir le scalaire de préréglage g.

La fonction de transfert d’un systéme bouclé par retour d’état est : (voir équation 6)

Y(s)
Y.(s)

Gpr(s) = = C(sI-(A-BK))™'B g

Ainsi le gain statique d’une telle fonction de transfert est :

YO _ —C(A-BK)'Bg

Gpr(0) = .0 -

Ce qui signifie que si ’on souhaite obtenirGgr(0) = 1, il suffit de calculer g ainsi :

—C(A-BK)™'Bg =1
Pour avoir une erreur statique (de position) nulle, il faut choisir g tel que :

g = [-CA-BK)1B]1

2.2 Rejet de perturbations et retour d’état (adjonction d’intégrateurs)

Indépendamment du gain statique, il peut étre souhaitable de réduire 1’effet d’une perturbation
exogene agissant, en tant qu’entrée non contrdlée, sur le systeme. Il est parfois trés difficile de
réduire I’effet de la perturbation et les quelques techniques existantes nécessitent souvent la
connaissance d’un modeéle de la perturbation. L’on peut noter que toute perturbation de type
impulsion de Dirac est rejetée en régime permanent des lors que le systeme est asymptotiquement
stable.

Si la perturbation est plus franche, il faut envisager de sophistiquer la loi de commande et ceci peut
s’avérer délicat. Toutefois, lorsque cette perturbation peut étre assimilée a un échelon, alors, il est
possible d’ajouter un intégrateur dans la chaine directe. Il est bien connu qu’un systeme de classe 1
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(c’est-a-dire comportant un intégrateur dans la chaine directe) est précis en position c¢’est-a-dire que
I’erreur de position de ce systéme, une fois bouclé, est nulle quand on lui applique un échelon en
consigne. Enfin, en présence d’une perturbation elle aussi en échelon, cet intégrateur n’a 1’effet
escompté que s’il est placé en amont du point d’entrée de la perturbation dans la chaine directe. Sur
la base de ces constatations, I’on peut choisir d’ajouter un intégrateur a 1’entrée d’un systéme avant
de réaliser un retour d’état.

Cependant, des lors qu’un intégrateur est ajouté, le modéle en boucle ouverte change. Il devient

d’ordre n + 1, c’est-a-dire que le vecteur d’état X de dimension n est augmenté d’une (n + 1)
composante.

La FTBO du nouveau systéeme devient :
H(s) = % H(s),ou H(s) est la FTBO du systéeme initial.

Il convient donc, de calculer une loi de commande de type retour d’état utilisant les n + 1
composantes de nouveau vecteur d’état. L’entrée du systéme devient U(s) telle que:U(s) =

§ U(s)

Remarque 5.2: Ce probléme ne sera pas abordé en détails dans ce cours.

3. Cas général : Systéemes multivariables

Soit le systeme multivariable de dimensionn :

x = Ax + Bu
y=Cx
avec : A(nxn), B(nxm), C(pxn)
La loi de commande par retour d’état est :
u=gy.—Kx (5.13)

y. . Vecteur regroupant les consignes (sorties desirées) de dimension (px1)
g . estun matrice de préreglage de dimension (mxp).
Kest une matrice de dimension (mxn) appelé matrice des gains du retour d’état.

3.1 Systeme complétement commandable par r (r<m) entrées

On décompose le systeme en r sous-systemes commandables chacun par une seule entrée, alors,
on pose x = Mx , il vient :

)

+ Bu
2 (5.14)

< =
Il

ol A=M"*AM,B=M"'B,C=CM, u=gy,—Kxavec: K= KM
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T 0 1 0 0 0 . 0 _ .
0 0 " 0 : ] 0 . 0
0 0 1 0 0

—a(l) e —Cl,111_1 * * . . S
A 0 1 .0 0 0 0:
_O 0 0 0 .-. 0 e
: : 0 - 0 1
A= 0 0 _a(z) ! _aTzlz—l % . %
0 0] Ay,
_ o 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 o o 0 ) = 04
—al —q al, _
0 0 0 0 0 . el
r m-r
_ O O <_t
T V]|
1 * *
0 0 O
B = : Inz
0 1 =

0 0 0By

: : : I n,
L0 0 1
L’equation caracteristique du systeme global en boucle ouverte s’ecrit comme :

T T

Dpo(s) = |s1 — 4| = 1_[|sl — Ay = n(s"i +ah,_ sMTl 4+ a)

i=1 i=1

On désigne par n; I’indice de commandabilité de ui qui est la dimension du sous-systeme i, donc
chaque entrée ui commande un sous-systeme monovariable composé de n; états.

u= — Kx 5.15
9gYe
Xy
71 71 il -
Mo e s YA
Uz | - 0 ko ki kn,-1 K +1
[ ] B 0 :
|ur|__ __0_____________9____(_) _____________ 0_ _______k_ __________ @Er:l fn1+n2 T 9%
: 0 0 0 0 0 :
|ZEVTEJJ I 0 0 0 0 0 fn1+nz+1
u _ . - .
K
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En remplacant la loi de commande (5.15) dans (5.14), il vient :

¥=(A-BR)x+gy, ou Agy=(4-BK)

ApF
0 0 0
ko ki I~c1111—1 0 0
BK =
0 0 0
0 0 ky ki -1
0 1 .. 0 1 [0 oM
0 0 0 ; :
0 e 1 0 0
(@b + k) —(@+k) . —(ah, +kE ) [« .
Agr = : :
0 v 0] 0 1 v 0
: : 0 0 0
0 w ol - 0 _ 0 1
Lo w0 —(ay+k§) —(ar+ki) o —(al 4k )]
Le polynéme caractéristique du systeme global en boucle fermée est :
r
st = dge| = | [Is1 = Al
i=1
T
= [ [Gme+ (@B 5™ 4t @ + R)s + (o + ) (5.16)
i=1

Le polyndme caractéristique désiré en boucle fermée est :
T T
i ~ d _ ; — . .
|s1 — 44| = | | |sI - AiiBFl = | |(s”l +ap ST+t af s+ al) (5.17)

Par identification de (5.16) et (5.17), il vient (pour i =1...r):

i i i Ll — ol _ 4l
ay = ay + ky ko = ag — ag
i_ i fi i i i
a; =a; +kj ki=a—a
ai = ai +kl Ei = ai —_ ai
n;—1 n;—1 n;—1 n;—1 n;—1 n;—1

ou

a]‘f sont les coefficients de I’équation caractéristique en boucle ouverte du sous-systéme i.
aji sont les coefficients de 1’équation caractéristique désirée en boucle fermée du sous-systéme i.

Finalement : K = KM~1
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3.1.1 Résumé : Algorithme de placement de pbles — décomposition en r (r<m) sous-systéemes
commandables

Soit un systeme a commander :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

L’on dispose d’un spectre désiré (n pdles désirés en boucle fermée)
La commande par retour d’état a appliquer au systéeme est : u(t) = g y,(t) — K x(t)

Etape 1 : Décomposer le systéme en r (r<m) s. s. commandables : x = M¥ (calcul de M et M~1)

+Bu Avec: A=M"AM B=M"1B C=CM

o
RN R

X =
y:

Etape 2 : Détermination du polyndme caractéristique du systéme global en BO :
T T
Dpo(s) = |sI — 4| = 1_[|SI — Ayl = n(sni +ah, sMTU 4+ ab)
i=1 i=1

Etape 3 : Détermination du polyndme caractéristique désiré en BF :
T T

D&:(s) = |sI — A%,| = 1_[ |sI - Aiigp| = H(s”i +ap_(sMTU et al s+ afb)
i=1 i=1

Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité pour i =
1..r

(kg ki .. kp, O 0 .. 0 0 ]
o k& k2 . E,zlz_l :
_ : 0 0
k=19 -0 0 kroRT kL
0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0 A
~}=a}—a} avec:j =0..n; — 1

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM~!

Exemple 5.2 Soit le systeme :

10 -1 1 -1 -1 2

e=(10 L0 0T 2 0 1),
01 0 1 o 2 of" " lbo1 -1
11 -10 1 0 -1

Calculer le retour d’é¢tat K permettant d’avoir en boucle fermée les poles:
p1=—1Lp;=-2 p3=-3,py=—4
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3.2 Systeme complétement commandable par « m » entrées
On décompose le systeme en m = rang(B) sous systémes commandables.

On pose x = MX, il vient :

X = 49f+ Bu (5.18)
y=CX
ou:
A=M'AM,B=M"'B,C=CM, u=gy.—Kxavec: K = KM
0 1 .0 0 [0 . 0] [0 .. 0]
0 0 “ 0 : : : i
0 0 1 0
—af ~@ .. —ap, 4] s * k] -
0 0 0 1 .0 0 0 0
0 0 “ 0
A=|lo 0 " 0 1 w0
| * * oy —a(z) —ai _a1212—1 * * k]
0 ol [o 0] 0 1 0 0
: 0 0 0
0 - 0 0 .m 0 1
E * % * * % ] _—ag‘ - _arqlm—l_
0 0 0 0
1 * * *
0 0 0
B=lo 1 = x
o 0 0 0
o 0 .. 0 1l

Cette fois-ci la matrice A n’est pas triangulaire par blocs, ceci va compliquer le calcul de I’équation
caractéristique en boucle ouverte. Cependant, on peut choisir une matrice des gains K de fagon que
la matrice Az soit triangulaire.

Pour des raisons de simplicité et de lisibilité des expressions, on se limite au cas ou le systéme est
décomposé en deux sous systemes (m=2).
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o 1 0 07 0o 0 O (R}
0 0 1 0 0O 0 O 0
: : : 0 : 5 : 0
0 0 O 1 0o 0 O 0
A= [ a1 1L a2 1
0 0 O 0y r0 1 o0 07
0 0 O 0 0 0 1 0
: : 0 : : 0
0O 0 O 0 0 0 O 1
[ az1 JER az2 11
0 O
B = 1 112 7 lkll 0 l
9 0 ka1 ka2l
0 1
0 1 0 07 0 0 0 oM
0 o0 1 0 0 0 0 0
: 0 : 0
0 o0 0 1 0 0 0 0
- = == |L a1y — kyq = 1i2ky; oA a1z — Tiz2kas 1
Apr=A-BK=1" ¢ 0 07 0 1 0 01
0 0 0 0 0 0 1 0
: 0 : 0
0 0 0 0 0 0 0 1
[ Az1 — k21 JER A2 = K22 ]
0 1 o0 01 0 0 ©0 o
0 0 1 0 0O 0 0 0
: 0 : 0
0 O 0 1 0 0 0 0
Ad = [ a1 JE a2 1
BEFlro 0 0 07 0 1 0 07
0 0 0 0 0 0 1 0
: 0 : 0
0 0 0 0 0 0 ©0 1
[ az1 JER 22 1
Pour avoir une matrice Az triangulaire, on prend a,; = [0 ... 0].
Par identification de Agy et A%, terme a terme, il vient :
Ay = Gy — kyy kpz = A=y,
A1 =k =0 = ki1 = az
a1 = Ay —kyq —T12ko ki1 = ayy —T12kyy — @y
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Dans le cas général :
Kmm = Qmm—%mm

k; i>j

lj:a'

ij

Finalement: K = KM~!
3.2.1 Résume : Algorithme de placement de p6les — décomposition en m sous-systéemes
commandables
Soit un systeme a commander :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

On dispose de n pbles désires en BF
La commande par retour d’état a appliquer au systéeme est : u(t) = g y.(t) — K x(t)

Etape 1 : Décomposer le systéme en « m » s. s. commandables : x = M% (calcul de M et M~1)

’;i‘g;fJ’B” Avec: A=M-'AM,B=M"B,C = CM
Etape 2 : Détermination des vecteurs : a;;
|r 0 1 0 0 ]| |[0 0]|
| O 0 ~ 0 | I P :
| o 01 | [0 0l
i ) l[—ag —al .. —ai_, J l[* . *]J
O[] - [A] o -
A=| 1 = P = : : ,
A . |4
N e .o o 1 00 |
I o H | 0 0 ~ 0 |
[0 - ol | o 01 |
Il[* : *]Jl [[—az," —A . =
0 0
1 7”1.2 "im
B =
0 0
Lo 1

Etape 3 : Détermination des vecteurs : a;; , On veut une matrice A%striangulaire, donc
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n m
DE:(s) = 1_[(5 —p) =] |(s"+ap_1sM 4t af s +apb)
i=1 i=1
=(sM4ag s+t ag) XX (sTm 4 gty sTmTh 4 4 )
) \)
Agy Am
0 1 .0 0 0 0
0 0 0 : :
0 o 0 1 | 0 w0
) [—aé - .. —a,ll 1 [* _—
Ad [Aflil] [+] |- Q11 : J l Xim J
BF — : i : = : i :
id
0] .. [4%.] [0 0] [ 0 1 00
: : 0 0 ~ 0
HE I O S
[0 e 0] [-alt —% —ag 4
L |- dm1 J l Anm J_

Etape 4 : Calcul du retour d’état Kdans la base canonique compagne de commandabilité.

[1211 0 . 0] EEmm_: amm._ a.mm
o | IEZl Ezz | . b= aij L= ]
K —[ 2 2 ) 0 avec: m
i 2 T ky = ay —ay - Z TijEji
kmi kmz o kmm (mxn) &

Etape 5 : Calcul de la matrice des gains K du retour d’état dans la base initiale : K = KM~!

Exemple 5.3 Soit le systéme :

1 0 -1 1 -1 -1 2

J'c=10_1 0x+0 1 1uy:[120 1]x
01 0 1 0 2 (VN 0 01 -1
1 1 -1 0 1 0 -1

Calculer le retour d’état K permettant d’avoir en boucle fermée les poles:
Pr=-Lp,=-2 p3=-3 ps=—4%
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