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2.3 Codes uniquement décodables

En codage d’images (et aussi de signaux et vidéo) la procédure d’obtention d’un code
uniquement décodable apparait primordiale. A cet effet, nous illustrons cette partie par de
nombreux exemples et nous abordons aussi quelques notions de base afin de permettre
une meilleure compréhension.,

Un alphabet est un ensemble non vide qui regroupe des éléments qui sont des lettres ou
des symboles. Le terme codage est utilisé pour désigner 'attribution des séquences
binaires aux éléments d’un alphabet. L’ensemble des séquences binaires est appelé
«code». Les éléments individuels de ['ensemble sont appelés «mots de code»
(codewords). On désigne par le nom de codec un systeme qui permet le codage et le
décodage.

Exemple 1: Considérons les 4 codes du tableau (1.2).

Symboles | Probabilit¢ | Code 1 | Code 2 | Code 3 | Code 4
a 0.5 0 0 0 10
b 0.25 0 1 10 00
C 0.125 1 00 110 11
d 0.125 10 11 111 110
Longueur moyenne 1.125 1.23 Jo D Fp

Tableau 1.2: Quatre codes différents pour une séguence composeée de 4 symboles

La longueur moyenne d’un code ne représente pas uniquement le facteur important dans
la construction d’un code efficace. En se basant sur la longueur moyenne, le code 1
apparait comme le meilleur code. Toutefois, pour que le code soit utile, Il ne doit y avoir
aucune ambiguité durant le transfert de I"information. Dans le code 1, «a » et « b » ont le
méme mot de codes « 0 ». Lors du décodage, a la réception de « 0 », le décodeur n’est pas
en mesure de savoir si la lettre transmise est « a » ou « b ». On devrait attribuer a chaque
symbole un code unique. En conséquence, le code 1 est & décodage non unique (c'est un
code singulier). Pour le code 2, on constate que chaque lettre possede un mot de code
distinct. Cependant, supposons qu’on cherche a encoder la séquence « baa ». A I'aide du
code 2, on obtient le code 100, Ce code peut étre décodé comme « baa » ou « be ». Cela
signifie que, s1 on utilise le code 2 pour 1'encodage, la séquence d’origine ne peut étre

reconstruite avec certitude : le décodage n’est pas unique.
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Pour le code 3, vu que les 3 premiers mots de code se terminent par « 0 » (on remarque
que 0 indique la terminaison du mot de code) et ils ont moins de trois 1s, il n’y a pas
d’ambiguité pour le décodage : La régle de décodage est simple. Accumulez les bits
Jusqu'a ce que vous obteniez un 0 ou jusqu'a ce que vous ayez trois Is. Le code 3 est
uniquement décodable (instantane (code a prefixe)).

Pour le code 4, si les premiers 2 bits sont 00 ou 10, ils peuvent étre décodés
immeédiatement. Par contre, si les premiers 2 bits sont 11 il faut regarder les bits suivants
(1, nombre impair de 0, nombre pair de 0). Le code 4 est uniquement décodable mais
pas instantané.

Exemple 2

Considérons le code suivant (code 5):{a,b,c}={0,01,11}.Soit a décoder la séquence
binaire « O11111111111111111 ». Le premier mot de code est soit « 0 » qui correspond a
«a»ou« 0] »qui correspond a « b ». On ne peut déterminer le premier mot de code que
s1 le décodage de toute la séquence est effectué. Si on suppose, d’une part, que le premier
mot de code est « a », les 8 paires de bits suivantes sont décodées comme « ¢ ». Toutefois,
un bit « 1 » qui ne correspond a aucun mot de codes subsiste. D autre part, s1 on
suppose que le premier mot de code est « b », on peut décoder les 16 bits comme une
séquence de 8 lettres de «c » et 1l ne reste aucun bit. Ainsi, ce code est uniquement
décodable mais pas instantané.

Exemple 3

On considére maintenant ’exemple suivant (code 6): {a,b,c}={0,01,10}. Le code de la
lettre « a » suivie par 8 lettres de « ¢ » est comme suit : 01010101010101010.

Le premier bit représente le mot de code de «a ». Cependant, il est possible aussi de le
décoder comme étant le premier bit de « b ». Si on utilise ce dernier décodage (incorrect),
le décodage des 7 paires de bits suivantes s’effectue par des mots de code de « b ». Aprés,
un bit « 0 » qu’on peut le décoder comme «a» subsiste. Ainsi, ce code est a décodage

non unigue.
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2.3.1 Test a effectuer pour obtenir un décodage unique

D apres les exemples précédents, dans le cas d’un code a décodage unique, les
séquences binaires, qui subsistent aprés qu’un décodage incorrect est effectué,
n’étaient pas des mots de code. Dans le cas d’un code a décodage non unique, lors
d’un décodage incorrect, les séquences binaires restantes sont des mots de code
valables. A la base de 'observation que la séquence binaire restante (dangling suffixe)
représente un mot de code ou non, on obtient le test ci1 dessous :
On commence tout d’abord par quelques définitions .Supposons qu'on a deux mots de
code «a» et «b» ayant k et n bits respectivement, avec k <n. Si les premiers k bits de
«b» sont identiques a «a», alors «a » est dit préfixe de «b». Les derniers n-k bits de
«b»sont appelés suffixes (dangling suffixes).
Par exemple, s1a=010 et b=01011, alors a est préfixe de b, et le suffixe est 11.
Les ctapes de test sont comme suit:
» Construire la liste de tous les mots de code.
» Examiner toutes les paires des mots de code pour voir si un mot de code est un prefixe
d’un autre. Dans ce cas, ajouter le su/ffive a la liste s’il n’y figure déja pas.
= Répéter la procédure pour cette liste plus longue et continuer jusqu’a ce que :

]. On obtient un suffixe qui est un mot de code. Dans ce cas le codage est a décodage

non unique.

2. Il n’y a plus de suffixes uniques. Le code ainsi obtenu est 4 codage unique.
Exemple 4: Considérons le code 5 (exemple 2). On a la liste des mots de code {0,01,11}.
Le mot de code « 0 » est un préfixe du mot de code « 01 ». Le suffixe restant est « 1 ». On
remarque qu’il n’y a pas d’autres paires dans lesquelles les mots de code de I'une sont
aussi des mots de code de 1"autre, La nouvelle liste obtenue est :{0, 01,11,1}.
En comparant les éléments de cette liste, on constate que « 0 » est un préfixe de « 01 »
avec le suffixe restant « 1 ».Ce dernier est déja inclus dans la liste. Aussi « 1 » est un
préfixe de « 11 » avec « 1 » comme suffixe restant. Il n’ya plus d’autres paires qui peuvent
geénérer d’autres suffixes. On ne peut encore augmenter la liste. En conséquence, le code 4

est a décodage unique.
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On considére maintenant le code 6 (exemple 3). La liste des mots de code est comme
suit : {0,01,10}.

Le mot de code « 0 » est un préfixe du mot de code « 01 ». Le suffixe restant est « 1 ». On
observe qu’il n'y a pas d’autres paires ou les éléments d’une paire sont des préfixes de
autre. La liste obtenue comprend {0,01,10,1}. Dans cette liste, « 1 » est un préfixe de
« 10 ». Le suffixe restant est « 0 » qui représente le mot de code de « a » Ainsi, le code 6

est a décodage non unique.

2.3.2 Propri¢tés intéressantes pour un code

Chaque lettre de 1’alphabet doit posséder un code unique (nécessaire !).

Le décodage doit étre unique. Tl ne doit y avoir aucune ambiguité (nécessaire !).

2.3.3 Codes a préfixes (instantanés)

Le test a4 effectuer pour obtenir un décodage unique exige un examen de suffixe généré
initialement par les paires de mots de code dans lesquelles un mot de code est un préfixe
de I"autre. S1 le suffixe restant constitue lui-méme un mot de code, alors le code est a
décodage non unique. Un code dans lequel aucun mot de code n’est le prefixe d’un
autre mot de code est appelé un code a préfixe. Un code a préfixe est toujours a
décodage unique. Le code 3 est un code a préfixe (instantané).

Un code instantané peut étre décodé sans référence aux mots de code futurs puisque la fin
d'un mot de code est immédiatement reconnaissable. Nous n'avons pas besoin

d'attendre pour voir les mots de code qui viennent apres.

2.3.4 Inégalité de Kraft-McMillan

La 1 partie fournit une condition nécessaire sur les longueurs de mots de code des
codes uniquement décodables (UD). La 2™ partie montre que nous pouvons toujours
trouver un code a preéfixe (CP) qui satisfait cette condition nécessaire. Par conséquent, si
nous avons un code UD qui n’est pas un CP, nous pouvons toujours trouver un CP

avec la méme longueur de mots de code.
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Théoréme 1: Soit C un code ayant N mots de code de longueury,, i.,...1.,
N
K(O)=Y2 <1

=l 2r

Théoréme 2: Etant donné un ensemble d’entierss, 1.,... /. qui satisfait I'inégalité
i
Z% <1, on peut toujours trouver un code a Préfixe (CP) ayant les longueurs des mots de

i=l

Si1 C est uniquement décodable (UD), alors

code: i, tayo.. iy,

Exemples
1) Il y a un code UD ayant les longueurs des mots de code 1,2.3.3 vu que:
1 A LA

—t——4—=1
2 4 8 8

Un exemple de ce code: {0, 01, 011, 111}
Un exemple du code a préfixe (CP): {0, 10, 110,111}

2) Il n’ y a pas de code UD avec les longueurs 2, 2, 2, 2, 2 car:

3) Il y a un code instantané avec les longueurs 2, 2, 2 vu que:

—t+—+—<1
4 4 4
Un exemple de ce code: {00,10,01}
Symboles Codel | Code2 | Code3 | Code4 | Code5 | Code 6
a 0 0 0 10 0 0
b 0 | 10 00 01 01
C I 00 110 11 11 10
d 10 11 111 110 / /
Uniquement ; : :
dsiisbl non non oui oui oui non
Code :
: ; / / oui non non /
instantané
'"*’Eﬁ;‘g{ - . éNriﬂfillée . élji“t!l’ée vérifiée | vérifice | vérifiée | vérifice
McMillan | .75) | a5 | D [©@87D | @ (1)

Tableau 1.3: Résumé des 6 codes
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2.4 Codage entropique
2.4.1 Codage de Shannon-Fano

Il utilise des codes de longueur variable, comportant d’autant plus que de bits que la
probabilité¢ du symbole est faible. Les codes sont définis a 1'aide d’un algorithme
spécifique selon un arbre de Shannon-Fano:

I- Les symboles sont triés et classés en fonction de leur fréquence/probabilité en
commengant par le plus fréquent.

2- La liste des symboles est ensuite divisée en deux parties de maniére a ce que le
total des fréquences de chaque partie soit aussi proche possible.

3- Le chiffre binaire 0 est affecté a la premiére partie de la liste, le chiffre 1 a la
deuxiéme.

4- Chacune des deux parties fait a son tour I’objet des démarches 2 et 3. Et ainsi de
suite jusqu'a ce que chaque symbole soit devenu une feuille de [I’arbre,
correspondant a un code déterming.

Exemple:

une source

Considérons [X]s={ACABADADEAABBAAAEDCACDEAAABC
DBBEDCBACAE} ol la fréquence des symboles {A.B,C.D.E} est {15.,7.6,6,5}
respectivement. Les probabilités sont alors: [P]s=10.3846, 0.1795, 0.1538, 0.1538,

0.1282}. Le tableau (1.4) montre le processus de codage de 'algorithme Shannon-

Fano.
Fréquen Code des | Longueur
X; - P(x;) | Etape 1 | Etape 2 | Etape 3 ?iin;]:;:: d“;‘;ﬁéde i:ti:
code) nix;)

A 15 0.3846 0 00 00 00 2 30

B 7 0.1795 0 01 01 01 2 14

C 6 0.1538 1 10 10 10 2 12

D 6 0.1538 1 11 110 110 3 18

E 5 [o0.1282] 1 11 111 111 3 15
Nombre total de bits 39

Tableau 1.4: Processus de codage de Shannon-Fano
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2.4.2 Codage de Huffman

Le codage de Huffiman est une méthode de codage de données sans perte élaboré par David Albert
Huffman, et adoptée par les standards de compression d’images fixes et de séquences vidéo. Ce
codage utilise un mot de code i longueur variable pour représenter un symbole de la source (par
exemple un caractére dans un fichier). Le mot de code est déterminé & partir d'une estimation des
probabilités d'apparition des symboles de source. Les codes de Huffman sont des codes a préfixes
optimaux, au sens de la plus courte longucur, pour un modéle probabiliste donné. En effet, Le

codage de Huffman se base sur les deux observations suivantes:

Dans un code optimal, les symboles les plus fréquents (ayant une probabilité d apparition élevée)

ont des mots de code plus courts.

Dans un code optimal, les deux symboles les moins fréquents ont des mots de la méme longueur,

et ils different seulement par le dernier bit pour les codes de Huffman.

Le principe de construction d'un code de Huffman repose sur la création d'un arbre binaire qui

permet d'attribuer 4 chaque symbole un mot de code dont le nombre de bits est inversement

proportionnel & la probabilité d’apparition du symbole. Ainsi, les symboles les plus fréquents se

voient affectés des codes plus courts, et les codes les plus longs sont attribués aux symboles rares.

L algorithme de codage est comme suit:

1- Les symboles sont triés et classés en fonction de leur fréquence.

2- A partir des deux symboles présentant la fréquence la plus faible, un neead est crée. Il lui est
affecté un poids égal a la somme des fréquences des deux symboles.

3- Le neeud crée replace désormais les deux symboles dans la suite du processus.

A ces derniers sont affectés respectivement les chiffres binaires 0 4 la branche en haut (de gauche)

et 1 4 la branche en bas (de droite).

4- La méme démarche est reprise en considérant les deux symboles ou neeuds de poids le plus

faible. Elle est renouvelée tant qu’il reste plus d'un neeud libre.

Pour obtenir le code binaire de chaque caractére, on remonte l'arbre 4 partir de la racine jusqu'aux

teuilles en rajoutant 4 chaque fois au code un () ou un 1 selon la branche suivie.

Exemple: soit A={ a,. a», a3, a4, as} ayant les probabilités {0.2, 0.4, 0.2, 0.1, 0.1}
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o (0.4) (0.4) (0.6) 0
(1.0)
4,02) (0.2) (04) O (0.4) 1
a(0.2) (0.2) 0 2} 1
a(0.)70 M
a,(0.1) }T
FIGURE H1 Building the binary Huffman tree.
TABLE H1 Huffman code for the original
five-letter alphabet.
Letter Probability Codeword
a-, 0.4 1
a, 0.2 01
a;, 0.2 000
a, 0.1 0010
as 0.1 0011

On a A=2.1219 bits/symbole; L=0.4 x 14+0.2 x 2+0.2 x 3+0.1 x 4+0.1 x 4=2.2 bits/symbole.

La redondance mesure I'efficacité d un code. La redondance est la difTérence entre 'entropie de la
source ¢t la longueur moyenne du code. Dans 'exemple précédent, 'entropie était de 2.12, tandis
que la longueur moyenne était 2.2, La redondance est donc de 0.0781 bits/symbole.

Plus la redondance est faible, meilleur est le code.
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2.4.3 Codage de Huffman a variance minimale

I est intéressant de noter qu’on changeant légerement la procédure de tri, on peut obtenir différents
codes de Huffman pour une méme source. En général, on cherche a établir le code de Huffman a
variance minimale. Pour obtenir ce dernier, on doit toujours placer la nouvelle combinaison
de lettres (symboles) le plus haut possible dans la liste triée. Par ailleurs, on distingue des

variantes de l'algorithme de Huffman telles que : le codage statique, et le codage adaptatif.

Pour une source x d'entropic H(x), la longucur moyenne Ly d'un mot de code obtenu par codage

de Huftman vérifie la relation suivante:

Hix)<Lu< H{x)+1

En général, les codes de Huffman sont utilisés au second étage de compression, conjointement avec
d’autres techniques de codage. Ces codes permettent des applications de compression telles que la
compression d'images sans perte, la compression du texte, la compression du son.

Exemple: refaire l'exemple précédent en utilisant le codage de Huffman a variance minimale.

ax(0.4) a(04)  —= a(0.4) a30.6)

-T=

a,(0.2) — ay(0.2) a,(0.4)70 ay(0.4) -1

a5(0.2) aI(u,z}F aj(0.2) - 1
ay(0.1) 10 a,(0.2) 4 1
uj{ﬂ.l}]l_

FIGURE H2 La procédure de codage de Huffiman a varaince minimale.

Tableau H2 = Code de Huffman a variance minimale.

Symbole Probabilité Mot de code
a, 0.2 10
- 0.4 00
das 0.2 11
dy 0.1 010

as 0.1 011
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