Chapitre V : Résolution des EDP elliptiques Méthodes Numériques

Résolution des EDP de type elliptique par les méthodes de

différence finies

IV.1 Discrétisation de I’équation elliptique (second ordre avec deux

variables)
IV.1 Discrétisation des nceuds internes de I’équation

L’équation aux dérivées partielles de type elliptique s’écrit comme suit ;
GRY, .\ RN
ox2 8y2
La discrétisation d’une E.D.P elliptique a I’aide des différences finies comporte les étapes
suivantes ;

0 (IV.1)

> Etape (1) ; On définit un maillage qui couvre le domaine et sa frontiére.
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Figure (IV.1) : Domaine de la fonction U Figure (IV.2) : Maillage adapté sur le domaine
» Etape (2) ; On approche les dérivées partielles, a 1’aide des différences finies ; approche
centrée dans tous les nceuds internes du domaine :
U@+1j)-2UG, ))+U(-1j) UQj+)-2UG )+UEJ-D _, (IV.2)
AX? Ay2

Pour les colonnes internes (i =2,...n-1), et les lignes (j =2, ....m-1) ;
AU (,j-1)- Z(Ay +A)U(, J) + AU (,j+)=-AU@{+1j)-2U@{-1j) (V3

1
D’Ofl . /lx = 2 ﬂ/y :_12
AX Ay
» Etape (3) ; Discrétisation de 1’équation sur les bords du domaine, dont on utilise les

conditions aux limites pour éliminer les valeurs aux points de la frontiere.
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a. Condition de type Dirichlet « grandeur imposée »

La discrétisation est une extension sur les bords du maillage, donc la condition sera

remplacée directement dans les équations précédentes

b. Condition de type Newman « Flux imposé »

- Condition de Newman a (i=1,j=2,m-1) := ] = cst
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Figure (IV.3) : Condition de Newman a x=0 Figure (IV.4) : Condition de Newman a
x=L
AU j-)-2(4 + 24U )+ AU j+1) =-2U(2, j)-4LU (0, j) (1V.4)
Donc, on doit remplacer le terme de U (0, j) par d’autre termes ;
Soit par I’approche centrée de la condition donnee
ax=0; & HEDYOD _coyej-uei-ame v
OX | (x=0) 2 AX
On remplace le terme U(0,j) dans 1’équation (IV.4) ;
. . i .. 2C
AU -)-2(4) + AU )+ AU Q j+) =-24U(2, j) + ™ (1V.6)
. NPT .o
- Condition de Newman a (i=n,j=2m-1) :=> — = cst
X Ix=L
AU, j-1)-2(2,+2,)U(n, j)+A4U(n, j+I) e
=-AU+1 j)-4U(-1j) (V-7)
Donc, on doit remplacer le terme de U (n+1, j) par d’autre termes ;
Soit par I’approche centrée de la condition donnée
a(X:L), Q :U(n+1ij)_u(n_1vj)zc
X (x=1) 2 AX (1vV.8)

=U(Mm+1j))=U(n-1)) -2AxC
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On remplace le terme U (n+1, j) dans I’équation (IV.7) ;
2C

AWM, j-1)-2(4y + 2)U(, j)+ AU, j+1) =-24,U(n -1, ) e (IV.9)
. . s . . ou
- Condition de Newman a (i =2...n-1,j=1) .= = cst
y=0
i vl _
E}:H = cst
- };"‘//////////////////
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Figure (IV.5) : Condition de Newman ay =0 Figure (IV.6) : Condition de Newman ay =H
AU (1,0)-2(4, + ﬂy)U i)+ AU (1,2)=-4U(1+1)-4,U(i-11) (IV.10)
Donc, on doit remplacer le terme de U (i,0) par d’autre termes ;
- Soit par I’approche centrée de la condition donnée
R 1,2)-U(i, . .
ay=0)y M ZY02-U0O) 02U -2ayC (IV.12)
¥ ly=0 24y
On remplace le terme U (i,0) dans I’équation (IV.7) ;
. . . . . .. 2C
AU (1,2) =2(4y + AU D) =-A4U (I +1 ) - AU -1, ) + A_y (IV.12)
. . s, , ouU
- Condition de Newman a (i =2...n-1, j=H) := — =cst
y=H
AU (i,H-1)-2(4, +ly)U(i, H) +4,U (LH+)=-A4U({+LH)-A4U(i-1H) (V.13)
Donc, on doit remplacer le terme de U (i, H +1) par d’autre termes ;
- Soit par I’approche centrée de la condition donnée
. LH+1)-U(®G,H-1
(y=0) 24y (IV.14)

=U(i,H +1)=U(i,H - 1) + 2AyC

On remplace le terme U (i, H +1) dans I’équation (IV.7) ;



22,0 (i, H =1) = 2(4, + 2)U (i, H) = ~AU (i +L H) - 4,U (i -1 H)—%

= cst
y=0

ouU
=Ccst, > —
x=0

Condition de Newman a (i=1,j=1) := Y

Z N N/
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(IV.15)
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Figure (IV.7) : Condition de Newman a ; (a) x =0, y =0, (b) x =L, y =0, (¢) x =0, y =H, (d) x =L, y =H

AW (@L0)-2(4, +4,)U QD) + 4, U(12) =-4,U(21) - 4,U(01)
Donc, on doit remplacer les termes de U (1,0), U (0,1) par d’autre termes ;

Soit par I’approche centrée de la condition donnée

a(x=0y; Y _UeH-UEL C, =U(01) =U(21) - 2AxC,
OX | (x=0) 2 AX
a(y=0); up _Ue)-Ud0) C, =U(10)=U(12)-2AyC,
¥ ly=0 24y
On remplace les termesU (1,0), U (0,1) dans I’équation (IV.7) ;
2C, 2C,
22,U (1,2) -2(4, + A4,)U(11) =-24,U(2]) + A_y + i
Condition de Newman a (i=n,j=1) := Y =cst, = Ul cst
x=L y=0

AW (n,0)-2(2, + A)U(n) +4,U(n2) =-4,U(n+11) - 2,U(n-11)

Donc, on doit remplacer les termes de U (n,0), U (n+11) par d’autre termes ;
Soit par I’approche centrée de la condition donnée

A(x = L); au _U(m+1)-U(-11) _
X | (x=1) 2 AX

CX

=U((+11)=U(n-11)+2AxC,

(IV.16)

(IV.17)

(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)

(IV.21)
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A(y =0); oy _U(2)-Uno) .
2A y
¥ liy-0) Y

=U(n,0)=U(n2)-2AyC,

On remplace les termesU (n+11), U (n,0) dans I’équation (IV.7) ;

2C, 2C,
22,U(n,2) -2(2, + AU (n)) =-24,U(n-11) + X -
- Condition de Newman a (i =1, j =H) ::@ =cst, 3@ = cst
OX |0 y=H

AU L H 1) =2(A + A4, )U @ H) + 4,U (L H +1)
=-AU(2,H)- AU (0, H)

Donc, on doit remplacer les termes de U (1, H +1), U(0,H) par d’autre termes ;

Soit par I’approche centrée de la condition donnée

s—oy Y] _uem-ueH) o
X | (x=0) 2 AX
= U0 H)=U(2 H) - 2AxC,
s ouU ULH+)-U@LH-1
ay=0; Y U ) —U( ):Cy
¥ ly=0) 24y

=ULH+)=U@H -1)+2ayC,

On remplace les termesU (0,H), U (1, H +1) dans I’équation (IV.7) ;

2Cy 2C,
22ZWU(QLH-1)-2(4y + 4, )U(L H) =-22,U (2,H)—A—y+ -
- Condition de Newman a (i=n,j=H):= auq =cst, = Y = cst
OX |y—n y=H

20 (N H ~1) = 2(2, +2,)U(n, H) + A,U (0, H +1) =
~AUM+LH)-A4UMn-1H)

(IV.22)

(IV.23)

(IV.24)

(IV.25)

(IV.26)

(IV.27)

(IV.28)

Donc, on doit remplacer les termes de U (n,H +1), U(n+1,H) par d’autre termes ;
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- Soit par I’approche centrée de la condition donnée

A(x=L): ou :U(n+1,H)—U(n—1,H):CX
X |(x=1) 2 AX (IV.29)
=UMn+LH)=U(-1H)+2AxC,
. ouU uinH+1)-U(H-1
a(y=H), — 2 )2A ( ):cy
% l(y=h) y (IV.30)
=U(H+1)=U(nH-1)+2AyC,
On remplace les termesU (n,H +1), U(n+1,H) dans I’équation (IV.7) ;
2C, 2C,
24U(n,H -1)-2(2, + 4,)U(n,H) =-24,U(n -1, H)_A—y_ ~ (IvV.31)

Remarque

Les valeurs de la fonction U sur les bords du domaine peuvent étre approchées par
d’autre approximations telles que ;
v’ Approximation a [’ordre 1 de la premiére dérivée par la différence a droite
(approche a droite) ;
ou(i,j) U(i+1j)-U(,j)
OX h

v Approximation a [’ordre 1 de la premiére dérivée par la différence a gauche
(approche a gauche) ;

ou(,j) U, j)-u(-1j)
OX h

v Approximation a [’ordre 2 de la premiére dérivée par les différences a droite
(approche adroite) ;

AU (i, j)  —3U(, j)+4U(i+1 j)-U(i+2 )
ox 2h

v’ Approximation a [’ordre 2 de la premiére dérivée par les différences a gauche
(approche gauche) ;

AU, j) 3U(i, j)-4U(i-1 j)+U(i-2,j)
ox 2h

c. Condition de type Cauchy « aa_U = f(x,U)»
X

La discretisation de la fonction U sur les bords du domaine par la condition de Cauchy est

de la méme facon de la condition du Newman
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d. Etape (4): résolution du systeme algébrique final par la méthode de DTMA

« Algorithme de Thomas »

La discrétisation d’équation aux dérivées partielles elliptique par la méthode des
différences finies vue précédemment méne pour chaque colonne un systéeme de N

équations linéaires algébriques a N inconnus de forme matricielle tri diagonale.

Exemple ; On suppose qu’on a un maillage de (5x5) montré dans la figure (IV.8),
pour une condition au limite de type Dirichlet. Le systéeme discrétisé pour chaque

colonne est donné comme suit ;
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Colonne (1) Colonne (2) Colonne (3) Colomne (4} Colomne (5}

Figure (1V.8) : maillage de (5%5) nceuds

- Colonne (2) ;
—2(Ay + ﬂy)U (2,2) + A,U (2,3)=-4,UB2)-1,U(12) - AyU (2
AyU (2,2)-2(A4 + Ay)U (2,3) + AyU (24)=-2,U3)-4,U(13)
/Iy U(2,3)-2(4, + /1y)U (2,4)+ /Iy Uu(25)=-14,U@GB4)-14,U(@14)

- Colonne (3) ;
—2(Ay + ﬂ.y)U (3,2) + Ay U (33)=-14,U(4,2)-1,U(2,2)- Ay U (30
A,U (32)—-2(4, + Ay YU (3,3) + Ay U (34)=-1,U(43)-1U(2,3)
AU (33)-2(4, + /1y)U (3,4) + AU (35 =-4,U(4,4)-1U(2,4)

- Colonne (4) ;
—2(Ay + ly)U (4,2) + Ay U (43)=-4,U(52)-4,U(32) - Ay U (40

2, U(4,2) = 2(2 + 2,)U (4,3) + 2, U (4,4) = =2, U (5,3) ~ ,U (33)
2, U(4,3) = 2(A + 2, )U (44) + 2, U (4,5) = ~2,U (54) - 1,U (3.4)
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Pour résoudre le systeme décrit au-dessus par la méthode de DTMA adapté aux

problémes 2D, nous devons ;

a- Réécrivant le systeme pour chaque colonne sous cette forme ;

- Colonne (2) ;
—2(Ax + Ay) Ay 0 U2 |-4UB2)-2UL2)-1yU (2
Ay —2(Ax + Ay) Ay x|U(23) | = - 2,U(33) - 24U (L3)
0 Ay —20Ax +4y) | (U(24) - 2,U(34) - xU (L4)

b- On pose ;U(3,2),U(3,3),U(3,4) =0(les éléments de la colonne suivante) donc la

matrice devient ;

- 2(Ax +Ay) Ay 0 U@22)] [-2xU@L2) - AyU(21)
Ay ~2(Ax +Ay) Ay x| U(23) |= — AU (1,3)
0 Ay ~202x +Ay) | [U(24) — AU (1,4)
=

0 0
A2 80 0 |1y Tof
0 0 0 0
O AD B0 | |- o
0o ci Al |X
D’ou;
- AP =AY =AY =22, + 2)
- B]FO) :Béo) :/Iy
- O —cO - A — 22, +Ay)
- g9 =202 -2,V RY, 9¥ =-2,UL3), g =-2,U(L4)
- Xy =U(2,2), X, =U(2,3), X3 =U(2,4)

c- On résout cette matrice par la méthode de TDMA (vu dans le chapitre précédent), en
calculant les éléments ; Bl(l) (1) B(l) g(l) g(l) g3 , puis les valeurs de la fonction

U; U(22),U(23),U(2,4) en neeuds (7,8, et9)

d- Refaire la méme opération dans la colonne (3) pour calculer les valeurs de la
fonction U ; U(3,2),U(3,3),U(3,4) en neeuds (12, 13, et 14)

e- Refaire la méme opération dans la colonne (4) pour calculer les valeurs de la
fonction U ; U(4,2),U (4,3),U(4,4) en neeuds (17, 18, et 19)



