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1.1 Introduction

La modélisation d’un probléme réel utilise les lois de la physique (mécanique,
thermodynamique, électromagnétisme, acoustique, ect.), ces lois sont, généralement, écrites
sous la forme de bilans qui se traduisent mathématiquement par des équations simples,

différentielles ordinaires ou partielles.
1.2 Rappel mathématique sur les EDP

En mathématique les EDP s’écrite sous la forme générale suivantes ;

ou ou adu o%u o"u
o =0 (1.0)

18_)(1,8)(2,6)(3, ....... ,E, ................... ,axn
NB :il existe deux types des EDP ; linéaire et non linéaire

e Les EDP linéaire; si elle est de la forme L(y) = f(x)
Exemple ; L(x+y)=L(X)+L(y)
Son concept mathématique interviennent dans different domaines, par exemple ;

- Equation de Laplace ;

o%u  d%u o

- Equation de propagation des ondes ;
0°u 0°u o%u 1 d%
oo e ot (1:3)

- Equation de Fourier (équation de chaleur ou d’énergie) :

oT aT oT)_dg
A ot | E (1.4)
ox oy az) ot

Les E.D.P. les plus intéressantes proviennent dans le domaine du mécanique des fluides et du

transfert de chaleur tels que :

o Ecoulement des fluides avec transfert de chaleur
o Ecoulements laminaires, turbulents et de transition
« Régimes subsoniques, transsoniques et supersoniques

e Transfert de chaleur conjuguée
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|.3 Equation générale de transport

Puisque le domaine de mécanique des fluideset de transfert de chaleur font partie du
méme principe de conservation, il est utile et important de les généralisées sous forme d’une
équation générale de transport dans laquelle les variables de quantité (¢), de coefficient de

diffusion (I), et de source (S¢) peuvent prendre plusieurs formes ;

opp a(puw)ﬁ(pvco)ﬁ(p\mﬂ)_i[ra_(ﬂj 0 ( a_‘/’}r 0 [r a¢j+sw (1.5)

ot ox oy oz ox\ ox) oyl oy) az\ &z
D’ou :
- ‘ZE : Représente le terme transitoire
T
0 0 0 . . . .
- (UD),— (VD),— (WD) : Représentent les termes convectifs dans les directions
ax( )aY(V)az(W) p
X, Y, etZ
0 0 0 0 0 0
- —|I'—=®|,—|I'—=®|, —|I' = | : Représentent les termes diffusifs dans les
oX \ oX oY\ oY oL\ 0oL
directions X, Y, et Z
- So: Représente le terme source.
Avec :

U, V, W : Composantes horizontale, verticale, et transversale de la vitesse.
I" : Coefficient de diffusion.

En fonction de certaines hypothéses pour lesquelles 1’équation générale du transport
englobe principalement les lois fondamentales : de conservation de masse, de quantité de

mouvement, et d’énergie tableau 1.1 ;
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Tableau_l.1 : Compatibilité des variables d’équation de transport (®, I, et S¢) avec les

¢léments d’équations de conservation de masse, de quantité de mouvement, et d’énergie

Equations )] r So

Continuité 1 0 0

Quantité de | U H s _p 9P Forces de volume et de

mouvement (X) ' b pression dans la direction
X

Quantité de | V VI S _F _@ Forces de volume et de

mouvement (Y) ’ Toy pression dans la direction
y

Quantité de | W H s _p _9P Forces de volume et de

mouvement (2) T a pression dans la direction
z

Energie T Lou A St

p p

Remarque ;lorsqu’on remplace les variables d’équation de transport par les éléments

d’énergie on ajoute le terme de la dissipation visqueuse dans |’équation(u®).

Toute simulation repose sur certaines hypotheses simplificatrices au probléeme étudié. En

générale, elles sont énumérées comme suit :

- L’écoulement est Newtonien.

- Le fluide est visqueux.

- La dissipation visqueuse dans 1’équation d’énergie est négligeable (u@ = 0).

- Les propriétés physiques de fluide et des composants électroniques (p, Cp, , k) sont
supposees constantes.

- L’approximation de Boussinesq est prise en considération (fluide est quasiment

incompressible partout, sauf au niveau du terme de gravité).
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1.4 Type d’équation du transfert thermique

Par exemple dans le cas du transfert de chaleur par;

» Conduction pur unidimensionnelle stationnaire en cordonnées cartésiennes, 1’équation

du transport (d’énergie) devient alors ;

2

E(EO—T)+SX =0,o0u; /18—-|2-+SX =0 (1.6)*
ox\  OX OX

» Conduction pur unidimensionnelle instationnaire en cordonnées cartésiennes ;

or of(,0T or o°T
ot 6x[ axj+ o O PP = A T (7

» Conduction pur en bidimensionnelle stationnaire en cordonnées cartésiennes ;

g(l£j+£ /lg +S,,=0 (1.8)
ox\_ ox) oyl oy
» Conduction pur en bidimensionnelle instationnaire en cordonnées cartésiennes ;
pCpa_Tzi(/lé_Tj_Fi ﬂa_T +Sxy (|.9)*
ot ox\' ox) oy\ oy

> Convection-Conduction unidimensionnelle stationnaire

oT of(,0T
o [VIEAR P A «
P P[ ax) 6x( axj * (110)

» Convection-Conduction unidimensionnelle instationnaire

oT oT of(,adl
Col —+U—|=—| A—|+S
P P(at 6xj ax( 8xj ” (111)

> Convection-Conduction bidimensionnelle stationnaire

oT . aT\_o(,ar) of,er
PCP(“&WEJ—ax(%x)*ay(%yj”” (12)
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> Convection-Conduction bidimensionnelle instationnaire

of aT . oT) o(.oT) of.eT
Co|l —+tU—+V —|=—|A— |+ —| A—|+S *
p "(at ox ayj ax( axj 6y[ ayj &l (1.13)

1.5 Notion du calcul de dynamique des fluides (CFD)

En langage mathématique, la prédiction des grandeurs physiques du fluide (vitesse et
température) ne peut pas étre aboutit que par la résolution des équations citées précédemment,
malheureusement, dans la plupart des cas, la nature complexe de ces équations non-linéaires
augmente d’avantage la difficulté de leurs résolutions, qui les rendrait pratiquement
impossible d’exhiber une solution. Dans ce cas, la résolution numérique s’impose, et le choix
de la méthode doit étre adéquat aux meilleures approximations.

Cette opérationest incorporée dans Le calcul de dynamique des fluides (CFD), qui
pourrait se traduire par Simulation Numeérique de la Dynamique des Fluides. Pour simuler des

phénomeénes de transferts de chaleur et de masse, et autres phénomenes tels que les réactions

chimiques. Donton arrive @ montrer que le probléme est bien posé (c’est-"a-dire qu’il admet

une solution unique) et on peut, calculer des approximations numériques des solutions.

|.6Avantages du calcul de dynamiques des fluides (CFD)

v/ Comparées aux essais expérimentaux, les méthodes numériques permettent de faire
plus de simulations avec la possibilit¢ de faire varier plus de paramétres et de
configurations a moindre colt. Et méme si les essais expérimentaux sont toujours
nécessaires notamment pour valider les simulations numériques, la CFD a permis de
réduire le nombre d'essais des nouveaux dispositifs. Elle est donc devenue un outil
indispensable pour le développement de la recherche et de I'industrie.

v" On utilise I’analyse de dynamique des fluides (CFD) afin d’effectuer une simulation
rapide et efficace de 1’écoulement des fluides et du transfert de chaleur.

v Simplifier ’analyse de 1’écoulement

v" En gagnant du temps et en réduisant les co(ts de développement.

e NB :- le majeur inconvenant de CFD est la précision.
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e En générale, les équations utilisées dans le domaine de dynamique de fluide sont de
nature de dérivées partielles, sont alors discrétisés par une des méthodes suivantes en
équations algébriques (linéaire) ;

v’ Différences finies
v Eléments finis
v Volumes finis
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11.1 Méthode des volumes finis

11.1.1 Principe de la méthode

Les méthodes numériques citées dans le chapitre précedent consistent a transformer
ces équations différentielles en systémes d’équations algébriques linéaires par une méthode de
discrétisation appliquée sur le domaine de calcul avant de résoudre ce systeme par des

méthodes directes ou par itérations.

Donc, la méthode des volumes finis est fait partit des méthodes de discrétisation les plus
fréquemment utilisées dans les problémes d’écoulements et de transferts thermiques, cette
derniére, intégre 1’équation aux dérivées partielles (EDP) sur un volume fini « appelé volume
de contrdle » délimité par les nceuds du maillage couvrant le domaine physique. Le résultat de
la discrétisation d’une variable est une équation algébrique liant la valeur de cette variable aux
valeurs des variables en voisinages (points adjacentes désignés ou repérés par les mailles). La
discrétisation d’équation aux dérivées partielles (EDP) par cette méthode présente des
avantages considérables du fait qu’elle est simple a coder. Qu’elle garantisse la conservation
de masse et de quantité de mouvement dans chaque volume de contrdle et dans tout le

domaine de calcul. Elle est applicable pour les géométries complexes. (Patankar [1]).

11.2 Etapes de la méthode des volumes finis
La technique doit respecter les taches suivantes en ordre ;
11.2.1 Description du domaine de calcul

Détermination du domaine de calcul par I’adaptation des hypothéses sur 1’équation de

dérivée partielle
11.2.2Choix du maillage

Les intervalles de I’intégral de 1’équation aux dérivées partielles sont obtenus par la
subdivision du domaine de calcul sur des petits volumes de contréle attachées dit « Maillage »
de telle facon qu’il soit entiérement recouvert par des nceuds qui stockent les grandeurs
scalaires ou vectorielles de 1’équation aux dérivées partielles figure (I11.1). Chaque volume de

8
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contréle de dimension(4X, AY, AZ)est délimité par les faces (e, w, n, s, f, b). La projection des

grandeurs scalaires (P, T) ou vectoriels (U,V, et W) sont stockées au centre de chaque volume

de contrdle repéré par le point P dans la figure (11.2-6), les points E, W, N, S, F, B représentent

les centres des volumes de contrble en voisinage du point P, sont situés respectivement a
I’Est, Ouest, Nord, Sud, Amont, et Aval du point P en 3D, [1].

NB : il existe deux types de maillage ;

- Uniforme ; dimension de volume de contrdle est constant a travers le maillage

- non uniforme ; dimensions de volume de contréle varie a travers le maillage

‘Yg

“—--— Senkd%doulethent #u fidide - — | — | — — - 4 — |.=Xo. |

Figure (11.1) : Maillage sur le domaine de calcul

N
s
Volume de contrﬁ_le OXy (.8 Volume de contrdle Xy [He
h n O¥a
-—--9 . o—--- ——————— | -
W “ / © e W g .E j/ ‘e
S S E— (—s—j
Ax Ax 6}15
.
S
Figure (11.2) : Volume de controle Figure (11.3) : Volume de controle
Unidimensionnelle en cordonnées cartésiennes Bidimensionnelle en cordonnées cartésiennes
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At

Figure (11.4) : Volume de contrdle Bidimensionnelle cas transitoire (en fonction du temps)en
cordonnees cartésiennes

t
A tb
At
4 :a 2 P =
Figure (11.5) :Volume de contrdle Figure (11.6) :VVolume de contrdle
Bidimensionnelle en cordonnées bidimensionnelle en cordonnées
cylindriques cylindriques cas transitoire

Exemple :
En adaptant un maillage régulier de n=6 neuds sur une barre de longueur L=0.5 m qui
représente le domaine de calcul.
- Déterminer les dimensions de volume de controle (Ax) et la distance entre les
neeuds (0x) pour le cas unidimensionnelle

Solution

Figure (11.7) : schéma du maillage sur une barre

10
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- Ladimension de volume de contréle est calculé par ;

Ax=—t 9% _oam
n-1 6-1
- La distance entre les noeuds est calculé par ;
AX(i+1)+Ax(i)) 0.1+0.1
2 2

X = =0.1m

11.2.3 Discrétisation de I’équation aux deérivées partielles (EDP) sur un

volume de controle

Prenant I’intégration de 1’équation générale du transport (II.1) comme un exemple de

EDP sur le volume de contrdle typique de la variable @;

T+AT

(UD) dX dY dZ dr + j m
T bsw

T

>
S

(V@) dX dY dZ dr

>
S
_Q<)‘CJ)

o —

i

dX dY dz df+HJ.M_f[_n[
t bs

ﬁa(wo)dx dv dz dr

r+Ar fne 5 5 r+arfne 8 ) (”1)
HHax(rax jdXdeZdH j Wav(r JdXdeZdr
T+AT

+ j ma[r;@jdx dy dz dr + j ijjsm dX dY dz dr

Le résultat de l’intégration de I’équation (II.1) peut se mettre sous la forme algébrique

générale suivante ;

a, 0" =a. O +a, 0" +a,0y" +a,0¢" +a, D +a,P5" +b (11.2)

Avec les coefficients ag, aw, an, as, ar, ag, ap correspondants respectivement aux nceuds Est,

Ouest, Nord, Sud, Amont, Aval, et au centre du volume de contrdle.
I1.2.4Incorporation les conditions initiales et aux limites appropriés
L’une des caractéristiques de la méthode de volume finis est qu’elle nécessite des

conditions aux limites aux frontiéres du domaine étudié. Dont nous citons les plus reconnus :

11
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a- Conditions deDirichlet « Température imposée » ;

La valeur de la grandeur a déterminée est connue aux différentes limites (frontiéres)
de la géométrie du domaine d’étude. Cette condition aux limite est facile a programmé, par
contre il est difficile de maintenir toute la surface a une valeur constante fixe au laboratoire
(9(x=0) = ¢1), (¢p(x=L) = ¢2).

NB : La valeur de la grandeur peut étre distribué d’une maniére linéaire et constante sur le
long de la limite, par exemple ;

p(x=0)=¢, + f(y),d'ou; f(y)=z—-y,avec;0<y<z (11.3)
o OX - & oX i
z z
o(x=0)=01 ox=L)=0¢ P(x=0)= P1tf(y) ¢(x=L)= 02Ff(y)

Figure (11.8) : Conditions aux limites de type Dirichlet

b- Condition de Neumann « Flux imposé » :

Dans une équation différentielle, la dérivée de la variable spécifie de cette équation

sur la limite d’un intervalle est une constante, exprime par ;

do do
(x=0) (x=L)
=a, et =B, ou (0, B) =Cst 1.4
ix ix B, ou (o, B) (11.4)
— OX —
—> <—
—> <—
o= Cst _}a “‘_E p=Cst
—> <—
J J
AP =n) AP e=1)
Cp\‘ o) =0 @\1 1 =E
X X

Figure (11.9) : Conditions aux limites de type Neumann

Exemple ;

12
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Dans le cas du transfert de chaleur, a la limite de la paroi,le terme diffusif

representé par la dérivée de température égale a la densité du flux imposé qui est constant,

oT oT,
(x=0) (x=L)
OX e OX

donc la condition de Neumann s’écrit © — A

Q

NB :
v’ Cette condition est trés facile a mettre en ceuvre au laboratoire

v lorsque la paroi est isolée le flux dans ce cas est nul,et la condition devient ;

T o oT .,
F00 g o T g (11.5)
OX OX
5 M s /
e PERLEN b S~
Q=Cst =3 < Q:=Cst Q=0 \ ;Q:=0
— — AN 7
Ty AT,y ATy N\ T
A ¢ ¢ e ¢ A ¢
Figure (11.10) : Condition de Neumann sur le Figure (11.11) : Condition de Neumann sur le
transfert de chaleur cas du flux imposé transfert de chaleur cas paroi isolée

¢- Condition de Cauchy « condition de limite de type de 3 » ;

La condition aux limites est une combinaison pondérée d'une condition aux limites

de Dirichlet et d'une condition aux limites de Neumann. Dont qu’elle s’écrit sous cette forme :

do dp _
P(x=0) +& =a, e, +& =p (1.6)

Exemple ;
Dans le cas du transfert de chaleur, Lorsque les limites du domaine d’étude sont en contact avec
un fluide en mouvement, la condition aux limites imposée dans ce cas est la continuité des flux convectif
et diffusif a linterface (frontiére solide/fluide), donc I’équation est donnée comme suit :

dT daT

QConv = Qdiffusif :hcnv'(TXZO _T°°) = _l& = hCnv'(Tx:O _TOO) N la N O (”7)

13
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0x

Y

M

Q=0 = h(Tx=0-T 2

Qa=1)= b(Tx=1-T )
dT .-y
_A - - =
ix Q

Figure (11.12) : Conditions aux limites de type Cauchy sur le transfert de chaleur

I1.2.5Discretisation de I’équation aux dérivées partielles sur les bords du

systeme etudié

La discrétisation de 1’équation du systeme s’applique sur tous les points (nceuds)
interne du domaine, mais pour les bords, il suffit de reprendre le méme calcul en prenant

uniquement un demi-volume de contréle, et faisant introduire les conditions aux limites dans

les éléments de 1’équation du systéme discrétisé.

G
, ¥4
L
>

A
[=%]
-]

T dx

Qe=0)=h(Tx=0-T )|
dT"x=E"'
=0 _ o

Q1= Cst
d‘P(x:c}
=Q1

P

-2 v
2 @
—> A Ef}' E

M

dr (x=0) §
N Az Toy,

®
S

Figure (11.13) : Demi-volume de contrdle
bidimensionnelle en cordonnées cartésiennes
(limite gauche)

A .
<€ 5 0Xw }'ﬁ Qa=1)= h(Tx=L-T )
yl n dT':x=1.:‘ _
T J\ ¢
v <— Q:=Cst
- : —
‘W_" f}' \w .P(— Woe _ o
dx
/ Q:=0
st/ | are.,
oy ax2” |7 7o -
¥ ®
S

Figure (11.14) :Demi-volume de contréle
bidimensionnelle en cordonnées cartésiennes
(limite droite)
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’_‘il QJ
‘: Il
[ ;; 'i =
0
5915505
ae T, =
- r|| [=] O_" l g r|| .I,I
I o
I'CD -
/
7
7
‘\ y % =0
Ay EI | Qe=1y=h(Tx=r-T )
dT (. —p)
=@
o
v Q:=Cst

Figure (11.15) : Quart de volume de contrdle bidimensionnelle en cordonnées cartésiennes (limite haut
a droite)

I1.2.6Résolution du systeme algébrique final par la meéthode de DTMA
« Algorithme de Thomas »

a) Principe de la méthode

La discrétisation des équations auxdérivées partielles par la méthode des volumes finis
meéne a un systéme des équationslinéaires de forme matricielle tri diagonale, pour résoudre ce

type de matrice nous appliquons la méthode numérigue TDMADbaptisé aussi par

« Palgorithme de Thomas »

On suppose que le vecteur (X; € R4) est la solution du systéeme d’équations linéaires suivants :

allxl + a12X2 =0, a,; ay 0 0 x1 9
a21X1+a22X2+a23X3 =0, :[A]x[x]z[g](: a, a, ay 0 % Xz _ 9,
aszxz+aasxs+as4x4 =0, 0 Az Qg Ay X3 0s

a43X3+a44X4 =0, 0 0 43 Ay X4 0,4

D’ou:

- A estlamatricede 4x4

15
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- X est le vecteur solution 4x1
- g;estle vecteur résultat 4x1
> Partie (1) :
Dans la premierepartie, le systeme d'équation [A] <[x] = Gsera convertie a la forme[M]

x[X] = F. Initialement, le systéme d'équation ressemble a:

0 (0 0
a 11 a 12 0 O X 1 :(L )
(0) (0) () (0)
a 21 a 22 a 23 O X 2 2
(0) ) (0) (0)
0 a 32 a 33 a 34 X 3
0 0 a2 al| [X

3
(0)
4 4

- Etape (1) :
La division de la 1% ligne sur a'? ;
ay =afaf =1 1 aly 0 0 £
© © © ©
a’Zl a22 a23 O 2
W _ 4@ /50 _ _
alZ _a12/a11 :M_ ’F_
© © © ©
0 a32 a33 a34 g3
W _ q©/50 © © ©
fl _gl /all L 0 O a43 a44_ LI4 |

*Généralisation

Le calcul de la 1% étape se fait comme suit ;

©
@ _ %
a‘’ = ——
Moal) i=1
e Poure. Lo
cw_0 j=ii+
AN

16
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- Etape (2) :

Appliquant la loi suivante sur toute la ligne (2) pour éliminer le terme agf) ;

O [0, ,0]
a® — Ay — 84y XAy -0
Tkl 1 e
|1 1)
1 aj; 0 0 f,
O [0 ,0]
a® = dy — (3, Xay -1 " "
2 = =
a‘zoz) - _ag) xa(zol)_ 0 1 a2 0 fz
) ) =M= JF=
(0) 1 (0)
@ _ 83 —|djgXdy 0 aé%) ag‘;) ag‘i’ g")
28 7 (0 (1) (0)
ay, —|a;y Xay
- - 0 0 a(o) a(o) ©)
) @ 0 | 43 44 | 194" |
o _ Y — 7 xay;
2.7 40 1), 400
ay — (a7 XAy |

- Etape (3) :

Appliquant la loi suivante sur toute la ligne (3) pour éliminer le terme ag) ;

O _[,0,,0]
a® — a3 _[azz Xag, -0
2740 _la(l) x| - - -
33 23 32 | 1 a g) 0 0 f l(1)
© W ,0]
@ _ Q3 — _[aza Xag | ~1 o "
33 = =
oy~ <l 01 a8 0] |
) ) =M= JF=
0) 1 0)
a® _ B30 7|85 X85 0 0 1 al) o
¥ T0 [0, 40
33 ~[dag Xz |
_ . (0) (0) 0)
O _[fw 40 0 0 dy3 Ay | 194
fo _ 93 2 2
3 (0) (1) 0)
d33 — |z Xaj, |

17
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- Etape (4) :
Appliquant la loi suivante sur toute la ligne (4) pour éliminer le terme afls) ;
© _ [0 o 4O
a® — dy3 —|833 XAys -0
43 7 (0 1 0) | r . r .
ag —las) xay | 1 a® 0 0 O
© _[a) o 7]
) _ Qag — (B34 X8y3 ] o) @
ai = =1 0 1 a 0 f
a0 _[a® a0 23 2
44 |34 43 | — M — ,F —
0 0 1 al £
© [f @ 5 5© 0 0 0 1 £
fO _ 24 "3 43 L . L 4
4 T 0 _[70 40
Ay _l_a34 Xy

*Généralisation ;

Le calcul effectué dans les étapes de 1 a 4 peut se mettre sous la forme générale suivante ;

(0) (€] (0)
a® — aiy — [ai—l,j Xai,
Ll T 4(0) @ (0) .
aii’ — la(ifl,i) X8 =2, n
© [ 0,01 P )joic1 i
fo - S T f xay; )= e
[N [ (0)
aj; — |_a(i—1,i) X aji,

Partie Il ;

Maintenant il suffit de déterminer le vecteursolution x du systeme linéaire [M]x[x] =

F, dont nous commencons par la derniere ligne et nous avangons.
X, =t

Xy = fs(l) _agl) X,

X, = fz(l) _aéls) Xy

X1 = fl(l) _a'l(;) Xz

*Généralisation ;

Le calcul s’effectue dans la partie (2) selon la loi suivante ;

X —£D _p  Pour P=af,xX,, ai=n—1..... 1
o v P=0ai=n

18
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b) Résumé de la méthode

Le systeme ressemble a ;

o a0 T[] 1Rl o o o] X7 [ef
ﬂ:i a aj X, ggj:l 0 1 31 0 X, 1
0 a{: agﬁ} ﬂi 0 |=xX;|= gf’:' o 0 1 3}1 0 || X, |= 1
0 al al) al| [X,| |gP 0 0 0 all| | X,| |g
0 0 a¥ a?] [X;] [gP] [0 0 0 0o 1] |X.| [gV]
» Etape (1)

v' Mettre tous les éléments diagonale de la matrice (&) =1pour i =1,...n)
v Mettre tous les éléments de la matrice au-dessous de la diagonale

agy =0 pour j=1,.i-1

v' Mettre tous les éléments de la matrice au-dessus de la diagonale
i=1..(n-2)

a® =0 pour
a.p =7 P {jz(i+2),...n

v" Division de la 1¢" ligne sur le pivot (al(f))

30 agF’)_ )
v _ %12 o _ G P
Ay (i,j)
)
(0) O
o _ 9 o _ 20 P
$ —wjg(m) =30 Pouri=1
g (i)

> Etape (2)

v' Calculer les éléments de la matrice af),,, Pour i =2,...(n-1)
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a0
% = oo
a‘2°2)+(a‘1) a?)

(0)
-ag,

a® —
0) 1) 0)
dgz t (azs Xas, )

34

=

©
Ay

a® =
a? +(@%¥ xa?)

@ Pouri =2,

v' Calcul de g}

(0)
o _
2

a(zoz’ +(a

(l)

> Etape (3)

0)
a(| i+1)
1) (0)
(i) X @iy

@ _
Agiay =

0 (-0 _.o ) rouri=s,....

i T+

N ) Pour

(a

)
(i.2)

©
iy T

(€
(i-1,1)
(@)
(i-1.i)

(9
xa (i,i-1)

(0)
x a(l i-1)

_ (g
(a

)

) _g

= "
(i) a

g

v' Calculer les éléments de vecteur solution X de fagcon décrémenté de (n a 1)

Xy = él)
X, = Ell) _a§‘15) x X

—g® —al xX, =X, =
X, =9 —agd x X,
X, =gP —a x X,

— @
a(| i+1)

P, =0

x Xy PoUr i=(n-1),
Pour i=n

P —
®_p ,d'ou{ '
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I11. Méthode des volumes finis pour les problemes de diffusion
I11.1 Domaine stationnaire unidimensionnel (1D)

Pour ce type de probléme 1’équation d’énergie s’écrit ;

i(id—T)JrS =0
dx\ dx

La discrétisation de cette équation sur le volume de contrdle des nceuds internes du maillage

est donné comme suit ;

ii[ﬂdledx+iS Adx =0

s dx o dx
e
dT dT =
AA — -1, A,— +SAX=0
eAe dX . WAW dX w
&
Te =T T -T
Ae Ae EAxe == A A PAXWW +(Sc —SpTp)As=0
&
/1e /1e /1W AW /1W
S i (s
e
a,Ty, —a,T, +a, T +b=0
NP
AX,,
0 A A
AX

ap =4a, +a, + Sp A

b=S, Adk

Remarque

Si les conditions aux limites prisent en considération sont de type de Dirichlet, on
néglige la discreétisation sur les bords du maillage, parce que les températures sont connues,

il suffit donc, que de les remplacées dans I’équation algébrique linéaire obtenue.
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Par contre si les conditions aux limites sont de type Neumann ou Cauchy, la discrétisation se

fait en demi-volume de contréle

Par exemple a l’extrémité droite du maillage ;

jai[ld—TjAdxﬂeS Adx =0

= dx X
<
dT at| =
A, A —| -4 — +SAX=0
PP dx|, WAdeW

dT
a- Cas condition de Neumann (& = 0!) ;

Généralement dans le domaine thermique la condition de Neumann se résume dans

dT dT

la loi de fourrierona ¢ = _KAd_, dans le cas d’isolation thermique ¢ =0 = P 0
X X

donc le terme ; Ay A, (;_T
X

=0, et I’éequation devient ;
p

Ay AW@JF(SC ~S, Tp) Ak =0

&

A A

AX,, AX,,
&

-a,T, +a,T, +b=0
D’ou ;
a. = 2w A
Y AX,

ap =a,, —Sp A

b=S. A&

b- Cas condition de Cauchy Qcony = Quitrusit = henv: (Tyeo =T ) = —/13—1

Donc le terme ; 2, (l_T = he,,. (T, =T,) = Q, et ['équation devient ;
X

p

+SAX=0

w

dT
A-1 —
<
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A A
w

AX,,
=
-a, T, +a,T, +b=0
_A’WAW
- AX

w
w

ap =a,, +Sp AKX

b=QA+S, Ak

La discrétisation de [’équation sur les autres bords du maillage se fait de la méme maniere

décrit au-dessus.

111.1.2 Exercices d’applications

Exercice (1)

On considére une plaque barre cylindrique, sans source de chaleur, ayant I’aire
transversale A=102 m? et la longueur L=0.5m. Les extrémités A et B de la barre sont

maintenues aux températures constantes de 100°C et de 500°C respectivement.

Calculer la distribution de la température le long de la barre pour 6 points. On connait la

conductivité thermique A =1000W /mk
Solution

Ona;
- A =1000W / mk
- L=05m
- A=1m?
- Ta=100°C
- Te=500°C

- 6 nceuds de maillage

On prenant en considération les hypothéses suivantes ;

- Latransmission de la chaleur se fait par conduction dans la barre
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La transmission de la chaleur se fait d’'une maniére constante dans le temps

La transmission de la chaleur se fait dans un sens unique (1D)
Pas de source de chaleur

Alors, 1’équation de 1’énergie s’écrit ;

dx\ dx

1- Maillage

e

wl Vv €

2- Calcul du pas &

Ax:izﬁzo.lm
n-1 5

3- Calcul de la Ionqueurﬁ

AX, + AX
X = # = AXl

4- Discrétisation de [’équation sur le volume de controle [W, €] pour les nceuds internes
(2,3,4,5) du maillage est donné par ;

ji(l—jAdx 0
s dx o dx
&

a2 dl

dx
&

ANE

<

e

=0

w

=0

w
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(%_AeJT
AX,

D’ou;

E_[ﬂeAe +AWANJTP+[AXXAN

AX, AX,,
&
ay Ty —ap Tp +a.T. =0

ag = Ae Ao _1000x1 10000
AXq
A
By = w Ay :1OOO><1:10000
AXy,
ap = ag +a, =20000

=0

5- Discrétisation de l’équation sur un demi-volume de controle pour les nceuds situés aux

bords du maillage (1),et (6) :

Pas de discrétisation puisque dans ce exemple nous avons des conditions aux limites

de type de Dirichlet

6- Réassemblage des équations du systéme

noeud (2)

noeud (3);
noeud (4);

noeud (5); 10000T, —20000T, +10000T, =0
<
noeud (2); —-2T,+T, =-100
noeud (3); T,-2T,+T,=0
noeud (4); T,-2T,+T,=0
noeud (5); T,-2T, =-500

10000T, —20000T, +10000T, =0
10000T, —20000T, +10000T, =0
10000T, —20000T, +10000T, =0

25



Chapitre 111 : « Méthode des volumes finis pour les problemes de AL ”
diffusion» Cours : Volumes finis

7-Rrésulution du systéeme matriciel par la méthode de TDMA

~2 1 0 07 [T, [-100 1 a% o o] [T, [g®
1 -2 1 0| |T|_| 0 |_jo 1 af 0| |T|_|gf
0 1 -2 1/|T, 0 0 0 1 a@| |T,| |g?
0 0 1 -2||T,] |-500] |0 0o O 1] |Ts| |g®
D’ou:
(0)
—a
o) 2
a;; (;) =05
11
(0)
—a
@ _ 23 —
all = =1/15
2 ald +(a9xal?)
a® — —ag) ~15/2
*al) +(al) xa?)
o 9°
9," = =30
ay
@ _ gém_(gl(l)xagl)))_
9 =45 ) ) =50/15
a22 +(a12 val)
g 90 =[ef xal) o
o - _
Al +(af xal)
(1)_g§°)—(g§1)xaf,g))_
94 = (0) ) (0) =420
Ay +(6134 x a43)

Donc, la solution est ;

T,] [180
T,| |260
T, | |340
T, | |420
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I11.2 Domaine instationnaire en deux dimensions (2D)

Pour ce type de probléme 1’équation d’énergie s’écrit ;
pC, ﬂzﬁ(iﬂj+i /Iﬁ +S
ot ox\_ ox) oyl oy

111.2.1 La discrétisation de cette équation sur le volume de contréle des nceuds internes

du maillage est donné comme suit ;

[’} [’}
t

I“pc 2 drxdy - Hj (/IZ—)dtdxder

tows

e ng /IZ— dt dxdy
5

—

1

+ S Z dtdxdy

g
0 C— S

o~
S

- Pour le terme temporel ; On suppose que I’intégration de la température en fonction du
temps se fait pour chaque point centrale (nceud P) du maillage.

- Pour les autres termes ; I’intégration en fonction du temps est donnée par la relation
suivante ;

tlep dt=[aT!+(@-1)T2 At

%)

L’interprétation de cette relation nous conduit a déterminer 3 schémas temporels :

- Schéma Explicite (@ =0) =T, =T\ ; calculant T, par T” en fonction du temps,

puis calculant T "
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@ @
p p

- Schéma Implicite (@ =1) =T, =T\" ; calculant T, par T, puis T " en fonction du

temps
- Schéma Crank-Nicholson (¢ =0.5) =T _1ro lro; calculant T, parT® et
P 2 p 2 p p p

T en fonction du temps

111.2.2 Choix du schéma temporel

Dans ce qui suit on va choisir le schéma Implicite on obtient ;

n

+ZXyALS

S

pC,Zx&[TP-TO)=z 5t /laa—u +z&m{1%

w

=

O _TO o _TO
pC ZXFTO-TO)=2 5 At ze[—TE . L ﬂ—z & At 4W(—TP . Tu H
Xe XW

O _TO O_T7TO® _
+Z XAt {ﬂn[TNA—TPH —Z XAt {ES(TPA—TSH +Z XSy At S
Yn

S

Remarque :
La source de chaleur linéaire se présente généralement sous 3 formes ;

- Forme (1) ; S=0 (absence de source de chaleur)

- Forme (2) ; S= Q (lorsque on a une source de chaleur constante distribuée sur tout le
domaine de calcul

- Forme (3) ; S=Sc- SpTp

Donc, la discrétisation est donnée par cette relation ;

ap T =ay T +ag TV vay T +as T8 +B
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avec;

2,
AX

I ¥ 23, 23

Ax, N Ay, Ty,

Ay E

w

ap=ay +ag +ay +ag +a +b’

a® _ pPCp Z XYy
O_r=e-"7
At

b'=Z X Sp

B=Z Xy Sc +ad T

111.2.3 Résolution du systéme d’équation linéaire par la méthode directe de DTMA

Pour résoudre le systeme décrit au-dessus par la méthode de DTMA adapté aux problémes

2D, nous devons ;

a- Réécrivant le systéme pour chaque colonne sous cette forme ;

g, TV +a, T\ -a, TV =4, T +a. T +B

Exemple

Le systéme s’écrit comme suit ;

Colonne (1) ;
(4)' ! (S). i (12).
—a, TV +a, TY=a. TV +B .
N 2 p 1 E's gl Ok 4 (7). ! (11).
(€] (€] @ _ (]
—ay ;7 +a, T,” —as T, =a. T,” + B, )\ |
@ 6 o
—ay TP +a, TY - a; T =a. T +B, | |
O ¢———G——®
TV -a, TV =a. T,V +B,

Colonne (1) Colonne (2) Colonne (3)

<
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=
ap -ay O 0 7O |ag TP +B, |[ay -a, 0 0 7,0 ag T +B,
—as A —ay 0 | TP e TP 4By | [man ap -am 0 | T e T +B,
0 _aS aP _aN T?)(l) aE T7(l) + B3 7 0 —a32 333 —a34 Ts(l) aE T7(1) + B3
0 0 =-ag ap | |[TO| |agTP+B, || 0 0 -—a, ay | |[TP] |a. TP +B,
1 1 1 1 . .
b-on pose ; T, TP, T.O T =0, donc la matrice devient
0 0 1] 0 1 1)
aY -af o 0 O [g@] |1 -af o 0o | (T®] |g®
0 0 0 1] 0 1 1 1]
—ay) ap  -ay 0 | TV e jo 1 -afl 0 | T |gf
0 0 0 1] 0 1 1]
0 el &9 a0 |77 Tlo 0 1 —a@ |7 |T]gd
0 0 -a ad | |T®| |g©® 0 0 0 1 TO| g

c- On résout cette matrice par la méthode de TDMA (vu dans le chapitre précédent), en

calculant les éléments ; aﬁ),a%),a&), gl(l),gél),gél),gf), puis les température en neeuds (1,2,3,

et 4)

d- Refaire la méme opération dans la colonne (2) pour calculer les températures en neeuds

(5, 6,7, et 8)

5) Refaire la méme opération dans la colonne (3) pour calculer les températures en neeuds

(9, 10,11, et 12)
Exercice d’application

On considére une barre (voir figure) trés longue ayant la section transversale
rectangulaire (0.04x0.05) m2 A P’instant t = 0 la section transversale, de la barre, a une
distribution uniforme de la température, To= 25C°. Le coefficient de transfert thermique par

convection sur la surface de séparation entre la barre et le fluide, est h=100 W/m? K.

1- Déterminer 1’évolution dans le temps, de la distribution de la température sur la section

transversale de la barre, en utilisant un pas de temps At=0.1s.
Sachant que les propriétés de la barre sont :

- La conductivité thermique, A = 35 W/mk
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- La densité de masse, p=1000 kg/m?
- Lachaleur spécifique, Cp= 3500 J/Kg K

i =T, -T5)
&,
| CHEEE) ) ) S
PRENENCTY) GEENENTE) SENNRNCE) ENNRNCO) d
| CECD) ) ) D) A
i | | | I
slef | | e
%o ot o o] o7 &l
o = @] | o] | o]
w ool tapl tagl esly
!{ ¢ O_O,m . ‘;.
T_o

Solution

v Les données ;
- n=5, ny= 6, (longueur) L= 0.04m, (largeur) I= 0.05m, (hauteur) H= 1m (tres
longue).
- h=100 W/m? K, At=0.1 s, A = 35 W/mk, p= 1000 kg/m?, Cp= 3500 J/Kg K
e Condition initial
At=0; To=425C°

e Condition aux limites

ax=0; ﬂ:0 éy=0;ﬂ=0
oy OX
et
. oT S il
ax=L; APE =h (T, -T) ay=I 71ng:h(Too_T)
p
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v’ L’équation de chaleur gouvernante sur systéme s’écrit |

oo, T L(1T), 2,0
o ax\ ox) oyl oy

1) calcul de pas ; Ax, Ay

_ Ay, + Ay,

=0.01 oy =0.01

2) discrétisation de I’équation sur le volume de contréle pour le schéma implicite
a- neeuds interne ; neeud (8), (9), (10), (11), (14), (15), (16), (17), (20), (21), (22), (23)
—ay TV 42, TV —ag T8 =a, T +a. T +B
D’ou;

Z &4y 1x0.01x35
AXy, 0.01

35

Ay

Z &2, 1x001x35
- A, 001

ag 35

_Z XA, 1x0.01x35
Ay, 0.01

35

ay

_Z XAy 1x0.01x35
Ay, 0.01

35

ag

ap=ay +ag +ay +ag +al” =140 + 3500 = 3640

@ PCpZ & 1000x3500x1x0.01x 0.01
T 0.1

=3500

B=a® T” =3500x 425=1487500
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Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud :(8) —35T." +3640T," —35T," =35T," +35T " +1487500
noeud :(9) -35T," +3640T,Y —35T, =35T" + 35T, +1487500
noeud :(10) -35T" +3640T,Y —35T,%” =35T + 35T, +1487500
noeud :(11) -35T, " +3640T,° —-35T, =35T.” +35T " +1487500
noeud :(14) -35T +3640T,Y —35T,% =35T,” + 35T, +1487500
noeud :(15) —-35T +3640T," —35T,0 =35T," +35T, +1487500
noeud :(16) -35T,0 +3640T,%Y —35T,% =35T,’ + 35T, +1487500
noeud :(17) -35T,% +3640T,Y —35T,(” =35T,%” + 35T +1487500
noeud :(20) —35T,9 +3640T0 —35T, =357, +35T,Y 41487500
noeud :(21) -35T,.0 +3640T) —35T,9 =357, +35T,Y +1487500
noeud :(22) 35T, +3640T —35T,% =35T,% +35T,Y 41487500

noeud :(23) —35T,2 +3640T% —35T,9 =35T, Y + 35T, +1487500

b- neeuds aux bords gauche ; neeud (2), (3), (4), (5)

la discrétisation se fait sur un demi volume de contréle, et en tenant compte que le terme

9T} _ o(conditions aux limites)
OX |p
ZXY —a -0 T TP 2,28 (T -TE ) Az (T -TE
pCp——(Tp" -Tp") =4 Z Y, + -
2At AX, 2 AY, 2 Ay

Apres simplification 1’équation devient ;
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—ay TP +ap T -ag TP =2, T 4B

D’ou;
Z %A, 1x0.01
ag = oy e _ x0.0 ><35:35
AX, 0.01
z .
ay = K An _ 1x0.01x35 175
2x Ay, 2x0.01
Z XA .
a = X Ag =1><0 01><35=17.5

© 2xAyg  2x0.01
ap=ag +ay +ag +a” =35+17.5+17.5+1750 = 1820

0 _ PCp Z X _1000x3500x1x0.01x0.01
P 2x At 2x0.1

=1750

B=al® 79 =1750x 425 = 743750

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud :(2) -17.5T,” +1820T"» —17.5T,Y =35T," + 7437500
noeud :(3) -17.5T,% +1820T,Y —17.5T® =35T," + 7437500
noeud :(4) -17.5T." +1820T® —17.5T» = 35T, + 7437500

noeud :(5) —17.5T," +1820T." —17.5T" =35T,Y + 7437500

C- neeuds aux bords droits ; neeud (26), (27), (28), (29)

la discrétisation se fait sur un demi volume de contréle, et en tenant compte que le terme

A (83_1 =h(T,, -T,) (conditions aux limites)

P

Z Xy

C
PEP oA

T8 TP a2, TP -1
AX,, 2 Ay,

T =2y (T, -TP) -4, 2 @[

A2 [T TP
2 Ay,

Apres simplification 1’équation devient ;
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—ay T +ap, TV —ag T8 =a, TV +B
D’ou;

_Z YA, 1x0.01x35
AX,, 0.01

35

ay

a4 = Z Ky Ay _ 1x0.01x 35 175
N 2xay, 2x0.01

_Z &2y 1x0.01x35
© 2xAy,  2x0.01

as =175

ap=ay +ay +as +a) +b'=35+17.5+17.5+1750+ (100x 0.01x1) = 1821

A0 _ PCp Z XY _1000x3500x1x0.01x0.01
P 2x At 2x0.1

=1750

B=aQ T{” +héyZ T, =1750x425+100x0.01x1x 25 = 787525
Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud :(26) —17.5T% +182179 ~17.5T9 =357 +787525
noeud :(27) 17575 +1821T % —1757% =351 4787525
noeud :(28) -17.5T0) +18217%) —17.5T =357 + 787525
noeud :(29) —17.5T) +1821T) —17.5T5) =357 4787525

d- neeuds au bord inferieure ; neeud (7), (13), (19)

la discrétisation se fait sur un demi volume de contréle, et en tenant compte que le terme

or . L
Ap o =0(conditions aux limites)
P

C XYt 1y A ZHe (TE T 4,2, [T Ty T -T¢"
pCp = (T -T) = - Ay Z X
2At 2 AXq 2 AX Ay,

w

Apres simplification I’équation devient ;

—ay T +ap TP =2, T® +a, TV +B

35
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D’ou:

_Z A 1x0.01x35

ag = =175
2x AXq 2x0.01
Z &4, 1x001

ay = YAy _1x001x35 . ¢
2% AXy, 2x0.01
Z &2, 1x0.01x35

ay = £ XEDXI_ o

AY, 0.01
ap=ag +ay +ay +a =17.5+17.5+35+1750 =1820

O pCp Z Xy 1000x3500x1x0.01x0.01
P 2x At 2x0.1

=1750

B=al® T —1750x 425 = 787500
Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;
noeud : (7) —35T" +1820T® =17.5T,$ +17.5T, + 787500
noeud : (13) -35T,% +1820T, =17.5T, +17.5T, + 787500
noeud : (19) —35T% +1820T,y =17.5T,Y +17.5T,, + 787500

e- nceuds au bord supérieur ; nceud (12), (18), (24)

La discretisation se fait sur un demi-volume de contréle, et en tenant compte que le terme

ol .. -
Ap y =h(T, -Tp) (conditions aux limites)
P

aat 2 AX, 2

1 1 1 1
C, ZHY o _poy_ A Zde TO T8 2,28, (T8 -1 .
pPYp — P /= AX
w

S

o _T10
+Z&h(T, -T®M) -2, Z & PA—S

Apres simplification 1’équation devient ;
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ap T =a T vay T, +ag T8 +B

D’ou :

_Z YA 1x0.01x35

ag = =175
2x AX,q 2x0.01
ZyA .

ay = O Ay, :1><0 01x35 _175
2% AX,, 2x0.01
Z &As 1x0.01

2 = X As _ x0.0 ><35=35

Ay, 0.01
ap=ag +ay +ag +a® +b'=17.5+17.5+35+1750+ (1x 0.01x100) = 1821

A0 _ PCp ZX& _1000x3500x1x0.01x0.01
P 2x At 2x0.1

=1750

B=a® T{? +Z &hT, =1750x 425+ (1x0.01x100x 25) = 787525

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;
noeud : (12) +1821T,% —35T,Y =17.5T,% +17.5T, + 787525
noeud : (18) +1821T,’ — 35T, =17.5TQ +17.5T,, + 787525
noeud : (24) +1821T,9 —35T% =17.5T +17.5T,, + 787525

f- nceuds au coin inferieur gauche ; nceud (1)

La discrétisation se fait sur un demi-volume de contréle, et en tenant compte que le terme

=0 (conditions aux limites
X|p oy ( )

p

ant P 2 AX 2 Ay,

e

7 1.7 T(l) _T(l) A1 7 & T(l) _-I-(l)
pcpﬂ (1)_TFEO)): e We{ E P + n N P

Apres simplification I’équation devient ;
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—ay TP rap TP =a. TV +B
D’ou :

_Z &y A, 1x0.01x35
©2xAX,  2x0.01

ac =175

_Z &y, 1x0.01x35
©2xAy,  2x0.01

ay =175

ap=ag +ay +a) =17.5+17.5+875=910

L0 _PCp ZJ _1000x3500x1x0.01x0.01

b =875
4x At 4x0.1

B=al 1" =875x425=371875

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud : (1) —17.5T% +910T," =17.57Y 1371875

g- nceuds au coin supérieur gauche ; noeud (6)

La discrétisation se fait sur un demi-volume de controle, et en tenant compte que le terme

oT oT . o
ﬂpg =0,4p —| =h(T,, —Tp) (conditions aux limites)
P P
O _T
ZXY @) oy A ZFe [T -TE X A Z [T =T
Co—— -Tp) = +Zx (T, -Tp)-
PCr—pe (e ~Te) 2 AX, o M0 =Te) = Ay

Aprées simplification 1’équation devient ;
+ap TV —ag TP =a, T +B

D’ou :
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_Z &, 1x0.01x35
©2xAx,  2x0.01

=175

E

o L&A _1x001x35
° 2xAy,  2x0.01

=175

0'201><100 9105

ap=a, +a, +a +Zx¥h:17.5+17.5+875+1x

2O _ pCpZoxdy 1000x3500x1x0.01x0.01
P 4 x At 4x0.1

=875

0.0 100x25 = 3718875

B=al’T® +2Z x%thw =875x 425 +1x

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud (6); 910.5T." -17.5T" =17.5T +371887.5

h- nceud au coin supérieur a droite ; nceud (30)

La discrétisation se fait sur un demi-volume de contréle, et en tenant compte que le terme

ﬂpa_T =h(Too _TP)!ﬂPa_T
X oy

P

=h(T, -Tp) (conditions aux limites)
P

W _TO
ZXY @ ) S A ZHw | Tp” =Ty X
Cop 28X 70 1Oy=z X h(T, -Tp)- +Z2Zh(T, -T
P2t P P ) 5 (T =Te) 5 A, 5 (T =Te)
A zx(TE TP
2 Ay,

Apres simplification I’équation devient ;
+ap T —ag T8 =a, TV +B

D’ou;
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W _ZH A _1x001x35
W 2xAx,  2x0.01

L L&A _1x001x35
S 2xAy,  2x001

ap=ay +as +as) +Zx 5yh+Z><Th 17.5+17.5+875+1x wxmozgn

L@ _ PCp Z X _1000x3500x1x0.01x0.01
P 4x At 4%0.1

=875

0.01

B= ag,°>T<°>+zx hxT, +zx‘9)'th =875x425+1x—_—x100x 25x2 = 371900

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud (30); 911TY -17.5T.0 =17.5T, +371900

i- nceud au coin inférieur a droite ; nceud (25)

La discrétisation se fait sur un demi-volume de controle, et en tenant compte que le terme

oT oT .. ..
Ap —| =h(T,-Tp),4p —| =0(conditions aux limites)
X |p % p

@) @ () ()
bc, ZoY IO 1Oy z5yh(r 1y fw Z T T |, A Zan (TP -Tp
Poaat » P 2 AX 2 Ay,

w
Apres simplification 1’équation devient ;

—ay T +ap TV =a, T +B

D’ou :
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_Z &, 1x0.01x35

ay = =175
2x AXy, 2x0.01
Z &2, 1x0.01
ay = 2% _1x001x35 0,
2x Ay, 2x0.01
ap=a, +ay +a” +Zx%h:17.5+17.5+875+1x%x100=910.5

2 _ pCp Z Xy 1000x3500x1x0.01x0.01

P =875
Ax At 4x0.1

0'201 «100 25 = 371887.5

B=al' 1" +2 x%thw =875x425+1x

Alors, la discrétisation devient pour chaque nceud comme suit ;

noeud (25); -17.5T% +9110.5T.9 =17.5T,) + 3718875

3) Résolution de I’ensemble du systéme par la méthode de DTMA

Pour résoudre ce systéeme nous devons réécrire le systéme en suivant 1’ordre des

colonnes, puis nous appliquons la méthode de DTMA pour chaque colonne

a- Colonne (1)

noeud :(1) -17.5T” +910T,"” =17.5T." +371875

noeud :(2) —17.5T +1820T,® —17.5T, =35T." + 7437500
noeud :(3) —-17.5T,"” +1820T% —~17.5T® =35T." + 7437500
noeud :(4) —17.5T +1820T," —17.5T," =35T,8’ + 7437500
noeud :(5) -17.5T," +1820T.Y —~17.5T» = 35T + 7437500

noeud :(6) 910.5TY -17.5T" =17.5T +371887.5
<
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(910 -175 O 0 0 0 1 [T®] [ 17.5T® +371875
-175 1820 -175 0 0 0 T 35T, + 7437500
0 -175 1820 -175 0 0 T® 35T + 7437500
X =
0 0 -175 1820 -175 O TO 35T, + 7437500
0 0 0 -175 1820 -175| |T® 35T, + 7437500
0 0 0 0 175 9105] [T | [17.5T +371887.5]

on pose le vecteur [T, 7 78 75 789 19 1=0, 1a matrice devient ;
(910 -175 0 0 0 0 | [T,®] [ 371875 ]
-175 1820 -175 0 0 0 TO | | 7437500
0 -175 1820 -175 O 0 T® | | 7437500
X =
0 0 -175 180 -175 0 TO | | 7437500
0 0 0 -175 1820 -175| |T® | | 7437500
0 0 0 0 -175 9105] |T®| |371887.5]

b- Colonne (2)

noeud :(7) —35TY +1820T,» =17.5T,) +17.5T, + 787500
noeud :(8) —35T.% +3640T.% —35T,® =35T.% +35T,%) +1487500
noeud :(9) —35T,% +3640T.% —35T,%) =35T.% +35T, +1487500

noeud :(10) —35T" +3640T,5 —35T, =35T,% + 35T, +1487500
noeud :(11) -35T,% +3640T Y -35T,9 =35T." + 35T, +1487500

noeud :(12) +1821T " - 35T,V =17.5T, +17.5T, + 787525
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<
(1820 -35 0 0 0 0] (T®] [17.5T +17.5T, + 787500
-35 3640 -35 0 0 0 T | | 35T, +35T, +1487500
0 -35 3640 -35 O 0 T | 35T +35T,8 +1487500
X =
0 0 -35 3640 -35 0 TS 13572 +35T, +1487500
0 0 0 -35 3640 -35| [T | |35T" +35T +1487500
0 0 0 0 -35 1821 |TY| |17.5T +17.5T, +787525 ]
On pose le vecteur[r(l) T8 T8 78 7 ,Tl(zl)]= 0, la matrice devient ;
(1820 -35 0 0 0 0] [T®| [17.5T,+787500 |
-35 3640 -35 0 0 0 | [T®| |35TY +1487500
0 -35 3640 -35 O 0 T | |35T," +1487500
X =
0 0 -35 3640 -35 0 T® | |35T," +1487500
0 0 0 -35 3640 -35| [T | |35T" +1487500
0 0 0 0 -35 1821] |T| |17.5T,+787525 |
c- Colonne (3)

43



Chapitre 111 : « Méthode des volumes finis pour les problemes de AL ”
diffusion» Cours : Volumes finis

noeud :(13) —35T, +1820T, =17.5T, +17.5T, + 787500

noeud :(14) -35T,9 +3640T " —35T, =35T" + 35T, +1487500
noeud :(15) -35T, +3640T,Y -35T," =357, + 35T, +1487500
noeud :(16) —35T,% +3640T" - 35T =35T," + 35T, +1487500
noeud :(17) -35T,% +3640T%" 35T, =35T Y + 35T, +1487500

noeud :(18)  +1821T% —35T% =17.5T) +17.5T,, + 787525
&

1820 -35 0 0 0 0] [T®] [17.5T® +17.5T, + 787500 |
-35 3640 -35 0 0 0 T | 35T® +35T2 +1487500
0 -35 3640 -35 0 0 | |T®| |35T® +35T. +1487500
0 0 -35 3640 -35 0 TO | | 35T, +35T, +1487500

0 0 0 -35 3640 -35| |TW| |35T% +35T. +1487500

0 0 0 0 -35 1821] |TQ| |17.5T +17.5T,, + 787525

On pose le vecteur [Tlg) T T TH TS ,Tz(i)]= 0, la matrice devient ;

1820 -35 0 0 0 0 | [1®] [17.5T,+787500 ]
-35 3640 -35 O 0 0 | |T%]| |35T,"Y +1487500
0 -35 3640 -35 O 0 | |T®| |35T," +1487500
0 0 -35 3640 -35 0 | |T®| |35T. +1487500

0 0 0 -35 3640 -35| [T, | |35T. +1487500

0 0 0 0 -35 181 [T | |17.5T,) +787525]
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diffusion»

2016/2017
Cours : Volumes finis

d- Colonne (4)

11820

-35

0

0

noeud :(19)

noeud :(20)

noeud :(21)

noeud :(22)

noeud :(23)

noeud :(24)

-35 0
3640 -35

-35 3640

0 0

— 35T, +1820T, =17.5T,% +17.5T, + 787500

35T +3640T,) —35T," =35T, ¢ + 35T, % 41487500
—-35T,0 +3640T, —35T,0) =35T,’ + 35T, + 1487500
-35T, +3640T —35T,%) =35T," + 35T, +1487500

~35T% +3640T2 —35T,2 =35T,% +35T,2 +1487500

+1821T,Q) - 35T =17.5T) +17.5T,, + 787525

<
0 0 O
0 0 0
35 0 O
3640 -35 O
~35 3640 -35
0 -35 1821

®
To

o
To

®
Ty

)
T23

(6]
_T24

oN
T19

17.5T® +17.5T,, + 787500 |
35T, 9 +35T.% +1487500
35T,Y + 35T, +1487500
35T, +35T % +1487500

35T, + 35T, +1487500

1757, +17.5T,; + 787525 |

on pose le vecteur [T, 0, T, T9 T9 T ] =0, la matrice devient ;
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1820 -35 0 0 0 0] [T®] [17.5T,+787500
-35 3640 -35 O 0 0 T | 35T +1487500
0 -35 3640 -35 0 0 | |T®| [35T% +1487500
0 0 -35 3640 -35 0 | [T | |35TS +1487500

0 0 0 -35 3640 -35| |T®| |35TY +1487500

0 0 0 0 -35 181] [T | |17.5T,+787525

e- Colonne (5)

noeud :(25) ~17.5T% +910.5T% =17.5T, +371887.5

noeud :(26) —17.5TY +1821T,9 —17.5T% =35T,Y + 787525
noeud :(27) -17.5T% +1821T% -175T0 =357 + 787525
noeud :(28) —17.5T% +1821T —17.5T% = 35T + 787525
noeud :(29) -17.5T.0 +1821T% —17.5T =35T9 + 787525

noeud :(30) Q11T —17.5T,9 =17.5T) + 371900

<&

46



Chapitre 111 : « Méthode des volumes finis pour les problemes de AL ”
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(9105 -175 0 0 0 0 1 [1@] [175TY +371887.5]
-175 1821 -175 O 0 0 D 35T, + 787525
0 -175 1821 -175 0 0 T 35T, + 787525
X =
0 0 -175 1821 -175 0 T 35T, + 787525
0 0 0 -175 1821 -175| |T® 35T + 787525
0 0 0 0 -175 911 | |TY| |17.5TQ +371900 |

Puis on résout la matrice par la méthode de DTMA pour obtenir les valeurs de ;

Colonne (1) Colonne (2) Colonne (3) Colonne (4) Colonne (5)
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Chapitre IV : « Méthode des volumes finis pour les problemes (2:016/%?/17 -
d’advections-diffusions instationnaire» OUIS = VOIUMES HRIS

IVV.1 Domaine instationnaire en deux dimensions (2D)

Pour ce type de probléme 1’équation d’énergie s’écrit ;

oT o(,0T of,o0T
pC, p —+(pcCp u)—+(pc v)g—&(i&j+a(ﬂgj+s

1V.1.1 La discrétisation de cette équation sur le volume de contréle des nceuds internes
du maillage est donné comme suit ;

pC, Za—dtdxdy+J [ JZ(pc u)—dtdxdy+f j fZ(pc V)Edtdxdy

tp, W s

4

S —oo
»—>

%)

—

1

S —oo

n 0 oT 0
AZ — |dtdxd —| AZ— |dtdxd SZ dtdxd
£6x( 6j XY+JIIay( ay] XY+III xay

ty ty, W s ty, w s

Si en suppose que les champs des vitesses et connu, alors I’équation de continuité du fluide

d(pc, u) ~0 et d(pcs V)

est vérifiée. Dans le cas présent on a donc ; =0, ce qui implique

que pC,U et pC,V sont des constants

Apres le choix du schéma implicite 1’équation devient ;

C,Zx
%(‘rpﬂ) _Tp(O) )+ Zﬁy(pCP u)e Te(l) - Z§y(pCP u)w TV\(Il) + Z5y(p Cp u)n Tn(l)

~Z&(pcyu) TV

®_TO ) @ O _TO ®_TO
zgyieﬁ_zgylwu +Z&A, Q—Z&XESQ
AX AX Ay Ay

€ w n S

+Z Xy (sc—spT)

Le probléme qui s’impose est queles températures du terme convectif seront évaluées selon la

valeur de la vitesse d’écoulement. Pour cela on assume des approximations appelées ;
a) Schémades différences centrées

Pour des faibles vitesses, on peut évaluer la variation des températures entre les nceuds du

maillage linéairement, donc on posera ;
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T =TE+TP T =TF,+TW
¢ 2 " 2

T :TN +Tp T :TP +Tg
" 2 2

Apres le remplacement de ces expressions dans 1’équation, on obtient ;

pCp §x5y(_|_

1
L T T J e, ), (T + T8 )= ay(pc, ), (T +T,0)

+X(pCpU), (Thfl’ +T§1))—5x(pcp u), (TFfl) +TS(1))

W _TWO TO _T® TO _T® TO _TO
& A, Te —T YA — WA | P kA
AX AX,, Ay, Ay,

e
+oxdy (sc—spT)
Apres simplification, I’équation discrétisée finale devient de cette forme ;

~a, TP +a, TV -a, 7Y =a. T +a4, TV +B

D’ou ;

F

a, =D ——"
N n 2
aS:DS+i
2

Fe

aE: e_?
F

=D, +—
Ay W

B=a® T +Scoxdy

a® — PCp XY
O e 77
At

a, =a. +a, +a, +a, +a¥ +F, -F,+F —F +Db'

b'=Sp X &y
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d’advections-diffusions instationnaire» OUIS = VOIUMES HRIS

En posant ;
S L. VN V.
AX, AX,, Ay, AX,
Fe :5prP’ w =5prP’ n :5XpCP’ S =5XIOCP
Remarque

- Si le théoréme de la continuité est validé le flux d’advection impose que ;

F,=FF, =Foa, =8, +a, +a, +a; +a0 +b

- PourdesvaleursdeF, > 2D, , F,<-2D,, F,>2D, et F, > 2D, ce qui

implique que uE} —22, 22, | 1 -22, 24, |

JpCPAXw,pCPAXeL | VEJPCF’AyS ,pCPAy“L

conduire a des valeurs irréaliste pour T

; au-dela peuvent

- SiI’advection est fortement dominante (vitesse trop élevé) conduit a un sur-maillage,

pour pallier cet inconvénient différent schémas sont proposés

b) Schéma amont (Upwind)

Dans le cas ou la convection est dominante (la vitesse est grande)

22 22
F, >2D, =u, >———, F, > 2D, =V, >——— la température au nceud voisin restera
pCP AXe pCP Ayn

trés proche a la valeur précédente transporté par la vitesse, donc on suggeére deux cas ;

v 1*" cas ;Si la vitesse est positif (u,v)>0=F >0

T, =T,,T, =T,
T, =T, T, =T;

Apres le remplacement de ces expressions dans 1’équation, on obtient ;

pcpAﬂ(Tpm ST+ dy(peeu), (T2)-d(pc, u),, (1)

+ X(pcyu), (T2)-(pc, u), (TO)

W _TWO TO _T® TO _T® TO _T®
& A, Te —Te” YA WA | P x|
AX AX,, Ay, Ay,

+oxdy (sc—spT?)
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Aprées simplification, 1’équation discrétisée finale devient de cette forme ;

—a, TV +a, TP —a, TV =a. T +4, T’ +B

D’ou;

a, =D, +F,
B=al’ T +Scoxdy

2O _ pCp XY
D ="F =
At

a, =a; +a, +a, +a; +aP +F, —-F, +F —F +b'

b'= Sp o oy

2°me cas ;Si la vitesse est positif (u,v) <0=F <0

T, =T, T, =T;
T, =Ty, T, =T,

Apres le remplacement de ces expressions dans 1’équation, on obtient ;

W(Tpm —Tp<0>)+ & (pcp u), (le(l))_éy(pcp u,, (TP(l))

+&X(pcpu), (TN(l) )— K(pCp U), (TFSD)

T(l) _T(l) T(l) _T(l) T(l) _T(l) T(l) _T(l)
HNA| —F— |- A, | — [+ KA | P | = XA, LA
AX AX,, Ay, Ay,

+oxdy (sc—spT)
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Chapitre IV : « Méthode des volumes finis pour les problemes

d’advections-diffusions instationnaire» Care s Wolmes s

Aprées simplification, 1’équation discrétisée finale devient de cette forme ;
—a TP +a, T —a, TP =a, TP +a, T +B

D’ou;

B=al’ T +Scoxdy

a© — P Cp XY
o=
At

a, =a; +a, +a, +a; +a¥ +F, -F, +F

w n

-F, +b'

b'= Sp o oy

3%me cas ;Si la vitesse est positif (u>0,v<0=F,, >0,F,, <0

T, =T,,T, =T,
T, =TT, =Tp

Apres le remplacement et simplification, 1’équation discrétisée finale devient de cette forme ;

—a T\ +a, T —a, TP =a, TP +4, T + B
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D’ou;

n =
ag = D,
ar =D,

ay, =D, +F,

B=a® T +Scxeoy

a® — P Cp XY
O =
At

a, =a. +a, +a, +a, +a¥ +F, -F,+F —F, +b'

b'= Sp SX &y

4°me cas ;Si la vitesse est positif (u<0,v>0=F,, <0,F, >0

Te :TE 7Tw :TP
Tn =TP,TS =TS

Apres le remplacement et simplification, 1’équation discrétisée finale devient de cette forme ;

—ay TP +a, T —a, TP =a, TP +a, T +B
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D’ou;

B=a” T +Scoxdy

a® — P Cp XY
O =rF 7
At

a, =a. +a, +a, +a, +a¥ +F, -F,+F —F, +b'

b'= Sp o oy

c) Schéma exponentiel

Pour ce type de schéma 1’équation d’énergie s’écrit ;

oT or o ,oT or of,aol
pCp E+((pCPU)&—&[ﬂ&}j‘F[(pCPV)E—@(iEJJ =S

Apres I’intégration sur le volume de contréle I’équation devient ;

pC, Xy aT
2 M 0 10)s (oo, 70 - 4] T

|

J—(&y(pcp 1), T —MWF—T}
OX

|

e

J_(gy(pCP u)s Ts(l) _§Xﬂ’s [ﬂ}
OX

= Xy (sc—spTP)

+ [é)l(pCP u)n Tn(l) — X ﬂ’n |:ﬂ:|
OX

n
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On posera ;

oT T, -T
H(pcs u)eT;”—ﬁyz{g} =FE(TP+ eiﬂ_j] pe:%
oT | T, - T F
@,(pCP u)WTV\(Il) _@ﬂ’w|:& = FW(TW + gva _;j PW = D_W

_ d'ou Pestle nombre de péclet

[oT | T, -T F
@ _ ot _ P IN P —_1n
N(pcou), T, 5X/1”_6x_n Fn(TP+ eP“—lJ "=,
N(pcou) TH —ox A 0T | =F|T +TS_TP PSZE
PLp s 's S_OX_S s| 'S ePS 1 Ds

Apres le remplacement et simplification, I’équation discrétisée finale devient sous cette

forme;
—a TP +a, TP —a, TP =a, TP +a, T, +B
D’ou ;
a =
N e(Fn/Dn) 1
~ Fse(FSIDS)

a - @@ @ @ @O0
s
e(F/D) _1

Fe

e = —E7D)
glrelte) 1
£ a(Fu/Du)
aW -_w
e(F/D) _q

B=a" T +Scoxdy

q© _ PCe Xy
O -
At

a, =a. +a, +a, +a; +aY +F, -F,+F, —F, +b’

b'= Sp o oy
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Remarque

- Pour un probléme stationnaire 1D ce schéma permet d’obtenir la solution exacte
pourn’importe quelle valeur du nombre Péclet et n’importe quelle valeur du nombre
denceuds.

- Cependant, ce schéma est assez peu utilisé car :les exponentielles coltent cher au
calcul numérique, du coup il n’est pas exact pour les problemes 2D, 3D,
instationnaires etavec le terme source.

d) Schéma hybride

pour dépasser le probleme des exponentielles rencontrer dans le schéma exponentiel, en

faisant remplacer F =P D dans les termes de (a;,a, ,a,,as), par exemple ;

F .o a P,
8 = 75y 0N obtient —= = —-=—
e —1 D, e™ -1

e

\ . . a . . , .
Apres on résout la fonction [FE] en fonction de Pe, la solution est donnée dans le la figure

e

suivante ;

SE,
DE

Figure : Variation du coefficient (ag) en fonction du nombre de Péclet (Pe)
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A partir de la figure on constate que le schéma hybride est une combinaison entre trois

tangentes représentées sur la figure avec le schéma exacte;

. a
- Si (Pe> 2) ; l’influence du terme (D—E

jbaisse avec 1’augmentation du nombre de
e

ag
Péclet(P). A la limite quand P, — +oole terme( D ] — 0, Le schéma hybride est

e

identique dans ce cas au schéma “upwind”
a P
- Si(-2<Pe< 2) ; le terme (D_E] :1—?‘* , Le schéma hybride est identique dans ce cas

au schéma “différence centrée”

R a
- Si(Pe<-2); Alalimite quand P, — —oo le terme (D_EJ — —P, Le schéma hybride est

e
identique dans ce cas au schéma “upwind”
L’équation de convection-diffusion stationnaire 2D s’écrit :

a, TP +a, TV —a, T =a. TP +a, T\ + B

D’ou
ay :Max[ o n—%,ojou a, :DnMax(—Pn,l—%,o)
aS :M ( 510]0 S :DS MaX (Ps,l‘l'&,oj
2 2
F P

a, = Max (FW,DW+%,OJ ou a, =D, Max [PW,1+%,OJ

B=al T +Scoxoy

a© — PCe Xy
0 =
At

a, =a. +a, +a, +a, +aP +F, —F, +F —F +Db'

b'= Sp ok oy
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e) Schéma Puissance (Power law)

Encore, c’est t’une amélioration du schéma hybride autour de P = +2 tout en évitant le calcul

des exponentielles, et qui s’étend jusqu’a P =+10

Pour P, < —10:% =-P, (Upwind)

e

Pour 10 < P, < o:% —(1+0.1P,)° - P,

e

Pour 0 <P, <1o:%: (1+0.1P,)°

e

Pour P, > 10:% =0(Upwind)

e

L’équation de convection-diffusion stationnaire 2D s’écrit :

—a, TV +a, TP —a, TV =a, T +4, T’ + B

D’ou

B=a" T +Scoxdy

a® — P Cp XY
O =
At

a, =a. +a, +a, +a; +a¥ +F, -F,+F —F, +b'

b'= Sp o oy
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f) Formulation générale des différents schémas

Les coefficients (a. a,,ay,as)peuvent se mettre sous forme générale :

a. = D, A(|P,|)+ Max(-F,.0)
a, =D, A(P,|)+ Max(F,.0)

a, =D, A(P,|)+ Max (-F,,0)

a, = D, A(|P,[)+ Max (F,,0)
Ou la fonction A([P|)d’écrit le schéma utilisé

Onaura;

Amont A(P))=1

Différencescentrées  A(P|)=1-0.5/P)

Hybride A(P|)= Max (0,1 0.5P))
. __ A
Exponentiel A(P|)= T 7
Puissance A(P|)= Max (0,1~ 0.1P))°)

1V.1.2 Résolution du systeme d’équation linéaire par la méthode directe de DTMA
En suivant les mémes démarches présentées dans le chapitre précédent

Remarque

En 3D, la méthode de DTMA suit les mémes démarche en 2D sauf que en ajoute les

neeuds de ’axe Z comme suit

On calcule les neeuds de la colonne (1) pour Z=1; en annulant les neeuds en voisinage des
autres colonnes, puis passant a la colonne (2) pour Z= 1, colonne (3) pour Z=1 jusqu’a la

colonne (n) pour Z=1, puis passant a la colonne (1) pour Z=2, et ainsi de suite jusqu’a Z=n
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chaque point du maillage est intégré en fonction du temps L’integration du terme de

diffusion en fonction du temps est
2- Choix du schéma par rapport au temps ;
Suivant la formule mathématique :

(1) : on varie le temps pour T.?, puis T.” pour t1

ji[ﬂd—Tjdx=0
s dx\dx

=
;ted—T —ﬂwd—T =0
dx |, dx |,
=

61



Chapitre IV : « Méthode des volumes finis pour les problemes 2016/%(\)/17 -
d’advections-diffusions instationnaire» OUIs = VOILIMES HfiS

A T -Tp _a, T, - Ty _0
AX, AX,,
=
A, Te — A, + Ay Te + Ay T, =0
AX, AX, AX, AX,,
=

-a,l, + apTP -a, . =0
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Exercice 2

On considére une plaque barre cylindrique, sans source de chaleur, ayant 1’aire
transversale A=10"2 m? et la longueur L=0.5m. L’extrémité A est maintenues & une

température constante de 100 °C, tant dit que 1’extrémité B est considéré isolée.

Calculer la distribution de la température le long de la barre pour 6 points. On connait la
conductivité thermique A4 =1000W /mk .

Exercice 3

On considére une plaque barre cylindrique, sans source de chaleur, ayant I’aire
transversale A=102 m? et la longueur L=0.5m. L’extrémité A est maintenues a un flux imposé

de Q = 500 KW/m?, tant dit que I’extrémité B est considéré isolée.

Calculer la distribution de la température le long de la barre pour 6 points. On connait la

conductivité thermique A4 =1000W /mk .
Exercice 4

On considére une plaque trés longue d’épaisseur L=20mm, ayant la conductivité

thermique constante A = 0.5W / mK et une source de chaleur uniforme, S=1000 KW/m?,

Les faces de la plaque se trouvent a la température constante de 100°C et 200°C
respectivement.

En supposant que les dimensions de la plaque dans les directions y et z soient tres
grandes et donc le gradient de la température est significatif dans la direction x seulement.

1- Calculer la distribution de la température pour 6 points du maillage.
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