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Langages hors-contexte
(algébriques)
et Automates a pile



Certains langages ne peuvent pas etre décrits
par une grammaire réguliéere, et ne peuvent donc
pas étre reconnus par un automate fini (par

exemple le langage {a™b™ / n > 0}).

On étudie dans ce chapitre une classe de
langages plus générale que celle des langages
réguliers : la classe des langages hors-contexte,
décrits par des grammaires hors-contexte et

reconnus par des automates a pile.



Grammaire hors-contexte :

G = (T, N, S, R) est une grammaire
hors-contexte s1 toutes les regles de R

sont de la forme A — w avec A € N et
w e (N uT)*.

Langage hors-contexte : On appelle
langage hors-contexte un langage
géneéré par une grammaire hors
contexte.



LES AUTOMATES A PILES




LES AUTOMATES A ETATS FINI

o Un automate est une machine abstraite qui permet de lire un
mot et de répondre a la question : "un mot w appartient-il a

un langage L ?" par oui ou non.

o Un automate est composé de :
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Limite des automates finis

Certains langages ne peuvent pas etre reconnus par
les automates finis (ne peuvent etre générés par une

grammaire réguliere)

Exemple : L = {a"b® | n > 0}
Il faut mémoriser le nombre de a que 'on a lu pour

vérifier que le mot possede autant de b.

Pour mémoriser un nombre potentiellement infini de

a, 1l faut un ensemble infini d’états !



AUTOMATES A PILE

Principe : Les AuP fonctionnent sur le méme
principe que les AEF : depuis un état p, 1ls
consomment un caractere du mot et effectue la
transition correspondante qui les amene dans
un nouvel état q

A la différence des AEF, a chaque transition 1ls
mettent a jour une pile et peuvent ainsi
enregistre des informations wutiles pour la
reconnaissance.



AUTOMATES A PILE

Téete de lecture
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A la différence des AEF, a chaque transition
1ls mettent a jour une pile et peuvent ainsi

enregistre des informations utiles pour la
reconnaissance



(Géneéralités

Forme simple de mémoire : une pile.
Mode de stockage Last In First Out.

on accede a la pile uniquement par son sommet

Deux opérations possibles :
empiler : ajouter un élément au sommet.

dépiler : enlever l'élément se trouvant au
sommet.

La pile permet de stocker de I'information
sans forcément multiplier le nombre
d’états.



Configurations

Configuration initiale

L unité de controle est dans un état initial
La tete est au début de la bande

La mémoire contient un élément initial.( la pile
est vide)

Configuration d’acceptation
[ unité de controle est dans un état
d’acceptation
La tete de lecture est a la fin de la bande

La mémoire se trouve dans un état d’acceptation
(la pile est vide)



Un automate a pile non-déterministe (APN) est un
septuple (Q,A,P,8,q0,Z,Qy) avec

Q : ensemble fini d’états
A : alphabet fini des symboles d’entrée

P : alphabet fini des symboles de pile (a priori
PNA=0)

q, : état initial
Z. € P : symbole 1nitial de pile
Qr € Q : ensemble des états terminaux

O est 'ensemble des regles de transition



une regle d(p, a, a) = (q,B) de transition
considere :

I’état courant p de 'automate
le caractere lu a sur le ruban (ou peut-étre pas : €)

le symbole o de sommet de pile (ou peut-étre pas :
Z)

une regle indique :

le prochain état g de 'automate

la suite de symboles B a empiler a la place du
sommet de pile



Configurations et mouvement

Configuration : (q,w, a) € Q X A P* ou:

q représente I'état courant de l'unité de
controle

w est la partie du mot a reconnaitre non
encore lue. Le premier symbole de w (le
plus a gauche) est celul qui se trouve sous
la tete de lecture. S1 w = ¢ alors tout le mot
a été lu.

o représente le contenu de la pile. Le
symbole le plus a gauche est le sommet de
la pile. S1 a = Z alors la pile est vide.



Configuration initiale : (q,,w, Z) ou w est le
mot a reconnaitre

Configuration d’acceptation : (q, €, Z) avec
q€Qp

Mouvement :
(p, aw, B) + (q,w, AB) (s1 d(p, a, B) =(q,AB))
(p, aw, AB) + (q,w, B) (s1 d8(p, a, A) =(q,c) )
@, aw, A) F (q,w, A) (s1 8(p, @, B) =(g,A) )



Représentation graphique
Exemple 1

Soit 'automate a pile suivant qui reconnait
le langage {a™b" / n > 0}



Représentation graphique
Exemple 1

Soit 'automate a pile suivant qui reconnait
le langage {a™b" / n > 0}

g, Z/& b, T/e

b, T/e

a, LT

a, T/TT



Exemple 2

Soit 'automate a pile suivant qui reconnait le
langage {w € {a, b}* | w est un palindrome}



Simplification des
crammaires hors-contextes



Simplification des grammaires hors-contextes

Les grammaires propres

Une grammaire hors-contexte (V, N, S, R) est dite propre si
elle vérifie :

VA—-u€eR:utecoulA=S;
VA —u€R:Snefigure pas dans u ;
VA—-u€eR:uéN;
Tous les non terminaux sont utiles, c’est-a-dire qu’ils
vérifient :

o VA € N : A est atteignable depuis S : J3a,8 € (N + V)* :

S—*aAB ;
o VA € N: A est productif : 3w € V*: A—»* w.

Il est toujours possible de trouver une grammaire
propre pour toute grammaire hors contexte. En effef,
on procede comme suit :



Rajouter une nouvelle regle S' — S tel que S’ est le
nouvel axiome ;

Eliminer les régles A — ¢ :
Calculer I'ensemble E={A € N U {S'} | A—%¢ } ;
Pour tout A € E, pour toute regle B — dAB de R
Rajouter la regle B —aB
Enlever les regles A — ¢ ;

Eliminer les regles A—* B, on applique la procédure
sulvante sur R privée de S'— ¢ :

Calculer toutes les paires (A, B) tel que A—»* B
Pour chaque paire (A, B) trouvée

o Pour chaque regle B — u,|...|u, rajouter la regle A —
uql...lu,

Enlever toutes les regles A — B
Supprimer tous les non-terminaux non-productifs

Supprimer tous les non-terminaux non-atteignables






