Chaines de Marcov

Introduction

Es chaines de Marcov (C.M) constituent une classe importante de processus stochastiques
L a temps discret. Elles permettent de modéliser des phénomeénes aléatoires temporels dont
I’évolution probabiliste & tout instant ne dépend que de I’état du systéme a cet instant et non
de toute son évolution intérieur, autrement dit elles modélisant des phénomeénes sans mémoire.

On se limite a I’étude des C.M a espace d’état (E) dénombrable.

1.1 Généralités sur les C.M

Dans la suite de ce chapitre, on considére un processus aléatoire {X;,t € T} & temps discret
(T C Z) et espace d’état discret (E C Z) (on notera plutdt {X,,,n € Z}) définit sur un espace
de probabilité (Q, F,P).

Dans la plupart des cas, on prendra 7 = N.

Définition 1.1.1. Un processus {X,,n € N} a temps discret est dit chaine de Marcov (C.M)
st

P(Xoi1 = 0001\ X0 = 0, Xpno1 = 1y -, Xo = 10) = P(Xpp1 = 0001 \Xpn = ) ... (1)
VijeE tqg: j=0,n+1
Proposition 1.1.1. Les distributions fini-dimensionnelles d’une C.M sont entiérement déter-

minées a partir de la distribution marginale de X, (Px,(.)) et des probabilités dites transi-

tions Pij(n,n + 1) - ]P)(XnJrl = ]\Xn = 7/)7 vza] EFE
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Preuve.

Soit n € N* et écrivons : P(Xy = ig, Xy = i1,..., Xp = 1) =77

On a:

P(Xo = i0, X1 = 11, ..., Xy = i) = P(Xo = i0)P(X1 = i1\ Xo = i) P(Xz = i2\ Xo = ig, X1 = i1)...
IP)<X71 = ZTZ\XO = 2.07 EERE) Xn—l = Z.n—l)

1 . . . . .
= P(XO = Zo)IED(Xl = Zl\XO = Z0>P<X2 = ’LQ\Xl = ’Ll)...

—
~

]P<Xn = ZAn\)(n—l = in—l)
=P(Xo =1i0)P;i; (0,1) P4, (1,2)... P,

In—1in

(n—1,n)

Remarque 1.1.1. i) On notera 70, la distribution de Xj.
i) Généralement, les probabilités de transitions Pjj(n —1,n),n € N ne dépend que de i et j et

non de n. Dans ce cas, on dit que la chaine est homogéne et :

est notée tout le cours P;j, i,7 € B

e Dans la suite de ce chapitre, on se restreint au cas de C.M homogénes.

iii) Si la C.M {X,,,n € N} est homogéne cela n’entraine pas nécessairement que P(X,, = 1) =
(n)

m,  est indépendante de n.

Définition 1.1.2. On définit la probabilité de transition a n-étapes de l’état i a l’état j comme

suit :

P =P(X,=j\Xo=1i), i,j€E,neN

1

avec
plO) _ 1 St1 =]
ij
0 st F# J telle que : Pijl) =P
Propriété 1.1.1. 1) Les probabilités de transitions vérifiant y_ Pj; = 1.
jEE
2) Si E est fini (c-a-d : E = {ey,es,...,en}), on définit la matrice carré d’ordre N, P dite

matrice de transition par :

€1 Py Po -+ Py

€9 P21 P22 e PQN
P = (Pz‘j)z‘,jeE -

exn \Pnv1 Pn2 -+ Pnn
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2) Méme si E est infini (dénombrable : E = N), on définit matrice de transition par :

Py Py
P = P21 P22

Remarque 1.1.2. i) La matrice de transition P ayant la propriété que la somme sur les lignes
égale a 1 est dite stochastique.
ii) De plus si Y P;; = 1,Yj € E alors la matrice P est dite doublement stochastique.
iii) P admet ljaeialeur propre 1.
iv) On peut associer 4 cette valeur propre un vecteur propre v ayant toutes ses composantes
égale a 1.
En effet;
On considérons v comme un vecteur colonne, on a :

Puv=v<=Vie E,Z.Pijvi:vi

JjEE

il suffit de prendre Vi € E,v; = 1

Graphique associé & une matrice de transition
A toute matrice de transition, on peut associer son graphe dont les sommets sont les états de
la chaine. I1 y a une fleche étiqueté Pj; entre les sommets i et j ssi FP;; > 0.

Si E est fini, cette représentation est utile et parlante.

Exemple 1.1.1. La chaine a deux états :

l—-«a «
E={e, e} et P=
g 1-p5
Son graphe est :
!
NEOWID OCEL
g

Exemple 1.1.2. La matrice de transition d’une C.M est :

—_
e
jen)
o

o O

_ O O kI

o o O Wi
(@) O NI O
S O D k=
[an) —_ N
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et lespace d’état : E = {1, 2, 3, 4, 5}
Son graphe :

l\')lH

1

1
@ 05

//

Théoréme 1.1.1. (Equation de chap-man-Kolmogorov)

Wl
(Q.

Si Pi(j") les probabilités de transitions en n-étapes, alors :

Pt =N P P, Vi k€ B, ¥n,meN
keE
Preuve. On a: Py = P(X,4, = j\Xo = i)

ou : I'événement {X, ., = j} sachant {X, = i} peut s’écrit :

{Xn+m = ]} = {Xn+m = j} na
= {Xogm = j} N (Upep{X, = k})
= UkeE({Xn+m = ]} N {X” = k})

alors :

P = B(Xo i = 7\ Xo = i)
=Y P(Xuim =, X = k\Xo = )

keE

= P(X, = k\Xo = i) P(X, = j\Xo =4, X, = k)

keE

=) P(X, = F\Xo = 1) P(Xpim = 5\ X, = k)

keE

SN

keE

Ce théoréme est extensible aux matrices de transition comme suit :

Soit P = (P (2))i,je g la matrice de transition en deux étapes.

ij
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D’aprés le théoréeme 3.1.1, on a : Pl-(jg) = kZE R(;)-P;ijl-) = kZE Pi. Pyj, donc chaque élément
€ €
d’indice (i, j) de la matrice P est égale au produit scalaire du vecteur de la ligne i de P par

le vecteur de la colonne j de P. Ainsi P = P.P = P2,

Par récurrence, on vérifie que : P™ = P,

Remarque 1.1.3. Pour montrer qu’un processus {X,,n € N} est une C.M, lutilisation de
la définition peut étre délicate, le théoréme suivant signifie cette vérification en utilisant une

relation de récurrence stochastique.

Théoréme 1.1.2. Soit {X,,n € N} un processus aléatoire défini sur E par la relation de

récurrence suivante :

Xpy1 = f(Xna Un+1>7 n € N*
Xo=X

ot : (Up,)nen est une suite de v.a tq : X L U,, Vn €N
et f: E* — E une fonction quelconque, alors {X,,n € N} définit une C.M sur E.

1.1.1 Quelques exemples de C.M

I. Processus de Bernoulli

Expérience aléatoire a deux issues possibilités succés et échec répéte infiniment (sans cesse) de
sorte que les issus successives sont indépendants les unes des autres.

L’espace fondamental : Q = {w = (w1, ws,...) tq:w; =sVe, 1€N}et F=P(Q).

La mesure de probabilité P(.) définit sur F tq :

Vwe Q, PH{w}) = H P({w:})

1EN*
avec :
p € [0,1] St w; =8
P({wi}) =
1—»p Stw; =€

Donc (92, F,P) constitue I'espace de probabilité associé a cette expérience.
On considére le processus aléatoire {X,,,n € N} dont les membres X, sont :

X, :Q — {0,1}

wir— Xp(w) =
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On dit que {X,,n € N*} est le processus aléatoire de Bernoulli de taux p et on écrit (X,,) ~
B(p) si :

1) Les v.a X1, Xs, ... sont indépendantes.

2) Les v.a X, ..., X, sont de méme loi c-a-d : P(X,, =0)=1—pet P(X,, =1) =p, Vn € N~
3) E =1{0,1}, il est clair que ce processus est une C.M car : P(X,,11 = i1\ Xn = in, Xpio1 =
ity Xo = 10) L P(X i = insn) = P(Xop1 = i1\ X = in).

4) La matrice de transition

D FPoo P _ 1—-p p
Py Py 1-p p
son graphe :
P
OGO
I-p

I1. Processus Binomiale

Soit {NNV,,,n € N} un processus aléatoire dont les membres sont définis sur (2, F,P) par :

NOZO

Ny=Xi+..+X,, n>1

En fait, N, représente le nombre de succes jusqu’a la n ™ répétition, alors {N,,,n € N} est dit
un processus de comptage de Bernoulli.

» Loi de IV, :

Soit k € {0,...,n} et considérons I'événement {N,, = k}, Vn > 1 tq:

{Nn - k} - Uz,jel,in{X’Ll — 1, 7Xlk — 1>Xz — 0, ,X - O}

in

k+1

or : P(XZ = 1, ,X,Lk = 17Xi1c+1

= PN, =k) = Cpp* (1—p)"™*

Vn € N* : Nn—l—l = X1 + ...+ Xn +Xn+1 = Nn -+ Xn+1
—_——

Ny
On remarque que : N1 = f(Np, Xpi1) tq - f(xy) = x +y

- 0, ,X,Ln

=0)=Cppt (1—p)"*

et on a : (X,),>1 est une suite de v.a indépendantes et No =0 L X,,,Vn € N*
alors : {NV,,, n € N*} est une C.M.

o
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» La matrice de transition

POO POI e POn
P _ P‘lﬂ Pll e Pln
PnO Pnl .. Pnn
avec
Vi,j € E=1{0,..,n} : Py = B(Npys = j\Ny = i)
=P(N, + Xop1 = j\N,, = 0)
= P( X1 = j — i\N,, = i)

=" P( X1 =7 — 1)

P(Xpe1 =0) = 1—p sij=i
= P(Xpp = 1) = p sij=i+1
P@) =0 stnon

I1I. Propriétés du processus Binomiale

a) Stationnarité des accroissements : Vn,m € N : (N, — N,,) est de méme loi que
(N,,—Ny) ou encore la loi de N,y — N, est L den c-a-d : P(N,y—N,, = k) = CFp*(1—p)*.
b) Indépendance

Vn,meN: Ny — N, L Ny, Nyp—q, ..., No

1.2 Classification des états; Décomposition en classes

Les états d'une C.M se répartissent en classes que I’'on définit a partir de la matrice de transition.

Définition 1.2.1. On dit que l’état j est accessible a partir de ’état 1, ou est conséquent de

Uétat i, si An > 0tq : Pi(f) > 0, on écrit : i~ .

Proposition 1.2.1. La relation d’accessibilité entre les états réflexible et transitive.

Preuve.

Comme PV =P(Xg=j\Xo=i)=1,Vie E=>i~i

Ensuite:sii«»letl«»j%iwj

In>0tqg Py’ >0 et Im>0tqg PI™ >0

D’aprés la relation de chap-man-Kolmogorov :

PP = 5B A > A 0
keE

D’ou : la transitivité. U



Probabilités Aléatoire Université de Jijel

Proposition 1.2.2. Soient i, j deux états, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— L’état j est accessible a partir de létat v : 1~ j.
— Le processus, partant de 1, passe par j avec une probabilité strictement positive.

Preuve. (comme un exercice) O

Définition 1.2.2. On dit que deux états i et j communiquent et 'on écrit i «~ j si on a a la

fois 11~ j et j~ .
Proposition 1.2.3. La relation de communication entre états est une relation d’équivalence.

Remarque 1.2.1.

1) En raison du fait que Vi € E, Pi(io) =1 tout état communique avec lu.

2) Un état est appelé état de retour si 3n > 1, P, > 0.

3) Il existe des états i tqg : In > 1 (0 exclu), PZ(Z”) = 0, de tels états sont appelées états de
non retour.

0
0

Exemple : Soit la C.M définit par E = {0,1} et P =

On remarque que Vn > 1, Pl(?) = 0 alors l’état 1 est un état non retour.
4) Pour la relation de communication, l’ensemble E des états se partitionne en classes d’équi-

valence (disjoints et non vides), dites classes indécomposables.

Soit Cy et Cy deux classes distinctes, on peut éventuellement aller disons de Cy a Cy, mais on
ne peut pas retourner de Cy a Cf.

En revanche, tous les états d’une méme classe communiquent.

Certains classes peuvent ne comporter qu’un seul élément, ce sont les singletons, par exemple
mentionnons :

e Un état de non retour i :

e Un état absorbant 1 :

par exemple [’état 0 dans la C.M précédente est un état absorbant car ¥ n > 0, Pég) =1

Donc : E ={C1,Cy} tq : Cy = {1} et Cy = {0}
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Définition 1.2.3. Sl n’y a qu’une seule classe pour la relation de communication, autrement

dit, si tous les états communiquent entre eux, la C.M est dite irréductible.

Par exemple : pour la C.M précédente, c’est une chaine réductible.

Exemple 1.2.1. Soit la C.M dont : E = {0,1,2} et la matrice de transition :

=}

P:

O Nl= N
Wl = =
WIN [

et le graphe associé :

1/2

3]

1/2

N =

wn

On remarque que tous les états communiquent entre eux malgré que : Py = Py = 0 mais
EInEth:P(gL) %OGtPQ(g) # 0
= il existe une seule classe E = {0,1,2}.

alors : la chaine est 1rréductible.

Exemple 1.2.2. Soit la C.M dont : E = {0,1,2,3} et la matrice de transition :

1 1
3 3 0 0
1 1
p_|2 2 0 0
1 1 1 1
4 4 4 1
0O 0 0 1
et le graphe associé :
1/2

Cs | 3 CE\ = /ED 3
1/2\ 1/4

Cy (1432 non retour

N

Cy 13 absorbant
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On remarque que tous l’état 2 est un état de non retour et qui forme une classe C; = {2} et
létat 3 est un état absorbant car Vn > 1 tq : P;;f) = 1 qui forme une classe Cy = {3} et les
états 0 et 1 communiquent entre eux donc C3 = {0,1}

alors : la chaine est réductible.

Remarque 1.2.2. Les classes C3 = {0,1} et Cy = {3} sont des classes récurrentes mais la

classe Cy = {2} est une classe transitent car [’état n’est plus visité apres un certain temps.
1.2.1 Etats récurrents et transitents

Définition 1.2.4. Un état est récurrent s’il correspond & un sommet sans successeur. Dans le
graphe si tel n’est pas le cas, l’état est dit transitent.
La classe qui contient un état transitent est dite transitoire et qui contient un état récurrent est

dite récurrente.
1.2.2 Périodicité

Il s’agit d’étudier dans quelles conditions le temps qui sépare deux retours au méme état j est

ou n’est pas multiple d'un temps minimum. On introduit pour ce faire la notion de période.

Définition 1.2.5. Soit j un état de retour, on appelle période de j, le PGCD de tous les entiers
n > 1 pour lequel PZ»(;L) > 0. On note d(j) la période de j.

o Sid(j) =d> 2, on dit j est périodique de période d.

o Si d(j) = 1, on dit que j est apériodique.

o Sijest un état de non retour (a savoir que Yn > 1, ona P;; =0), on pose d(j) = +oc.

Théoréme 1.2.1. Si i est périodique de période d finie et si i «~ j tq j # 1 alors j est aussi
périodique de période d.

La propriété de périodicité est une propriété de classe.

Proposition 1.2.4. L’état 5 a période d ssi d est le plus grand diviseur commun des longueurs

des circuits (pas forcement élémentaire) du graphe représentatif passant par j.
Proposition 1.2.5. Si Pj; > 0, l'état j est apériodique.

Remarque 1.2.3. La périodicité étant une propriété de classe, on parlera de classes pério-
diques/apériodiques et des chaines de Marcov irréductibles périodiques/apériodiques, selon les

propriétés de leurs états.
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Exemple 1.2.3. Soit la C.M avec E = {0,1,2} dont le graphe est donné par :

0l< | 1

C’est une chaine irréductible car on a une seule classe (tous les états communiquent).
L’état 0 est une état de retour, les circuits de l’état 0 sont :

0—1-—0

0—1—72-—70
La période de 0 est : d(0) = PGCD(2, 3) = 1 = l’état 0 est apériodique.

Comme on a une seule classe, tout les autres états sont apériodiques et la chaine de Marcov est

wrréductible apériodique.

Exemple 1.2.4. Considérons la C.M dont : E ={0,1,2,3} et la matrice de transition :

0
0
1
1

o O = O
o O O W=
S O O Wi

et le graphe associé :

On remarque que tous les états communiquent entre euz, alors on a une seule classe {0, 1,2, 3},
par suite la C.M est irréductible.
Prenons Uétat 0 : d(0) = PGCD(3,3) = 3 = d < +o0
d(1) =0
D’ot : la classe est périodique de période 3.

= La C.M est irréductible et périodique.
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1.3 Distribution initiale et comportement transitoire

1.3.1 Distribution initiale

La distribution des états d’une C.M aprés n transitions est notée (™. Cette distribution est

un vecteur de probabilités contenant la loi de la v.a X, telle que : 7" = P(X,=1),i€E.

i

La distribution initiale est 7(©).

Remarque 1.3.1. Si [’état initiale est connu avec un certitude et il est égale a i, on a :

70 =P(Xy=i)=1
m—P(Xg=j)=0, Vi€E (i#}))

J

1.3.2 Comportement transitoire

Théoréme 1.3.1. Soit P la matrice de transition d’une C.M et 70 la distribution initiale,

Vn >1ona:

2 — 2=1) p

_ 70 p(n)

Exemple 1.3.1. Soit {X,,,n € N} une C.M a espace d’état E = {0,1,2} a distribution initiale

7 = (0.2, 0.5, 0.3) et & matrice de transition :

03 01 06
P=104 04 02
01 07 0.2

1) 7 = (7,77, 7?), Vi=02
D’aprés le théoréme 3.3.1, on a : 7 = 70 P2

telle que :

0.19 049 0.32
PO =pP2=1|03 034 036
0.33 043 024

= 7®) = (0.287, 0.397, 0.316)
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2) ) =P(X, =2) 27
On a :

P(X;=2) =P

{X1=2}nQ)
({X1 =2} NULo{Xo =14})
(UofXa =2} n{Xo =i})

[
'ﬁ =

2
D P(X) =2,X=1)
0

i

I
M)

P(Xo = i)P(X; = 2\ X, = i)

.

o |l
o

0 1 0 1 0 1 0 1
0L PY) = 20 P 4+ 0 PP 4 70 Y

1=0

28

I
o

0)=3"7, ZO>P0L029
) =P(X, =1) =7 m".P =043
3) 7P =P(Xy,=1)7°?

Le méme pour : 7T(()1) =P(X;

La 1¢7¢ méthode :

P(X,=1)=P

{X2=1}NnQ)
{Xo =1} NUL{ Xy =1i})
(UL { Xy =1} N{X; =1})

I
'ﬁ'@

2
> P(Xp=1,X=1)

Il
s

La 2°™ méthode :
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4) B(Xy = 2\X, = 0) = Py
0.29 0.44 0.28
1l suffit de trowver : P® =P3= 1026 042 0.32
0.3 0.38 0.33
alors : P(X3 = 2\X, =0) = 0.28

P(Xo=1,X =2
> P(Xo=1\X; =2) = (Xo=1,% =2)

P(X; = 2)
A
= 0.357

=0 P® — 0.146

P(X, =1,X; =2, X3 =0)
P(X; = 2, X3 = 0)
P(X; = 1)P(Xy = 2\X; = DP(X3 = 0\X; = 1, X, = 2)
P(X, =2, X3 = 0)
P(X, = 1).P(Xy = 2\X; = DP(X5 = 0\X; = 1, X, = 2)
P(X, = 2)P(X; = 0\ X, = 2)
P(X; = 1)P(Xy =2\X; = 1)
P(X; = 2)
P(X; = 1). PY

0

=0.272

V}P)(Xl = 1\X2 = 2,X3 = 0) =

Exercice : Soit {X,,n € N} une C.M a espace d’é¢tat E = {eg,e;} a distribution initiale
0.5 0.5

70 = (%, %) et & matrice de transition : P =
0.3 0.7

calculer ]P)(Xl = 60,X4 = 61,X6 = 61,X18 = 61\X0 = 60), ]P(XQ = 61,X7 = 60,X9 = 61\X0 =
60) et IP)(XQ = €0\X7 = 61).
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oP(X; =eg, Xy =e1, X5 =e€1,X18 = €1\Xo = €9) = P(X7 = €0\ Xo = e0)P(Xy = €1\ Xy = €9, X1 =€)
P(X¢ = e1\Xo = €0, X1 = e, Xy = €1)P(X15 = €1\
Xo=ep, X1 = e, Xy =1, X =€1)
= PN P(Xy = e\ X1 = e0)P(Xg = €1\ X4 = €1)
P(X15 = e1\ X6 = €1)
= P, P® P2 pU» - ®

€p€1 epel eiel ejel

donc il faut calculer :

P2 0.4 0.6 3 0.38  0.62 . P 0.37  0.63
= = e —_=

036 0.64) 037  0.63 0.37  0.63

) 0.37 0.63
alors : lim P" =
n—=00 0.37 0.63

donc : ® = 0.5 (0.63) (0.64) (0.62) = 0.124.

o P(Xy = e1, X7 = e, Xo = €1\ Xo = e0) = P(Xz = e\ X = €0)P(X7 = e\ Xo = €, X5 = ¢1)
P(X9 = 61\X0 = ep, Xo = €1, X7 = 60)
- P6(021P<X7 = 60\X2 - el)P(Xg = el\X'? = eo)

— p2 pG) p2)

epel  eiep T epel

=0.13

]P)(XQ = €y, X7 = 61)

o) ]P)(XQ = 60\X7 = 61) =

]P)(X7 = 61)
. P(XQ = 60).P(X7 = 61\X2 = 60)
B P(X7 =e;)

]P(XZ = 60) = ZzeE 1(0) Pz(zg = éo)Pe(oe)o =+ £1)P€(126)o = 0.37

P(X7=e1) = ZzeE 1(0) Pz(;) (O)P(ole + 7T61)P6(176)1 =0.63

donc :

P 0.37
0.63

]P(XQ = 60\X7 == 61) == =0.37
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1.4 Comportement asymptotique des C.M
1.4.1 Objectif et comportement asymptotique

L’étude du comportement a long terme d’une chaine de Marcov cherche a répondre a des
questions aussi diverses que :
— La distribution 7™ converge t-elle lorsque n — 0o ?
— Si la distribution 7™ converge lorsque n — oo, quelle est la limite 7* ? et cette limite
est-elle indépendante de la distribution initiale 7(®) ?
— Si I'état i est récurrent, quelle est la proportion du temps passé dans cette état ? et quel
est le nombre moyen de transitions ente deux visites successives de cet état ?

— Si I’état i est transitent, quel est le nombre moyen de visites de cet état?

Définition 1.4.1. (Distribution invariante)

Une distribution m est invariante ou stationnaire st m = 7w P.

Proposition 1.4.1. Si lim 7" existe, alors la limite est une distribution invariante.
n—oo

Proposition 1.4.2. Une C.M posséde toujours au moins une distribution invariante.

Théoréme 1.4.1. Une C.M posséde autant de distributions invariantes linéairement indépen-

dantes que la multiplicité de la valeur propre 1 de sa matrice de transition.

Preuve. (Exercice) O

Théoréme 1.4.2. La distribution 7™ des états d’une C.M converge vers une distribution
(invariante) T indépendante de la distribution initiale T ssi la suite des puissances de la
matrice de transition P converge vers une matrice (stochastique) P* dont toutes les lignes sont
égales entre elles.

De plus, si tel est le cas, chaque ligne de P* égale a m*
Preuve.

s La condition est nécessaire car si indépendamment de 79, lim 7" = 7*, il suffit de considérer
n—oo

successivement les distributions initiales :

% = (1,0,0,...,0)
¥ =(0,1,0,...,0)

7© =(0,0,0,...,1)

p
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pour obtenir :

7 = lim 7™ = lim 7(® P®

= lim 7{” P = lim (P"),
n—ro0 n—0o0

= Pr

ainsi P* existe et toutes les lignes sont égales a 7*.
x La condition suffisante :
Si P* existe et Pj; = P}, Vi € E.

On a: lim 7™ = lim 7@ P = 70 Jim P = 70 P* et 1a limite 7* est existe.

* 0 * 0 * * 0 *
De plus, 7} = Zﬂ'l( )731~ = Zﬂf )Pj =P 277@( ) =P
el i€l ek
et ™ est indépendante de la loi 7(°) est identique & n’importe quelle ligne de P*. O

Remarque 1.4.1. Si 7* = lim 7™, on parlera de distribution asymptotique stationnaire ou
n—oo

muariante.

1.4.2 Comportement asymptotique de C.M irréductible et apério-
dique

Théoréme 1.4.3. Soit P la matrice de transition d’une C.M irréductible et apériodique, les

propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La matrice P —— P* stochastique.

n—oo

2. Les lignes de P* sont toutes égales entre elles.
3. F:>0,Vijekl.
4. V70 distribution initiale, nhj& () = 71113010 7O Ppr = ¥,
5. m* est la solution unique du systéme :
T.P=mx
m.1=1
6. ™™ est égale a nimporte ligne de P*.
7. Vi e BE,nf = u% ot p; est l'espérance du nombre de transitions entre deux visites

successives de létat 1.

Remarque 1.4.2. Pour n suffisamment grand, on a 7™ ~ 7% et ©¥ est la probabilité que la
chaine se trouve v a un instant quelconque. Cette valeur représente aussi la proportion du

temps passé dans linstant 1.
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Exemple 1.4.1. Soit chaine de Marcov & E = {e1,es,e3} de matrice de transition :

1 3
404
—_ 11 1 1
73_442
i1 1
4 2 4

de graphe :

C’est une chaine irréductible et apériodique.

Pour la périodicité, par exemple e :

e1 — €1
€1 —» €3 —> €9 — €1
€1 —> €3 —> €3 — €1

€1 —> €3 —> €y —> €3 — €1

d(er) = PGCD(1, 2, 8, 4, 5, ...) = 1

D’apres le théoréme 3.4.3, la chaine est irréductible et apériodique, donc lim 7™ existe et ¢’est
n—oo

la solution unique du systeme :

T.P=m

7. 1=1 avecn = (mwy,ma, 73)

1 3
i 0 3
W.P:ﬂ<:>(7r1,7r2,7rg) i }l % :(W177T277T3)
1 1 1
i 2 1
1
T.1=1& (m,m,m3) 1] =1
1
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1 1 1 _
Z7T1+17T2+17T3—7T1
1 1
Z7T2+§7T3:7T2

4
3 1 1 _
Z7T1+§7T2+Z7T3—7T3
\7T1+7T2+7T3:1
,
Br+im+ins =0
g LT T g3
— 1
T37T2+§7T3:O

4
3 1 -3 _
Z7T1+§7T2+T7T3—0
\7T1—|—7T2+7T3:1 .....
,

5

T = T2

<~
_ 3
T3 = 372

\

remplacons m, et wg dans ®, on aura : Ty =
3 ’

:>7T1:%€t77'3:220

Alors : m* = (i, 13—0, 2%)

Donc : le processus passe en moyenne :
— 25/ du temps dans l'état e .
— 80/ du temps dans [’état es.
— 45 7 du temps dans [’état es.

10

ainsi, on a en moyenne, il faut 4 transitions entre deux visites successifs de l’état eq.

1.4.3 Les chaines ergodiques

Définition 1.4.2. Une C.M est ergodique si elle admet une distribution asymptotique c-a-d si

lim 7™ eziste, unique et indépendante de la distribution initiale.

n—oo

Proposition 1.4.3. Les chaines irréductibles et apériodiques sont ergodiques.

Théoréme 1.4.4. (théoréme ergodique)
Soit {X,,n > 0} une C.M ergodique de distribution stationnaire m

définie sur l’espace des états E de la chaine, alors :

> (X
k=0

19

)=>_mrfi)

et f une fonction réelle
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En particulier, on a :

14 1
lim =Y PM =,
LD DL el

ou : fij = P(visite future a j\départ de 1)
p; = E(temps de premier retour a j\départ de j)



