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Chapitre 1 : Espaces vectoriels et Applications linéaires 

 

1-/ Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels 

1-1/ Espaces vectoriels 

1-1-1/ Définition 1 : On appelle espace vectoriel sur un corps commutatif K  un ensemble non vide 

E  muni : 

              - d’une loi interne (additive), notée (+) 

                                     
yxyx

EExE





),(
 

et  

- d’une loi externe (multiplicative), notée (.) 

                        
xx

EKxE

.),(  


 

 telles que : 

* ),( E  est un groupe commutatif : 

              

xyyxEyxiv

xxxxExExiii

xxxExEii

zyxzyxzyxEzyxi

E

EEE









:,)(

0)()(:,)(

00:,0)(

)()(,,)(

 

* 2),( Eyx  , 2),( K   : 

              

xxiv

xxxiii

xxxii

yxyxi

K 







1)(

)()()(

)()(

)()(







 

Remarque : 

(1) Les éléments de K  ( R  ou C ) sont appelés les scalaires, ceux de E  sont appelés les vecteurs. 

(2) On note l’espace vectoriel E  sur un corps commutatif K  par : evKE   . 

Exemples : 

(1) Soit nRE  . On muni nR  de deux lois : 

              ).....,,.........()...,,.........,().,,.........,( 112121 nnnn yxyxyyyxxx   

              ).......,,.........().....,,.........( 11 nn xxxx    

                             On  a  evRRn   

(2) L’ensemble ][XK  des polynômes à coefficients dans K  est un evK    
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1-1-2/ Proposition 1 : Soient evKE   et Eyx ,  , K, . Alors on a : 

              (1) EK x 0.0      et     EE 00.   

              (2) KEx 00.    ou  Ex 0  

              (3) yxyx   )(     et   xxx   )(  

              (4) xx   )(      et     xxK  )1(  

N-B : Pour la suite, on notera 0  les éléments E0  et K0  s’il n’y a pas de confusion à craindre. 

1-2/ Sous –espaces vectoriels  

1-2 -1/ Définition 2 : Soient evKE   et F  une partie de E . On dit que F  est un sous espace 

vectoriel de E  ( EsevF  ) si : 

         (1) F   

         (2) FyxFyx  :,  (On dit que F  est stable par la loi interne +) 

         (3) ExExK   :,  (On dit que F  sert stable par la loi externe.). 

1-2-2/ Proposition 2 : (Caractérisation) 

Soit evKE   et EF   alors : 

EsevF     ssi  ( F )  et ( FyxKFyx   :,,, ) 

N-B : Un sous espace vectoriel  F  contient toujours le vecteur nul ( FE 0 ). 

Exemple :Soit evRRE  2 , on note : 

 xRF 01   et  02 RxF  . 1F  et 2F  sont deux sous espaces vectoriels de E . 

1-2-3/Proposition 3 : Soient evKE   et  nFF ..,,.........1  une famille de sev de E  alors 

).............( 21 nFFF   est un sev de E . 

N-B : La réunion de deux sev n’est pas en général un sev de l’espace vectoriel E . 

Exemple : Soient F  et G  deux sev de 2R  définis par : 

 0/),( 2  yxRyxF ,                02/),( 2  yxRyxG . 

On a F )1,1(  et G )2,1(  mais GF  )3,2()2,1()1,1(  donc )( GF   n’est pas un sev 

de 2R . 

1-2-4/ Somme et somme directe : 

a-) Définition 3 : Soient 1F  et 2F  deux sev d’un evK   E . On note 21 FF   l’ensemble : 

                 221121 / FuetFuuu     

21 FF   est appelé la somme de 1F  et 2F  et c’est un sev de E . 

b-) Propriétés : Soient 321 ,, FFF  des sev d’un espace vectoriel E . 

                   (1) 1221 FFFF   

                   (2) 211 FFF   

                   (3)   11 0 FF   

                   (4) EEF 1  
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                   (5) )()( 321321 FFFFFF   

c-) Définition 4 : Deux sev 1F  et 2F  d’un espace vectoriel E  sont dits supplémentaires dans E  ssi : 

21 FFE   et  021 FF  . 

On écrit alors 21 FFE   et on dit que E  est la somme directe de 1F  et 2F . 

Exemple : Soit evRR 2 , on considère  01 RxF   et  xRF 02  . 

On a 21 FFE   car : 2121),0()0,(),(),( FFEFFyxyxEyx    

et puisqu’on a déjà  EFF 21  21 FFE   

D’autre part si 0),( 21  yFFyx  puisque 1),( Fyx   et 0x  puisque 2),( Fyx    

)0,0(),(  yx , donc   021 FF . 

On a donc 1F  et 2F  sont des sev supplémentaires.  

d-) Théorème :Soient 1F  et 2F  deux sev d’un espace vectoriel E . Alors E  est somme directe de 1F  

et 2F  ssi tout élément de E  se décompose d’une façon unique en somme d’un élément de 1F  et 

d »un élément de 2F . 

C'est-à-dire : 21 FFE    2121 ),(, xFFuuEu   tel que : 21 uuu   avec ),( 21 uu  unique. 

N-B : Un sev F  de E  peut avoir plusieurs supplémentaires dans E . 

1-3/ Famille génératrice, famille libre et base    

1-3-1/ Famille génératrice : 

a-) Définition 5 : Une famille de vecteurs  nvvv .,,........., 21  d’un espace vectoriel E  ( evKE  ) est 

dite génératrice si : KEx n   ,,.........,, 21  tel que 



n

i

iinn vvvx
1

11 ............    

N-B :On dit que tout Ex  est une combinaison linéaire des vecteurs iv . 

Exemples : 

(1)     nPXRPXRn  )deg(/ . n

n XaXaaXP  ...........)( 10  avec Raaa n ,.......,, 10 . 

       La famille  nXXX .,,.........,,1 2  est une famille génératrice. 

(2) Dans nR , on considère la famille  )1,0,........0(........,),........0,........,0,1(  est une famille  

génératrice. 

b-) Définition 6 :Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe une famille génératrice 

finie. Dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie. 

Exemple : 

*) nR  et  XRn  sont de dimension finie. 

*)  XR  est de dimension infinie. 

Remarque : L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs nvvv .,,........., 21  noté 

 nvv .,,.........1  est un sev de E  de dimension finie. 
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1-3-2/ Famille libre et famille liée : 

a-) Famille libre : 

a-1) Définition 7 : Soit  nvv ...,,.........1  une famille finie d’éléments d’un espace vectoriel E . On idit 

qu’elle est libre si : KnEnnvv 0.............0............ 111    

On dit aussi que les vecteurs nvv ....,.........1  sont linéairement indépendants. 

Remarque : On dit que  nvv ...,,.........1  est une famille liée s’il existe des i  non tous nuls, tels que 

l’on ait E

n

i

iinn vvv 0............
1

11  


    

Exemple : Dans 3R  les vecteurs )1,3,1(),1,2,1( 21  vv   et )5,13,1(3 v  sont liés car : 

                  3032 321 R
vvv   

a-2) Théorème :Une famille  nvv ...,,.........1  est liée ssi l’un au moins des vecteurs iv  s’écrit comme 

combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille. 

Démonstration    

(1)   

n ,,.........1  non tous nuls tel que E

n

i

iiv 0
1




  

Si n

i

n

ii

ii vvvv




















 ..............0 2

2
1

1  

(2)   

iv  tel que : Enninniiiii vvvvvvvv 0............................. 11111111     

a-3) Théorème : Soi  nvv ...,,.........1  une famille libre et x  un vecteur quelconque de l’espace 

engendré par les iv alors la décomposition de x  sur les iv  est unique. 

Preuve 

 Ennnnnnn vvvvvvvvx 0)(...........)(.................. 11122112211   

              niii ,......,2,1  

1-3-3/ Base : 

a-) Définition 8 : On appelle base d’un espace vectoriel, une famille à la fois libre et génératrice. 

b-) Théorème :Soit  nvv ...,,.........1  une base de E  ( evKE  ). Tout Ex  se décompose d’une 

façon unique sur les iv . 

C'est-à-dire : 



n

i

ii

n

n vxuniqueKEx
1

1 :),.......,(,      

c-) Propriétés : 

(1)  x  est une famille libre   Ex 0  

(2) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille génératrice. 
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(3) Toute sous famille d’une famille libre est libre. 

(4) Toute famille contenant une famille liée est liée. 

(5) Toute famille  nvv ...,,.........1  dont l’un des vecteurs Eiv 0  est liée.   

d-) Existence de bases (en dimension finie) : 

d-1) Théorème ;Dans un espace vectoriel  EE 0  de dimension finie, il existe toujours des bases. 

d-2) Théorème :Soit  EE 0  un evK   de dimension finie alors : 

         (1) de toute famille génératrice, on peut extraire une base. 

         (2) toute famille libre peut être complétée de manière à former une base. 

1-3-4/Les théorèmes fondamentaux sur la dimension : 

Dans un espace vectoriel E  ( evKE  ) de dimension finie, toutes les bases ont même nombre 

d’éléments, ce nombre est appelé dimension de E  sur K  et est noté EKdim  ou Edim . 

Remarque :Soit evKE   tel que nE dim   

Toute famille de plus de n  éléments est liée et une famille de moins de n  éléments ne peut être 

génératrice. 

Exemples : 

(1) si   0dim0  EE E   

(2) nRn dim  

(3)   1dim  nXRn  

(*) Théorème : Soit evKE   de dimension finie n , alors : 

              (1) Toute famille génératrice de n  éléments est une base. 

              (2) Toute famille libre de n  éléments est une base.  

Remarque : 

(1) Soient pEEE .,,........., 21  des ev e dimension finie sur K  alors : 

              pKKKpK EEEEEE dim.........dimdim).........(dim 2121   

(2)Soient evKE   de dimension finie et EsevF   alors : 

                    *) EF KK dimdim   

                    *) FEEF KK  dimdim  

1-4/ Applications linéaires 

1-4-1/ Définition 9 : Soient E  et 'E  deux espaces vectoriels sur le même K  et f  une application de 

E  dans 'E . On dit que f  est une application linéaire si : 

              (1) Evuvfufvuf  ,),()()(   

              (2) KEvvfvf   ,),()(   

N-B : - l’ensemble des applications linéaires de E  dans 'E  est noté )',( EEL . 

          - Une application linéaire EEf :  est appelée endomorphisme. 
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          - '0)0( EEf   (car homomorphisme de groupes). 

Exemples : 

(1)     
vv

EEIdE



:
    EId  est linéaire dite application identité de E . 

(2)    
')(

][][:

PPDP

XRXRD




    D  est linéaire dite dérivation d’un polynôme. 

(3)    Soit Ev 00   )( 0 Ev  . On définit l’application 

        

0

:

vvv

EEg




    g  n’est pas linéaire car EE vg 0)0( 0  . 

1-4-2/ Image et noyau : 

a-) Image d »une application linéaire : Soit 
)(

':

xfyx

EEf




 une application linéaire.  

)(Ef  est un sous espace vectoriel de 'E , appelé image de f  est noté fIm . 

 )(:/')(Im xfyExExff   

Remarque : On a par définition de l’image directe )(Ef  : 

                  f  est surjective ssi 'Im Ef   

b-) Noyau d’une application linéaire : Soit 
)(

':

xfyx

EEf




 une application linéaire.  

Le noyau de f  noté Kerf  est l’ensemble des éléments de E  dont l’image est '0E . 

 '0)(/ ExfExKerf   

N-B :  

(*) Le noyau est l’image réciproque du vecteur nul de l’espace d’arrivée : )0( '

1

EfKerf   . 

(*) Kerf  est un sev de E . 

Exemple :         
)3,2(),,(),,(

: 23

zyxzyxfzyx

RRf




  

Calculer Kerf  et fIm . 

Ker(f)= ? 

On a  )0,0(),,(/),,( 3  zyxfRzyxKerf  

























Rz

zy

x

zy

x
zyxzyxf 3

0

03

02
)0,0()3,2()0,0(),,(  

Donc  RzzzKerf  /),3,0( . 

Im(f)= ? 

 )','(),,(:),,(/),,(Im 32 yxzyxfRzyxRzyxff  . 
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Fixons 2)','( Ryx  . 










'3

'2
),,()','(

yzy

xx
zyxfyx  

On peut prendre par exemple 0,',
2

'
 zyy

x
x . 

Conclusion pour n’importe quel 2)','( Ryx   on a 2Im)','()0,',
2

'
( Rfyxy

x
f   et f  est 

surjective. 

c-) Théorème : Soient E , F  deux evK   et f  une application linéaire de E  dans F  alors : 

                         f  est injective    Ef 0ker   

d-) Théorème : Soit ),( FELf   et  nvvv ,........, 21  une famille de vecteurs de E . 

(1) Si f  est injective et la famille nvvv ,........, 21  est libre dans E  alors la famille 

 )(..,),........(),( 21 nvfvfvf  est libre dans F . 

(2) Si f  est surjective et la famille nvvv ,........, 21 est génératrice de E  alors 

 )(..,),........(),( 21 nvfvfvf  est génératrice de F . 

N-B : En particulier si f  est bijective, l’image d’une base de E  est une base de F . 

e-) Théorème du rang :  

Soient E  un espace vectoriel de dimension finie, F  un espace vectoriel quelconque et ),( FELf  . 

Les espaces Kerf  et fIm  sont de dimensions finies et ces dimensions vérifient : 

                 ffE Imdimkerdimdim    

N-B : )(Imdim frgf   

Deux ev de dimensions finies E  et F  sur un même K  sont isomorphes )( FE   s’ils ont même 

dimension. 

Exemple : Soit evKE  . E  est isomorphe à nEK n  dim  

Remarque importante : 

Si ),( FELf   alors )dim,(dim)( FEMinfrg   

Exercice : 

Soit f  l’application linéaire définie par : 

            
)2,42(),(),(

: 22

yxyxyxfyx

RRf




 

Déterminer Kerf  et fIm . Calculer leurs dimensions. f  est-elle bijective ? 

Solution : 

(*) ?Kerf  

 )0,0(),(/),( 2  yxfRyxKerf    








yx

yx

2

042
yx 2  
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   RyRyRyRyyKerf  /)1,2(/),2( 22  

Donc Kerf  est engendré par le vecteur ff  1kerdim)0,0()1,2(  n’est pas injective. 

(*) ?Im f  

 2),/()2,42(Im Ryxyxyxf   

On a )2,4()1,2()2,42(  yxyxyx  avec 2),( Ryx  . 

Ainsi fIm  est engendré par deux vecteurs qui ne sont pas libres : 

 1Imdim)1,2(2)2,4( f  f  n’est pas surjective. 

D’après le théorème du rang : ffE Imdimkerdimdim   

112dimdim)(Imdim  KerfEfrgf   

f  n’est pas bijective, car elle n’est ni injective ni surjective. 

 

 

 

                      

 

 

 

 

 

 

    


