M1 info : Bases du Traitement du Signal
Chap V : Filtrage numeérique
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FIG. 1 — Place du fitrage numérique dans la chaine de traitemesigydal.




1 Structure d’un filtre numérique
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FIG. 2 — Structure d’un filtre non récursif (RIF).
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FIG. 3 — Structure d’un filtre récursif (RII).



2 Réponse impulsionnelle
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FIG. 4 — Décomposition d’un signal discret en somme d’'impulsionité.
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FIG. 5— Comment convoluer un signal par la réponse impulsidanain filtre.



3 Reéponse fréquentielle

Démonstration :

Réponse du systenfede réponse impulsionnellgn) a un signal monochromatiqug(n) =
ej27rf0n :

wo(n) = > h(k)ae(n — k)
keZ
— Z h(/{;)ei%fo(n*k‘)
keZ
_ ej27rfon Z h(k,)ej%rfok
keZ

= zo(n)H(fo) 1)
Soitz(n) un signal discret quelconque#in) la réponse du filtre &(n).

1/2
z(n) = TF'TD[X(f)] = X(f)e*rindf

—-1/2

x(n) apparait ainsi comme une somme de signaux monochromapquégrés chacun d’'un facteur

X(f)-
y(n) = Sle(n)]

1/2 .
= / X(f)S[@*]df car le systeme est lineaire

1/2

- /_1/2X(f)H(f)ej2”f”df d'apres (1)

1/2

Or
1/2
y(n) = TE'ID[Y (f)] = / Y(f)e?rrdf
—1/2
Par identification (sachant que ces égalités sont valabigsil vient: Y (f) = H(f) X (f).

Réciproquement, 87 (f) = H(f)X(f),
y(n) = TF'TD[Y(f)]

1/2
= [y

1/2
1/2 .
= X(NHH(f)e? I f
—-1/2
1/2
= X(f)S[e*mdf
—-1/2

= Slz(n)]
= h(n)*z(n)



4  Filtrage des signaux aléatoires discrets

Espérance : E[z(n)]
Autocorrélation: T'(n,n — k) = E[z(n)x(n — k)]

Stationnarité :  x(n) est stationnaire au sens largési:(n)] etT'(n, n — k) sont indépendants de
n. L'espérance et I'autocorrélation sont alors notBeg et (k)

Moyenne et autocorrélation temporelles : pour une réalisation, dez,

N
. 1
To= m o ZN%(”)
! N
xo(n)xo(n — k) = z\}linoo INT1 Z zo(n)zo(n — k)
n=—N

Un signal numérique est ergodique si, pour toutes ses afialns, ses moyennes temporelles (espé-
rance et autocorrélation) sont les mémes et égales aux meyestatistiques

Densité spectrale de puissance :v,(f) = TFTD[[,(k)]
Filtrage

Soitz(n) un signal aléatoire discret, stationnaire au sens largengge d’un filtre de réponse
impulsionnellei(n). On notey(n) la sortie.
Montrons d’abord que la moyenne gé:) est indépendante du temps :

Ely(m] = B[ h(ka(n— k)
keZ

= Z h(k)E[z(n — k)] car I'esperance est un operateur lineaire
keZ

= Elz] Z h(k) car l'esperance de x est independante du temps
keZ

= H(0)E[x]

Montrons maintenant que l'autocorrélationglest indépendante de :
Ly(n,n—k) = Ely(n)y(n — k)]

= E[ZZh x(n —Dh(m)x(n — k —m)

€7 MmET

= 33 hhm)Ef(n ~ Da(n — k —m)

€7 MmEZ

= ZZ}L (n—I0Ln—k—m)

l€Z meZ

= > > h(Dh(m)Ty(k +m —1)

l€Z MmEZL
car I';(n,n — k) ne depend que de ket pas de n



Ainsi, si I'entrée d’un filtre numérique est un processus discret gtionnaire au sens large,
la sortie I'est aussi.

La densité spectrale dén) s’obtient par transformation de Fourier de l'autocorni@atcalculée
précédemment :

Wlf) = ST (R

keZ

= > 3N hO(m)T ok +m — e 2/

keZ leZ meZ
changement de variable i=k+4+m—1—k=1i—m+1

= D hDe Y " h(m)e I T, (i)e P

IeZ meZ 1€Z

H()H*(f)72(f)
[H()P(f)

5 Transformée en Z

[ TZ[x(n) * y(n)] = X(2)Y (2) |

Démonstration :
TZx(n) « y(n)] = Z () y(m)) =
= 2 kz% w(k)y(n — k)z (k) =k
— :Eizsce(k:)zk % y(n— k)P

changement de variable n—%k —n

= Z z(k)z7* Z y(n)z™"

kEZL ne”L

NB : ce résultat permet de redémontrer le résultat' D[z (n)y(n)] = TFTD[z(n)]TETD[y(n)],
en remplagant pare27/,



6 Stabilité d’'un filtre

| Un filtre de réponse impusionnellgn) est stable ss}° _, [h(n)] < co. |

Démonstration de=:
Supposons qug_,, ., |h(n)| < oco. Soitz(n) un signal borné 3 M,V n, |z(n)| < M. La sortie
y du filtre s’exprime :

y(n) = h(k)a(n — k)

keZ
Par conséquent,

ly(m)] < Y |h(R)lx(n — k)| < MY [h(k)| < o0

kEZ kEZ
Doncy est borné.

Démonstration de> par contraposée :
Supposons qug , ., |h(n)| = oco. Pour montrer que le filtre est instable il suffit de trouver 1

signal d’entrée borné générant un sortie non bornée. Pser{an = signe (h(—n)). Alors :

y(0) = S h(R)a(—k) = 3 [h()] = o0

keZ kEZ

La sortie n’est pas bornée.
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