Cours : Probabilités & Statistique Dr. Ahlam GUIATNI

Chapitre 3 : Séries statistiques a deux variables :

L’objectif est d’analyser la distribution des valeurs des variables x et y et le lien éventuel
entre elles.

1. Nuage des points :
Un graphique qui traduise les deux séries statistiques a 1’aide de diagramme a 2 dimensions.
Soit x et y deux variables statistiques numériques observées sur k individus. Dans un repere
orthogonal(o, 1, ), ’ensemble des k points de coordonnées (xi; Yi) forme le nuage de points
associé a cette série statistique.
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Figure 10 : Nuage de points

2. Tableaux de données (tableau de contingence)
e Tableau de contingence des effectifs :
- Variable discretes : Paires de valeurs = (X1, y1) ; (X2,¥2) ; (X3,¥3) ; ... ; (Xn, Yn)
Chaque effectif local njj correspond au nombre d’individus ayant 1’abscisse xj et I’ordonnée yi.

Y V4 y2 . Yi e Yq
X

X1 N1 N12 Nyj Nig

X2 N21 N22 N2j N2q

Xi Ni1 Ni2 Nij

Xp npl np2 . npj npq

Tableau 6: Tableau de contingence « Variable discrétes »

- Variables continues : Ce sont les modalités centrales (X1, X2, X3,..., Xp) et (Y1, Y2,

Université de Jijel Page 21



Cours : Probabilités & Statistique Dr. Ahlam GUIATNI

Y3,..., yp) des classes qui remplacent les modalités discretes.

Chagque effectif local njj correspond au nombre d’individus dont leurs valeurs x appartiennent
a la classe [ai.1, ai[ et leurs valeurs y appartiennent a la classe [bj.1, bj[.

Y oo | [on0of | ... | bl | ... | [Dgsbd[
X Y1 y2 Yi Yq
[a0,a1] X1 N11 N12 Nyj Niq
[al,az[ X2 N21 N22 Nyj N2q
[ai-s,ai[ Xi Ni1 Ni2 nij
[ap-1,ap[ Xp Np1 Np2 . Npj . Npq

Tableau 7: Tableau de contingence « Variable continue »

e Tableau de contingence des fréquences : On garde les mémes tableaux précédents
et on divise tous les effectifs (locaux marginaux) par I’effectif total n.

3. Distribution marginales et conditionnelles, Covariance :

3.1. Distribution marginales :

On ajoute au tableau de contingence les totaux en ligne et en colonne.
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Y Y1 y2 Vi Yq Distribution
X marginale
de Y nj»
X1 N11 N12 Nyj Niq Ny* Sommes
X2 N21 N22 - N2j . N2q No=*
des
Nij
Xi Ni1 Ni2 Nij Ni* de la
ligne
Xp npl np2 npj e npq np*
Distribution | n»1 Nx2 N+ N<q Nex=N Effectif
marginale total
de X nxj
Sommes des nyj de la colonne Effectif
total
Tableau 8: Distribution marginales « Variable discréte »
Y | [boba | [br,bof | ... | [bjr,bj[ | ... [ [bg-1,bg[ | Distributio
n marginale
de Y nj
X y1 y2 Yi Yq
[a0,a[ X1 N11 N12 Nij N1q N1 Somme
[a1,82] X2 n21 N2z ... N2j . N2g Nox s
des
Nij
[ai-1,ai] Xi Ni1 Ni2 Nij Nj*
de la
: : : : : : : liane
[ap-l,ap[ Xp npl np2 een npj vee npq np* g
distribution N*1 N*2 Nxj N<q Nes=1 Effectif
marginale de X total
N~
Sommes des ny;j de la colonne Effectif
total

Tableau 9 : Distribution marginales « Variable continue »
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- En marge a droite (totaux en ligne) : la distribution de X : pour chaque indice i,
I’effectif ni= est le nombre total d’observations de la modalité x; de X quelle que soit
la modalit¢ de Y. C’est-a-dire n;, = Y.7_; n;;= Total de la ligne i.

Les p couples (xi, ni=) définissent la distribution marginale de la variable X.

- En marge en bas (totaux en colonne) : la distribution de Y : pour chaque indice j,
I’effectif n+j est le nombre total d’observations de la modalité y; de Y quelle que soit
la modalité de X. C’est-a-dire n,; = Y,/_, n;;= Total de la colonne j.
Les g couples (yj, n=j) définissent la distribution marginale de la variable Y.

Remarque :

p

i=1 j=1

3.2. Distribution conditionnelles :
- La distribution des observations suivant les modalités de la variable Y sachant que la
variable X prend la modalité x;, est appelée distribution conditionnelle de Y pour X = x;:
A la ligne i du tableau de contingence, on lit la distribution de la variable Y sachant que
X = Xi, notée Y |x=xi.

- La distribution des observations suivant les modalités de la variable X sachant que la
variable Y prend la modalité y;, est appelée distribution conditionnelle de X pour Y =y;:
A la colonne j du tableau de contingence, on lit la distribution de la variable X sachant que
Y =yj, notée X]y=yj.

3.3. Covariance :
On appelle covariance de la série statistique double de variables x et y le nombre réel

1 — — 1 —
Cov(x,y) = —Xis1(xi =X (yi =) = - Xi=g Xiyi — Xy

Remarque :
Cov(x,x) = V(x)

4. Coefficient de corrélation linéaire :

Le coefficient de corrélation linéaire est un nombre permettant de déterminer 1’intensité d’un
lien linéaire entre deux variables quantitatives.

Le coefficient de corrélation lin€aire d’une série statistique de variables x et y est le nombre r

défini par ; p = £2&)

Ox0y
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Remarque:
» Le coefficient de corrélation est une valeur qui n’a pas d’unité et qui est toujours
comprise entre -1 et +1
» Un coefficient de corrélation linéaire est positif indique un lien linéaire positif, alors
que, si p est négatif, le lien linéaire entre les deux variables est négatif.
» Plus la valeur de p est prés de -1 ou +1 plus le lien linéaire ente les deux variables est
fort.

5. Droite de régression et droite de Mayer

5.1.Droite de régression
Une droite de régression est la droite qui s’ajuste le mieux a un nuage de points présentant
une corrélation linéaire. La droite de régression sert a faire des prévisions. On parle de
corrélation linéaire lorsque les points d’un nuage ont tendance a s’aligner. Plus la tendance est
forte, plus la corrélation linéaire est forte.
La droite D d’équation y = ax + b est appelée droite de régression de y en x de la série
statistique si la quantité suivante est minimale : S = ¥ [v; — (ax; + b)]?
Pour définir les coefficients a et b; on développe S et on considére successivement comme un
trinbme en b; puis, b étant déterminé, comme un trinbme en a: On trouve :

__ Cov(x,y)
o3
b=y—ax
5.2.Droite de Mayer
Cet ajustement consiste a déterminer la droite passant par deux points moyens du nuage de

point.

6. Courbes de régression, couloir de régression et rapport de corrélation

6.1.Courbes de régressions
Une courbe de régression permet d’analyser la relation entre deux variables (variable
explicative et variable expliquée) et de mettre en avant la nature de cette relation sans faire
aucune hypothese préalable sur la forme de celle-ci. Elle fait correspondre les valeurs de la
premiére variable avec les moyennes conditionnées de la seconde. On peut donc a partir de
deux variables X et Y construire deux courbes de régression :
- Lacourbede X en Y : elle met en relation les valeurs de Y (yi) et les moyennes
conditionnelles de X.
- Lacourbe de Y en X : elle met en relation les valeurs de X (xi) et les moyennes
conditionnelles de Y.
Mise a part le fait de donner une image, une représentation de la forme de la liaison existant
entre deux variables, les courbes de régression présentent des propriétés importantes :
.elles résument le mieux la silhouette du nuage de points puisqu’elles sont en moyenne les
plus proches des points de ce nuage (la somme et les moyennes des carrés des distances entre
les points du nuage et les courbes de régression sont minimales)
.elles se coupent en un point qui représente le point de gravité du nuage de points
(i.e. un point ayant pour coordonnées approximatives les moyennes marginales des deux
variables).
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6.2. Rapport de corrélation
Pour étudier la relation entre une variable qualitative et une variable quantitative, on
décompose la variation totale en variation intergroupe(ou interclasse) et en variation
intragroupe(ou intraclasse). Pour mesurer 1’intensité de la relation, on peut calculer un
parametre appelé rapport de corrélation.

7. Ajustement fonctionnel
Lorsque 1’on veut modéliser les données, la question qui se pose ensuite est de trouver
L’équation des courbes de régression. Les courbes de régression correspondent généralement
a des fonctions compliquées mais on peut chercher a les approcher par des fonctions plus
simples. Le principe général est de partir d’une forme de fonction connue et de chercher les
paramétres qui ajustent le mieux possible les courbes obtenues aux courbes de régression.
Par exemple, si 1’on part de I’idée que la courbe de régression, si I’on mettait de coté les
erreurs de mesure, serait une droite, alors elle serait caractérisée par une équation de type
y=ax+b
Il faudrait alors identi.er les paramétres a et b pour connaitre 1’équation de la droite.
Si I’on imagine que la courbe de régression correspond a une parabole, I’équation cherchée
serait de la forme :
y=ax?+bx+c
Et dans ce cas il faudrait trouver les valeurs des trois parametres, a, b, et c.

7.1.Ajustement puissance
L’ajustement puissance est basé sur la courbe représentant par 1’équation de type
y = ax?
On remarque que
Iny=alnx+Inb
On pose V =Inyet U = In X, on détermine 1’équation de la droite de régression de v en u avec
la méthode de Mayer ou la méthode des moindres carrés, 1’équation obtenue est de la forme
v = Au + B, on en déduit I’équation de la courbe de fonction puissance : y = ax? puisque
A=betB=Ina

7.2.Ajustement exponentielle
L’ajustement exponentiel a une courbe de fonction exponentielle d’équation :
y = ab*
On remarque que
y=xInb+Ina

On pose z = In 'y, on détermine I’équation de la droite de régression de z en x avec la méthode
de Mayer ou la méthode des moindres carrés, 1’équation obtenue est de la forme v=Au + B
on en déduit 1’équation de la courbe de fonction exponentielle
z = Ax + B
On en déduit 1’équation de la courbe de fonction exponentielle :
y = ab* Puisque A=InbetB=Ina
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