Cours : Probabilités & Statistique Dr. Ahlam GUIATNI

Chapitre 5 : Lois de probabilité discretes et continues usuelles

L'objectif du chapitre 5 est de :

v" Décrire les variables aléatoires sous la forme d'une expérience type

v’ Analyser cette expérience en détail pour pouvoir déduire les principales caractéristiques
de toutes les expériences aléatoires

v" Apprendre a utiliser quelques lois usuelles discrétes.
v Familiariser avec quelques lois usuelles continues.
v" Calculer et démontrer I'espérance et la variance de chaque loi
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Prérequis

Il est recommandé aux apprenants de connaitre :
» Les calculs d'intégrales.
» Fonctions : limites et continuité.

" /'.
L
oy f q‘.ilr -,
— —=

o

- =

- o
» 8 4.

Mots clés

Bernouli, Binomiale, Poisson, Uniforme, Exponentielle, Normale
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1. Lois de probabilités usuelles discretes
1.1.Loi de Bernoulli:

Définition : On dit que la variable aléatoire réelle X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si
ne prenne que les valeurs O et 1tel que P (x =1) =p; P (x=0) = 1-p =q.
On note par: X ~ B (p)

Caractéristiques:
E (x) = p; V(X) = pa; oy = /pq

Preuve :OnaE(X) = Y2, x,P,=1XP(X=1)+0xPX=0)=p
EtE[(X —E(X)*] = E[X —p)*] = (-p)q+ (1 —p)p
Soit E[(X — E(X)*] = (=p)*q + (1 —p)*p
En particulier V(X) = E[(X — E(X))?] = (-p)?q + (1 —p)?p
= p%q +(1-p)*p = pda (p+a) = pq.

1.2.Loi Binomiale:

Définition: Une variable aléatoire X suit une loi de Binomiale de parameétres n et p si elle
admet pour densité de probabilité suivante:
k=0,1,2,..m;P(X =k) = Ckp*q"*,q=1-p
On note par: X ~B (n, p) :
Une variable de Bernoulli est un cas particulier d.une variable binomiale.
X~B(1,p)

Caractéristiques:
E (x) = np; V(X) = np(1-p) = npq; oy = /npq

Preuve : On a

n n n

Z f) = Z P(X =k) = 2 Chpk (1 — pyn-k

k=0 k=0 k=0
Ce qui donne, en utilisant la formule du binéme de Neweton

D= @+a-pyr=1
k=0

Ainsi, si on prend, pour tout k entier inférieur ou égal a n;
P(x=k)=f(x)

On définit une variable aléatoire discréte et sa loi de probabilité.

La définition de E (x) donne

n n
OO =) kelpF—pr ™ = > kel - p
k=0 k=1
Comme ona C¥ =< Cit , il vient
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E(X) —npz ikt —p)" "

On peut donc écrire en utilisant de nouveau Ia formule de binbme

EX)=nplp+Q-p)]" " =np
On a de méme

FIX(X - 1] = Zk(k—l)c Pt - py

k — nn-1) ke~
Comme on a Cy = D) Cy
Il vient
EX(X = D] = n(n - Dp? Z ChBp (1 - )

=n(n—1)p? [p + (1 -p)J*

= n(n— 1p?
D’ou

EX?)=EX(X—-1D]+E[X] =n(n—Dp?+np

Ensuite

V(X) = EX?*) = [E(X)]* =np(1 — p) = npq

Exemple 14 : On jette 10 fois de suite une piéce de monnaie équilibrée. Quelle est la
probabilité d’avoir un total de 8 piles? Soit X une v.a. qui associe a ces 10 lancers de piece le
nombre de pile.

OnaX~ B (10,5)

8 10-8
P(X=8)= Cfo(z) (E) = 0.0439

1.3.Loi de Poisson

Définition : Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétres A (4 > 0) si elle
admet pour densité de probabilité suivante:

e Ak
P(k,LA))=PX =k) = o ,k=0,1,2,..

Caractéristiques:

EX)=A;Var(X)=21; 04y =VA

Preuve : Ona

e~A Ak o Nk
—_ AN 2 _ A1 _
I e =i e tet=1
k=0 k=0

Alors la relation P (X = k) = f (x) définit une variable aléatoire discréte X et sa loi
de probabilité.
La definition de E (X) donne

Université de Jijel Page 50



Cours : Probabilités & Statistique Dr. Ahlam GUIATNI

® e—lllk ® )lk_l
— — 1p—A
EX) = ke (k—1)!
k=0 k=1
o Ak—l o
Comme Zk:lm =e
ilvientE (X) =41
On a de méme
® e—/’[ak ® Ak—Z
— — _ — 92,-2
B0 -D] = ) k(= D= =27 ) s
k=0 k=2

k-2

Comme X;Z, (1_2)1 = e*, on obtient E[(X — 1)] = A?

Par conséquent E(X?) = E[X(X — 1)] + E[X] = 2+ A
IL en résulte que V(X) = E(X?) — [E(X)]? = A

2. Lois de probabilités usuelles continues
2.1.Loi uniforme:

Définition : Une variable aléatoire continue X suit une loi uniforme sur [a, b] si elle admet
pour densité de probabilité la fonction f définie par:
0 six & [a,b]
x)=4 1
f& {m six € [a,b]

On note par: X ~ Uqp)

Caractéristiques:
_a+b _(-a? ’(b—a)2

Preuve : Par définition de E (X)

+oo b x a+b
E(X)=f_mxf(x)dx=Lb_adx= >
De méme
E(X?) = f e Godx = f N il i
—o a b—a 3

Comme V(X) = E(X?) — [E(X)]? = (b;;z)z

il vientv(Xx) = (azby®
12
2.2.Loi exponentielle:

Définition : Une variable aléatoire continue X suit une loi exponentielle de parametre A si elle
admet pour densité de probabilité la fonction f définie par :

0 six <0
fx) = {Ae‘lx six >0
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Caractéristiques:

1 1
E(X)==,V(X) = 7

A'

1
P

Preuve : Par définition de E (X)
+00 +00 X
E(X) = f xf (x)dx =f Axe ™dx = lim | Ate Mdt
—» 0 X—>+00 0
L’intégration par parties donne

X
1
f Ate™Mdt = —xe ™™ + 71— e~ %)
0

D’oll E(X) = %

2.3.Loi normale (Loi normale centrée réduite ou loi de Gauss):

Définition : Une variable aléatoire continue X suit une loi normale centrée réduite

notée par N (0, 1), si elle admet pour densité de probabilité la fonction f définie sur R
1 _x

par: f(x) = e

f étant une densité, la surface comprise entre 1’axe des abscisses et la courbe y = f(x)

a une aire finie égal a 1:

La fonction de répartition de X: F(x) = F(x) = [~ f(t)dt
Caractéristiques:

EX) =0,VX) =1,0,=1

Preuve : D’apres la définition de

+00 +o00 1
E(X) = =| ——=xe 7
X) J_w xf (x)dx j_w Nor xe” Zdx

La fonction xe™ 2z est impair, on a, alors E (X) = 0.

De méme
+o0o +o00 1 x2
V(X =f x2 xdx=f —— x%e” 2dx
X) B f(x) T
x2

La fonction x?e™ 2z est paire, on a, alors

=2 Lt Fa = L[ e
V(X)=2 — x%e 2dx =— x“e” " dx
0 V2T \/E 0
Faisons le changement de variables par les coordonnées polaires, on obtient facilement
2 m
VX)) =—=Xx—=1
() = 7=x5
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