TD 04 : interpolation polynomiale

Exercice 01
1/ Déterminer le polynome de Lagrange qui passe par les points donnés par le tableau ci-apres :

Xj 0 2 4

(o)}

f(x;) = f; 0 4 0 4

2/ Comparer le polyndme trouvé avec celui de Newton.

Solution :

1/ Le polynome de Lagrange : P(x) = Y-y a;L;(x) ; L; = H;:c},jﬂ% eta; = f;

Xo | X1 | % | % | [ = @om)Gx)a-xy) | -D@E-H(-6) | _ G-)-9G-6) .
. 0™ (xo—x1)(x0—x2)(xo—x3)  (0-2)(0—4)(0-6) 48 ’
Xi 012 |4 |6 L = (x=x0)(x=x3)(x=x3) _ (x—=0)(x—4)(x—6) _ (x—0)(x—4)(x—6)
fixiy=fi |0 [4 [0 [4 L7 (=x0) (1 =22) (x1-x3) ~ (2-0)(2-4)(2-6) 16 ’
L, = (x—x0) (x—x1)(x—x3) _(x—O)(x—Z)(x—G)__(x—O)(x—2)(x—6) .
2 7 (xp-x0)(xp—x1)(x2—x3)  (4—0)(4—2)(4—6) 16 ’
L. = (x—x¢) (x—x1)(x—x3) =(x—0)(x—2)(x—4)=(x—0)(x—2)(x—4)
37 (3—x0)(xz—x)(x3-x2)  (6-0)(6-2)(6—4) 48

P(x) = agLy(x) + a;L,(x) + ayL,(x) + azL;(x) < P(x) = 0.Ly(x) + 4.L;(x) + 0.L,(x) + 4. L5 (x)

20 1
_ 242 4 2.3
P(x)—?x 3x +2x

2/ Le polynéme de Newton :
P(x) = f(xg) + flxg, x1](x — x) + fx0, %1, %3] (x — x0)(x — x1) + ...
+ f %0, X1, ---»'xn—l](x —x0)(x — x1) ... (X — Xp—2)
P(x) = XI55 f %0, %1, - xi] Tj=o(x — x7)
flxol = f(xo) : flixoxi] = FEEL 20 flg, 3, 3,] = T2 o]

X1—Xo X2—Xo
xp=0 Xo]=0 2-0
TP e 22 =2
. -2-2
X= flxi]=4 S lxpx;, x5] = -0 -1
. 0-4 1+1 1
Slxnx] === -2 e Slxoxn, x2, 5] =— =3
x,=4 | f[x)]=0 flxnxs x3] =——=1
. 4-0 6-2
S [x2x3] === 2
X3=6 j‘[X3]=4

=>Px)=04+2(x—xp) —1(x — x0)(x — x1) +§(x — Xxo)(x — x1)(x — x3)
=0+2(x—0) — 1(x = 0)(x = 2) + ; (x = 0)(x = 2)(x — 4)

=|P(x) = zq_ox — 3x? +%x3

Exercice 02

Soient les points suivants :(0, 0), (1, 2), (2, 36) et (3, 252).

1. Obtenir le polynome de Lagrange passant par les trois premiers points.
2. Obtenir le polynome de Lagrange passant par les quatre points.

Solution :



III L’équation de la parabole passant par (0,0), (1,2)

et (2,36):
( (x—x)(x—x;) 0
L Xo—X3 )(Xp—X2
(x=x;)(x—x3) x—0)(x-2
Px)=1{ +¥ Gty = +2 §—L}—ll_o) =
(x=x;)(x—x3) + 36 (x=0)(x—1
Xo—X3 )| Xg—X3 j— -_

=|Py(x) =16x* — 14x

L'équation du polyndme (de degré trois) passant

par tous les points :
( (x—x)(x—x;3)(x—2x3) ¢
Yo (Io-rl‘)(ro-:!)(xo-:f:) 0
(x—x0)(x—x2)(x—x3) (x—0)(x—2)(x-3)
1 ) (n—m)(n—x) 2 0203
P3(x) = 1 (x—xo)(x—x)(x—x3) ) (x—0)(x—1)(x—3)
T2 (x2=x0)(x2—x1)(x2—1x3) +36 (2-0)(2-1)(2-3)
(x—x0)(x—x1)(x=x2) (x=0)(x—-1)(x=2)
| B m)mnmsy T P2 E06-16-2)

=|Py(x) =25x> —=59x% + 36 x

Exercice 03
Déterminer le polynome d’interpolation de la fonction f®) = Ix| dont on connait les valeurs aux
abscisses dans la base de Lagrange et de Newton.

| x; | 1 | -172 I | 172 |1 |

Solution :

f(x) = |x]
x; -1 L 0 1 1
2 2
1 1
)= 1 Z 0 - |
Stx)=Ix| 5 5




4 La base de Lagrange :

(| - _Gox)ex)ox)mx)  _ (+45)E0(xg)en  _ 2x(eg)(x-3)e-D)
0™ (xo=x1)(x0—x2)(x0—x3)(xo—xs) (-143)(-1-0)(-1-3)(-1-1) 3
L = X)) (xmxs) =) CHDG-0(x—3)e-D)  _ sxCrn)(x—3)x-1)
L™ (ea=—x0) (1 =x2) (x1—x3) (x1-X4) (—-+1)( -0)(-3-3)(3-1 3
] [, = _x)G=x1)(x3)(x-x4) _ ) (x3)(x—5) 1) ("“)("*%)(x‘%)(x‘l)
27 (xp=x0) (xp—x1) (2 =x3) (Xz—x4) +1)(0+3)(0-3)(0-1) 4
L. = (x—x0) (x—2x1) (x—x2)(x—x4) _(x+1)(x )(x 0)(x—-1) _8x(x+1)(x+%)(x—1)
3T Gamxo)(aax) (e —x2)(x3=xs)  (3+1)(3+3)(3-0)G-1) 3
_ Gx)xmx)(xmxp)emxg)  _ GD(x)@-0)(x3)  2xCer1)(x+3)(x-3)
\ T (ra—x0) (a1 (ra—x2) (Xa—x3) (1+1)(1+%)(1—0)(1—%) - 3

P(x) = agLo(x) + a;Ly(x) + a,L,(x) + azls(x) + asL,(x)
& P(x) = Lo(x) + 3Ly (x) + 0.Ly(x) + L3 () + Ly(x) = P(x) = 2% (2 — x?)
4+ La base de Newton :

xg=-1 | flxol=1
S lxpxid = mryre =-1
1 1 —1+1
x==z |fBJ=3 flxoxy, x] =55 =0 —
Slhepxs] =g55=-1 " SlBxoxn X2, %3] == =3 TN
- , X3,
x>=0 Slx2]=0 - S[x1xs, Xl]—m= 5 R _—%—%__i
Slx2x3] =0:_s= 1 Slx1.x2 X3, x4] —m -3 141~ 3
1 1 1-1
x=y  |/lI=; os Sleas x ==5=0
Slox] =2 =1
X4=1 f[X4]=1

4 4
P(x) =1—(x—x) + 0(x — x0)(x — x1) +§(x_xo)(x_x1)(x_xz) —g(x—xo)(x—xl)(x—xz)(x—x3)
=1—(x+1)+0(x+1)(x+§)+§(x+1)(x+l)(x—0)—§(x+1)(x+§)(x—0)(x— 3
=IP(x) ——x (Z—xz)

Exercice 04
Reprendre les mémes questions de 1’exercice (02) avec la méthode de Newton.

Solution :

La table des différences divisées des quatre points :

2 a,
2 @
34 ;91 ~ (23]

W N N O
W
S



L’équation de la parabole passant par (0,0), (1,2)
et (2,36):

ag 0
Py(x) = { +ay(x — xp) = { +2(x-0)
+az(x — xp)(x — x1) +16(x—-0)(x-1)

= |Py(x) =16x* — 14x

Le polyndme du troisiéme degré passant par les
quatre points :

+ 16(x—=0)(x-1)

0
P3(x) = { + 2(x-0)
+ 25(x-0)(x—-1)(x-2)

=|Py(x) =252 —59x% + 36

A. HAMANE



