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Ce résumé de cours d’équations aux différences est destiné aux étudiants de la
deuxieme année Master Anal. Fonct. Je note que le résumé n’est pas dans sa forme

finale, il va étre complété et révisé (corrigé) aufur et a mesure.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présontons quelques définitions utiles pour la suite de ce

cours.

1.1 Definitions

Définition 1.1.1 On appel équation aux différences non autonome d’ordre k toute équation de
la forme

Xp+1 = f(1, X, Xne1, ooy Xn—ks1), 11 € Ny, (1.1)

avec k € IN, N,,, = {ng,no + 1,19 + 2, ..., ngest un entier natural}, f : N X E¥ — E est une
fonction continue (il suffit qu’elle soit définie), E une partie de R et Y,y—k+1, Yng—k+2, s Yny € E
sont les valeurs initiales.

Si équation (1.1) prend la forme

Xn+1 = f(xn/ Xn—1s s xn—k+1)/ ne Nng (12)
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ie, f : E¥ — E, ne dépend pas de n, on dit que (1.2) est équation aux différences autonome

d’ordre k.

Définition 1.1.2 Une solution de léquation aux différences (1.1) est suite {x,}ysn—x C E qui

satisfait cette équation.

Remarque 1.1.1 (Existence et unicité de la solution) Fixons dans E les valeurs initiales

Xng—k+1s Xng—k+2, --r Xno- Alors, I'équation (1.1) admet une et une seule solution {x,}n>n,k-

Définition 1.1.3 (Equation aux différences linéaire) Lorsque I'équation (1.1) prend la forme
Xp+1 + p1()x, + ...+ pr(n) X1 = g(n) (1.3)

i.e., f(1,Xn, Xn-1, oo Xn—ies1) = —p1(10)Xy — . .. = P(M) X1 + g(n) 0t p1(n), . . ., pr(n), g(n) sont

des fonctions réelles définies sur N, et pr(n) # 0, n > no, on dit que (1.3) est une équation aux

différences linéaire d’ordre k. Lorsque g = 0, I'équation (1.3) prend la forme
Xpa1 + p1(m)x, + ...+ pr(m)Xy_gs1 = 0. (1.4)
L'équation (1.4) est dite homogene.
Remarque 1.1.2 Généralement on définit une équation aux différences linéaire comme suit
Xn+k + P10 X1 + ... + pe(n)x, = g(n) (1.5)

dans ce cas les valeurs initiales seront X,,, Xu,+1, - - - , Xng+k—1. 1l est claire que les deux écriture

(1.3) et (1.5) se ramene 'une a 'autre (décalge d’indices).

1.2 Solutions périodiques

Définition 1.2.1 (Solution périodique) Une solution {x,},>n,—r de I"équation aux différence

(1.1) est dite eventuellemnt périodique de période p € IN, il existe ny > ng—k : ,4p = X, 1 2
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ny. Lorsque ny = ny — k, la solution {x,},>n,-k est dite périodique.

Exemple 1.2.1 Considérons I'équation aux différences

Xn+1 = _Inzolll"'l
X

(1.6)

avec xy € R*. I est claire que la solution est périodique de période 2. En effet,

1 1
Xppo = =T =Xy Vn > 0.
Xn+1 T
est la solution prend la forme
1 1
{xn}nZO = {x()/ —r X0, /- }
0 X0

1.3 Points d’équilibre et oscillation des solutions

Définition 1.3.1 Un point d’équilibre de I'équation aux différences (1.1) est un nombre x € E
telque

fn,%,%,..,%) = X.

Exemple 1.3.1 L'équation (1.6) admet deux points d'équilibre —1 et 1, solutions dans IR de
I'équation

_ 1

X ==

x

L’équation aux différences
2"+ x2 01
Xn+1 = yn=41,...,
2 4 42
25+ x

avec x_1, Xo € R* a x = 1 comme seul point d’équlibre, solution dans R* de I'équation

2" 4 ¥

22 4 ¥

X =
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Définition 1.3.2 (Solution non-oscillatoire) Une solution {x,},sn,-x de 'équation aux dif-

férence (1.1) est dite non-oscillatoire autour du point d’équilibre x, s'il existe ny > ny —k telque,

soit on a

X, >x, Yn>mn,

ou bien on a

X, <x, ¥Yn > ny.

Autrement la solution {x,},>n,—x est dite oscillatoire autour du point d’équilibre X.



CHAPITRE 2

EQUATIONS AUX DIFFERENCES
LINEAIRES

2.1 Résultats généraux
Considérons 1’équation aux différences linéaire d’ordre k (1.5) avec g = 0, i.e.,

Xpak + P1(M)Xpar1 + ... + pr(n)x, = 0. (2.1)

Théoréme 2.1.1 L'ensemmble S des solutions de I'équation aux différences (2.1) est un : R-

espace vectoriel de dimension k.
Preuve. Ona S = {x = (X)xzny, Xi € R : Xyak + P1(10)X k-1 + ... + pr(n)x,, = 0.}.
S CIRIN = {(u0/ul/"' Iunl...)l Ui € IR}

On note que 'espace vectoriel RN es doté des deux opérations notées "+" et "." définies
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par
b (xn)HZno + (yn)anzo = (xn + yn)nZnO/
* /\'(x”)nzno = (Axn)nZnoz AeR.

On a S # ¢, de plus il est facile de voir que S est sous espace vectoriel de RN. 11
nous reste de déterminer sa dimension. Pour cela considérons l'application linéaire

(homomorphisme d’espaces véctoriels.

X (P(.X) = (xnol xn0+1/ sy xi’l0+k—l)

avec

R¥ = {(vo, 110 .., vk1), v € R} ¢ RN,

ker(¢) {xeS:px) =0}

{x €S : (Xn, Xngs1s -+ Xngsk—1) = (0,0,...,0)}

= {xeS:x, =0,%041=0,..., X341 = 0}.

Mais tous les termes x,,, n > ny+k s’écrivent en fonction des valeurs initiales X, x—1, Xy+k—2,

ainsi on aura

{xeS:x,=0VYn > npy}

= {OIR]N} .

ker(p)

Ainsionadémontél'injectivité de ¢. Soit (¢, ¢y, ..., cx) € R, et considérons la suite(x,,) 5,

de S avec

Xng = C1y Xng+1 = €2, vy Xngrk=1 = Chy Xnak = —P1(1) X k1 — + - - — Pr(n) X, 1 2 1.
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Il en résulte que

(P((xn)nZno) = (Cl/ Coyevny Ck)/

ce qui montre la surjectivité de ¢. Il s’en suit que R* et S sont isomorphes et donc

dim(S) = k. m

Théoréme 2.1.2 L'ensemble A = {(x,ﬁ)nzno, (2 usngs - - -5 (xﬁ)nzno} des solutions de I'équation
aux différences (2.1) est libre (base pour S, puisque elle contient k éléments) si et seulment si

W(n) # 0,V¥n > ny, avec

1 2 k
xn X, xn
1 2 k
W(TZ) _ det x1’1+1 xn+1 le+1
1 2 k
xn+k—1 n+k—1 xn+k—1

Remarque 2.1.3 W(n) s’appel le Casoratien, qui est I'analogue discret du Woronskien.

Preuve. Supposons que
() + ar(3) + -+ a(F) =0, Yn>ng
avec ai, &y, ..., o € R. Il s’en suit que

Xt + a4+ -+t =0,

1

arxl o, vt =0,

n+1

1 2 k —
A1Xp -1 + A2X k-1 Tt kX k-1 = O’
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Ce systeme s’écrit de la maniere équivalente X(n).ao = 0 o1

1 2

X, X, X, a1
1 2 k
X(TZ) — xn+1 xn+1 e xn+1 , a = az
1 2 k
xn+k—1 xn+k—1 xn+k—1 Ak

Ainsi

- >
a =0 edetX(n)=Wn)#0, Vn2=n,.

Définition 2.1.1

Un ensemble libre de k solutions de (2.1) est dit ensemble fondamentale des solutions.

Exemple 2.1.1 — L’ensemble A1 = {(2")us0, (3")u>0} est une base base des solution de

I'équation aux différences
Xp4o —DXp1 +6x,=0,n=0,1,---.

Ona

o 3
on 3n+1
2"3"+0,Yn=0,1,---.

det

=
=
I

Ainsi toute solution s’écrit pour toutn =0,1,---,
Xy = 12" + 3%,

— L'ensemble Ay = {(1)n>2, (2")us2} 5 €t une base base des solution de I'équation aux

différences

3n-2 2
xn+2——n xn+1+—n x, =0, n>2.
n-—1 n-—1
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En effet

Ona

n+1 21
nm-12"+#0,Yn=2,3,---,

g
W(n) = det

et toute solution s’écrit pour tout n =2,3,---,

Xy = 12" + 38,

Question : Existe t-il toujours un ensemble fondamentale de solutions pour 1’'équation
aux différences linéaire homogene (2.1)?.

Le théoreme suivant donne une réponse affirmative a cette question.

Théoreme 2.1.4 Sipi(n) # 0,Vn > ny, alors pour I'équation aux différences linéaire homogeéne

(2.1) on a toujours un ensemble fondamentale de solutions.

Avant de donner la démonstration de ce théoreme, rappelons la formule d”Abel du

Casoratien.

Lemme 2.1.1 Lemme d’Abel : Supposons que {(x,li)nzno, (2 usngs - - - (x’,ﬁ)nzno} sont des solu-

tions de (2.1), alors V'n > nyon a

n-1
Win) = (—1>’<<”—"°>[ [ ] pe60) ]W(Tlo)- (2.2)

i:I’lo

Remarque 2.1.5 Il résult de ce lemme que

W(n) #0, n > ng & W(ng) # 0.
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Preuve. Considérons les solutions

{(x111)712110/ (xi)ﬂznol ey (xlr{l)nzno} 7

obtenues a partir des valeurs initiales suivantes

1 _ /N | _
Xny = L, xn0+1 - xn0+2 - - xn0+k—1 =0,
2 () w2 —1 42— Al _
xﬂo - 0’ xn0+1 - 1’ xn0+2 - - xng+k—1 - 0’
Y S — () +k _
an xi’l0+1 - no+k—2 - O' xn0+k—1 - 1
On a
1 0 - 0
01 - 0
W) =| |=1%0
00 0 1
| ]

Remarque 2.1.6 1. Supposons

{(x}z)nan/ (xi)nan/ vy (xﬁ)nZno}

sont des solutions de I'équation (2.1), il est facile de voir que toute combinaison linéaire

de la forme

Xy = @XE + a3 + .+ gk

est aussi solution de (2.1).

2. Si {(xi)nzno, () psngs -+ -5 (xlr(z)nan} un ensemble fondamentale de solutions de I'équation

(2.1). Alors la solution générale de (2.1) s’écrit comme combinaison linéaire des éléments

de la base, i.e.,
k

Xy = Z a;x,,.

—

1

3. Supposons que (x})usny, (X2)nsn, sont deux solutions de I'équation (1.5), alors (X,)usn, =
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(x} = x2)2n, est une solution de I'équation (2.1) et il en résulte que le temrme général

de la solution générale de I'équation (1.5) s’écrit

k
Xy = Zaix; +x, n>ny,
i=1

avec (Zf:1 a;x} ) ysn, 1a solution générale de (2.1), (xX},)nsy, une solution particuliere de
(1.5) et {(x}l)nzno, (2 usnr - - (x’fl)nzno} est un ensemble fondamentale de solutions de

I'équation (2.1).

2.2 Application a la résolution des équations aux diffé-

rences linéaires a coefficients constants

Considérons I'équation aux différences lineaire homogene a coefficients constants

suivante, cas particulier de I'équation (2.1),
Xk + P1Xnek-1 + PoXnk2 + -+ Xy = 0, 1 €N (2.3)

La résolution de cette équation revient donc a trouver une base pour S I'ensemble
des solution, i.e., un ensemble fondamentale de solutions. Cela est possible grace au

résultat suivant.

Lemme 2.2.1 Soit A € C*, alors
(x(1))nz0 = (A")nz0
sera solution de (2.3), s'il est racine du polyndme

PA) = A+ pi A + L+ praad + e (2.4)
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Preuve. Supposons que (x(1)),>0 = (A").20 est solution de (2.3), il s’en suit que En

remplacant par x(n) = A" dans 1’équation (2.3), on trouve
A" (A" + A LA+ pk) =0,

et comme A # 0, on obtient puisque

A+ p A+ L+ A +pe =0,

Remarque 2.2.1 Le polynome
P(A) = A+ pi A+ L+ A+

s’appel polyndme caractéristique associé a l(équation aux différences (2.3). En D’aprés le théo-
reme de d’Almbert ce polynome a k racines, comptés avec leurs multiplicité, dans . Ainsi, on va
construire un ensemble fondamentale de solutions pour I'équation (2.3) a I'aide de ces racines

et cela en se basant sur le lemma précédent.

On a les deux résultats suivants.

Théoréme 2.2.2
Supposons que les racines A1, Ay, . . ., Ay du polyndme caractéristique P(A) sont distinctes deux d
deux, alors {(A;‘)n, ADns o) (/\Z)n} forme une base pour S I'ensemble des solution de I'équation

(2.3), et toute solution de (2.3) s’écrit :

x(n) =

1

k
ciA!, cjsont des constantes.
-1
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Preuve. Pour 'ensemble {(/\T)n, ADns s (AZ)n}, ona:

k
)\"H An+1 .. /\n+1
W(n) = det ! 2 k
/\;11+k—1 /\g+k—1 . A2+k_1
Ona
1 1 1
M A A
W(n) = (MAzAdet| T = (A A" H (i —A)
: : - : i>74,j=1,0k
Ali_l /\S_l .. /\]li_l
ainsi,
W(n) #0, Vn.

Donc {(/’\’f)n, ADns -+ -, (/\Z)n} est libre et donc forme une base de S. m Pour le cas ot les

racines sont a multiplicité, on le résultat suivant.

Théoréme 2.2.3 Supposons que A1, Ay, ..., A, r < k sont les racines du polynome caractéris-
tique associé a I'équation (2.3) avec leurs les multiplicitées my, my, ..., m, telque (Y.;_y m; = k).

Alors 'ensemble

{(/\’f)n, Ao, (™A, (AD)n, AD), - o, (W™7IAD),,, - -

A2y (A, (212,

forme une base pour S, et dans ce cas toute solution de (2.3) s’écrit comme combinaison linéaire

des éléments de la base.

Exemple 2.2.1 Résoudre les équations aux différences suivantes
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1.
Xpao +3xp01 —4x,=0,n=0,1, ...,
Cette équation a comme polynome caractéristique, le polynome
PA)=A*>+31-4
Comme les racines de P(A) sont Ay = 1 et Ay = —4, il s’ensuit que
Xy = ()" +c(-4)" =¢c1 +c(-4)", n=0,1,---.
Si on veut écrire cy et ¢, en fonction de xy et x1, il suffit de résoudre le systeme :
Xp = C1 + Cy, X1 =1 —4cy.
2.
13 3
X4z — X2 + anﬂ - an =0,n=0,1,..

Le polynome caractéristique de cette équation est

13 3

— A3 _ 4224 2y _ 2
P() = A =42 + A -,

ces racines sont Ay = 3 et A, = % qui est double et donc

X, = c1(3)" + (c2 + c3n) (%)n .

De méme si on veut écrire les constantes en fonction des valeurs initiales il suffit de résoudre le

systeme Pour trouver les constantes cq, ¢, et c3 on résoudre le systeme

Xg = C1+C
— 1 1
X1 = 3c1 + 5C2 + 5C3

X» = 9c; + ng + %Cg,

15
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Résolution de I’équation non homogene
Considérons1’équation aux différences linéares non homogene a coefficients constants
Xk + P1Xnek-1 + P2Xnek—2 + -0 + PiX = g(1). (2.5)

Toute solution s’écrit comme somme de la solution de 1"équation homogene (2.3) plus
une solution particuliere de 'équation non homogene (2.5). Je présente ici une procé-
dure qui permet de choisir, dans des cas bien précis suivant l'expression de g(n), la

forme d"une solution particuliére.

1. g(n) = P(n)a”, P un polyndme. Dans ce cas il suffit de de choisir une solution

particuliere (x9), sous la forme x = n"Q(n)a" avec Q un polynéme de méme

degré que P et m = 0 si a n’est pas racine du polynéme caractéristique associé
a I’équation homogene. Si a est racine du polyndme caractéristique, m sera la

multiplicitée de a.

2. g(n) = P(n)cos(Bn)a”, P(n)sin(pn)a”, P un polyndme. Dans ce cas il suffit de de

choisir une solution particuliere (x%), sous la forme
xP = n" [Q(n)cos(Bn) + R(n)sin(fn)] a"

avec Q, R sont des polynomes de méme degré que P et m = 0 si a n’est pas racine
du polynome caractéristique associé a 1'équation homogene. Si a est racine du

polynome caractéristique, m sera la multiplicitée de a.

Exemple 2.2.2 Considérons I'équation aux différences
Xpio —4x, =(m—-1)2",n=0,1,---.
Cette équation a comme polynome caractéristique, le polynome

P(A\)=A*—-4
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et qui a comme racines —2, 2. Donc la solution générale de I'équation homogene
Xy = 42, =0
est
X = c1(=2)" + c»(2)"
n 1 2 .
Dans le second membre o = 2 est racine simple du polyome caractéristique, ainsi on choisit une
solution particulieéere de la forme

xP = n(an + b)2".

En remplacant dans notre équation, on obtient aprés simplification a = =, b = —. Donc

1
P — - 271'

Ainsi

1 1
X, = c1(=2)" + c(2)" + n(En — Z)Z”.

2.2.1 Stabilité des solutions d’une quation aux différences linéaire

Définition 2.2.1 1. Une solution (x,), de I'équation (2.3) est dite stable, si pour toute

autre solution (x,), de (2.3), la suite (x, — x,), est bornée. Sinon, (x,), est dite instable.

2. Une solution (X,)usn, de I"équation (2.3) est dite asymptotiquement stable, si pour toute

autre solution (x,), de I'équation (2.3), on a

lim (x, — x,) = 0.

n—+00

Pour étudier la stabilité des solutions de I'équation aux différences (2.3), on se sert du

résultat suivant.

Théoreme 2.2.4 Soit (x,), une solution de I’équation (2.3). Alors,
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1. (x,)n est asymptotiquement stable si et seulement si tous les racines du polynome carac-

téristique sont de modules < 1.

2. (xy)n est stable si et seulement si tous les racines du polyndme caractéristique sont de

modules < 1 avec ceux de module 1 sont des racines simple.

18



CHAPITRE 3

EQUATIONS ET SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
NON LINEAIRES

Ce chapitre est consacré aux équations et systemes d’équations aux différences non
linéaire.
Considérons 1'équation aux différences (non linaire) autondme
Xn+1 = f(Xn, X1, o0y Xnks1), 1 €N 3.1)

avec f : EX — E. Posons

— t —
XTZ - (xn/ Xn—1s s xn—k+1) , = 0/ 1/

19



Equations aux différences linéaires

on obtient

Xn+1 = (xn+1/ Xnyeeer xn—k+2)t = (f(xn/ Xn—1s s xn—k+1)/ Xy eeer xn—k+2)t-

Considérons la fonction

F:Ef— EF

définit par :

F(uq, up, ..., ) = (f(u1, U, o, Ug), Un, oony U1

Alors I'équation (3.1) prend la forme vectorielle
X1 =F(X,), n=0,1,---.

Définition 3.0.1 Un systeme de deux d’équations aux différences non autonome d’ordre k est

un systeme de la forme

Xn+1 = f (n/ Xny Xn-17+++ s Xn—ks ynl yn—1/ ey ]/n—k) (3 2)

Ynr = (M, Xn, X1, -« Xneks Ys Y1, - - - » Yn—k)

ot f,g : IN X EZ* — E sont des fonctions continues, E une partie de R, n, k € IN,

(X0, X1, +ry X1, Y0, Y1, -, Y—ks1) € E>* sont les valeurs initiales.

Remarque 3.0.1 1. Lorsque f, g ne depend pas de n le systeme (3.2) est dit autondme.

2. Le systeme est dit lineaire lorsque f et g s’écrivent respectivement
PoXn + P1Xu-1+ oo F Pro1Xn—ke1 + GoXn + G1Xn-1 + oo + Ge-1Xn—kr1 + (1),
respectivement
T0Xn + 11Xp—1 + oo + Tho1 Xk + S0Xn + S1Xp—1 + oo + Skc1Xy—k1 + p(n),

les fonctions p;, qi, 1i, i, a, B sont des fonctions réels.
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Considérons le sytéeme autondome

Xn+1 = f (xi’l/ Xn—1s++ s Xn-ks yn/ yi’l—li ey }/n—k) (3 3)

Yor1 = 9%, Xn-1, -+ Xncks Yy Yr=1s -« - Yu=k)

avec f, g : E* — E. Comme dans le cas d’une équation ce systéme paut s’écrire
sous la forme d’une équation aux différences véctorielle d’ordre 1. Pour des raisons
de simplicité, on va montrer comment obtenir 1'équation véctorielle sur un example
simple.

Considérons le syteme autondme

Xn+l = f(xn/xn—lz Yn, yn—l)

(3.4)
Yur1 = 9 (Xn, Xu-1, Y, Yn-1)

Xy = (xn/ Xn—1,s Yn, yn_1)t, n=01..,

on obtient

Xp1 = (xn+1/ Xnr Yn+1s yn)tL = (f(xn/ Xn—-1,Yn, yn—l)/ Xy g(xn/ Xn—-1, Ynr Yn-1, yn)t

Considérons la fonction

F:E*—> E*

définit par :
— t
P(ull Up, 01, 02) - (f(ull Up, 01, 02)/ Uy, g(ull Up, 01, 02)/ Ul) .
Ainsi la forme vectorielle est donnée par

Xn+1 :F(Xn)/n:O/]-/“"
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Considérons 1'équation aux différence vectorielle d’ordre 1 donnée par
X1 = F(X,), n=0,1,-- (3.5)

avec F : EX¥ — EF est une fonction continue.

Soit X € Ef un point d’équilibre (point fixe) de (3.5), i.e., solution de X = F(X).

Définition 3.0.2 1. Le point d’équilibre X est dit stable (ou localement stable) si Ve > 0,
il existe 5 > 0 tel que || Xo — X ||< 6 = || X,, — X ||< € pour n > 0. Sinon le point X est
dit instable.

2. Lepoint d'équilibre X est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement

stable) s'il est stable, et s'il existe y > 0O tel que || Xo — X ||< y =X, - X, n — +o0.

3. Le point d’équilibre X est dit globalement attractif, si V' X, € EX on a
X, — X, n — +oo,

4. Le point d’équilibre X est dit globalement stable (globalement asymptotiquement stable)

s’il est stable et globalement attractif.

|| . || est une norme convenable.

Le théoreme suivant est indispensable pour I’étude de la stabilité des points d’équilibre.

Soit Jr la matrice jacobienne de la fonction F en le point d’équilibre X.

Théoreme 3.0.2 (Stabilité par linéarisation de Lyapunov)

1. Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne [p sont de modules

< 1, alors le point d’équilibre X est asymptotiquement stable.

2. Supposons qu’il existe une valeur propre de la matrice Jacobienne Jr avec le module > 1,

alors le point d’équilibre X est instable.
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