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Examen
Exercice 1.
3) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Donner la définition d’un sous espace vectoriel de E.
4) Soient E, F deux espaces vectoriels sur le méme corps K et soit f: E —— F une application linéaire.

Donner la définition de Ker(f) et Im(f), et montrer que : finjective &= Ker(f) = {0g}. f
surjective &= Im(f) = F.

Exercice 2.
Considérons le systeme d’équations linéaires suivant :
r+y+2z=-1
(S)q 4x+y+4z=-2
2r—y+2z2=-4

a

A x b

Ecrire le systeme (S) sous la forme matricielle :
Montrer que (S) admet une solution unique.
Calculer cette solution par la méthode de Cramer.
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Exercice 3.
Soit B ={e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),es=(0,0,1)} la base canonique de R3, et considérons I'endomorphisme f: R3 ——R3 tel
que la matrice de fdans la base B, qu’on note A4, est donnée par :
1 4 4
A= ﬂf_f(B,B) = -1 -3 -3
0 2 3

Soient€1 = €1 — €2 + €3, €5, = 2e; — ey + €3, €5 = 2e1 — 2ea + €3
B ={€|, e}, e4}
6) Montrer que “1: €2: €35 est une base de R3.
7) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base BO.
8) Déterminer 'inverse P -1(vous pouvez utiliser 'équation PX=Y & X =P -1Y).
9) Déterminer la matrice A°de fdans la base BY, i.e. A°= M{B%,B°). 5) Calculer (A°)*et déduire A2, n EN.



Corrigée type (examen algébre2 ) samedi 11/05/2024
Exercice 1:

(i) ORg[X] EFetFCE

1) 1)F sous espace vectoriel de E (ii) Vx,yEF:x+y€F

iii) Ve€eR,VxE€F:a.x€F @
2) Ker(f) = {x € E: f(x) = Op}
Im(f) = {f():x € E} = {y:3x € By = F(0)} = f(E)
f injective < Ker(f) = {0z}
OnaKer(f) estuns.evdeE alors 0g € Ker(f) = {0z} c Ker(f)
=) Soit x € Ker(f) & f(x) = 0 = f(0g) et comme finjective alors x = 05 = Ker(f) c {0z} d’ou
Ker(f) = {0z}
&)soientx,y EE: f(x) =f() = f()—f() =fx—y)=0g=x—-y€EKer(f) =x—-y=
0 = x = y donc f injective.
f surjective & Im(f) =F
=) onalm(f) c F.montrons que F c Im(f)
Soit y € F et f surjectivealors3x €EE,y = f(x) = y € Im(f) = F c Im(f)
D'ouIm(f) =F
&)soity € F = yeIm(f) = Ix €E,y = f(x) = f surjective
Exercice 2
1) la forme matricielle du systeme (S)

x+y+2z=-1 1 1 2 x -1 1 1 2 -1
)] 4x+y+4z=-2 o4 1 4 ><<y)= —2|=2A=|4 1 4|etB=|-2 @
2x—y +2z =-—4 2 -1 2 z —4 2 -1 2 —4

2) le systéeme (S) admet solution unique ssi detA # 0 .

1 1 2111 1 2 3 2
detA=14 1 4(=[3 0 2|L,—L;=- 3 a4l = —6 # 0 alors (§) admet une seule solution. @
2 -1 2013 0 4lL;+1,

A;j on remplace la colonne j par B.

-1 1 2 1 -1 2 -1
A= (— 2 1 4),A,= (4 -2 4) Az = < —2)
-4 -1 2 2 —4 2 -1 —4
1
1

detA 1 -1 1 2 11 1 11 0 0 1]—1 0|
=—==—-|-2 1 4|/=:[2 2[==|2 -1 of|=z|_ =1
detd ol 4 1 2l Pla -1 o1l Plg -5 —3| !> 3
ot Jr -1z 1y 10 0 5 2|
=—22=__|4 =2 4|l==14 2 2[==|14 -2 =—21==" "=
d _
%l Za 2l P2 o4 o1l Pl o2 -1 2 -1
ota S S T S S (I S ¢ 1 0 0 L1
=—2=—-14 1 =2|==|4 1 2(=-|4 -3 =2(=|4 1 1|= =-2 @50
gerd oy 1 4l %l -1 o4l Clz =3 2| 2 1 - - @
Exercice3
, d(B) =3 i)card (B") =3
1) B R3 {car {
) B base de R® < B libre ii) detB" #0
i) card (B") = 3 évident
1 2 2 1 2 2 L
iiydetB'=|-1 -1 =2|=[0 1 0|L,+L; = = —1 # 0 donc B’ base de R3 @
1 1 1 1 1 1 11

2) matrice de passage de B dans B’



e; e, e

< 1 2 2 >e1

P=|l-1 -1 -2]¢

1 1 1/¢63 @
3) calcul de P71

1° méthode. On a

€1 € €3
e, =e; —e, +e; e, = —e; +e, 1 0 0\é
e,=2e;—e,+e; =3 e,=e,—e; = P 1=(0 0 —1]e,
e; = 2e; — 2e, + e3 e; = 2e; — ey 0 1 0/¢,

2° méthode. On utilise le déterminant
A; j= (=1)"*J|P,; ;| ou P; ; est la matrice de P d'ou on enléve la ligne i et la colonne j.

Y O e P e A
|1 1|:_1'A2'3:_|1 1|:1’A3'1:|—1 —2|:_2'A3'2:_—1 —2|:0’A3'3: ~1 —1|:
Aiqp Ay A ' 1 -1 0\° -1 0 2
'P_lzdeltP Ay App Ays =—<O -1 1) =<1 1 0)
Ayr Dgp Ass 2 0 1 0 -1 -1

4) calcul de A" = Mf(B',B")
1° méthode. Ona A’ = Mf(B',B") =. P~1 x A x P

-1 0 2 1 4 4 1 2 2 -1 0 2 1 2 2
A=[1 1 0 | x{-1 -3 -3)|%x{-1 -1 -2)=(0 1 1)x|{-1 -1 -2]=
0 -1 -1 0 2 3 1 1 1 1 1 0 1 1 1

1 0 O
0 0 -1
L) @
2° méthode. Calcul directe
fler) f(ez) f(es)
f(er) = fle) — f(ex) + fles) = &g 1 0 0\&
f(eé) =2f(e1) — f(ex) + f(es3) = eé = A= (0 0 —1>
f(es) = 2f (e) = 2f (e2) + f(es) = —e, 010

5) le calcul de A’* et A'™
(—1 0 2) (—1 0 2) <1 0 0>
A? =1 1 0 |x| 1 1 0 ]={0 -1 O
o -1 -1 0o -1 -1 0 O 1
1 0 0 1 0 0 0
A*=4"7xA%?=l0 -1 0 |x[{0o -1 o0 |= 1
0

0 0 -1 0 0 -1
1 0 0

En déduire que A"%" = <O (- 0 )

1 2 2 1 0 0 -1 0 2
A2”=(P><A’><P‘1)2”=><A’2”><P‘1=<—1 -1 —2)><(0 =nr 0 >x<1 1 0>=

1 1 1 0 0 (=" 0o -1 -1

1 2" 2¢-1" -1 0 2 —1+2(-D® 0 2+ 2(-1)"H!
-1 (=™t 2(-pn+t ><<1 1 0>= 1— (=D (- —2-2(-1Dnt?

1 (=D  (-D" 0 -1 -1 —1+(C=D" 0 2 — (-D"




