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Introduction

Les théories de jauge ont révolutionné notre compréhension des interactions fondamentales de l’uni-
vers. Elles constituent un pilier de la physique théorique moderne et ont permis de réaliser des
prédictions d’une précision extraordinaire. Le concept de théorie de jauge trouve ses racines dans les
travaux de Weyl dans les années 1930. Son ambition était d’unifier la relativité générale et l’électro-
magnétisme dans le cadre de la théorie classique. Mais c’est dans les années 1950 que Yang et Mills
ont formulé l’idée fondamentale que la symétrie engendre l’interaction. La définition moderne des
théories de jauge est : "ce sont des théories des champs qui restent invariantes sous les transformations de
jauge locales. En d’autres termes, elles se basent sur un groupe de symétrie locale". La première théorie de
jauge réussie, tant théorique qu’expérimental, est l’électrodynamique quantique. Elle sert de modèle
prototype pour toutes les théories de jauge ultérieures.

L’électrodynamique quantique (QED). Dans la QED, le photon agit comme médiateur de l’interac-
tion entre les particules chargées électriquement, comme les leptons et les quarks. Toute interaction
se produit par l’absorption ou l’émission d’un photon réel ou virtuel. La QED est l’une des théories
physiques les plus testées et les plus précises à ce jour. Cette théorie a connu de nombreux succès,
dont : (i) Une concordance extraordinaire entre la mesure précise et le calcul théorique du moment
magnétique dipolaire, avec une précision supérieure à 10−12 ! (i) La prédiction que le photon est
de masse nulle. La chromodynamique quantique (QCD). La QCD est la deuxième théorie de jauge
couronnée de succès. Elle décrit les interactions fortes au sein du noyau atomique. La cohésion du
proton et du neutron est attribuée à une nouvelle charge quantique appelée charge de couleur. Les
particules porteuses de cette charge, les quarks, interagissent entre elles par l’absorption ou l’émission
de gluons, qui portent eux-mêmes une charge de couleur. Les gluons sont considérés comme les
médiateurs de l’interaction forte. Le modèle standard (SM). Le SM est la théorie de jauge la plus
importante et la plus célèbre à ce jour. Elle englobe les deux théories précédemment citées et unifie les
forces électromagnétiques et les forces faibles. L’existence de toutes les particules prédites par le SM a
été confirmée expérimentalement par la suite.

Les théories de jauge figurent parmi les théories quantiques des champs les plus importantes. Elles
ont connu un succès retentissant dans le domaine de la physique des particules et de la physique des
hautes énergies, tant au niveau expérimental que théorique. Leur pouvoir prédictif est extraordinaire.
Elles ont permis de prédire l’existence de nombreuses particules, dont la découverte a ensuite été
confirmée par des expériences. Parmi les exemples les plus connus, citons :
• Le gluon, médiateur de l’interaction forte (prédit en 1965 et découvert en 1979).
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• Les bosons faibles Z et W, responsables de la désintégration radioactive (prédit en 1968 et
découvert en 1983).
• Le quark top, la particule élémentaire la plus massive (prédit en 1973 et découvert en 1995).
• . . .
• Le boson de Higgs, élément crucial du Modèle Standard (prédit en 1964 et découvert en 2012).

Le boson de Higgs est la dernière particule en date à avoir été découverte. Sa prédiction date de
1964, et il a fallu attendre 2012 pour que les expériences ATLAS et CMS au CERN confirment son
existence. Cette découverte majeure a marqué l’aboutissement d’une longue quête scientifique et a
consolidé le Modèle Standard. Du point de vue théorique, les théories de jauge tirent leur puissance
de la symétrie de jauge. Cette propriété les rend particulièrement élégantes et permet de les traiter
mathématiquement de manière efficace. Un autre atout majeur des théories de jauge est leur renor-
malisabilité. Cela signifie qu’il est possible de redéfinir les paramètres de la théorie pour éliminer
les divergences ultraviolettes qui apparaissent dans les calculs. Cette propriété est essentielle pour
garantir la cohérence et la prédictivité de la théorie à tous les ordres.

Malgré leurs succès indéniables, les théories de jauge actuelles ne sont pas exemptes de failles. Elles
ne parviennent pas à expliquer certains phénomènes clés, tels que la nature de la matière noire, la
masse des neutrinos ou l’unification de toutes les interactions fondamentales . . . etc. Pour combler ces
lacunes, de nombreuses théories BSM (Beyond the Standard Model) ont été développées. Parmi les
exemples les plus connus, citons :
• Théories basées sur des groupes de symétrie plus larges comme SU(5), SO(10) et E6, ces théories

visent à unifier les forces électromagnétique, faible et forte
• Modèle de Pati-Salam : propose une unification partielle de la symétrie électrofaible et de la

symétrie de couleur.
• Modèles à symétrie gauche-droite : tentent d’expliquer la violation de parité dans les interactions

faibles.
• Modèles supersymétriques.
• Modèles aux dimensions supplémentaires.
• . . .

Ces théories BSM s’appuient sur une structure théorique solide basée sur la symétrie de jauge.
Cependant, leur validation expérimentale reste un défi majeur. De nombreuses expériences ont
été menées pour traquer les particules prédites par ces théories, comme les bosons Z′ et W ′, les
leptoquarks, les quarks vecteurs et les particules supersymétriques. Mais jusqu’à présent, aucune
preuve concluante n’a été trouvée pour confirmer ou infirmer leur existence. La quête pour une théorie
unifiée et complète de la physique fondamentale se poursuit. Les théories BSM constituent un champ
de recherche actif et prometteur, avec le potentiel de révolutionner notre compréhension de l’univers.

Ce cours s’adresse aux étudiants en master de physique théorique et a été dispensé à l’université de
Jijel entre 2017 et 2023. Il constitue une introduction accessible à tout étudiant, qu’il soit en master ou
en doctorat, souhaitant découvrir le monde fascinant de la physique des particules et de la physique
des hautes énergies. L’objectif principal de ce cours est de familiariser le lecteur avec les théories de
jauge, en partant de leur construction mathématique jusqu’à leurs applications concrètes. Le cours
couvrira les aspects suivants :
• Construction des théories de jauge : Introduction à la symétrie de jauge, lagrangien, champs

de jauge et quantification.
• Calculs précis : Techniques de calcul pour les observables physiques, y compris le calcul au-delà

de l’ordre dominant (NLO).
• Études phénoménologiques : Application des théories de jauge à l’étude de phénomènes

physiques concrets.
• Comparaison avec les données expérimentales : Confrontation des prédictions théoriques aux

résultats expérimentaux.
Le cours se focalisera sur les théories de jauge les plus connues : la théorie de l’interaction élec-
tromagnétique (QED), la théorie de l’interaction forte (QCD) et la théorie unifiée des interactions
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11

électrofaibles (Modèle de Glashow-Weinberg-Salam). Ce cours offrira une base solide pour une
compréhension approfondie des théories de jauge, qui constituent un pilier de la physique moderne.

Ce cours se compose des chapitres suivants :

• Chapitre 1 : Théories de jauge classiques. Ce chapitre présente une introduction générale aux
théories de jauge. Il rappelle des concepts fondamentaux étudiés dans des modules antérieurs,
cruciaux pour la compréhension des théories de jauge, tels que les théories quantiques des
champs, les théories des groupes et le théorème de Noether.

• Chapitre 2 : Électrodynamique quantique. Ce chapitre se consacre à l’étude détaillée de l’élec-
trodynamique quantique. Il débute par la forme du lagrangien invariant sous le groupe de
jauge U(1), suivi de sa quantification par la méthode canonique et de l’extraction des règles de
Feynman à partir de la matrice S. Le calcul d’amplitudes de diffusion pour des processus 2→ 2
et de leurs sections efficaces associées est également effectué. Parmi les exemples étudiés, on
trouve l’annihilation électron-positron en deux muons (e−e+→ µ−µ+), la diffusion Compton
(e−γ→ e−γ) et le processus Drell-Yan (qq̄→ l−l+), . . . etc.

• Chapitre 3 : Chromodynamique quantique. Ce chapitre explore la chromodynamique quan-
tique. Il introduit la notion de charge de couleur quantique et sa validation expérimentale. Le
lagrangien classique de la théorie est construit et sa quantification par la méthode des inté-
grales fonctionnelles est discutée. Les concepts d’invariance BRST, d’algèbre SU(3), de liberté
asymptotique et de confinement sont abordés. Les règles de Feynman permettant le calcul des
amplitudes de diffusion au niveau partonique sont dérivées. Le chapitre se termine par le calcul
de processus tels que qq̄→ qq̄, qq̄→ q′q̄′ et qg→ qg, . . . etc.

• Chapitre 4 : Le modèle standard. Ce chapitre se concentre sur le modèle standard. Il débute par
l’étude du modèle de Fermi et ses améliorations, menant à l’implémentation de la violation de
parité dans la théorie et à la nécessité d’un boson de jauge massif responsable de l’interaction
faible. Le modèle standard est ensuite construit en détail, en considérant d’abord une seule
famille de leptons. Le lagrangien avant et après la brisure spontanée de symétrie est étudié, ainsi
que le mécanisme de Higgs et la généralisation à d’autres familles de leptons et l’inclusion des
quarks.

• Chapitre 5 : Calculs de précision. Ce chapitre se focalise sur les calculs de précision, notamment
le calcul des corrections quantiques virtuelles à une boucle en QED et QCD et la renormalisation
de ces théories.
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1. Théories de jauge classiques
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1.5 Exercices et problèmes 37

Ce chapitre est une introduction générale aux théories de jauge. Dans la première partie, nous
rappelons quelques notions dont nous avons besoin pour construire une théorie de jauge comme la
théorie quantique des champs (QFT), le théorème de Noether et les lois de conservation, groupes de
Lie et algèbres de Lie. Dans la deuxième partie, nous étudions l’invariance de jauge dans le cas abélien
et non abélien et la construction de théories de jauge de type Yang-Mills. On conclut ce chapitre en
résumant les étapes qu’on doit suivre pour construire une théories de jauge quelconque [1, 2, 3].

1.1 Généralités
1.1.1 C’est quoi? et Pourquoi les théories de jauge ?

Une théorie de jauge est une théorie quantique des champs basée sur un groupe de symétrie lo-
cale G (où G ≡ U(1), SU(2),SU(3) . . . etc), ç.à.d. le lagrangien de la théorie est invariant sous une
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14 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

transformation de jauge locale. Ces théories sont très importes en physique des particules car :
• Ces théories permettent de traiter les trois interactions fondamentales d’une manière très élégante

et efficace.
◦ Interaction électromagnétique (EM)→ QED→ basée sur le groupe de jauge U(1).
◦ Interaction forte (S)→ QCD→ basée sur le groupe de jauge SU(3).
◦ Interaction électrofaible (EW)→ SM→ basée sur le groupe de jauge SU(2)×U(1).

• L’invariance de jauge permet de construire un modèle générique quelque soit le groupe de jauge.
• Les théories de jauge sont renormalisables (les divergences ultraviolettes peuvent être éliminées

par la redéfinition des paramètres de la théorie).
• Le calcul des observables physique est pratique (grâce aux diagrammes de Feynman).
• ... etc.

1.1.2 Interactions fondamentales et théorie de jauge

Le modèle standard est une théorie de jauge qui décrit l’interaction de toutes les particules élémentaires
via les force électromagnétique, forte et faible. Dans cette théorie, les particules élémentaires sont
organisées comme suit :

Leptons :
(

νe
e−

) (
νµ

µ−

) (
ντ

τ−

) (
e+

−ν̄e

) (
µ+

−ν̄µ

) (
τ+

−ν̄τ

)

Quarks :
(

u
d

) (
c
s

) (
t
b

) (
d̄
−ū

) (
s̄
−c̄

) (
b̄
−t̄

)

Bosons de jauge : W±, Z,γ, g
Boson de Higgs : H

Dans le contexte de la théorie quantique des champs, les fermions interagissent par l’échange (émission
ou absorption) d’un boson de jauge qui joue le rôle de médiateur de l’interaction. Cette vision est
schématisée par les vertex suivants :

Interaction électromagnétique EM :

La charge électrique est le responsable de tout phénomène électromagnétique. L’électrodynamique
quantique explique l’interaction entre les fermions, qui portent des charges électriques, par l’échange
(émission ou absorption) d’un photon (γ), voir le vertex suivant :

�f = l,q
γ

f = l,q

Dans chaque vertex, on doit respecter toutes les lois de conservation (comme énergie-impulsion,
charge électrique, spin . . . etc).

Interaction forte :

La charge de couleur est le responsable de l’interaction forte. La chromodynamique quantique explique
l’interaction entre les quarks par l’échange (émission ou absorption) d’un gluon (g), voir le vertex
suivant :

�q
g

q

Comme la charge électrique (et les autres nombres quantiques), la charge de couleur doit être conservée
dans chaque vertex.
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1.2 Rappel de théories des champs 15

Interaction faible W :
Il existe deux types d’interactions faible : (i) interaction à courant neutre où les fermions interagisse-
ment grâce à l’échange du boson de jauge neutre Z, (ii) interaction à courant chargé où les fermions
interagissement grâce à l’échange du boson de jauge chargé W±.

�f = l,q
Z

f = l,q

�l
W±

νl

�q = u, c,b
W±

q′ = d, s, t

1.2 Rappel de théories des champs
Dans le formalisme lagrangien, on utilise la densité lagrangienne pour construire une théorie des
champs (où un modèle). La densité lagrangienne nous permet de voir l’invariance de Lorentz de
manière explicite, ce qui n’est pas le cas du formalisme hamiltonien. Dans cette section, on donne un
bref rappel des théories quantiques des champs.

1.2.1 Formalisme lagrangien et lois de conservation
Principe de moindre action, définition de Maupertuis (1744) : L’action est proportionnelle au produit de
la masse par la vitesse et par l’espace. Maintenant, voici ce principe, si sage, si digne de l’être suprême : lorsqu’il
arrive quelque changement dans la nature, la quantité d’action employée pour ce changement est toujours la
plus petite qu’il soit possible. Maupertuis (1744).

En mécanique classique, l’action s’écrit :

S =
∫ t1

t1

L(q, q̇)dt, L est le lagrangien (L = T −V) (1.1)

où T et V sont, respectivement, les énergies cinétique et potentielle.
Les équations du mouvement sont obtenues à partir du principe d’Hamilton δS = 0 (principe de
moindre action), ce qui implique que :

∂L
∂q
− d

dt

(
∂L
∂q̇

)
= 0 (1.2)

cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange, elle nous donne les équations du mouvement
d’un système physique possédant un lagrangien L.
Exercice 1. Montrer qu’on retrouve les mêmes équations du mouvement de l’oscillateur harmonique
classique (H = p2/(2m) + (ω2/2)q2 et L = p2/(2m)− (ω2/2)q2) si on applique :
I Équations d’Euler-Lagrange :

∂L
∂q
− d

dt

(
∂L
∂q̇

)
= 0 (1.3)

I Équations d’Hamilton-Jacobi :

q̇ =
∂H
∂q

, ṗ = −∂H
∂q

(1.4)

I Principe fondamentale de la dynamique (de Newton) :

∑~F = m~γ (1.5)

où ~γ est l’accélération.

En théorie classique des champs, l’action classique est définie par :

S =
∫

d4xL(φi,∂µφi) =
∫ t2

t1

dt
∫

d3xL(φi,∂µφi), pour i = 1,2, · · · (1.6)
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16 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

où L est la densité lagrangienne (L =
∫

d3xL), elle dépend des champs φi(x) et leurs dérivées ∂µφi(x).
Les équations d’Euler-Lagrange correspondantes sont données par :

∂L
∂φi(x)

− ∂µ
∂L

∂(∂µφi(x))
= 0 (1.7)

ce sont les équations du mouvement des champs φi (pour i = 1,2, · · · ).
Exercice 2. Dériver les équations du mouvement pour les densités lagrangiennes suivantes :

LK = (1/2)[(∂µφ)(∂µφ)−m2φ2] φ est un champ scalaire de spin 0 (1.8)
LD = ψ̄(x)[iγµ∂µ −m]ψ(x) ψ est un champ spinoriel de spin 1/2 (1.9)
LG = −(1/4)FµνFµν Aµ est un champ vecteur de spin 1 (1.10)

Solution :

(�+ m2)φ(x) = 0 Eq. de Klein-Gordon (1.11)
(iγµ + m)ψ(x) = 0 Eq. de Dirac (1.12)

∂µFµν = 0 Eq. mvt du photon libre (1.13)

avec ψ̄ = ψ†γ0 et Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ.

1.2.2 Dimensions naturelles
Dans le système d’unités naturelles ou de masse, on pose h̄ = c = 1 et on exprime la dimension de
toutes les quantités physiques (comme l’énergie, l’impulsion, le temps, l’espace, les champs et la
section efficace . . . etc) en fonction de la masse. Dans cette approche, toute quantité physique G est
exprimée sous la forme : G≡mα, où la puissance α est la dimension dans le système d’unités naturelles
de la quantité G, on écrit [G] = α. Si G = G1G2 avec G1 ≡ mα1 et G2 ≡ mα2 , alors :

[G] = [G1] + [G2] = α1 + α2 ≡ α (1.14)

Dimension de l’énergie et de l’impulsion : la relation reliant l’énergie et l’impulsion d’une particule
de masse m (pour c = 1) est,

E2 = |~p|2 + m2 (1.15)

d’après cette relation, on voit que E, |~p| et m ont les mêmes dimensions. Donc,

[E] = [|~p|] = [m] = 1 (1.16)

Dimension de l’espace et le temps : les deux versions de la relation d’incertitude d’Heisenberg nous
permettent de calculer la dimension de l’espace et du temps. Pour h̄ = 1, on a :

∆x∆p ≥ 1/2 ∆E∆t ≥ 1/2. (1.17)

En terme de dimension, on a :

[∆x] +
≡1
[∆p] = 0

≡1
[∆E] + [∆t] = 0. (1.18)

donc,

[∆x] = [x] = −1 [∆t] = [t] = −1 (1.19)

Dimension de la densité lagrangienne : l’action est, par définition, sans dimension alors,

S =
∫

d4xL =⇒ 0 = [S] =
≡4×(−1)
4× [x] + [L] (1.20)
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1.2 Rappel de théories des champs 17

donc,

[L] = 4 (1.21)

Dimension des champs φ, ψ et Aµ : d’après le dernier terme de LK, on a

4 = [LK] = [m2φ2] = [m2] + [φ2] = 2
≡1
[m] + 2[φ] (1.22)

donc [φ] = 1. Concernant la densité lagrangienne de Dirac LD, on a

4 = [LD] = [mψ̄ψ] =
≡1
[m] + 2[ψ] (1.23)

donc, [ψ] = [ψ̄] = 3/2. De la même manière, on montre que [Fµν] = 2 et [Aµ] = 1.
Exercice 3. Montrer que les dimensions de la constante de structure fine α, la charge électrique e et la
section efficace σ sont donnés par,

[α] = 0 [e] = 0 [σ] = −2 (1.24)

avec α = e2/(4π).

1.2.3 Symétries et lois de conservation
Il existe plusieurs types de symétries : continue vs discrète, externe vs interne, globale vs locale. Si
la densité lagrangienne est invariante sous une transformation (symétrique), alors les équations du
mouvement doivent l’être. Par exemple, en théories classiques des champs (et la physique en général),
on exige l’invariance de Lorentz du lagrangien, car cela implique que les équations du mouvement
sont invariantes sous cette transformation 1.

Théorème de Noether :
Toute transformation continue de symétrie conduit à une loi de conservation ou pour toute symétrie
différentielle générée par une action locale correspond un courant conservé.

Considérons une théorie des champs impliquant un seul champ scalaire φ, alors :

L ≡ L(φ(x),∂µφ(x)) S =
∫

Ω
d4xL. (1.25)

On suppose que l’action est inchangée (invariante) par une transformation de coordonnées :

x′µ = xµ + δxµ

φ(x′) = φ(x) + δφ(x)
L(x′) = L(x) + δL(x) (1.26)

Le principe de moindre action se traduit par :

δS =
∫

Ω
d4xL(x)−

∫

Ω′
d4x′L(x′) ≡ 0 (1.27)

On montre que

δS =
∫

Ω
d4x∂µ Jµ = 0 (1.28)

avec Jµ est le courant de Noether, il est donné par :

Jµ(x) =
∂L

∂(∂µφ(x))
δφ(x)−

(
∂L

∂(∂µφ(x))
∂νφ(x)− gµνL

)
δxν. (1.29)

1. c’est pourquoi on préfère utiliser le formalisme lagrangien en théorie des champs.
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18 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

On définit la charge de Noether par :

Q =
∫

d3x J0 Q est conservée, ç.à.d.
dQ
dx0

= 0. (1.30)

En électromagnétisme, J0 correspond à la densité de la charge électrique (J0 ≡ ρ pour c ≡ 1). Alors,

Q =
∫

d3xJ0 =
∫

d3xρ = e ≡ charge électrique. (1.31)

Invariance sous translation :
Considérons la transformation suivante :

x′µ = xµ + aµ (1.32)

où aµ est un déplacement infinitésimal dans l’espace-temps (aµ = δxµ → 0). On varie la densité
lagrangienne par rapport à xµ, on obtient :

δL =
dL
dxµ

δxµ =
dL
dxµ

aµ ≡ aµ∂µL. (1.33)

On varie la densité lagrangienne par rapport à φ et ∂µφ, on obtient :

δL =
∂L
∂φ

δφ +
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ).

= ∂µ
∂L

∂(∂µφ)
δφ +

∂L
∂(∂µφ)

δ(∂µφ) (1.34)

Pour obtenir la dernière ligne, on a utilisé les équations d’Euler-Lagrange (1.7). La variation de φ et
∂µφ sont données par 2 :

{
δφ = φ(x)− φ(x′) = aµ∂µφ(x)
δ(∂µφ) = ∂µφ(x)− ∂µφ(x′) = aν∂ν∂µφ(x) (1.35)

Substituant (1.35) dans (1.34), on obtient :

δL = ∂ν
∂L

∂(∂νφ)
aµ∂µφ +

∂L
∂(∂νφ)

aµ∂ν∂µφ

= aµ∂ν

(
∂L

∂(∂νφ)
∂µφ

)
. (1.36)

On soustrait (1.33) de (1.34), on obtient :

aµ∂ν

[(
∂L

∂(∂νφ)

)
∂µφ− gµνL

]
= 0 (1.37)

La loi de conservation, dans ce cas, est

∂µTµν = 0 avec Tµν =

(
∂L

∂(∂νφ)

)
∂µφ− gµνL (1.38)

où Tµν est le tenseur énergie-impulsion.
On peut facilement montrer que la densité hamiltonienne et l’hamiltonien sont donnés par :

T00 =

(
∂L

∂(∂0φ)

)
∂0φ−L ≡H H =

∫
d3T00 (1.39)

2. On rappelle que la dérivé d’une fonction φ(x) est définie par : ∂φ
∂x = limx→x0

φ(x′)−φ(x)
x′−x . Donc, δφ =

∂φ
∂x δx.
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1.3 Rappel de théorie des groupes 19

Invariance par rotation :
Considérons la transformation de Lorentz (rotation dans l’espace-temps),

{
x′µ = xµ + εµνxν.
φ′(x′) = φ(x) + 1

2 εµνΣµνφ(x).
(1.40)

où εµν et Σµν sont des tenseurs antisymétriques (εµν = −ενµ et Σµν = −Σνµ).
Exercice 4. Montrer que

∂λ Mλµν = 0 (1.41)

avec

Mλµν = xµTλν − xνTλµ +
∂L

∂(∂λπ)
Σµνφ π =

∂L
∂φ

(1.42)

On définit la quantitéMµν par M0µν (Mµν = M0µν). La quantité conservé dans ce cas est le moment
cinétique, il est défini par :

Mµν =
∫

d3xMµν dMµν

dt
= 0. (1.43)

1.3 Rappel de théorie des groupes
On peut considérer une symétrie comme une opération (transformation) qui laisse un système phy-
sique invariant (rotation par exemple). L’ensemble de ces transformations {R} ≡ {R1, R2, · · · } vérifient
les propriétés suivantes :

• Fermeture : si Ri et Rj ∈ {R} (ç.à.d. opérateurs de la même symétrie), alors l’opérateur Rk =
RiRj ∈ {R} (ç.à.d. Rk aussi opérateur de la même symétrie).

• Identité : il existe une opération de symétrie I : IRi = Ri I.
• Inverse : pour chaque opération de symétrie Ri, il existe l’opération de symétrie inverse R−1

i
(RiR−1

i = R−1
i Ri = 1).

• Associativité : Ri(RjRk) = (RiRj)Rk.

On voit que, l’ensemble des opérations {R} forment un groupe. Donc, on peut utiliser la théorie des
groupes pour étudier systématiquement les symétries d’un système.

1.3.1 Éléments de base
Définition d’un groupe :
Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de multiplication interne ".", qui a les propretés suivantes :
• Si g1 et g2 ∈ G, alors g1 · g2 ∈ G.
• L’élément neutre e : e · g = g · e = g, ∀g ∈ G.
• Le symétrique : chaque élément g ∈ G a un inverse g−1 ∈ G, tel que g · g−1 = g−1 · g = e.
• L’associativité : (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3), ∀x,y,z ∈ G.

Représentations d’un groupe :
Une représentation d’un groupe G est une application linéaire D des éléments de G dans un ensemble
d’opérateurs linéaires qui vérifient les propriétés suivantes :
• D(e) = 1, où 1 est l’opérateur identité.
• D(g1) · D(g2) = D(g1 · g2).

Propriétés des groupes :
• Un groupe est fini si le nombre de ses éléments est fini (sinon, il est infini).
• L’ordre d’un groupe est le nombre d’élément d’un groupe.
• Un groupe est abélien si sa loi de multiplication est commutative (g1 · g2 = g2 · g1).
• La dimension d’une représentation est la dimension de l’espace où elle agit.
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20 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

1.3.2 Groupes de Lie et algèbres de Lie
Un groupe de Lie (ou un groupe continu et analytique) est un groupe d’éléments G(α) qui dépendent
d’un nombre fini de paramètres continus αi, tel que :

G(α1) · G(α2) = G(α3). (1.44)

où α1, α2 et α3 sont des valeurs particulières du paramètre αi.

En général, chaque élément d’un groupe de Lie compact s’écrit :

U(~α) = eiαaXa ≡ ei~α~X. (1.45)

αa sont les paramètres continus du groupe et Xa sont des opérateurs linéaires hermitiens, appelés

générateurs du groupe. Ils sont donnés par : Xa = −i ∂U
∂αa

∣∣∣∣
~α=~0

.

Exemple : groupe des matrices de rotation plane
L’opérateur de rotation dans le plan par un angle θ s’écrit,

R(θ) =
(

cosθ sinθ
−sinθ cosθ

)
. (1.46)

On voit que l’ensemble de ces transformations {R(θ)} forme un groupe de Lie car : (i) l’inverse de
R(θ) est R(−θ), (ii) le produit R(θ1)R(θ2) est donné par l’élément R(θ1 + θ2) qui lui aussi représente
une rotation par un angle θ1 + θ2. Ce groupe est appelé le groupe SO(2,R).

Différents types de groupes de Lie :
• Groupes de Lie réels (où classique) comme : Rn,R∗,SO(n,R),SU(n) . . . etc.
• Groupes de Lie complexes comme : Cn,C∗,SO(n,C) . . . etc.
• Groupes de Lie quaternioniques comme H∗.
• Groupes de Lie exceptionnels comme E6, E7, E8, F4 et G2.

Principaux groupes de lie (en physique des particules) :
• O(n) est le groupe orthogonal sur R d’ordre n, ç.à.d. le groupe multiplicatif des matrices n× n

réelles orthogonales (vérifiant t MM = In), par exemple : O(1) = {1,−1}.
• SO(n) est le groupe spécial orthogonal sur R d’ordre n, ç.à.d. le groupe multiplicatif des matrices

n× n réelles orthogonales et de déterminant égal à 1 (t MM = In et det M = 1), par exemple :
SO(1) = {1}.

• U(n) est le groupe unitaire sur C d’ordre n, ç.à.d. le groupe multiplicatif des matrices n× n
complexes unitaires (vérifiant M∗M = In), par exemple U(1) est le cercle unité complexe.
• SU(n) est le groupe spécial unitaire sur C d’ordre n, ç.à.d. le groupe multiplicatif des matrices

n× n complexes unitaires et de déterminant égal à 1 (M∗M = In et det M = 1), par exemple
U(1)× SU(2) théorie électrofaible, SU(3) la chromodynamique quantique.

Exemples physiques :
• La théorie de jauge classique U(1), qui s’identifie à la théorie électromagnétique de Maxwell.
• Le modèle électro-faible de Glashow, Salam et Weinberg est basé sur le groupe U(1)× SU(2), il

décrit de façon unifiée l’électromagnétisme et l’interaction nucléaire faible.
• La chromodynamique quantique est basée sur le groupe SU(3), il décrit l’interaction nucléaire

forte entre les quarks et les gluons.

Algèbre de Lie :
Les éléments αaXa constituent un espace vectoriels et Xa forme une base de cet espace vectoriel. Les
opérateurs Xa sont les générateurs du groupe. Ces générateurs vérifient la relation de commutation
suivante :

[Xa, Xb] = i fabcXc. (1.47)
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1.3 Rappel de théorie des groupes 21

Donc, le commutateur de deux générateurs du groupe s’écrit comme une combinaison linéaire des
générateurs du groupe. Cette relation de commutation est appelé algèbre de Lie. Le coefficient fabc
s’appelle la constante de structure, il est anti-symétrique par l’échange de deux indices 3 ( fabc = − facb).
Pour le groupe SU(N), on a :

fabc = −2i Tr[[Xa, Xb]Xc]. (1.49)

Les générateurs du groupe vérifient l’identité de Jacobi suivante,

[[Xa, Xb], Xc] + [[Xb, Xc], Xa] + [[Xc, Xa], Xb] = 0. (1.50)

ce qui conduit à,

fbcd fadc + fabd fcde + fcad fbde = 0. (1.51)

Les generateurs vérifient la relation d’anti-commutation suivante :

{Xa, Xb} =
1
N

δab + dabcXc. (1.52)

Le paramètre dabc est symétrique par l’échange de deux indices. Pour le groupe SU(N), il est donné
par :

dabc = 2Tr[{Xa, Xb}Xc]. (1.53)

Par exemple, les relations de commutation entre les opérateurs du moment angulaire L (cours de
mécanique quantique) définissent une algèbre de Lie du groupe SU(2) ou SO(3) (car ces deux groupes
sont isomorphes) :

[Lx, Ly] = ih̄Lz [Ly, Lz] = ih̄Lx [Lz, Lx] = ih̄Ly. (1.54)

Lx = −ih̄




0 0 0
0 0 1
0 −1 0


 , Ly = −ih̄




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 Lz = −ih̄




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 (1.55)

Exercice 5.
(1) Montrer que les générateurs Lx, Ly et Lz vérifient l’identité de Jacobi.
(2) Montrer que les générateurs Lx, Ly et Lz forment une base d’un espace vectoriel.
(3) Calculer toutes les constantes de structure associés aux générateurs Lx, Ly et Lz.
(4) Montrer que Lx, Ly et Lz génèrent la représentation adjointe de SU(2).

3. Car les commutateurs vérifient,

[A, B] = −[B, A]. (1.48)
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22 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

Solution de l’exercice :
(4) Les générateurs de SU(2) dans la représentation ajointe sont définis par : (Ii)jk = i fijk, par exemple
le générateur I1 s’écrit.

I1 = i




f111 f112 f113
f121 f122 f123
f131 f132 f133


 (1.56)

On utilise la relation (1.47), on peut montrer :
{

fijk = 0 pour i = j, i = k ou j = k
f123 = 1 = − f132 = − f321 = − f213

(1.57)

on trouve,

I1 = i




0 0 0
0 0 1
0 −1 0


 I2 = i




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 I3 = i




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 (1.58)

On voit que Lx = −h̄ I1, Ly = −h̄ I2 et Lz = −h̄ I3, donc Lx, Ly et Lz génèrent la représentation adjointe
du groupe SU(2).

Représentations d’une algèbre de Lie :
Une représentation d’une algèbre de Lie est une application de cet algèbre dans un ensemble d’opéra-
teurs (matrices par exemple) linéaires d’un espace vectoriel :

D : Xi −→ D(Xi). (1.59)

Ces opérateur doivent satisfaire :
• Linéarité : D(αXi + βXj) = αD(Xi) + βD(Xj).
• Homomorphe à l’algèbre de Lie : D([Xi, Xj]) = [D(Li), D(Lj)].

Représentation adjointe (ou régulière) :
Si on définit un ensemble de matrices Ta avec les éléments

(Ta)bc = −i fabc. (1.60)

Pour le groupe SU(N), on peut montrer que

[Ta, Tb] = i fabcTc. (1.61)

Tr[TaTbTc] = (N/2)i fabc. (1.62)

Dans cette représentation, les constantes de structure eux même génèrent la représentation de l’algèbre
de Lie, voir eq. (1.60). Cette représentation s’appelle la représentation adjointe ou la représentation
régulière de l’algèbre de Lie.

Classification des groupes de Lie par Cartan :
Selon la classification de Cartan, il existe quatre variétés d’algèbres de Lie simples :

• Algèbre An : qui génère le groupe SU(n + 1), qui est le groupe de transformations qui laisse
invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel complexe à (n + 1) dimen-
sions.
• Algèbre Bn : qui génère le groupe SO(2n + 1), qui est le groupe de transformations qui laisse

invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel réel à (2n + 1) dimensions.
• Algèbre Cn : qui génère le groupe Sp(2n), le groupe de transformations qui laisse invariante

une forme quadratique antisymétrique dans un espace vectoriel réel à 2n dimensions.
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1.3 Rappel de théorie des groupes 23

• Algèbre Dn : qui génère le groupe SO(2n), qui est le groupe de transformations qui laisse
invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel réel à (2n) dimensions.
Cette algèbre est analogue à Bn mais a une structure de spineur et de racine différentes.
• Algèbres exceptionnelles : G2, F4, E6, E7 et E8 où les indices désignent les rang.

Groupe Rang Ordre Representation complexe
SU(n) n− 1 n2 − 1 n ≥ 3
SO(2n) n n(2n− 1) n = 2l + 3, l ≥ 1
SO(2n + 1) n n(2n + 1) 7

Sp(2n) n n(2n + 1) 7

G2 2 14 7

F4 4 52 7

E6 6 78 3

E7 7 133 7

E8 8 247 7

• Générateur de Cartan et le rang : les générateurs de Cartan sont des générateurs diagonalisables
au même temps, ils vérifient

[Xi, Xj] = 0 (1.63)

Le nombre de ces générateurs correspond au rang du groupe. Par exemple, SU(n) possède n− 1
générateur de Cartan donc son rang est n− 1. Les générateur de Cartan constituent une sous
algèbre appelée la sous-algèbre de Cartan.
• Représentation complexe vs réelle : Une représentation est réelle si les générateurs Xi et −X∗i

sont équivalents ç.à.d. il existe une transformation unitaire V (VV† = 1)

−X∗i = VXiV† pour i = 1,2, · · · (1.64)

Considérons par exemple le générateur de SO(2)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, −σ∗2 =

(
0 −i
i 0

)
≡ σ2 (1.65)

donc cette représentation est réelle.

Sous groupes :

On dit que H est un sous-groupe de (G, .) si H est un sous-ensemble de G possédant une structure de
groupe. Voici quelques exemple :

SU(p + q) ⊃ SU(p)⊗ SU(q)⊗U(1)
SU(pq) ⊃ SU(p)⊗ SU(q)
SO(2n) ⊃ SU(n)
Sp(2n) ⊃ SU(n)

SO(2n + 1) ⊃ SO(2n)
SO(2n) ⊃ SO(2n− 1) (1.66)
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24 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

Rang Groupe sous-groupe
1 SU(2) ∼= {SO(3);Sp(2)} U(1)
2 SU(3) SU(2)⊗U(1) ; SU(2)

Sp(4) ∼= {SO(5)} SU(2)⊗ SU(2) ; SU(2)⊗U(1) ; SU(2)
3 SU(4) SU(3)⊗U(1) ; SU(2)⊗ SU(2)⊗U(1) ; SU(2)⊗ SU(2) ; Sp(4)

SO(7) SU(4) ; SU(2)⊗ SU(2)⊗ SU(2) ; Sp(4)⊗U(1) ; G2
Sp(6) SU(3)⊗U(1) ; SU(2)⊗ Sp(4) ; SU(2) ; SU(2)⊗ SU(2)
SO(6) SU(4)

4 SU(5) SU(4)⊗U(1) ; SU(3)⊗ SU(2)⊗U(1) ; Sp(4)
SO(9) SO(8) ; SU(2)⊗ SU(2)⊗ Sp(4) ; SU(4)⊗ SU(2) ; SO(7)⊗U(1)

SU(2) ; SU(2)⊗ SU(2)
Sp(8) SU(4)⊗U(1) ; SU(2)⊗ Sp(6) ; Sp(4)⊗ Sp(4)

SU(2) ; SU(2)⊗ SU(2)⊗ SU(2)
SO(8) SU(2)⊗ SU(2)⊗ SU(2)⊗ SU(2) ; SU(4)⊗U(1)

SU(3) ; SO(7) ; SU(2)⊗ Sp(4)

1.3.3 Exemples : SU(2) et SU(3)
Symétries U(1) :
Si on choisit dans la formule (1.45) un seul paramètre α (réel et indépendant des coordonnées) et un
seul générateur X (hermitien X = X†), les éléments de ce groupe de Lie s’écrivent :

U(α) = eiαX, U(α)† = e−iαX, U(α)U(α)† = 1. (1.67)

L’invariance sous cette transformation (ou transformation de phase) implique la symétrie sous le
groupe U(1).

Symétries SU(2) :
Considérons la transformation

ψ′ = Uψ, ψ =

(
u
d

)
. (1.68)

où U est la matrice unitaire 2 × 2 du déterminant égal à 1. Traditionnellement, la matrice U est
paramétrisée de la manière suivante :

U = eiαiσj/2 (1.69)

où αi sont les paramètres continus et σj/2 sont les générateurs du groupe.

Det(U) = eTr(iαiσj/2) = e0 = 1. (1.70)

donc les traces des matrices σi sont nuls (Tr(σi) = 0). Car

U−1 = e−iαjσj/2, U† = e−iαjσ
†
j /2.

et U†U = 1 = UU−1, =⇒U† = U−1 =⇒ σ†
i = σi. (1.71)

Si les matrices σi sont 2× 2, les matrices qui vérifient les conditions de SU(2) sont les matrices de
Pauli :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(1.72)

Le commutateur de deux matrices de Pauli ne s’annule pas
[

σi

2
,
σj

2

]
= iεijk

σk

2
. (1.73)
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1.3 Rappel de théorie des groupes 25

donc le groupe est non-abélien. Le commutateur (1.73) définit l’algèbre de lie du groupe SU(2).

En général, on note les générateurs du groupe par Ji avec

J1 = σ1/2, J2 = σ2/2, J3 = σ3/2. (1.74)

Donc

[Ji, Jk] = iεikl Jl . (1.75)

On peut monter que

J|j,m > = j(j + 1)|j,m >, (1.76)
J3|j,m > = m|j,m >, (1.77)

J±|j,m > =
√
(j∓m)(j±m + 1)|j,m± 1 > (1.78)

avec

J± = J1i± J2, 2j ∈N, m = −j,−j+, ..., j− 1,+j, (1.79)

J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 , [J2, J3] = 0, [J3, J±] = ±J±. (1.80)

J peut être l’opérateur de spin et J3 est sa projection sur l’axe (oz) (J2 est l’opérateur Casimir).

Représentation à 2-dimensions de SU(2) :

Une particule de spin-1/2 peut avoir deux états de spin (deux projections sur l’axe (oz)), donc, on
peut représenter ces deux états par les vecteurs :

∣∣∣∣
1
2

,+
1
2

〉
=

(
1
0

)
,

∣∣∣∣
1
2

,−1
2

〉
=

(
0
1

)
. (1.81)

On peut facilement montrer que

J3

∣∣∣∣
1
2

,+
1
2

〉
= +

1
2

∣∣∣∣
1
2

,+
1
2

〉
, J3

∣∣∣∣
1
2

,−1
2

〉
= −1

2

∣∣∣∣
1
2

,−1
2

〉
. (1.82)

Représentation à 3-dimensions de SU(2) :

Une particule d’isospin 1 (les pions par exemple), peut avoir trois états de d’isospin (projection sur
l’axe (oz)), I3 = −1,0,+1. On peut représenter ses états par les vecteurs :

|1,+1 > =




1
0
0


 , |1,0 > =




0
1
0


 , |1,−1 > =




0
0
−1


 . (1.83)

les générateurs dans ce cas sont

I1 =
1√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 , I2 =

1√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


 , I3 =

1√
2




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 . (1.84)

Exercice 6.
(1) Montrer que les générateurs I1, I2 et I3 génèrent le groupe SU(2)
(2) Montrer que les générateurs I1, I2 et I3 vérifient l’identité de Jacobi.
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26 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

Symétries SU(3) :
SU(3) est le groupe des matrices 3× 3 unitaires de déterminant égal à 1. Un élément de ce groupe
s’écrit

U(α1,α2, ...) = eiαaXa . (1.85)

Les matrices 3× 3 qui vérifient les conditions de SU(3) sont les matrices de Gell-Mann, elles sont
données par

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0




λ4 =




0 0 1
1 0 0
1 0 0


 λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0




λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2




(1.86)

Traditionnellement, on définit les générateurs de SU(3) comme

Ta =
1
2

λa, a = 1, ...,8. (1.87)

avec Tr(TaTb) = δab/2.
Les générateurs de Cartan (diagonalisables au même temps) sont T3 et T8. L’algèbre de Lie de SU(3)
est défini par le commutateur

[Ta, Tb] = i fabcTc. (1.88)

Exercice 7. (1) Montrer que les générateurs Xa pour a = 1,2, · · ·8 vérifient l’identité de Jacobi.
................... (2) Calculer les générateurs de SU(3) dans la représentation adjointe.
Solution : (2) Les générateurs dans la représentation adjointe. Les paramètres fabc non nuls sont les
suivants :

f123 = 1 f147 = 1/2 f156 = −1/2
f246 = 1/2 f257 = 1/2 f345 = 1/2

f367 = −1/2 f458 =
√

3/2 f678 =
√

3/2 (1.89)

T1 =




0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0 0 0
0 i 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −i/2 0
0 0 0 0 0 i/2 0 0
0 0 0 0 i/2 0 0 0
0 0 0 −i/2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0




· · · T8 =




0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − i
√

3
2 0 0 0

0 0 0 i
√

3
2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 − i
√

3
2 0

0 0 0 0 0 i
√

3
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0




(1.90)

1.4 Théories de jauge
Une théorie de jauge est une théorie des champs basée sur un groupe de symétrie locale, appelé
groupe de jauge, définissant une invariance de jauge ; ou en d’autres termes c’est une théorie dont la
densité lagrangienne est invariante sous les groupes de transformations continues. L’exemple le plus
simple d’une théorie de jauge est l’électrodynamique classique de Maxwell. Les théories de jauge
peuvent être abélienne ou non-abélienne tout dépend de la commutativité du groupe de transformation.
Dans ce cours, on va étudier les trois théories de jauge suivantes :
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1.4 Théories de jauge 27

• QED : ou l’électrodynamique quantique (basée sur le groupe U(1)).
• QCD : ou la chromodynamique quantique (basée sur le groupe SU(3)).
• SM : ou le modèle standard (basé sur le groupe U(1)× SU(2)× SU(3)).

1.4.1 Invariance de Jauge en électrodynamique classique
Les équations de Maxwell sont invariantes sous les transformations suivantes :

φ′ −→ φ− ∂ f
∂t

~A′ −→ ~A + ~∇ f (1.91)

où ~A est le potentiel vecteur et φ est le potentiel scalaire. On appelle cette transformation, transformation
de jauge. On rappelle que les équations de Maxwell sont données par :





~∇ · ~B = 0
~∇∧ ~E = − ∂~B

∂t
~∇ · ~E = ρ
~∇∧ ~B =~j + ∂~E

∂t

(1.92)

où ~E est le champ électrique, ~B est le champ magnétique, ρ est la densité de la charge électrique et~j est
la densité du courant électrique. En fonction des potentiels scalaire et vecteur, les champs électrique et
magnétique s’écrivent sous la forme :

~B = ~∇∧ ~A

~E = −~∇φ− ∂~A
∂t

(1.93)

Exercice 8 :
(1) Montrer que les équations de Maxwell sont invariantes sous la transformation de jauge (1.91).
(2) Montrer que ρ et~j vérifient l’équation de continuité‘

∂ρ

∂t
+ ~∇~j = 0 (1.94)

quel est le sens physique de cette équation?

(3) Dans la notation quadridimensionnelle, le 4-potentiel est donné par : Aµ =

(
φ
~A

)
.

Montrer qu’on peut écrire la transformation de jauge (1.91) comme suit

A′µ −→ Aµ + ∂µ f (1.95)

(4) Dans la notation quadridimensionnelle, le 4-courant est donné par : Jµ =

(
ρ
~j

)
. Que devient

l’équation de continuité dans cette notation?

Rappelons que le tenseur de Maxwell est donné par :

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ

=




0 −Ex −Ey −Ez
+Ex 0 +Bz −By
+Ey −Bz 0 +Bx
+Ez +By −Bx 0


 (1.96)

Alors, les deux dernières équations de Maxwell peuvent s’écrire comme suit :

∂µFµν = −Jν (1.97)
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28 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

Le courant de Noether Jµ est conservé, alors

∂ν Jν = 0 = −∂ν∂µFµν (1.98)

1.4.2 Transformations de jauge abéliennes
Les transformations de jauge abéliennes sont des opérations commutatives, elle forme un groupe de
Lie abélien. On distingue deux types de transformations, globale qui ne dépend pas des coordonnées
et locale qui dépend des coordonnées de l’espace-temps.

Symétrie de jauge globale :
La symétrie associe à la conservation de la charge électrique, par exemple, est appelée symétrie de
jauge globale. Elle est définit par la transformation de phase

φi(x)→ φ′i(x) = e−i qi θ φi(x) (1.99)

où qi désigne la charge électrique en unité e (e est la charge électrique du positron) et θ est un
paramètre arbitraire. Car le paramètre θ est indépendant de la variable x, alors la dérivé du champ φi
se transforme comme le champ lui-même :

∂µφi(x)→ ∂µφ′i(x) = e−i qi θ ∂µφi(x) (1.100)

En général, le densité lagrangienne est construite par les champs φi, leurs conjugués hermitiens φ†
i et

leurs dérivées. Car la charge est conservée dans chaque terme du lagrangien, chaque terme impliquant
un champ donné doit être multiplier par son conjugués hermitien. Alors, L est invariant sous la
transformation Eq. (1.99), ou d’une autre manière, le lagrangien est indépendant de la phase du champ
φi, ç.à.d.

L(φi,∂µφi) = L(φ′i ,∂µφ′i) (1.101)

Pour θ infinitésimal, la variation du champ est donné par

δφi(x) = φ′i(x)− φi(x)→−i θ qi φi(x) (1.102)

Sous cette transformation, la variation du lagrangien doit être nulles et l’équation eq. (1.101) devient

−iθ ∂µ

[
δL

δ(∂µφi)
qiφi

]
= 0. (1.103)

Cette équation montre que le courant Jµ associé à cette transformation de jauge est conservé, ç.à.d.

∂µ Jµ = 0 (1.104)

Jµ = −iqi
δL

δ(∂µφi)
φi (1.105)

où Jµ est appelé le courant de Noether.

La transformation de jauge définie ci-dessus forme un groupe car les éléments e−iqi θ la multiplica-
tion(la loi interne du groupe) vérifient les quatre conditions d’un groupe : (1) Fermeture (2) Associativité
(3) L’existence d’un élément neutre et (4) L’existence de l’inverse de chaque élément . Il est Abélien car ces
transformations de jauge commutent ente elles. Ces transformations sont définies par seulement le
paramètre θ, donc le groupe est uni-dimensionnelle. Le groupe U(1) est le groupe transformations
unitaires à une dimension.

Les charges qi sont les valeurs propres d’un opérateur, appelé opérateur de charge électrique qui est
donné par

Q̂ =
∫

d3x J0(x, t) (1.106)
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1.4 Théories de jauge 29

∂

∂t
Q̂ = 0 (1.107)

cet opérateur est le seul générateur de U(1).

Exercice 9 : densité lagrangienne de Dirac
(1) Montrer que la densité lagrangienne de Dirac

LD = ψ̄(i 6∂−m)ψ (1.108)

est invariante sous la transformation ψ′ = e−iqθψ.
(2) Montrer que le courant et la charge de Noether associé à ce lagrangien sont donné par :

{
Jµ = qψ̄γµψ
Q = q (1.109)

(3) Montrer que l’ensemble des transformations {e−iqθ} forme le groupe U(1).

Solution de l’exercice :
(1) Invariance sous transformation de jauge globale (θ ne dépend pas de x) :

L′D = ψ̄′(i 6∂−m)ψ′ = ψ̄e+iqθ(i 6∂−m)e−iqθψ = ψ̄(i 6∂−m)ψ ≡ LD (1.110)

(2) Courant et charge de Noether : La densité lagrangienne de Dirac est une fonction de LD ≡
LD(ψ, ψ̄∂µψ). Donc, la variation δLD de cette dernière est,

δLD =
∂LD

∂ψ
δψ +

∂LD

∂(∂µψ)
δ(∂µψ) +

∂LD

∂ψ̄
δψ̄ = 0 (1.111)

On rappelle que δLD = 0 car LD est invariant de jauge, ç.à.d. δLD = L′D −LD = 0, voir eq.(1.110). En
plus, on a

∂LD

∂ψ̄
= (iγµ∂µ −m)ψ = 0 équation de Dirac (1.112)

L’équation d’Euler-Lagrange du champ ψ nous donne,

∂LD

∂ψ
= ∂µ

∂LD

∂(∂µψ)
(1.113)

On remplace les eqs. (1.112), (1.113) et δ(∂µψ) = ∂µ(δψ) dans eq. (1.111), on trouve

δLD = ∂µ

(
∂LD

∂(∂µψ)
δψ

)
= 0 (1.114)

Dans ce cas, la transformation infinitésimale donne : δψ = ψ′ − ψ = −iqθψ. Alors,

δLD = θ∂µ

(
∂LD

∂(∂µψ)
(−iqψ)

)

= α∂µ Jµ = 0 (1.115)

où Jµ est le courant de Noether, il est donné par

Jµ =
∂LD

∂(∂µψ)
(−iqψ)

= qψ̄γµψ (1.116)
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30 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

La charge de Noether dans ce cas est,

Q =
∫

d3xJ0 = q
∫

d3xψ̄γ0ψ = q

=1c.norm︷ ︸︸ ︷∫
d3xψ̄†ψ = q (1.117)

donc la charge de Noether (la quantité conservée) est la charge électrique q.
(3) L’ensemble des transformations G = {U(θ) = e−iqθ} forme le groupe U(1).





Fermeture :e−iqθ1 e−iqθ2 = e−iq(θ1+θ2) = U(θ1 + θ2) ∈ G
Identité :e−iqθ0 e−iqθ = e−iqθ ,θ0 = 0;U(0) = 1 ∈ G
Inverse :e−iqθ1 e−iqθ2 = 1,θ1 = −θ2.U(−θ) ∈ G
Associativité :(e−iqθ1 e−iqθ2)e−iqθ3 = e−iqθ1(e−iqθ2 e−iqθ3) = U(θ1 + θ2 + θ3) ∈ G
Unitarité :U†(θ)U(θ) = 1

(1.118)

Donc, G est l’ensemble des matrices unitaires 1× 1 (des scalaires dans ce cas) d’éléments complexes,
ce qui implique que G ≡U(1).

Symétrie de jauge locale : cas abélien
La transformation de jauge local consiste de la même transformation comme ci-dessus, la seule
différence est que le paramètre θ dépend de coordonnées de l’espace-temps. Donc,

φi(x)→ φ′i(x) = e−i qi θ(x) φi(x) (1.119)

où θ est une fonction analytique donnée. Pour θ infinitésimal, on a

δφi(x) = −iqi θ(x)φi(x) (1.120)

Les termes du lagrangien qui contiennent les champ et leurs conjugués hermitiens sont invariants
sous cette transformation. Par contre, les termes qui contiennent les dérivés de ces champs ne sont pas
invariants car

∂µφi(x)→ ∂µφ′i(x) = e−iqi θ(x) ∂µφi(x)− iqi (∂µθ(x)) e−iqi θ(x) φi(x).

le deuxième terme empêche la dérivé de se transformer comme un champ

∂µφi(x) 6→e−iqi θ(x) ∂µφi(x) (1.121)

Pour assurer l’invariance de jauge locale de la théorie décrite par un tel lagrangien, on introduit la
dérivé covariante :

Dµ = ∂µ − iqi Aµ (1.122)

où le champ vecteur Aµ doit se transformer sous la transformation de jauge locale comme suit :

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x)− ∂µθ(x) (1.123)

Ce qui implique que la dérivé covariante se transforme comme le champ φ,

Dµφi(x) = e−iqi θ(x) Dµφi(x) (1.124)

Cette procédure fait le lagrangien invariant sous la transformation de jauge locale. Le champ Aµ est
interprété comme le champ du boson de jauge responsable de la médiation de l’interaction de la
théorie après quantification (le photon en QED par exemple). Donc, on doit rajouter à ce lagrangien
un terme qui décrit l’énergie cinétique de ce nouveau champ. Ce terme doit être invariant de jauge
(invariant de Lorentz, de dimension naturelle [LG] = 4, ...). Le bon choix est,

LG = −1
4

FµνFµν (1.125)
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1.4 Théories de jauge 31

où le tenseur Fµν est défini par

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ (1.126)

qui est aussi invariant de jauge.

Le seule terme de masse qui peut être rajouter est de la forme

−1
2

m2
γ Aµ Aµ (1.127)

mais il brise l’invariance de jauge. Heureusement, la masse du photon est nulle et donc l’électrodyna-
mique quantique est localement invariante de jauge (toujours le groupe jauge U(1)).
Exercice 10 :
(1) Montrer que la densité lagrangienne de la QED

LQED = −1
4

FµνFµν + ψ̄(i 6D−m)ψ (1.128)

est invariante sous la transformation de jauge locale
{

ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x) avec U(x) = e−i q α(x)

Aµ(x)→ A′µ(x) = Aµ(x)− ∂µα(x) (1.129)

(2) Montrer que le terme de masse − 1
2 m2

γ Aµ Aµ n’est pas invariant sous la transformation de jauge.

Solution de l’exercice :
(1) Invariance de jauge locale de la QED : la densité lagrangienne LQED contient les deux termes :
LD = ψ̄(i 6D − m)ψ (lagrangien de Dirac) et LG = 1

4 FµνFµν (lagrangien de Maxwell). Donc, pour
montrer l’invariance de jauge de cette théorie, il faut montrer que ces deux termes sont invariants.
Pour montrer que LD est invariant, il suffit de monter que la dérivé covariante de transforme comme
le champ ψ, ç.à.d : (Dµψ(x))′ = U(x)(Dµψ(x)).

(Dµψ(x))′ = D′µψ′(x)

= [∂µ − iq A′µ]U(x)ψ(x)

= (∂µU(x))ψ(x) + U(x)(∂µψ(x))− iq A′µU(x)ψ(x)

=(((((((((−iqU(x) (∂µα(x)) + U(x)(∂µψ(x))− iqU(x)Aµψ(x) +((((((((
iqU(x) (∂µα(x))

= U(x)[∂µ − iq Aµ]ψ ≡U(x)(Dµψ(x)) (1.130)

avec ∂µU(x) = −iq(∂µα(x))U(x). Donc,

L′D = ψ̄′(i 6D′ −m)ψ′

= ψ̄

=1︷ ︸︸ ︷
U†(x)U(x)[ 6Dψ(x)]−mψ̄U†(x)

=1︷ ︸︸ ︷
U(x)ψ(x) ≡ LD (1.131)

Considérons, maintenant, le tenseur de Maxwell,

F′µν = ∂µ A′ν − ∂ν A′µ
= ∂µ Aν − ∂µ∂να(x)− ∂ν Aµ + ∂ν∂µα(x) ≡ Fµν (1.132)

donc, le terme de jauge est invariant :

L′G = −1
4

F′µνF′µν = −1
4

FµνFµν ≡ LG (1.133)
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32 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

(2) Le terme de masse n’est pas invariant car,

−1
2

m2
γ A′µ A′µ = −1

2
m2

γ [Aµ Aµ − Aµ∂µα(x)− Aµ∂µα(x) + (∂µα(x))(∂µα(x))]

6= −1
2

m2
γ Aµ Aµ (1.134)

Remarque : Pour assurer l’invariance de jauge d’une théorie de jauge, un terme de masse pour les
bosons de jauge doit être absent. Alors, pour construire une théorie de jauge avec des bosons de jauge
massifs, on a besoin d’un mécanisme de brisure spontané de symétrie (mécanisme de Higgs).

1.4.3 Transformations de jauge non-abéliennes
L’ensemble des transformations de jauge non-abéliennes forme un groupe de Lie non-abélien, ç.à.d.
les opérateurs de transformation ne commutent pas. Un élément d’un groupe de Lie s’écrit sous la
forme exponentielle suivante :

U = e−iαiXi pour i = 1,2, · · · (1.135)

Les matrices Xi sont appelées les générateurs du groupe, elles vérifient la relation de commutation
(algèbre de Lie) [Xi, Xj] = i fijkXk, les paramètres αi sont des fonctions analytiques réelles appelées
paramètres du groupe. Si les αi ne dépend pas de x, on appelle la transformation, transformation de
jauge globale, et si ces derniers dépendent de x, on appelle la transformation, transformation de jauge
locale.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au groupe spécial unitaire SU(N). Pour ce groupe, le nombre de
générateurs (et paramètres) est N2 − 1. La représentation fondamentale est générée par les matrices
Xi (N × N) et la représentation adjointe est générée par les matrices N2 − 1× N2 − 1, (Ti)jk = i fijk.

Symétrie de jauge globale : cas non-abélien
Considérons le lagrangien de Dirac libre pour le nucléon,

LD = ψ̄(i 6∂−m)Iψ, pour ψ =

(
p
n

)
(1.136)

où I est la matrice identité 2× 2, p et n sont des spineur de Dirac à 4-dimensions, ç.à.d.

ψ =







.

.

.

.


 ≡ p




.

.

.

.


 ≡ n




≡
(

p
n

)
(1.137)

On peut, facilement, montrer que L0 est invariant sous l’ensemble des transformations {U}, du groupe
SU(2), définies par :

ψ′ = Uψ, U = exp(−iαiτi) ≡ 1− iαiτi + · · · (1.138)

avec

U†U = 1 = UU†, [τi,τj] = iεijkτk, τi =
σi

2
(1.139)

où σi sont les matrices de Pauli, elles sont données par :

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(1.140)
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L′D = ψ̄′(i 6∂−m)ψ′

= ψ̄U†(i 6∂−m)U ψ

= ψ̄U†U(i 6∂−m)ψ ≡ LD (1.141)

Pour calculer le courant, on utilise le faite que δLD = 0 et que la transformation infinitésimale est
δU = 1− iαiτi. On peut facilement montrer que le courant est donné par (voir l’exercice 10) :

~Jµ =




J1
J2
J3


 , Jµ

i = − i
2

∂LD

∂(∂µψ)
σiψ = ψ̄γµ σi

2
ψ (1.142)

avec

∂µ Jµ
i = 0, pour i = 1,2,3 (1.143)

La charge de Noether, correspond a l’opérateur isospin. La troisième composante de cet opérateur, par
exemple est donnée par :

{
Jµ
3 = ψ̄γµ σ3

2 ψ = 1
2 p̄γµ p− 1

2 n̄γµn
I3 =

1
2

∫
d3xp̄γ0 p− 1

2

∫
d3xn̄γ0n = 1

2

∫
d3xp† p− 1

2

∫
d3xn†n

(1.144)

donc Ip
3 = 1/2 pour le proton et In

3 = −1/2 pour le neutron.

La généralisation de la symétrie de jauge globale pour des groupe plus large est évidente. Considérons
la transformation de jauge du groupe SU(N), dans ce cas le champ fermionique s’écrit sous forme de
multiplet de N composantes,

ψ =




ψ1
ψ2
...

ψN


 (1.145)

la transformation de jauge s’écrit

ψ→ ψ′ = e−i~α·~Xψ ≡ e−iαiXi ψ, (1.146)

où~α = (α1,α2,α3, · · · ,αN) sont les paramètres qui spécifient la transformation, Xi(i = 1,2,3, · · · , N)
sont des matrices N × N qui génèrent le groupe SU(N) dans la représentation fondamentale. Dans le
cas d’isodoublet (le champ ψ a deux composantes), N = 2 et les matrices Xi sont données par Xi =

1
2 τi

(c’est la représentation fondamentale de SU(2)).
Pour αi infinitésimaux, on écrit

δψ = −i ~X ·~θψ (1.147)

Dans ce cas, le courant de Noether est donné par :

~Jµ =




J1
J2
...

JN


 , Jµ

i = −i
∂L0

∂(∂µψ)
σiψ = ψ̄γµXiψ (1.148)

Exercice 11 : Montrer que le lagrangien de Higgs suivant,

L = (∂µφ)†(∂µφ)− µ2(φ†φ)− λ(φ†φ)2, φ =

(
φ1
φ2

)
(1.149)

est invariant sous la transformation de jauge du groupe SU(2).

Solution de l’exercice :

(∂µφ′)†(∂µφ′)− µ2(φ′†φ′)− λ(φ′†φ′)2 = (∂µφ)†U†U(∂µφ)− µ2(φ†U†Uφ)− λ(φ†U†Uφ)2

= L (1.150)
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Symétrie de jauge locale : cas non-abélien (théories de Yang Mills)
Dans ce cas, les paramètres αi (pour i = 1,2,3) dépendent de 4-vecteur position xµ. On écrit donc,

ψ′(x) = U(x)ψ, U(x) = exp(−iαi(x)τi) (1.151)

La dérivé normale ne se transforme pas comme le champs. ç.à.d.

∂µψ′(x) = [∂µU(x)]ψ(x) + U(x)[∂µψ(x)]
= [−i{∂µαi(x)}τi]exp(−iαi(x)τi)ψ(x) + exp(−iαi(x)τi)[∂µψ(x)] (1.152)

Ce qui implique que le lagrangien LD n’est pas invariant. ç.à.d.

L′D = ψ̄(x)(i 6∂−m)ψ(x) + ψ̄U†(x)[iγµ∂µU(x)]ψ(x)
= LD + {∂µαi(x)}ψ̄γµτiψ(x)
6= LD (1.153)

Pour rendre ce lagrangien invariant sous cette transformation, on doit remplacer la dérivé normale
par la dérivé covariante. ç.à.d.

∂µ −→ Dµ = ∂µ − igWµ

= 12×2∂µ − igWµ (1.154)

où 12×2 est la matrice unitaire 2× 2. La matrice des champs de jauge Wµ est définie par :

Wµ = τiW
µ
i ≡

1
2

σiW
µ
i , pour i = 1,2,3 (1.155)

où les champs bosonique Wµ
i (de spin 1) sont appelés champs de jauge. La forme matricielle explicite de

la matrice des champs de jauge Wµ est donnée par :

Wµ =
1
2

(
Wµ

3 Wµ
1 − iWµ

2
Wµ

1 + iWµ
2 Wµ

3

)
=

1√
2




Wµ
3√
2

Wµ−

Wµ+ Wµ
3√
2


 (1.156)

On cherche, maintenant, comment la matrice W (ou les champs de jauge) se transforme sous la
transformation de jauge locale. Pour assurer que la densité lagrangienne est invariante, on suppose
que la dérivé covariante se transforme comme suit :

D′µψ′ = U(x)(Dµψ) ou D′µ = U(x)DµU−1(x) (1.157)

On a,

D′µψ′ = [∂µ − igW′
µ]U(x)ψ

= [(∂µU(x))ψ + U(x)(∂ψ)− igW′
µU(x)ψ]

≡U(x)[∂µ − igWµ]ψ (1.158)

Multiplions l’égalité par U−1, on obtient :

W′
µ = U(x)WµU−1(x)− i

g
(∂µU(x))U−1(x) (1.159)

Pour trouver les lois de transformation des champs Wµ
i , on utilise la transformation infinitésimale.

Pour αi très petit, on écrit :

U(x) = 1− i
2

σiαi(x) U−1(x) = 1 +
i
2

σiαi(x) (1.160)
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1.4 Théories de jauge 35

et le commutateur

[σi/2,σj/2] = ε ijkσk (1.161)

On a,

1
2

σkW ′µk = (1− i
2

σiαi(x))
1
2

σkWµ
k (1 +

i
2

σjαj(x))− i
g
(− i

2
σi∂

µαi(x))(1 +
i
2

σjαj(x))

=
1
2

σkWµ
k +

1
2

σi
i
2

σjαj(x)Wµ
i −

i
2

σj
1
2

σiαj(x)Wµ
i −

1
g

1
2

σk∂µαk(x) +O(α2)

=
1
2

σkWµ
k + i

[
σi

2
,
σj

2

]
αj(x)Wµ

i −
1
g

1
2

σk∂µαk(x)

=
1
2

σkWµ
k − εijk

1
2

σkαj(x)Wµ
i −

1
g

1
2

σk∂µαk(x) (1.162)

donc,

W ′µk = Wµ
k − ε ijkαj(x)Wµ

i −
1
g

∂µαk(x). (1.163)

Alors, le nouveau lagrangien s’écrit sous la forme :

LD = ψ̄(iγµDµ −m)ψ

= L0 − gψ̄γµWµψ

= L0 + g~Wµ ·~Jµ. (1.164)

L0 est le lagrangien libre (sans interaction) et le terme g~Wµ ·~Jµ est appelé le terme d’interaction, il
décrit l’interaction entre les champs de jauge Wµ

i et les champs des fermions ψ.

Comme en QED, on doit construire un terme cinétique pour les champs de jauge. Par analogie avec la
QED,

Ljauge = −
1
4
~Fµν~Fµν = −1

2
Tr[FµνFµν]. (1.165)

où

Fµν =
1
2
~Fµν · σ =

1
2

Fa
µνσa. (1.166)

Fl
µν = ∂µW l

ν − ∂νW l
µ + gεjklW

j
µWk

ν . (1.167)

On peut montrer que l’égalité dans (1.165) est correcte, on a :

−1
2

Tr[FµνFµν] = −1
2

Tr[
1
2

Fa
µνσa 1

2
Fµνbσb]

= −1
8

Fa
µνFµνbTr[σaσb]

= −1
4

Fa
µνFµνb (1.168)

où on a utilisé Tr[σaσb] = 2δab.
Pour montrer que Ljauge est invariante, il suffit juste de montrer que

F′µν = UFµνU−1 (1.169)
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36 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

Car

−1
2

Tr[F′µνF′µν] = −1
2

Tr[UFµνU−1UFµνU−1]

= −1
2

Tr[UFµνFµνU−1]

= −1
2

Tr[U−1UFµνFµν]

= −1
2

Tr[FµνFµν] (1.170)

Exercice 12 :
(1) Montrer qu’un terme cinétique de type QED n’assure pas l’invariance de jauge

Fµν = ∂µWν − ∂νWµ (1.171)

(2) Montrer que

Fµν =
1
ig
[Dµ, Dν] = ∂µWν − ∂νWµ + ig[Wµ,Wν] (1.172)

(3) Est ce qu’on peut rajouter un terme de masse pour les champs Wµ
i .

1.4.4 Construction d’une théorie de jauge : modèle générique
L’étude de la symétrie de jauge locale sous le groupe SU(2) a été faite pour la première fois par Yang
et Mills en 1954. Cette idée a été critiquée par Pauli, car les quantas du champ de Yang-Mills doivent
être sans masse pour maintenir l’invariance de jauge. Ce problème est résolut par le mécanisme de
Higgs en 1964 qui permet de générer les masses pour les bosons de jauge . . . Pour construire une
théorie de jauge, on suit les étapes suivantes :

I Choisir le groupe de jauge G (SU(N) par exemple). Un élément de ce groupe s’écrit :

U = e−iαaTa
(1.173)

avec

[Ta, Tb] = i fabcTc. (1.174)

I Écrire la densité lagrangienne de Dirac libre invariante sous la transformation de jauge globale
du groupe G s’écrit :

L0 =
M

∑
i=1

ψ̄i(iγµ∂µ −mi)ψi (1.175)

où M est le nombre de fermions de la théorie (les 6 saveurs de quarks par exemple). Le spineur
ψi s’écrit :

ψi =




ψ
(1)
i

ψ
(2)
i
...

ψ
(N)
i




(1.176)

le spineur ψ appartient à la représentation fondamentale du groupe G. Chaque composante du
spineur représente les différents états de la même particule. Pour SU(3), pare exemple, chaque
état de couleur est représenté par une composante.
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1.5 Exercices et problèmes 37

I Introduire les champs de jauge à travers la dérivé covariante pour assurer l’invariance de jauge
locale (αi ≡ αi(x)). Alors, la densité lagrangienne devient

LD =
M

∑
i=1

ψ̄i(iγµDµ −mi)ψi

= L0 + gJa,µWa
µ. (1.177)

avec

Dµ = ∂µ − igWµ (1.178)
Wµ = TaWa

µ (1.179)

W′
µ = U(x)WµU−1(x)− i

g
(∂µU(x))U−1(x) (1.180)

W ′cµ = Wcµ − fabcαa(x)Wbµ − 1
g

∂µαc(x). (1.181)

les champs Wa
µ appartiennent à la représentation adjointe du groupe G.

I Introduire le terme cinétique pour les champs de jauge (qu’il doit être invariant sous les transfor-
mations de Lorentz, de jauge ...)

LG = −1
4

Fa
µνFaµν (1.182)

avec

Fc
µν = ∂µWc

ν − ∂νWc
µ + gεabcWa

µWb
ν . (1.183)

I Si les bosons de jauge de la théorie sont massifs, alors, il faut introduire un mécanisme de brisure
spontané de symétrie (mécanisme de Higgs par exemple).

I Quantification de la théorie par : la quantification canonique, intégrale fonctionnelle, ... etc.
I Extraire les règles de Feynman (à l’aide de la matrice S)
I Calculer des observables physiques ! ! !

1.5 Exercices et problèmes

Exercice 1 : Théorème de Noether
(1) Rappeler le théorème de Noether?
(2) Montrer que, dans le cas général (transformations internes ou externes), le courant de Noether
associé à la densité lagrangienne L(φ,∂µφ) est

Jµ(x) =
∂L

∂(∂µφ(x))
δφ(x)−

(
∂L

∂(∂µφ(x))
∂νφ(x)− gµνL

)
δxν. (1.184)

où ∂µ Jµ = 0.
(3) Montrer que

dQ
dx0

= 0, Q =
∫

V
d3xJ0(x). (1.185)

où Q est la charge de Noether.
(4) Calculer les courants et les charges de Noether pour

Translation : xµ→ xµ + aµ. (1.186)
Transformation de Lorentz (rotation) : xµ→ xµ + εµνxν(εµν = −ενµ). (1.187)

Quelles sont les quantités conservées?
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38 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

(5) Considérons la densité lagrangienne de Dirac (Ld) et la transformation de jauge globale U(θ) :

Ld = ψ(i∂µγµ −m)ψ, U(α) = e−ieθ . (1.188)

Montrer que le courant et la charge de Noether, dans ce cas, sont donnés par :

Jµ = eψγµψ, Q = e. (1.189)

Exercice 2 : Transformation de jauge abélienne : groupe U(1)

(1) Écrire la densité lagrangienne de Dirac et montrer qu’elle est invariante sous la transformation de
jauge globale du groupe abélien U(1).
(2) Calculer le courant de Noether associé et montrer qu’il est conservé.
(3) Considérons la densité lagrangienne suivante

L = −1
4

Fµν(x)Fµν(x) + ψ̄(x)(i 6D−m)ψ(x).

avec

Fµν(x) = ∂µ Aν(x)− ∂ν Aµ(x)
Dµ = ∂µ − ieAµ(x)

.

Dériver la transformation du champs Aµ qui laisse la densité lagrangienne L invariante sous la
transformation de jauge locale eieθ(x) ∈U(1) (où θ(x) est une fonction analytique de x).
(4) Au niveau quantique, cette densité lagrangienne est mal définie.
.................... (a) Expliquer pourquoi.
.................... (b) Comment peut-on résoudre ce problème?
.................... (c) Est ce que la nouvelle densité lagrangienne reste invariante sous les transformations de
jauge locales des champs ψ, ψ̄ et Aµ ? Justifier votre réponse.

Exercice 3 : groupe SU(2)
Considérons la transformation complexe à deux dimensions, x′ = Ax qui, sous forme matricielle,
s’écrit

(
x′

y′

)
=

(
a b
c d

)(
x′

y′

)
(1.190)

où a, b, c et d sont complexes (∈ C). On suppose que le déterminant de cette matrice est non-nul pour
pouvoir construire son inverse.

(1) Quelles sont les conditions que doivent vérifier les paramètres a, b, c et d pour que la transformation
(1.190) soit unitaire? Montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme

A =

(
a b
− ab̄

d̄ d

)
. (1.191)

où b̄ et d̄ sont les complexes conjugués de a et d, respectivement.

(2) On suppose que le déterminant de la matrice A égal à l’unité, monter qu’on peut écrire cette
matrice sous la forme

A =

(
a b
−b̄ ā

)
. (1.192)
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1.5 Exercices et problèmes 39

et que

|a|2 + |b|2 = 1. (1.193)

où |b|2 = b̄b est la norme de b.

(3) Montrer que l’ensemble des matrices A, définies dans l’éq. (1.192), forme un groupe.

(4) On exprime les paramètres a et b en terme de leurs parties réels et imaginaires ç.à.d. a = ar + iai et
br + ibi où ar, ai, br et bi sont les parties réels et imaginaires de ces paramètres. Montrer que la matrice
A, donnée dans l’éq. (1.192), peut s’écrire comme une combinaison linéaires des matrice de Pauli 4 et
la matrice unitaire. Donner les coefficients de cette combinaison.

(5) Monter les relations suivantes :
(a) σ2

i = 1, σ3
i = σi, σ2n

i = 1 et σ2n+1
i = σi pour i = x,y,z et n ∈N.

(b) σiσj = iσk.

(c) σiσj + σjσi = 2δijI (I est la matrice unitaire 2× 2).

(d) (~σ ·~α)(~σ · ~β) =~α · ~βI + i~σ · (~α ∧ ~β) (où~α et ~β sont deux vecteurs arbitraires à 3 dimensions).

(6) Montrer que les matrice de Pauli, voir (1.194), forment une base de l’espace vectoriel des matrices
A (voir éq. (1.192)).

(7) On suppose que la matrice U s’écrit sous forme exponentielle comme suit

U(ϕ,~n) = exp
(
−1

2
iϕ~n ·~σ

)
(1.195)

où~n = (nx,ny,nz) et~σ = (σx,σy,σz).
Montrer qu’on peut écrire la matrice U sous la forme

U(ϕ,~n) = cos(ϕ/2)I− i(~n ·~σ sin(ϕ/2)) (1.196)

=

(
cos(ϕ/2)− inz sin(ϕ/2) −(ny + inx)sin(ϕ/2)

(ny − inx)sin(ϕ/2) cos(ϕ/2) + inz sin(ϕ/2)

)
(1.197)

(8) Montrer que la matrice U ∈ SU(2) (en vérifiant que la matrice (1.197) est unitaire et de déterminant
égal à 1 !).
(9) Calculer les matrices suivantes :

U(0,~n), U(2π,~n), U(4π,~n), U(ϕ + 2π,~n), U(ϕ + 4π,~n). (1.198)

(10) Montrer que {U(0,~n),U(2π,~n)} forme un sous-groupe distingué du groupe SU(2)/Z2.
(11) Montrer que les groupes SU(2)/Z2 et SO(3) sont isomorphes.

Exercice 4 : Transformation de jauge non-abélienne et Isospin
Considérons la densité lagrangienne du Nucléon

L = ψ(i∂µγµ −m)ψ, ψ =

(
p
n

)
(1.199)

4. Les matrices de Pauli sont données par :

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (1.194)
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40 Chapitre 1. Théories de jauge classiques

(1) Montrer que L est invariant sous la transformation d’Isospin globale U(~α) = exp(i~α·~σ2 ) (où~σ ≡
(σ1,σ2,σ3) sont les matrices de Pauli, et~α ≡ (α1,α2,α3) sont des constantes arbitraires).
(2) Montrer que U(α) s’écrit

U(α) = cos(ϕ/2) + i(~n · σ)sin(ϕ/2), ~n =
~α

|α| , ϕ = |α|. (1.200)

est que l’ensemble des transformations {U(α)} forme le groupe non-abélien SU(2).

(3) Montrer que le courant de Noether correspondant est

~Jµ =
i
2

∂L
∂(∂µψ(x))

~σψ(x) = ψγµ~σ

2
ψ. (1.201)

(4) Montrer que pour que la densité lagrangienne suivante soit invariante sous la transformation de
jauge locale (~α ≡~α(x))

L = ψ(iDµγµ −m)ψ. (1.202)

il faut que

Dµ = ∂µ + igBµ, B′µ = U(x)BµU−1(x) +
i
g
(∂µU(x))U−1(x). (1.203)

(5) Utiliser la transformation infinitésimale pour montrer que

bl′
µ = bl

µ − εjklα
j(x)bk

µ −
∂µαl(x)

g
.

où Bµ =
1
2
~σ ·~α(x) (1.204)

(6) Montrer que la densité lagrangienne de jauge est invariante sous la transformation de jauge locale

Ljauge = −
1
4
~Fµν~Fµν = −1

2
Tr[FµνFµν]. (1.205)

où

Fµν =
1
2
~Fµν · σ =

1
2

Fa
µνσa. (1.206)

Fl
µν = ∂µbl

ν − ∂νbl
µ + gεjklb

j
µbk

ν. (1.207)

Exercice 5 : groupe SU(3)

SU(3) est le groupe des matrices 3× 3 unitaires de déterminant égal à 1. Montrer qu’un élément de ce
groupe s’écrit

U(α1,α2, ...) = eiαaTa . (1.208)

Les matrices 3× 3 qui vérifient les conditions de SU(3) sont les matrices de Gell-Mann, elles sont
données par

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 , λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 , λ4 =




0 0 1
1 0 0
1 0 0




λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 , λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 (1.209)
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1.5 Exercices et problèmes 41

Traditionnellement, on définit les générateurs de SU(3) comme suit

Ta =
1
2

λa, a = 1, ...,8. (1.210)

avec

Tr(TaTb) = δab/2. (1.211)

L’algbre de Lie de SU(3) est défini par le commutateur

[Ta, Tb] = i fabcTc. (1.212)

(1) Montrer que les éléments U(α1,α2, ...), définis dans l’éq. (1.208), forme le groupe SU(3).
(2) On considère la densité lagrangienne suivante :

L = −1
4

Fa
µνFaµν + ψ̄(i 6D−m)ψ, ψ =




ψr
ψb
ψg


 (1.213)

Montrer que L est invariant sous la transformation de jauge locale du groupe SU(3).

Exercice 6 : Théories de jauge basé sur le groupe O(n)

Considérons deux champs scalaires, φ1 et φ2, qui se transforme suivant la représentation vectorielle
du groupe O(n), comme suit :

(φ′α)i = Uij(x)(φα)j, α = 1,2. (1.214)

où O(n) est le groupe des matrices orthogonales n× n d’élément réels.

(1) Montrer qu’on écrire la représentation infinitésimale de O(n) sous la forme :

(φ′α)i = (φα)i + ε ij(φα)j (1.215)

où ε ij = −ε ji.
(2) Construire la dérivé covariante pour les champs φα.
(3) Donner le lagrangien total de ce modèle.

Exercice 7 : Théorie de Yang-Mills scalaire
Considérons le lagrangien libre d’une théorie de trois champs scalaires

L =
1
2
[
(∂µφ)2 −mφ2] , φ =




φ1
φ2
φ3


 (1.216)

On suppose que L est invariant sous les transformations de SU(2) dans la représentation à 3 dimen-
sions.

(1) Construire les générateurs de SU(2) dans cette représentation.
(2) Construire le lagrangien de Yang-Mills associé.

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



2. Électrodynamique Quantique

Sommaire

2.1 Tests expérimentaux de la QED 44

2.2 Lagrangien classique et invariance de jauge 45

2.3 Quantification 46
2.3.1 Quantification canonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.2 Quantification du champ de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3.3 Quantification du champ de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4 Matrice S et Règles de Feynman 57
2.4.1 Définition de la matrice S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.4.2 Théorème de Wick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.4.3 Matrice S et Règles de Feynman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.4.4 Règles de Feynman en QED dans l’espace des impulsions . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.5 Calcul des processus à l’ordre de Born 63
2.5.1 Création d’une paire de leptons : e− + e+→ µ− + µ+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.5.2 Diffusion Compton : e− + γ→ e− + γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2.5.3 Amplitudes polarisée de la réaction : e−e+→ l−l+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.6 Exercice et Problèmes 72
2.6.1 Rappel de cours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.2 Questions de cours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.6.3 Exercices et Problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

L’électrodynamique quantique ou QED (Quantum ElectroDynamics) est une théorie quantique des
champs basée sur le groupe de jauge abélien U(1), donc c’est une théorie de jauge abélienne. La QED
est l’un des pilier du modèle standard et la théorie modèle dont toute théorie décrivant une nouvelle
interaction s’est inspiré. Elle décrit l’interaction entre toutes les particules électriquement chargées
(leptons et quarks) avec le photon, ou l’interaction de la lumière avec la matière. Le photon est le boson
de jauge de cette théorie, il est considéré comme le médiateur de l’interaction électromagnétique.
La formulation covariante de cette théorie conduit à sa renormalisabilté à tous les ordres de la série
de perturbation. Dans ce chapitre, on va étudier en détail la QED, on part de sa construction et
quantification et on termine par sa phénoménologie et comparaison avec l’expérience [4, 5, 6, 7, 8, 9].
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44 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

2.1 Tests expérimentaux de la QED

La QED est la première théorie quantique des champs réussie, les prédictions de cette théorie sont
en accord à 8 chiffres significatifs avec des résultats expérimentaux, donc c’est l’une des théories les
mieux vérifiées dans toutes la science. Il existe trois classes d’expériences qui ont confirmés la validité
de cette théorie :

FIGURE 2.1 – Confirmation de la QED à haute énergie (comparaison des sections efficaces et sections efficaces
différentielles théoriques et expérimentales), Nuc.Phys B (Proc. Suppl.) 3 (1988) 39-138.

• Physique atomique (basse énergie) : mesure de la constante de structure fine α et le moment magné-
tique de l’électron (µ = −ge/(4me)). Voici les valeurs mesurées et les valeurs théoriques du facteur g
de l’électron et α

gex/2 = 1.00115965218085(76) gth/2 = 1 (2.1)

1/αex = 137.035999070(98) 1/αth = 137 (2.2)

• Matière condensée : plusieurs expérience de la matière condensé montre que la valeur de α est en
accord avec la valeur mesurée dans les expériences de la physique atomique. Dans l’expérience de The
quantum Hall effect, on trouve 1/αex = 137.0359979(32).
• Expérience de collision de particules (haute énergie) : plusieurs expériences de collision électron-

positron à haute énergie ont confirmés la validité de la QED, on cite par exemple (i) diffusion Bhabha
e−e+→ e−e+, (ii) production d’une paire de muons e−e+→ µ−µ+, (iii) production d’une paire de taus
e−e+→ τ−τ+, (iv) annihilation d’une paire d’électrons, voir la figure (2.1).
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2.2 Lagrangien classique et invariance de jauge 45

2.2 Lagrangien classique et invariance de jauge
La densité lagrangienne classique de la QED est donnée par :

L = −1
4

FµνFµν + ψ(i 6D−m)ψ

=

≡L0︷ ︸︸ ︷
−1

4
FµνFµν + ψ(i 6∂−m)ψ+

≡LI︷ ︸︸ ︷
qJµ Aµ

= L0 + LI (2.3)

avec
• ψ est un spineur de Dirac et un singlet du groupe U(1).

• Aµ est le champ de jauge (qui donne les photons après quantification).

• Dµ = ∂µ − iqAµ est la dérivé covariante.

• q est la charge électrique (charge du positron si q = e)

• Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ est le tenseur électrodynamique.

• L0 est la densité lagrangienne libre (sans interaction de ψ avec Aµ).

• LG = − 1
4 FµνFµν est le terme cinétique du champ jauge.

• LD = ψ(i 6∂−m)ψ est la densité de Dirac libre d’un fermion de masse m.

• qJµ Aµ est le terme d’interaction (de ψ avec Aµ ou matière avec lumière).

• LI = qJµ Aµ est le lagrangien d’interaction (de type courant-boson de jauge).

• Jµ = qψγµψ est le courant conservé de Noether (∂µ Jµ = 0).

Si on varie L par rapport à ψ à l’aide de l’équation d’Euler-Lagrange suivante :

∂L
∂ψ(x)

− ∂µ
∂L

∂(∂µψ(x))
= 0 (2.4)

on obtient l’équation du mouvement suivante (équation de Dirac) :

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = −qγµ Aµ(x)ψ(x) (2.5)

La densité lagrangienne définie dans l’éq.(2.3) est invariante sous les transformations de jauge locales
suivantes (du groupe de jauge U(1)),





ψ′(x) = e−iqθ(x)ψ(x) δψ(x) = −iqθ(x)ψ(x)
ψ
′
(x) = ψ(x)eiqθ(x) δψ(x) = iqθ(x)ψ(x).

A′µ(x) = Aµ(x)− ∂µθ(x) δAµ(x) = −∂µθ(x).
(2.6)

La densité lagrangienne ci-dessus est définie pour un seul fermion (et son anti-fermion). Si on veut
inclure d’autres fermions, il suffit juste de rajouter la densité lagrangienne de Dirac pour chaque
particule. Par exemple, la densité lagrangienne pour les trois leptons s’écrit :

L = −1
4

FµνFµν + ∑
i=e,µ,τ

ψi(i 6D−mi)ψi (2.7)

Exercice 1 :
(1) Montrer que L est invariante sous la transformation de jauge U(1).
(2) Montrer que la dérivé covariante vérifie la relation suivante : [Dµ, Dν]ψ = −iqFµνψ.
(3) Montrer que : D′µ = U(x)DµU(x)−1, avec U(x) = e−iqθ(x).
(4) Utiliser les deux dernières relations, dans (2) et (3), pour montrer que Fµν = F′µν.
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46 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

2.3 Quantification
La procédure de quantification transforme un champs classique en un opérateur actant sur les états
quantiques, où l’état de plus basse énergie est appelé le vide. A partir de l’état du vide, on peut
générer tous les états physiques à l’aide des opérateurs de création et d’annihilation (émission et
absorption des particule). Cette procédure, que l’on appelle quantification canonique, permet de
déduire les propriétés de la matière et son interaction avec la lumière. Il existe plusieurs méthodes de
quantification, on cite par exemple la quantification canonique, l’intégrale de chemin, . . . etc. Dans
cette section, on utilise la quantification canonique pour quantifier l’électromagnétisme.

2.3.1 Quantification canonique
La méthode de quantification canonique ou la méthode de l’analogie classique est introduite par Dirac
en 1926 pour quantifier les systèmes classiques en gardant formellement la structure de la théorie
classique. Dans cette approche, on remplace les crochets de Poisson classique

{Â, B̂} = ∂Â
∂q

∂B̂
∂p
− ∂Â

∂p
∂B̂
∂q

. (2.8)

par les commutateurs

{Â, B̂} −→ 1
ih̄
[Â, B̂] =

1
ih̄
(ÂB̂− B̂Â). (2.9)

Par exemple, le crochet de Poisson et le commutateur de Dirac des vecteurs position et quantité de
mouvement sont donnés par,

{q̂, p̂} = 1 (crochet de Poisson), [q̂, p̂] = ih̄ (commutateur de Dirac). (2.10)

Exemple : quantification de l’oscillateur harmonique
On va utiliser cette technique pour quantifier l’oscillateur harmonique (1ère quantification). L’hamilto-
nien quantique (q̂ et p̂ sont des opérateurs) de l’oscillateur harmonique s’écrit sous la forme :

Ĥosc =
p̂2

2m
+

1
2

mω2q̂2, avec [q̂, p̂] = ih̄. (2.11)

On définit les opérateurs d’annihilation et de création a et a†, respectivement, par,

a = (mωq̂ + i p̂)/
√

2h̄mω, avec [a, a†] = 1. (2.12)

a† = (mωq̂− i p̂)/
√

2h̄mω (2.13)

donc,

q̂ =

√
h̄

2mω
(a + a†), p̂ = −i

√
h̄mω

2
(a− a†) (2.14)

alors, Ĥosc en fonction de a et a† s’écrit,

Ĥosc = h̄ω(a†a + 1/2) = h̄ω(N̂ + 1/2). (2.15)

avec N̂ = a†a est l’opérateur nombre de particule, il donne le nombre de particules n dans l’état |n >,

N̂|n > = n|n > a†|n > = |n + 1 > a|n > = |n− 1 > (2.16)

On peut montrer que,

N̂(a|n >) = (n− 1)|n >, N̂(a†|n >) = (n + 1)|n >, (2.17)

Donc, les vecteurs a|n > et a†|n > sont des vecteurs propres de l’opérateur N̂ avec les valeurs propres
n− 1 et n + 1, respectivement. On suppose que |n0 > est l’état d’énergie la plus basse, alors a|n0 >= 0.
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2.3 Quantification 47

D’autre part, on a N̂|n0 >= n0|n0 > et a†(a|n0 >) = 0, ce qui implique que n0 = 0. Donc, les valeurs
propres de N̂ sont : n = 0,1,2, ... etc.

On rappelle que les états d’énergie de l’oscillateur harmonique sont données par les valeurs propres
de l’opérateur Ĥosc,

Ĥosc|n > = h̄ω(N† + 1/2)|n >= En|n > (2.18)

On trouve alors,

En = h̄ω(n + 1/2), n = 0,1,2, ...etc. (2.19)

On voit que l’énergie est quantifiée (discrète) et que l’énergie la plus basse est E0 = h̄ω/2.

Pour trouver les vecteurs propres de l’opérateur N̂, on applique l’opérateur de création a† n fois sur le
vide |0 >, on montrer facilement que,

|n > =
(a†)n
√

n!
|0 >, < 0|0 > = 1. (2.20)

Dans la représentation de Heisenberg 1, l’opérateur a est une fonction du temps, il vérifie

ih̄
d
dt

â(t) = [a(t), Ĥosc] (2.21)

la solution de cette équation est

a(t) = ae−iωt, a = a(0). (2.22)

On voit que le nombre de particules n dans un état |n > peut dépasser un, ce qui est cohérent avec la
statistique des bosons de Bose-Einstein, ç.à.d. la quantification canonique à l’aide des commutateurs
conduit inévitablement à des bosons. Alors comment quantifier les systèmes de fermions?

Quantification canonique des fermions
La quantification du champ de Dirac par les anti-commutateurs a été introduite pour la première
fois par Jordan et Wigner en 1928. On suppose que les opérateurs de création et d’annihilation â, â†

vérifient les relations d’anti-commutation :

{â, â†} = 1, {â, â} = 0, {â†, â†} = 0. (2.23)

Ces relations impliquent que,

(â)2 = 0, (â†)2 = 0, ââ† = 1− â† â. (2.24)

L’opérateur nombre de particules garde la même forme comme dans le cas des commutateurs, alors

N̂ = â† â. (2.25)

On peut facilement montrer que les valeurs propres de l’opérateur N̂ sont 0 et 1. On a,
{

N̂2 = (â† â)(â† â) = â†(1− â† â)â = â† â− (â†)2(â)2 = N̂.
N̂(N̂ − 1) = N̂2 − N̂ = N̂ − N̂ = 0.

(2.26)

et
{

N̂|n >= n|n >≡ N̂2|n >= n2|n > =⇒ n2 = n
N̂(N̂ − 1)|n >= n(n− 1)|n >≡ 0|n > =⇒ n = 0 ou n = 1

(2.27)

1. L’équation du mouvement d’un opérateur Ô(t) est ih̄ d
dt Ô(t) = [O(t), H]
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48 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Donc, le nombre de particules ne peut prendre que deux valeurs

n =

{
0
1

(2.28)

On suppose, juste pour les besoin de la discussion, que le nombre de particules est n = 2, alors

|2 > = (â†)2|0 >= 0 n 6= 2 (2.29)

Donc, n ne peut pas être égal à 2. Ce qui signifie que deux particules, qui portent les mêmes nombres
quantiques, ne peuvent pas occuper le même état quantique, c’est le principe d’exclusion de Pauli.

La quantification par les anti-commutateurs est la bonne voie vers la quantification canonique des
fermions, car le nombre de particules n dans un état |n > ne peut pas dépasser un (n = 0,1), ce qui est
cohérent avec la statistique des fermions de Fermi-Dirac et en accord avec le principe d’exclusion de
Pauli, ç.à.d. la quantification canonique à l’aide des anti-commutateurs conduit nécessairement à des
fermions.

2.3.2 Quantification du champ de Dirac
Le formalisme de la quantification canonique (par les relations de commutations !) conduit nécessaire-
ment à des bosons. En 1928, Jordan et Wigner ont modifié ce formalisme en remplaçant les relations de
commutations entre les opérateurs de créations et annihilations par des relations d’anti-commutations.
Cette modification conduit automatiquement à la statistique de Fermi-Dirac, voir la section précédente.

Considérons l’équation de Dirac libre,

(i 6∂−m)ψ(x) = 0. (2.30)

La solution de cette équation (développement en ondes planes) s’écrit sous la forme :

ψ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

[bs(k)use−ik·x + d†
s (k)vs(k)eik·x]. (2.31)

avec l’énergie ωk =
√
|~k|2 + m2, les indices s = 1,2 désignent les deux états de spin,~k est la quantité de

mouvement et bs(b†
s ) et ds(d†

s ) sont des coefficients de superposition. Le complexe conjugué ψ = ψ†γ0

de ψ est donné par :

ψ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

[ds(k)v̄se−ik·x + b†
s (k)ūs(k)eik·x]. (2.32)

où ū = u†γ0 et v̄ = v†γ0.
On rappelle que les spineurs de Dirac u et v vérifient les relations suivantes (voir le cours de mécanique
quantique relativiste) :

2

∑
s=1

us(p)ūs(p) = 6 p + m
2

∑
s=1

vs(p)v̄s(p) = 6 p−m. (2.33)

u†
s1
(p)us2(p) = 2ωpδs1s2 v†

s1
(p)vs2(p) = 2ωpδs1s2 (2.34)

Pour quantifier le champ de Dirac, on remplace les coefficients de superposition par des opérateurs de
créations et d’annihilations, tout comme nous l’avons fait avec l’oscillateur harmonique en mécanique
quantique, ç.à.d.

bs,ds −→ b̂s, d̂s b†
s ,d†

s −→ b̂†
s , d̂†

s (2.35)

et donc les champs ψ et ψ deviennent eux aussi des opérateurs

ψ,ψ −→ ψ̂, ψ̂ (2.36)
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2.3 Quantification 49

On impose les relations d’anti-commutations, suivantes, sur les opérateurs de création (b̂†
s , d̂†

s ) et
d’annihilation (b̂s, d̂s),

{b̂s(k), b̂†
s′(q)} = (2π)32ωkδss′δ

(3)(k− q)

{d̂s(k), d̂†
s′(q)} = (2π)32ωkδss′δ

(3)(k− q) (2.37)

et

{b̂s, b̂s′} = {d̂s, d̂s′} = {b̂s, d̂s′} = {b̂s, d̂†
s′} = 0 (2.38)

ce qui implique que :

{ψ̂(x), ψ̂(y)} = (i 6∂−m)i∆(x− y) {ψ̂(x), ψ̂(y)} = 0 (2.39)

avec

i∆(x− y) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk
[e−ik·(x−y) − eik·(x−y)] (2.40)

On déduit que l’anti-commutateur à temps égal s’écrit :

{ψ̂(t,~x), ψ̂(t,~y)} = γ0δ(3)(~x−~y) (2.41)

où

δ(3)(~x−~y) =
∫ d3k

(2π)3 e±i~k·(~x−~y) (2.42)

Considérons les états d’un fermion | f ,k >s et anti-fermion | f̄ ,k >s d’impulsion k et de spin s. Les
opérateurs b̂s et d̂s annihilent, respectivement, un fermion et anti-fermion de la manière suivante :

b̂s(k)| f ,k >s = |0 > annihilation d’un fermion d’impulsion k de spin s (2.43)

d̂s(k)| f̄ ,k >s = |0 > annihilation d’un anti-fermion d’impulsion k de spin s (2.44)

Les opérateurs b̂s et d̂s annihilent aussi le vide,

b̂s|0 > = 0 d̂s|0 > = 0. (2.45)

Les opérateurs b̂†
s et d̂†

s créent, respectivement, des états d’un fermion et anti-fermion,

b̂†
s (k)|0 > = | f ,k >s état d’un fermion d’impulsion k de spin s (2.46)

d̂†
s (k)|0 > = | f̄ ,k >s état d’un anti-fermion d’impulsion k de spin s (2.47)

On note aussi que l’opérateur ψ̂(x) détruit un fermion au point x et crée un anti-fermion au même
point, ç.à.d.

ψ̂(x) =

=ψ̂(+)(x)︷ ︸︸ ︷
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

b̂s(k)use−ik·x +

=ψ̂(−)(x)︷ ︸︸ ︷
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

d̂†
s (k)vs(k)eik·x . (2.48)

ψ̂(x) = ψ̂(+)(x) + ψ̂(−)(x) (2.49)

et

ψ̂(+)(x)| f ,k >s = |0 > ψ̂(−)(x)|0 > = | f̄ ,k > (2.50)

avec ψ̂(+) et ψ̂(−) sont, respectivement, les parties avec fréquences (ou énergies) positive et négative
de ψ̂, donc eux aussi jouent le rôle d’opérateurs de création et annihilation.
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50 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

L’opérateur ψ̂(x) détruit un anti-fermion au point x et crée un fermion au même point, ç.à.d.

ψ̂(x) =

=ψ̂
(+)

(x)︷ ︸︸ ︷
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

d̂s(k)v̄se−ik·x +

=ψ̂
(−)

(x)︷ ︸︸ ︷
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

2

∑
s=1

b̂†
s (k)ūs(k)eik·x . (2.51)

ψ̂(x) = ψ̂
(+)

(x) + ψ̂
(−)

(x) (2.52)

et

ψ̂
(+)

(x)| f̄ ,k >s = |0 > ψ̂
(−)

(x)|0 > = | f ,k > (2.53)

L’opérateur charge électrique est définie par

Q̂ = q :
∫

d3xψ̂†ψ̂ :

= q :
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk
∑

s
(b̂†

s (k)b̂s(k) + d̂s(k)d̂†
s (k)) :

= q
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk
∑

s
(b̂†

s (k)b̂s(k)− d̂†
s (k)d̂s(k)) (2.54)

où “::” désigne le produit normal 2.
Exercice :
(1) Montrer que :

Q̂|0 > = 0 Q̂b̂†
s |0 > = qb̂†

s |0 > Q̂d̂†
s |0 > = −qd̂†

s |0 > (2.55)

(2) Exprimer l’opérateur hamiltonien en fonction des opérateurs de création et annihilation.

H =
∫

: d3xiψ†∂0ψ : (2.56)

sachant queH = ∂L/[∂(∂0ψ)]∂0ψ−L.

Propagateur du fermion :
On définit le propagateur de Feynman du fermion S̃F comme la valeur moyenne sur le vide du produit
chronologique des deux opérateurs ψ̂ et ψ̂, on écrit

iS̃F(x− x′) =< 0|T[ψ̂(x)ψ̂(x′)]|0 > (2.57)

où le T-produit (ou produit chronologique) est défini par :

T[ψ̂(x)ψ̂(x′)] = θ(t− t′)ψ̂(x)ψ̂(x′)− θ(t′ − t)ψ̂(x′)ψ̂(x) (2.58)

=

{
ψ̂(x)ψ̂(x′) si t > t′

−ψ̂(x′)ψ̂(x) si t < t′
(2.59)

la fonction θ est définie par :

θ(t− t′) =
{

1 si t > t′

0 si t < t′ (2.60)

Dans le cas général, le produit chronologique T est défini par :

T[Ô(t1)Ô(t2) · · ·Ô(tn)] = Ô(ti1)Ô(ti2) · · ·Ô(tin), ti1 ≥ ti2 ≥ · · · ≥ tin . (2.61)

2. Le produit normal est défini par : AB := A+B+ − B−A+ + A−B+ + A−B− (où A+, B+ sont des opérateurs d’annihi-
lation et A−, B− sont des opérateurs de création). On introduit le produit normal pour rendre la charge électrique, l’énergie
et d’autres quantités physiques du vide nulles.
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2.3 Quantification 51

I Si t > t′ : dans ce cas, le propagateur s’écrit :

< 0|ψ̂(x)ψ̂(x′)|0 > = iS̃+
F (x− x′)

∝< 0|b̂s(k)b̂†
s (k
′)|0 > (2.62)

On peut interpréter le propagateur, dans ce cas, comme la création d’un fermion à l’instant t′

(b̂†
s (k′)|0 >) et puis sa destruction à l’instant t. Donc, un fermion se propage du point x′ au point

x.

�
x′ x ≡ iS̃+

F (x− x′) (2.63)

I Si t < t′ : dans ce cas, le propagateur s’écrit :

< 0|ψ̂(x′)ψ̂(x)|0 > = iS̃−F (x− x′)

∝< 0|d̂s(k′)d̂†
s (k)|0 > (2.64)

On peut interpréter le propagateur, dans ce cas, comme la création d’un anti-fermion à l’instant
t (d̂†

s (k)|0 >) et puis sa destruction à l’instant t. Donc, un anti-fermion se propage du point x au
point x′.

�
x x′ ≡ iS̃−F (x− x′) (2.65)

Donc, le propagateur S̃F décrit la propagation d’un fermion du point x′ au point x ou la propagation
d’un anti-fermion du point x au point x′. On peut interpréter le propagateur comme une fonction de
Green car il satisfait l’équation différentielle suivante :

(i 6∂−m)S̃F(x− x′) = iδ(4)(x− x′) (2.66)

En pratique, on a besoin de l’expression du propagateur dans l’espace des impulsions. La transformée
de Fourrier du propagateur s’écrit

S̃F(x− x′) =
∫ d4k

(2π)4 e−ik·(x−x′)SF(k) (2.67)

On remplace dans l’équation de Green éq. (2.66), on montre que :

SF(k) =
i

6 k−m
= i
6 k + m

k2 −m2 (2.68)

Remarque : Le propagateur SF(k) est mal défini à cause du pole k2 = m2 (si le fermion est sur couche
de masse ou on-shell). Pour éviter ce problème, on contourne le pole par une déformation de contour.
On écrit donc,

SF(k) =
i

6 k−m
= i

6 k + m
k2 −m2 + iλ

(2.69)

le choix de +iλ est imposer par la causalité.
Exercice 2 :
(1) Montrer que S̃F(x− x′) vérifie l’équation (2.66) (utiliser la relation (2.41) et dθ(t−t′)

t = δ(t− t′)).
(2) Montrer que la prescription “+iλ” est le bon choix et pas “−iλ”.
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2.3.3 Quantification du champ de Maxwell
L’équation du mouvement du champs du photon est 3 :

∂µFµν(x) = (∂2gµν − ∂µ∂ν)Aµ(x) =
{

0 photon libre
−eψ(x)γνψ(x) interaction

(2.70)

Ces équations sont covariantes (transformation de Lorentz) et invariantes sous la transformation de
jauge A′µ = Aµ − ∂µθ(x) et ψ′ = e−iqθ(x)ψ. Le champ Aµ est un 4-vecteur (quadri-potentiel), il s’écrit

A =




A0
A1
A2
A3




donc, en principe, il a 4 dégrées de libertés. Mais, le photon physique ne possède que 2 degrés de
libertés qui correspondent à ses deux états de polarisations transverses 4.

Le champs Aµ n’a pas un sens physique car il n’est pas défini d’une manière unique, car une trans-
formation de jauge de type A′µ = Aµ − ∂µθ(x) ne va pas changer le tenseur Fµν et donc l’équation du
mouvement de ce champ. Pour éliminer les degrés de libertés superficiels et obtenir les équations de
Maxwell à partir de l’équation (2.70), on doit fixer la jauge. Par exemple, on peut imposer la contrainte
suivante sur le champ Aµ :

∂µ Aµ(x) = 0. (2.71)

cette condition est appelée la jauge de Lorentz (c’est une jauge covariante). Il existe d’autres choix de
fixation de jauge qu’on peut utilise (et qui ne change pas la physique). Par exemple,

la jauge de Coulomb : ~∇ · ~A = 0 (2.72)
la jauge temporelle : A0 = 0 (2.73)
la jauge axiale : nµ Aµ = 0 (où n est un 4-vecteur arbitraire) (2.74)

Maintenant, on va quantifier le champs de Maxwell libre. En premier lieu, on ne fixe pas la jauge.
On impose les relations de commutation à temps égal sur les champs de jauge Aµ et sont conjugué
πµ = ∂L/∂(∂0 Aµ),

[Aµ(x),πν(y)] = igµνδ3(x− y) (2.75)
[Aµ(x), Aν(y)] = [πµ(x),πν(y)] = 0 (2.76)

mais

πν = −F0ν = −∂0Aν + ∂ν A0 =⇒ π0 = 0. (2.77)

Ce qui conduit à une contradiction avec la relation (2.75) :

[A0(x),π0(y)] = [A0(x),0] = 0 6=iδ3(x− y) ! (2.78)

Exercice 3 :
(1) Dériver l’équation de mouvement (2.70).
(2) Résoudre (2.70) et montrer que tous les choix de fixation de jauge sont équivalents.
(3) Montrer que πν = −F0ν.

3. Utiliser les équations d’Euler-Lagrange et le lagrangien (2.3) pour dériver l’équation du mouvement du champ de
jauge Aµ (2.70).

4. Les ondes électromagnétiques sont des ondes transverses, ç.à.d. les vecteurs ~E et ~B sont toujours orthogonaux au
vecteur d’onde~k.
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2.3 Quantification 53

Solution de l’exercice :
(1) L’équation d’Euler-Lagrange pour le champ Aµ est

∂L
∂Aµ

− ∂ν
∂L

∂(∂ν Aµ)
= 0 (2.79)

où L est donné par l’éq. (2.3). On a ∂L
∂Aµ

= qψ̄γµψ et

∂L
∂(∂ν Aµ)

= −1
4

∂(FαβFαβ)

∂(∂ν Aµ)
= −1

2
∂(Fαβ)

∂(∂ν Aµ)
Fαβ = −1

2
(δν

αδ
µ
β − δ

µ
α δν

β)Fαβ =
1
2
(Fνµ − Fµν) ≡ Fµν (2.80)

d’où l’équation du mouvement ∂νFµν = qψ̄γµψ.

(2) Voir le paragraphe suivant.
(3) Le champ conjugué de Aµ est,

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −1

2
∂Fαβ

∂(∂0Aµ)
Fαβ = −

1
2
(δα

0 δ
β
µ − δ

β
0 δα

µ)Fαβ = −
1
2
(F0µ − Fµ0) ≡ −F0µ (2.81)

Le problème est dû au fait que Aµ n’est pas unique (car A′µ = Aµ − ∂µθ). Pour résoudre ce problème,
Gupta-Bleuler ont proposé la méthode de fixation de jauge. On impose la jauge de Lorentz par exemple.
Alors, la densité lagrangienne du champ de Maxwell libre s’écrit dans ce cas,

Ljauge = −
1
4

FµνFµν − 1
2α

(∂µ Aµ)2 (2.82)

où 1
2α est un multiplicateur de Lagrange et (∂µ Aµ)2 est le terme de fixation de jauge. Recalculons,

maintenant, le champ conjugué

πν(x) = Fν0(x)− (1/α)g0
ν∂µ Aµ(x) (2.83)

Dans ce cas, la composante 0 du champ π n’est pas nulle,

π0(x) = F00(x)− (1/α)g0
0∂µ Aµ(x)

= −(1/α)∂µ Aµ(x)
6= 0 (2.84)

On peut montrer facilement que l’équation du mouvement du champs Aµ, dans ce cas, devient

∂2Aµ − (1− 1/α)∂µ∂ν Aν = 0 (2.85)

Dans la jauge de Feynman, on choisit α = 1 5. Alors,

∂2Aµ = 0. (2.86)

La dernière équation est de type Klein-Gordon, sa solution s’écrit sous la forme :

Aµ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

3

∑
κ=0

[a(κ)ε(κ)µ e−ik·x + a†(κ)ε
∗(κ)
µ eik·x] (2.87)

où ωk = |~k| est l’énergie. Les 4-vecteurs εµ sont orthonormalisés, donc on peux choisir la base suivante :




ε
(0)
µ = (1,0,0,0) vecteur de polarisation scalaire

ε
(1)
µ = (0,1,0,0) vecteur de polarisation transverse

ε
(2)
µ = (0,0,1,0) vecteur de polarisation transverse

ε
(3)
µ = (0,0,0,1) vecteur de polarisation longitudinale

(2.88)

5. La physique est indépendante du paramètre α.
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54 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Si on se place dans le repère où le photon est longitudinale, ç.à.d. k = (0,0,0,ωk), ce qui est équivalent
à~ε(3) ≡~k/|~k|, et on écrit les trois derniers vecteurs de polarisation dans (2.88) sous la forme : ε

(κ)
µ =(

0,~ε(κ)
)

pour r = 1,2,3. On montre que les 3-vecteurs vérifient :

~k ·~ε(κ) = 0 pour κ = 1,2

~ε(κ) ·~ε(κ′) = δκκ′ pour κ,κ′ = 1,2,3 (2.89)

et les 4-vecteurs vérifient :

ε
(κ)
µ ε(κ

′)µ = ε(κ) · ε(κ′) = gκκ′
3

∑
κ=0

ζκ ε
(κ)
µ ε

(κ)
ν = −gµν. (2.90)

avec ζ0 = −1 et ζ1 = ζ2 = ζ3 = 1.

Remarque :
Seules les polarisations transverses d’un photon libre sont observées. Elles correspondent aux deux
degrés de liberté physiques du photon et sont données par :

ε±µ =
1√
2

(
ε
(1)
µ + i ε

(2)
µ

)
(2.91)

Si~k est orienté suivant l’axe z, les polarisations transverses du photon libre deviennent :

ε+µ =
1√
2




0
1
i
0


 ≡ |s, sz >= |1,+1 >,

ε−µ =
1√
2




0
1
−i
0


 ≡ |s, sz >= |1,−1 > (2.92)

Les polarisations scalaire et longitudinale ne sont pas observées. Elles ne contribuent pas à l’énergie du
photon. L’exercice suivant montre que les polarisations non-physiques ne contribuent pas à l’énergie
du photon.
Exercice 4 : polarisations physiques vs polarisations non-physiques
(1) Montrer que les opérateurs â(κ) et â†(κ) vérifient les relations de commutations suivantes :

[â(κ)(k), â†(κ′)(k′)] = −gκκ′δ3(k− k′) (2.93)

[â(κ)(k), â(κ
′)(k′)] = [â†(κ)(k), â†(κ′)(k′)] = 0 (2.94)

(2) Calculer la densité hamiltonienne et montrer que seule les photons transverses qui contribuent à
l’énergie, rappelons que :

Ĥ =:
∫

d3x(πµ∂0Aµ −L) : (2.95)

Solution :
Après la quantification, le champ Aµ devient un opérateur, on écrit donc :

Âµ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

3

∑
κ=0

[â(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ik·x + â†(κ)(k)ε∗(κ)µ (k)eik·x] (2.96)

= Â+
µ (x) + Â−µ (x) (2.97)
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avec

Â+
µ (x) =

∫ d3k
(2π)3

1
2ωk

3

∑
κ=0

â(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ik·x, Â−µ (x) =
∫ d3k

(2π)3
1

2ωk

3

∑
κ=0

â†(κ)(k)ε∗(κ)µ (k)eik·x (2.98)

où â(κ)(k) et Â+
µ (x) annihilent un photon d’impulsion k et de polarisation κ (κ = 0,1,2,3), ç.à.d.

â(κ)(k)|0 > = 0, Â+
µ (x)|0 > = 0. (2.99)

et â†(κ)(k) et Â−µ (x) créent un photon d’impulsion k et de polarisation κ (κ = 0,1,2,3), ç.à.d.

â†(κ)(k)|0 > = |1κ(k) > . (2.100)

où |0 > est le vide et |1κ(k) > est l’état d’un photon de polarisation κ et d’impulsion k.

On exprime l’hamiltonien en fonction de π̂µ et Âµ, on trouve :

Ĥ = −1
2

∫
d3x : π̂µπ̂µ + (~∇Âµ) · (~∇Âµ) : (2.101)

avec

π̂µ(x) =
∫ d3k

(2π)3
1
2

3

∑
κ=0

[â(κ)(k)ε(κ)µ (k)e−ik·x − â†(κ)(k)ε∗(κ)µ (k)eik·x] (2.102)

= Â+
µ (x) + Â−µ (x) (2.103)

On suppose que les relations de commutations (2.94) sont vérifiées (voir [7] par exemple). L’opérateur
hamiltonien s’exprime en fonction des opérateurs de création et annihilation comme suit :

Ĥ =
∫

d3k ωk

3

∑
κ=0

ζκ â†(κ)(k)a(κ)(k) (2.104)

où ζ0 = −1 et ζk = 1 pour κ = 1,2,3.

Agissant, maintenant, l’opérateur Ĥ sur l’état |1κ(k) >, alors

Ĥ|1κ(k) > =
∫

d3q ωq

3

∑
ρ=0

ζρ â†(ρ)(q)a†(ρ)(q) â†(κ)(k)|0 >

= ωk â†(κ)(k)|0 > (2.105)

Donc, l’énergie d’un photon scalaire, longitudinal ou transverse est ωκ. Ce problème est résolut par
Gupta et Bleuler en remplaçant la condition de Lorentz par :

∂µ A+
µ (x)|ψ > = 0, < ψ|∂µ A−µ (x) = 0. (2.106)

et donc

< ψ|∂µ Aµ(x)|ψ > =< ψ|∂µ A+
µ (x) + ∂µ A−µ (x)|ψ >= 0 (2.107)

Cette condition assure que la condition de Lorentz et les équations de Maxwell sont la limite classique
de cette théorie. En fonction des opérateurs de création et annihilation, les contraintes eqs. (2.106)
deviennent :
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56 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

[a†(3)(k)− a†(0)(k)]|ψ > = 0, < ψ|[a†(3)(k)− a†(0)(k)] = 0 (2.108)

or

< ψ|[a†(3)(k)− a†(0)(k)] × [a†(3)(k)− a†(0)(k)]|ψ >=< ψ|a†(3)(k)a(3)(k)− a†(0)(k)a(0)(k)|ψ > = 0
(2.109)

Calculons la valeur moyenne de Ĥ, on a :

< ψ|Ĥ|ψ > =
∫

d3k ωk

3

∑
κ=0

< ψ|ζκ â†(κ)(k)a(κ)(k)|ψ >

=
∫

d3k ωk < ψ| − â†(0)(k)a(0)(k) + â†(3)(k)a(3)(k) + ∑
κ=1,2

â†(κ)(k)a(κ)(k)|ψ >

=
∫

d3k ωk ∑
κ=1,2

< ψ|â†(κ)(k)a(κ)(k)|ψ > (2.110)

L’expression de l’énergie du système, obtenue après calcul, montre que seuls les termes correspondant
aux photons transverses (polarisations κ = 1,2) contribuent à l’énergie totale.

Propagateur du photon :
Le propagateur du photon est défini par

D̃µν(x− x′) =< 0|T[Aµ(x)Aν(x′)]|0 > (2.111)

avec

T[Aµ(x)Aν(x′)] = θ(t− t′)Aµ(x)Aν(x′)− θ(t′ − t)Aν(x′)Aµ(x) (2.112)

Le propagateur D̃µν est une fonction de Green, il vérifie l’équation différentielle suivante :

[∂2gµν − (1− 1/α)∂µ∂ν]D̃νσ(x− x′) = igσ
µδ(4)(x− x′) (2.113)

La transformé de Fourrier de D̃µν(x− x′) est

D̃µν(x− x′) =
∫ d4k

(2π)4 e−ik·(x−x′)Gµν(k). (2.114)

Alors,

[−k2gµν + (1− 1/α)kµkν]Gνσ(k) = igσ
µ. (2.115)

on montre que

Gµν(k) = −
i

k2 + iλ

[
gµν − (1− α)

kµkν

k2 + iλ

]
(2.116)

dans la jauge de Feynman α = 1, le propagateur devient

Gµν(k) = −i
gµν

k2 + iλ
(2.117)

dans la jauge de Landau α = 0, le propagateur devient

Gµν(k) = −
i

k2 + iλ

[
gµν −

kµkν

k2 + iλ

]
(2.118)
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2.4 Matrice S et Règles de Feynman
2.4.1 Définition de la matrice S

La matrice Ŝ est un opérateur qui donne la probabilité de transition d’un état initial |i > à un état
final | f >. Pour assurer la conservation de la probabilité, l’opérateur Ŝ doit être unitaire ŜŜ† = 1. Un
élément de cette matrice s’écrit :

S f i =< f |Ŝ|i > où ∑
f
|S f i|2 = 1. (2.119)

L’expansion de Dyson de la matrice Ŝ, dans le cas général, est :

Ŝ =
∞

∑
n=0

(−i)n

n!

∫
· · ·
∫

d4x1d4x2 · · ·d4xnT{HI(x1)HI(x2) · · ·HI(xn)} (2.120)

oùHI = −LI est la densité hamiltonienne d’interaction. Rappelons que :
{ L = L0 + LI LI = −e : ψ 6Aψ :
H =H0 +HI HI = e : ψ 6Aψ :

(2.121)

2.4.2 Théorème de Wick
On rappelle que le produit normal de deux opérateurs A et B est défini par :

: AB : =
{

A+B+ − B−A+ + A−B+ + A−B− A et B sont des opérateurs fermioniques
A+B+ + B−A+ + A−B+ + A−B− autres

(2.122)

où A+(B+) sont des opérateurs d’annihilation et A−(B−) sont des opérateurs de création. Pour deux
champs scalaires et deux spineurs de Dirac, respectivement, le produit normal est défini par :

: φ(x)φ(y) : = φ(−)(x)φ(−)(y) + φ(−)(y)φ(+)(x) + φ(+)(x)φ(+)(y) + φ(−)(x)φ(+)(y). (2.123)

: ψ(x)ψ(y) : = ψ(−)(x)ψ(−)(y)− ψ(−)(y)ψ(+)(x) + ψ(+)(x)ψ(+)(y) + ψ(−)(x)ψ(+)(y). (2.124)

où Ô+ et Ô− sont, respectivement, les opérateurs d’annihilation et de création.
On peut écrire aussi :

AB− : AB : =
{ {A+, B−} A et B sont des opérateurs fermioniques

[A+, B−] autres
(2.125)

Le commutateur et l’anti-commutateur sont des scalaires, alors, on peut montrer que :

< 0|AB|0 > =

{ {A+, B−} fermions
[A+, B−] bosons

(2.126)

Le produit chronologique de deux opérateurs s’écrit sous la forme :

T[A(x1)B(x2)] =: A(x1)B(x2) : + < 0|T[A(x1)B(x2)]|0 > (2.127)

On introduit la notion de contraction de deux opérateurs. La valeur moyenne sur le vide du produit
chronologique de A et B (< 0|T[A(x1)B(x2)]|0 >) est donné par la contraction des deux opérateurs A
et B, on écrit donc

A(x1)B(x2) =< 0|T[A(x1)B(x2)]|0 > (2.128)

Les contraction non nulles sont les propagateurs de Feynman. Pour la QED, les contraction non nulles
sont les suivantes :

ψ(x1)ψ(x2) = −ψ(x2)ψ(x1) = iS̃F(x1 − x2) =
∫ d4k

(2π)2
e−ik·(x1−x2)

6 k−m + iλ
(2.129)

Aµ(x1)Aν(x2) = iD̃(x1 − x2) = gµν
∫ d4k

(2π)2 e−ik·(x1−x2)

(
gµν

k2 + iλ
− (1− α)

kµkν

k2 + iλ

)
(2.130)
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58 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

La généralisation du T-produit (théorème de Wick) :

T[ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ] =: ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ :

+ : ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ : + · · ·+ : ÂB̂Ĉ · · · ŶẐ :

+ : ÂB̂ĈD̂ · · · X̂ŶẐ : + · · ·+ : ÂB̂Ĉ · · ·ŴX̂ŶẐ :

+ somme sur les contractions triples
+ somme sur toutes les contractions supérieurs !. (2.131)

Par exemple,

T[φA(x1)φB(x2)] =: φA(x1)φB(x2) : + : φA(x1) φB(x2) : (2.132)

T[φA(x1)φB(x2)φC(x3)] =: φA(x1)φB(x2)φC(x3) : + : φA(x1)φB(x2)φC(x3) :

+ : φA(x1)φB(x2)φC(x3) : + : φA(x1)φB(x2)φC(x3) : (2.133)

2.4.3 Matrice S et Règles de Feynman
Revenons, maintenant, à la matrice S, voir eq. (2.120). En QED, elle s’écrit sous la forme suivante :

Ŝ = I +
∞

∑
n=1

S(n)

=
∞

∑
n=0

(−ie)n

n!

∫
· · ·
∫

d4x1d4x2 · · ·d4xnT{: ψ 6Aψ :x1 : ψ 6Aψ :x2 · · · : ψ 6Aψ :xn} (2.134)

On note qu’on peut remplacer le T-produit dans (2.134) par :

T{: ψ 6Aψ :x1 : ψ 6Aψ :x2 · · · : ψ 6Aψ :xn} = T{(ψ 6Aψ)x1(ψ 6Aψ)x2 · · · (ψ 6Aψ)xn} (2.135)

Regardons, maintenant, le premier ordre de l’opérateur Ŝ. Il s’écrit,

Ŝ(1) = −ie
∫

d4xT{: ψ 6Aψ :}

= −ie
∫

d4xT{: ψ
+ 6A+ψ+ + ψ

+ 6A+ψ− + · · ·+ ψ
− 6A−ψ− :}

= −ie
∫

d4x[ψ+ 6A+ψ+ + ψ
+ 6A+ψ− + · · ·+ ψ

− 6A−ψ−] (2.136)

Considérons l’état |e−, e+,γ > et l’opérateur ψ
+ 6A+ψ+,

ψ
+ 6A+ψ+|e−, e+,γ > = ψ

+ 6A+|0, e+,γ >

= ψ
+|0, e+,0 >

= |0,0,0 > (2.137)

on peut interpréter cette opération comme l’annihilation d’un électron, positron et un photon.

Schématiquement, Ŝ(1) décrit 8 processus (tous sont non-physique car l’énergie ne peut être conservée).
Voici les 8 processus basique de la QED :

� Annihilation d’un électron et un positron et absorption d’un photon au point x :

� (−ie)ψ+ 6A+ψ+ (2.138)
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2.4 Matrice S et Règles de Feynman 59

� Annihilation d’un positron et absorption d’un photon au point x et création d’un positron :

� (−ie)ψ+ 6A+ψ− (2.139)

� Annihilation d’un électron et absorption d’un photon au point x et création d’un électron :

� (−ie)ψ− 6A+ψ+ (2.140)

� Absorption d’un photon au point x et création d’un électron et un positron :

� (−ie)ψ− 6A+ψ− (2.141)

� Création d’un électron et positron et émission d’un photon au point x :

� (−ie)ψ− 6A−ψ− (2.142)

� Émission d’un photon et annihilation d’un électron et un positron au point x :

� (−ie)ψ+ 6A−ψ+ (2.143)

� Émission d’un photon et création d’un électron et annihilation d’un électron :

� (−ie)ψ− 6A−ψ+ (2.144)

� Émission d’un photon et création d’un positron et annihilation d’un positron :

� (−ie)ψ+ 6A−ψ− (2.145)

Règles de Feynman dans l’espace des configurations
� Absorption d’un électron au point x :

� x ψ̂+(x) (2.146)

� Absorption d’un positron au point x :

� x ψ̂
+
(x) (2.147)

� Émission d’un électron au point x :

�x ψ̂
−
(x) (2.148)

� Émission d’un positron au point x :

�x ψ̂−(x) (2.149)
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60 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

� Absorption d’un photon au point x :

�µ x A+
µ (x) (2.150)

� Émission d’un photon au point x :

�x µ A−µ (x) (2.151)

� Propagation d’un électron du point x1 au point x2 :

�x1 x2 iS̃F(x1 − x2) (2.152)

� Propagation d’un photon du point x1 au point x2 :

�x1 x2 iD̃µν(x1 − x2) (2.153)

� Vertex électron-électron-photon :

	x − ieγµ (2.154)

Processus à l’ordre de Born :
Considérons l’ordre 2 de la matrice S,

Ŝ(2) =
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2T{: ψ(x1) 6A(x1)ψ(x1) :: ψ(x2) 6A(x2)ψ(x2) :}

(2.155)

D’après le théorème de Wick, on ne prend pas en compte les contraction dans le même point de
l’espace-temps et les contractions suivantes sont nulles,

< 0|T[ψ̂(x1)ψ̂(x2)]|0 >=< 0|T[ψ̂(x1)ψ̂(x2)]|0 > = 0. (2.156)

Alors,

Ŝ(2) =
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

1

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

2

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

3

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

4

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

5

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

6

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

7

+
(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}≡Ŝ(2)

8 (2.157)

= Ŝ(2)
1 + Ŝ(2)

2 + Ŝ(2)
3 + Ŝ(2)

4 + Ŝ(2)
5 + Ŝ(2)

6 + Ŝ(2)
7 + Ŝ(2)

8 (2.158)
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2.4 Matrice S et Règles de Feynman 61

On peut montrer que Ŝ(2)
2 = Ŝ(2)

3 , alors,

Ŝ(2)
2 + Ŝ(2)

3 = (−ie)2
∫

d4x1d4x2{: ψ(x1)γ
µψ(x1)ψ(x2)γ

νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}

= i(−ie)2
∫

d4x1d4x2{: ψ(x1)γ
µS̃F(x1 − x2)γ

νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :} (2.159)

En développant cet élément en fonction des fréquences positive et négative des champs, cet élément
de la matrice peut décrire plusieurs processus tout dépend de l’état initial et final.

• Diffusion Compton : e−γ→ e−γ

Ŝ(2)
e−γ→e−γ =− e2

∫
d4x1d4x2{: ψ

−
(x1)γ

µiS̃F(x1 − x2)γ
νψ+(x2)A−µ (x1)A+

ν (x2) :}→M1

− e2
∫

d4x1d4x2{: ψ
−
(x1)γ

µiS̃F(x1 − x2)γ
νψ+(x2)A+

µ (x1)A−ν (x2) :}→M2 (2.160)

�
Aν

M1

Aµ

x2 x1 �
Aν

M2Aµ

x2

x1

(2.161)

La première ligne de (2.160) est représenté par le diagramme M1 et le dixième est représenté
par le diagramme M2.

• Processus : 2γ→ e−e+

Ŝ(2)
2γ→e−e+ =− e2

∫
d4x1d4x2{: ψ

−
(x1)γ

µiS̃F(x1 − x2)γ
νψ−(x2)A+

µ (x1)A+
ν (x2) :}

− e2
∫

d4x1d4x2{: ψ
−
(x1)γ

µiS̃F(x1 − x2)γ
νψ−(x2)A+

ν (x1)A+
µ (x2) :} (2.162)

�
Aν

M1

Aµ

x2

x1 �
Aµ

M2

Aν

x2

x1

(2.163)

• Processus : e− + e−→ e− + e−

Ŝ(2)
2e−→2e− =− e2

∫
d4x1d4x2{: ψ

−
(x1)γ

µψ+(x1)ψ
−
(x2)γ

νψ+(x2) : iD̃µν(x1 − x2)} (2.164)

�
M1

x2

x1 �
M2

x1

x2

(2.165)
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62 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

• Diagrammes à une et à deux boucles : les éléments de la matrices S, c.f. eq.(2.158), Ŝ(2)
5 (Ŝ(2)

6 ),
Ŝ(2)

7 et Ŝ(2)
8 sont représentés, respectivement, par les diagrammes de Feynman suivants :

� � � (2.166)

2.4.4 Règles de Feynman en QED dans l’espace des impulsions
� Fermion entrant avec une impulsion p :

�p
us(p) (2.167)

� Fermion sortant avec une impulsion p :

�p
ūs(p) (2.168)

� Anti-fermion entrant avec une impulsion p :

�
-p

v̄s(p) (2.169)

� Anti-fermion sortant avec une impulsion p :

�
-p

vs(p) (2.170)

� Photon entrant avec une impulsion k :

�
k

ε
(κ)
µ (k) (2.171)

� Photon sortant avec une impulsion k :

�
k

ε
∗(κ)
µ (k) (2.172)

� Propagateur du fermion :

�p
i

6 p−m + i λ
(2.173)

� Propagateur du photon :

�k
µ ν

−i
k2 + i λ

(
gµ ν − (1− α)

kµ kν

k2 + i λ

)
(2.174)

Dans la jauge de Feynman, on pose α = 1. Donc le propagateur du photon devient,

	k
µ ν

−igµ ν

k2 + i λ
(2.175)

� Vertex fermion-fermion-photon :



µ

− i e γµ (2.176)

� Vertex quark-quark-photon :

�
i

µ

j − i eQq γµδij (2.177)

où i, j désignent les couleurs des quarks et Qq est la fraction de charge des quarks (Qq = 2/3
pour les quark up et Qq = −1/3 pour les quarks down).
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2.5 Calcul des processus à l’ordre de Born

Pour calculer les carrés des amplitudes, on utilise les relations suivantes :

2

∑
s=1

us(k)ūs(k) = 6 k + m,
2

∑
s=1

vs(k)v̄s(k) = 6 k−m (2.178)

2

∑
s=1

(us(k))i(ūs(k))j = ( 6 k + m)ij,
2

∑
s=1

(vs(k))i(v̄s(k))j = ( 6 k−m)ij (2.179)

(2.180)

et

∑
κ

ε
(κ)
µ (k)ε∗(κ)ν (k) = −gµν (2.181)

Contraction sur les indices de Lorentz :

γµγµ = 4
γµγαγµ = −2γα

γµγαγβγµ = 4gαβ

γµγαγβγσγµ = −2γσγβγα (2.182)

Traces des matrices de Dirac :

Tr(γµγν) = 4gµν (2.183)

Tr(γµγνγσγλ) = 4(gµνgσλ − gµσgνλ + gµλgνσ) (2.184)

2.5.1 Création d’une paire de leptons : e− + e+→ µ− + µ+

Considérons la réaction suivante :

e−(p1) + e+(p2)→ µ−(p3) + µ+(p4) (2.185)

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est le suivant :

�
s1

s3

p1 + p2

s2

s4

γ

e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

µ ν (2.186)

L’amplitude correspondantes s’écrit,

M =
ie2

(p1 + p2)2 + iλ
v̄s2(p2)γ

µus1(p1)ūs3(p3)γ
νvs4(p4)gµν

=
ie2

(p1 + p2)2 + iλ
v̄s2(p2)γ

µus1(p1)ūs3(p3)γµvs4(p4) (2.187)

Le complexe conjugué est donné par,

M =
−ie2

(p1 + p2)2 + iλ
ūs1(p1)γ

µ′vs2(p2)v̄s4(p4)γµ′us3(p3) (2.188)
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64 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins

∑|M|2 =
1
4

2

∑
s1=1

2

∑
s2=1

2

∑
s4=1

MM

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2
2

∑
s2=1

v̄s2(p2)γ
µ

= 6p1+me︷ ︸︸ ︷
2

∑
s1=1

us1(p1)ūs1(p1)γµ′vs2(p2)

×
2

∑
s3=1

ūs3(p3)γµ

= 6p4−mµ︷ ︸︸ ︷
2

∑
s4=1

vs4(p4)v̄s4(p4)γµ′us3(p3) (2.189)

alors,

∑|M|2 =
1
4

e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2
2

∑
s2=1

(
v̄s2(p2)

)

α1

(
γµ( 6 p1 + me)γ

µ′
)

α1β1

(
vs2(p2)

)

β1

×
2

∑
s3=1

(
ūs3(p3)

)

α2

(
γµ( 6 p4 −mµ)γµ′

)

α2β2

(
us3(p3)

)

β2

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2
2

∑
s2=1

(
vs2(p2)

)

β1

(
v̄s2(p2)

)

α1

(
γµ( 6 p1 + me)γ

µ′
)

α1β1

×
2

∑
s3=1

(
us3(p3)

)

β2

(
ūs3(p3)

)

α2

(
γµ( 6 p4 −mµ)γµ′

)

α2β2

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2

(
6 p2 −me

)

β1α1

(
γµ( 6 p1 + me)γ

µ′
)

α1β1

×
(
6 p3 + mµ

)

β2α2

(
γµ( 6 p4 −mµ)γµ′

)

α2β2

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2
Tr[( 6 p2 −me)γ

µ( 6 p1 + me)γ
µ′ ]Tr[( 6 p3 + mµ)γµ( 6 p4 −mµ)γµ′ ] (2.190)

avec

Tr[ 6 p2 −me)γ
µ( 6 p1 + me)γ

µ′ ] = Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ ]−m2
e Tr[γµγµ′ ]

= 4
(

pµ
2 pµ′

1 − p1 · p2gµµ′ + pµ′

2 pµ
1

)
− 4m2

e gµµ′ (2.191)

Tr[ 6 p3 + mµ)γµ( 6 p4 −mµ)γµ′ ] = Tr[ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ]−m2
µTr[γµγµ′ ]

= 4
(

p3µ p4µ′ − p3 · p4gµµ′ + p3µ′ p4µ

)
− 4m2

µgµµ′ (2.192)

Le produit des deux traces est,

Tr[· · · ]Tr[· · · ] = 32(p1 · p3 p2 · p4 + p1 · p4 p2 · p3 + m2
e p3 · p4 + m2

µ p1 · p2 + 2m2
e m2

µ) (2.193)

Rappelons que gµµ′gµµ′ = gµ
µ = 4 et pµ

2 pµ′

1 p3µ p4µ′ = p1 · p4 p2 · p3, ... etc. Alors, le carré de l’amplitude
sommé et moyenné sur les spins est,

∑|M|2 =
8e4

[(p1 + p2)2 + iλ]2
(p1 · p3 p2 · p4 + p1 · p4 p2 · p3 + m2

e p3 · p4 + m2
µ p1 · p2 + 2m2

e m2
µ) (2.194)
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On re-exprime ∑|M|2 en fonction des variables de MandelStam. Rappelons que,

s = (p1 + p2)
2 = 2m2

e + 2p1 · p2 =⇒ p1 · p2 =
s− 2m2

e
2

= (p3 + p4)
2 = 2m2

µ + 2p3 · p4 =⇒ p3 · p4 =
s− 2m2

µ

2

t = (p1 − p3)
2 = m2

e + m2
µ − 2p1 · p3 =⇒ p1 · p3 =

m2
e + m2

µ − t
2

= (p2 − p4)
2 = m2

e + m2
µ − 2p2 · p4 =⇒ p2 · p4 =

m2
e + m2

µ − t
2

u = (p1 − p4)
2 = m2

e + m2
µ − 2p1 · p4 =⇒ p1 · p4 =

m2
e + m2

µ − u
2

= (p2 − p3)
2 = m2

e + m2
µ − 2p2 · p3 =⇒ p2 · p3 =

m2
e + m2

µ − u
2

(2.195)

Donc,

∑|M|2 =
2e4

[s + iλ]2
[t2 + u2 − 2(m2

e + m2
µ)(m

2
2 + m2

µ − 2s)] (2.196)

Pour trouver la dernière formule, on a utilisé le fait que : u = 2m2
e + m2

µ − s− t.

On calcule, maintenant, la section efficace totale :

σ =
1

4
√
(p1.p2)2 −m4

e

1
(2π)2

∫
δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

d3~p3

2 E3

d3~p4

2 E4
∑|M|2 (2.197)

On a
∫ d3~p4

2E4
=
∫

d4 p4δ+(p2
4 −m2

µ) (2.198)

A l’aide de cette formule, on intègre facilement sur la 4-impulsion p4 (grâce à la fonction δ) :

σ =
1

4
√
(p1.p2)2 −m4

e

1
(2π)2

∫ |~p3|2 d|~p3|
2 E3

dΩ3 δ+[(p1 + p2 − p3)
2 −m2

µ]∑|M|2 (2.199)

On se place dans le référentiel CM : ~p1 + ~p2 = ~p3 + ~p4 =~0 et

p1 =

√
s

2




1
0
0
ρe


 p2 =

√
s

2




1
0
0
−ρe


 (2.200)

p3 =

√
s

2




1
ρµ sin(θ)

0
ρµ cos(θ)


 p4 =

√
s

2




1
−ρµ sin(θ)

0
−ρµ cos(θ)


 (2.201)

avec

ρe =

√
1− 4m2

e
s

ρµ =

√

1−
4m2

µ

s
(2.202)

Pour linéariser l’argument de la fonction δ, on utilise :

δ(g(x)) = ∑
i

δ(x− xi)/|g′(xi)| (2.203)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



66 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

alors :

δ+[(p1 + p2 − p3)
2 −m2

µ] = δ+[s− 2
√

s
√
|~p3|2 + m2

µ] (2.204)

on a

g(|~p3|) = s− 2
√

s
√
|~p3|2 + m2

µ |~p3|± = ±
√

s
2

√

1−
4m2

µ

s
≡ ±
√

s
2

ρµ (2.205)

On prend en compte que la solution positive,

|g′(|~p3|+)| = 2
√

sρµ (2.206)

alors,

δ+[(p1 + p2 − p3)
2 −m2

µ] =

δ

(
|~p3| −

√
s

2 ρµ

)

2
√

sρµ
(2.207)

On remplace dans la section efficace,

σ =
1

4sρe

1
(2π)2

∫ +∞

0

|~p3|2√
|~p3|2 + m2

µ

d|~p3|
∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dϕ

δ

(
|~p3| −

√
s

2 ρµ

)

2
√

sρµ
∑|M|2 (2.208)

Le carré de l’amplitude ne dépend que de θ,

∑|M|2 =
2e4

[s + iλ]2

[
s2

8
{(ρ2

e + ρ2
µ)

2 + 4ρ2
e ρ2

µ cos2(θ)} − 2(m2
e + m2

µ)(m
2
e + m2

µ − 2s)
]

(2.209)

avec,

t = −1
4

s[ρ2
e + ρ− µ2 − 2ρeρµ cos(θ)] (2.210)

u = −1
4

s[ρ2
e + ρ− µ2 + 2ρeρµ cos(θ)] (2.211)

Intégrant σ sur φ, on obtient

σ =
1

4sρe

1
2π

∫ +∞

0

|~p3|2√
|~p3|2 + m2

µ

d|~p3|
∫ π

0
sin(θ)dθ

δ

(
|~p3| −

√
s

2 ρµ

)

2
√

sρµ
∑|M|2 (2.212)

Intégrant, maintenant, la dernière formule sur |~p3|, on trouve

σ =
e4

16πs
ρµ

ρe

1
(s + iλ)2

∫ π

0
sin(θ)dθ

[
s2

8
{(ρ2

e + ρ2
µ)

2 + 4ρ2
e ρ2

µ cos2(θ)}

− 2(m2
e + m2

µ)(m
2
e + m2

µ − 2s)
]

(2.213)

Pour intégrer sur θ, on fait le changement de variable suivant :

cos(θ) = X sin(θ)dθ = dX (2.214)

alors,

σ =
e4

16πs
ρµ

ρe

1
s2

∫ +1

−1
dX
[

s2

8
{(ρ2

e + ρ2
µ)

2 + 4ρ2
e ρ2

µX2} − 2(m2
e + m2

µ)(m
2
e + m2

µ − 2s)
]

(2.215)
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2.5 Calcul des processus à l’ordre de Born 67

On peut négliger la masse de l’électron devant mµ et s et car,

m2
e ≪ s m2

e ≪ m2
µ (2.216)

donc, ρe→ 1. On trouve,

σ =
e4

16πs
ρµ

1
s2

∫ +1

−1
dX
[

s2

8
{(1 + ρ2

µ)
2 + 4ρ2

µX2} − 2m2
µ(m

2
µ − 2s)

]

=
4
3

α2π

s
ρµ

(
1 +

2m2
µ

s

)
(2.217)

Pour s≫ m2
µ, on peut négliger la masse du muon et on obtient la fameuse formule de la section

efficace :

σ =
4
3

α2π

s
(2.218)

2.5.2 Diffusion Compton : e− + γ→ e− + γ

Considérons la réaction suivante :

e−(p1) + γ(p2)→ e−(p3) + γ(p4) (2.219)

Les deux diagrammes de Feynman décrivant cette réaction :

�µ p1 + p2
ν

p1

p2

p4

p3

�
ν

p1 − p4

µ

p1 p4

p2 p3

Calcul de l’amplitude :
Les amplitudes associées à ces deux diagrammes de Feynman, respectivement, sont :

M1 =
−ie2

(p1 + p2)2 −m2 + iλ
ūs3(p3)γ

ν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµus1(p1)ε
(κ2)
µ (p2)ε

∗(κ4)
ν (p4) (2.220)

M2 =
−ie2

(p1 − p4)2 −m2 + iλ
ūs3(p3)γ

µ( 6 p1− 6 p4 + m)γνus1(p1)ε
(κ2)
µ (p2)ε

∗(κ4)
ν (p4) (2.221)

Les complexes conjugués de M1 et M2 sont,

M1 =
ie2

(p1 + p2)2 −m2 + iλ
ūs1(p1)γ

µ′( 6 p1+ 6 p2 + m)γν′us3(p3)ε
∗(κ2)
µ′ (p2)ε

(κ4)
ν′ (p4) (2.222)

M2 =
ie2

(p1 − p4)2 −m2 + iλ
ūs1(p1)γ

ν′( 6 p1− 6 p4 + m)γµ′us3(p3)ε
∗(κ2)
µ′ (p2)ε

∗(κ4)
ν′ (p4) (2.223)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et les polarisations s’écrit,

∑|M|2 =
1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M1 + M2|2

=
1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M1|2 +
1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M2|2 +
1
2

Re
[

∑
s2,s2

∑
κ2,κ4

M1M2

]
(2.224)
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68 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Alors,

1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M1|2 =
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2

×∑
s3

ūs3(p3)γ
ν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ

= 6p1+m︷ ︸︸ ︷(
∑
s1

us1(p1)ūs1(p1)

)
γµ′( 6 p1+ 6 p2 + m)γν′us3(p3)

×

−gµµ′︷ ︸︸ ︷
(∑

κ2

ε
(κ2)
µ (p2)ε

∗(κ2)
µ′ (p2)

)
−gνν′︷ ︸︸ ︷(

∑
κ2

ε
(κ4)
ν′ (p4)ε

∗(κ4)
ν (p4)

)

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2

×∑
s3

ūs3(p3)γ
ν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γµ( 6 p1+ 6 p2 + m)γνus3(p3)

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2

×∑
s3

(
ūs3(p3)

)

α

(
γν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γµ( 6 p1+ 6 p2 + m)γν

)

αβ

(
us3(p3)

)

β

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2

×∑
s3

(
us3(p3)

)

β

(
ūs3(p3)

)

α

(
γν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γµ( 6 p1+ 6 p2 + m)γν

)

αβ

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2

×∑
s3

( 6 p3 + m)βα(γ
ν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γµ( 6 p1+ 6 p2 + m)γν)αβ

=
1
4

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ]2
Tr[( 6 p3 + m)γν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γµ( 6 p1+ 6 p2 + m)γν] (2.225)

On contracte sur les indices de Lorentz, on trouve

1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M1|2 =
2e4

p1 · p2

[
2m2 + p2 · p3 +

m2

p1 · p2

(
2m2 − p1 · p3 − p2 · p3

)]

=
2e4

(p1 · p2)2

[
(p1 · p2)(p2 · p3) + m2(p1 · p2) + m4

]
(2.226)

Le carré de la deuxième amplitude est :

1
4 ∑

s2,s2

∑
κ2,κ4

|M2|2 =
1
4

e4

[(p1 − p4)2 −m2 + iλ]2

× Tr[( 6 p3 + m)γµ( 6 p1− 6 p4 + m)γν( 6 p1 + m)γν( 6 p1− 6 p4 + m)γµ]

= − 2e4

p1 · p4

[
2m2 − p3 · p4 −

m2

p1 · p4

(
2m2 − p1 · p3 + p3 · p4

)]

=
2e4

(p1 · p4)2

[
(p1 · p4)(p3 · p4)−m2(p1 · p4) + m4

]
(2.227)
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2.5 Calcul des processus à l’ordre de Born 69

Le terme d’interférence est

1
2

Re
[

∑
s2,s2

∑
κ2,κ4

M1M2

]
=

1
2

e4

[(p1 + p2)2 −m2 + iλ][(p1 − p4)2 −m2 + iλ]

× Tr[( 6 p3 + m)γν( 6 p1+ 6 p2 + m)γµ( 6 p1 + m)γν( 6 p1− 6 p4 + m)γµ]

= −2
e4

(p1 · p2)(p1 · p4)
[m4 + 2p1 · p2(m2 − p1 · p3) + p1 · p3(m2 + 2p1 · p4 + 2p2 · p4)

−m2(2p1 · p4 − p2 · p3 + p2 · p4 + p3 · p4)]

= 2
e4

(p1 · p2)(p1 · p4)

[
−2m4 − 2(p1 · p2 − p1 · p4)(m2 − p1 · p2 + p1 · p4)

+ p2 · p4(m2 − 2p1 · p2 + 2p1 · p4)

]

= − 2e4

(p1 · p2)(p1 · p4)
m2
[

2m2 + (p1 · p2)− (p1 · p4)

]
(2.228)

Le carré de l’amplitude totale s’écrit,

∑|M|2 = 2e4
[

p1 · p4

p1 · p2
+

p1 · p2

p1 · p4
+ 2m2

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)
+ m4

(
1

p1 · p2
− 1

p1 · p4

)2]
(2.229)

On se place dans le référentiel du laboratoire (l’électron d’impulsion p1 est au repos). Alors,

p1 = m




1
0
0
0


 p2 = E2




1
0
0
1




p4 = E4




1
sin(θ)

0
cos(θ)


 p3 = p1 + p2 − p4 =




m + E2 − E4
−E4 sin(θ)

0
E2 − E4 cos(θ)


 (2.230)

Alors,

∑|M|2 = 2e4
[

E4

E2
+

E2

E4
+ 2m

(
1
E2
− 1

E4

)
+ m2

(
1
E2
− 1

E4

)2]
(2.231)

on a

1
E2
− 1

E4
=

1
m
[cos(θ)− 1] (2.232)

on trouve

∑|M|2 = 32π2α2
[

E4

E2
+

E2

E4
− sin2(θ)

]
(2.233)

où α = e2/(4π).

Calcul de la Section efficace :
Dans ce cas, la section efficace totale est donnée par :

σ =
1

4p1 · p2

1
(2π)2

∫ d3~p3

2E3

d3~p4

2E4
δ(4)(p3 + p4 − p1 − p2)∑|M|2 (2.234)

on a,

p1 · p2 = mE2

∫ d3~p3

2E3
=
∫

d4 p3δ+(p2
3 −m2) (2.235)
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70 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Alors,

σ =
1

8mE2

1
(2π)2

∫
d4 p3

d3~p4

E4
δ+(p2

3 −m2)δ(4)(p3 + p4 − p1 − p2)∑|M|2 (2.236)

Grâce à la fonction δ(4) (p3 = p1 + p2 − p4), on peut intégrer facilement sur ~p3, on trouve alors,

σ =
1

8mE2

1
(2π)2

∫ d3~p4

E4
δ+[(p1 + p2 − p4)

2 −m2]∑|M|2
∣∣∣∣

p3=p1+p2−p4

(2.237)

on a,

δ+[(p1 + p2 − p4)
2 −m2] = δ+[2mE2 − 2mE4 − 2E2E4(1− cos(θ))] ≡ δ+[g(E4)] (2.238)

avec

g(E4) = 0 =⇒ E4 =
mE2

m + E2(1− cos(θ))
(2.239)

et

|g′(E4)| = 2[m + E2(1− cos(θ))] (2.240)

Donc, la fonction δ+ devient,

δ+[(p1 + p2 − p4)
2 −m2] =

δ[E4 − mE2
m+E2(1−cos(θ)) ]

2[m + E2(1− cos(θ))]
(2.241)

Dans les coordonnées sphérique, d3~p4 s’écrit

d3~p4 = |~p4|2d|~p4|sin(θ)dθi (2.242)

mais E4 = |~p4|, alors,

d3~p4 = E2
4dE4 sin(θ)dθdϕ (2.243)

on obtient

σ =
1

16mE2

1
(2π)2

∫ +∞

0
E4dE4

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dϕ

δ[E4 − mE2
m+E2(1−cos(θ)) ]

[m + E2(1− cos(θ))]∑|M|
2 (2.244)

L’intégrande de σ ne dépend pas de ϕ, il dépend que de E4 et θ. Intégrant sur ϕ, on trouve,

σ =
1

16mE2

1
2π

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ +∞

0
dE4E4

δ[E4 − mE2
m+E2(1−cos(θ)) ]

[m + E2(1− cos(θ))]∑|M|
2 (2.245)

Intégrant sur E4,

σ = πα2
∫ π

0
dθ

sin(θ)
[m + E2(1− cos(θ))]2

[
m

m + E2(1− cos(θ))
+

m + E2(1− cos(θ))
m

− sin2(θ)

]
(2.246)

A la limite à basse énergie E2≪ m et E2 ≈ E4 (ç.à.d l’énergie de recul de l’électron est négligeable). σ
devient,

σ = πα2
∫ π

0
dθ

sin(θ)
m2 (2− sin2(θ)) = πα2

∫ π

0
dθ

sin(θ)
m2 (1 + cos2(θ)) (2.247)

on fait le changement de variable X = cos(θ). On obtient,

σ = πα2
∫ +1

−1
dX

1
m2 (1 + X2)

=
8
3

πα2

m2 (2.248)

c’est la fameuse formule de Thomson.
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2.5 Calcul des processus à l’ordre de Born 71

2.5.3 Amplitudes polarisée de la réaction : e−e+→ l−l+

Dans les sous-sections précédentes, on a supposé que les réactions sont non-polarisées, ce qui signifie
qu’on a sommé sur les spins et les polarisations des particules dans les états initiaux et finaux pour
calculer les carrés des amplitudes. Dans cette sous-section, on va calculer les amplitudes polarisées
pour la réaction e−e+→ l−l+.
Rappelons que les spineurs de Dirac pour un fermion (anti-fermion) d’énergie E, de quantité de
mouvement ~p et de masse m qui se déplace dans une direction arbitraire définie par l’angle polaire θ
et azimutale φ sont donnés par :

u�(p) =
√

E + m




cos
(

θ
2

)

sin
(

θ
2

)
eiφ

|~p|
E+m cos

(
θ
2

)
|~p|

E+m sin
(

θ
2

)
eiφ


 ≡ u+(p), u�(p) =

√
E + m




−sin
(

θ
2

)

cos
(

θ
2

)
eiφ

|~p|
E+m sin

(
θ
2

)

− |~p|
E+m cos

(
θ
2

)
eiφ


 ≡ u−(p).

(2.249)

v�(p) =
√

E + m




|~p|
E+m sin

(
θ
2

)

− |~p|
E+m cos

(
θ
2

)
eiφ

−sin
(

θ
2

)

cos
(

θ
2

)
eiφ


 ≡ v+(p), v�(p) =

√
E + m




|~p|
E+m cos

(
θ
2

)
|~p|

E+m sin
(

θ
2

)
eiφ

cos
(

θ
2

)

sin
(

θ
2

)
eiφ


 ≡ v−(p).

(2.250)

Les opérateurs hélicité pour le fermions (h) et les anti-fermions (h̄) sont définis par :

h(p) =
1
2

~Σ · ~p
|~p| ≡

Σx px + Σy py + Σz pz√
p2

x + p2
y + p2

z

. (2.251)

h̄(p) = −1
2

~Σ · ~p
|~p| ≡

Σx px + Σy py + Σz pz√
p2

x + p2
y + p2

z

(2.252)

avec

Σx =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 , Σy =




0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 I 0


 , Σz =




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 . (2.253)

On a donc,

h(p)u�(p) = +
1
2

u�(p), h(p)u�(p) = −1
2

u�(p). (2.254)

h̄(p)v�(p) = +
1
2

v�(p), h̄(p)v�(p) = −1
2

v�(p). (2.255)

On se place dans le référentiel du centre de masse. On suppose que :

•~p1 :[θ = 0,φ = 0] p1 =

√
s

2
[1,0,0, βe],

•~p2 :[θ = π,φ = π] p2 =

√
s

2
[1,0,0,−βe]

•~p3 :[θ = θ,φ = 0] p3 =

√
s

2
[1, βµ cos(θ),0, βµ sin(θ)],

•~p4 :[θ = π − θ,φ = π] p4 =

√
s

2
[1,−βµ cos(θ),0,−βµ sin(θ)] (2.256)

avec

βe =,

√
1− 4m2

e
s

, βµ =

√

1−
4m2

µ

s
. (2.257)
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72 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

L’amplitude de la réaction e−(p1) + e+(p2)→ µ−(p3) + µ+(p4) s’écrit :

Mλ1λ2λ3λ4 =
−i 4π α

s2 v̄λ2(p2)γµu(λ1)(p1) ūλ3(p3)γ
µv(λ4)(p4). (2.258)

où λi = ± (pour i = 1,2,3,4) est l’hélicité du fermion i et α = e2/(4π).

Après un calcul un peu long, on trouve :

M++++ = i (4πα)
4memµ

s
cos(θ), M−+++ = i (4πα)

2mµ√
s

sin(θ),

M+−++ = i (4πα)
2mµ√

s
sin(θ), M−−++ = −i (4πα)

4memµ

s
cos(θ),

M++−+ = −i (4πα)
2me√

s
sin(θ), M−+−+ = i (4πα) [1 + cos(θ)],

M+−−+ = −i (4πα) [1− cos(θ)], M−−−+ = i (4πα)
2me√

s
sin(θ),

M+++− = −i (4πα)
2me√

s
sin(θ), M−++− = −i (4πα) [1− cos(θ)],

M+−+− = i (4πα) [1 + cos(θ)], M−−+− = i (4πα)
2me√

s
sin(θ),

M+−+− = −i (4πα)
4memµ

s
cos(θ), M−+−− = −i (4πα)

2mµ√
s

sin(θ),

M+−−− = −i (4πα)
2mµ√

s
sin(θ), M−−−− = i (4πα)

4memµ

s
cos(θ),

(2.259)

Lorsque la masse tend vers zéro, les amplitudes non nulles correspondent aux réactions avec s = 1.
Plus précisément, on a :

M+−+− = M−+−+ = i (4πα) [1 + cos(θ)],
M+−−+ = M−++− = −i (4πα) [1− cos(θ)]. (2.260)

Dans cette limite, la somme sur les spins initiaux et finaux, et la moyenne sur les spins initiaux du
carré de l’amplitude, s’écrit :

∑|M|2 =
1
4 ∑

λ1,λ2,λ3,λ4=±
|Mλ1λ2λ3λ4 |2 = 16π2α2 [1 + cos(θ)2]. (2.261)

2.6 Exercice et Problèmes

2.6.1 Rappel de cours
. Produit chronologique T :

T[Ô(t1)Ô(t2) · · ·Ô(tn)] = Ô(ti1)Ô(ti2) · · ·Ô(tin), ti1 ≥ ti2 ≥ · · · ≥ tin . (2.262)

. Produit normal :

: φ(x)φ(y) : = φ(−)(x)φ(−)(y) + φ(+)(x)φ(−)(y) + φ(+)(x)φ(+)(y) + φ(+)(y)φ(−)(x).

: ψ(x)ψ(y) : = ψ(−)(x)ψ(−)(y)− ψ(+)(x)ψ(−)(y) + ψ(+)(x)ψ(+)(y) + ψ(+)(x)ψ(−)(y). (2.263)

où Ô+ et Ô− sont les opérateurs de création et annihilation.
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2.6 Exercice et Problèmes 73

. Théorème de Wick :

T[φA(x1)φB(x2)] =: φA(x1)φB(x2) : + : φA(x1) φB(x2) : (2.264)

T[φA(x1)φB(x2)φC(x3)] =: φA(x1)φB(x2)φC(x3) : + : φA(x1)φB(x2)φC(x3) :

+ : φA(x1)φB(x2)φC(x3) : + : φA(x1)φB(x2)φC(x3) : (2.265)

En général,

T[ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ] =: ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ :

+ : ÂB̂Ĉ · · · X̂ŶẐ : + · · ·+ : ÂB̂Ĉ · · · ŶẐ :

+ : ÂB̂ĈD̂ · · · X̂ŶẐ : + · · ·+ : ÂB̂Ĉ · · ·ŴX̂ŶẐ :

+ somme sur les contractions triples
+ somme sur toutes les contractions supérieurs !. (2.266)

. Matrice S :

Ŝ =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!

∫
d4x1 · · ·d4xnT[ĤI(x1) · · · ĤI(xn)]. (2.267)

. Amplitude de diffusion :

< f |Ŝ|i > = Ŝ f i = δ f i + iTf i

= δ f i + i(2π)4δ(4)(Pf − Pi)Π2
i=1

√
Ni/(2Ei(2π)3)ΠN

i=3

√
N′i /(2E′i(2π)3)M f i (2.268)

avec
• Ni = 1 pour les particules de spin 0 ou le photon.
• N′i = 2m pour les particules de spin 1/2.
• Pf : somme des 4-impulsion de l’état final | f >= |p1, p2 >.
• Pi : somme des 4-impulsion de l’état initial |i >= |p3, · · · , pn >.
• M : amplitude de Feynman M = M(1) + M(2) + · · ·

. Section efficace :

σ =
1

4
√
(p1 · p2)2 −m2

1m2
2

∫
|M|2 d3~p3

(2π)32E3
...

d3~pn

(2π)32En
(2π)4δ4(p3 + p4 + ... + pn − p1 − p2)

(2.269)
. Taux de désintégration

Γ =
1

2m1

∫
|M|2 d3~p2

(2π)32E2
...

d3~pn

(2π)32En
(2π)4δ4(p2 + p3 + ... + pn − p1) (2.270)

. Propagateurs :

SF(x1 − x2) = ψ(x1) ψ̄(x2) =
1

(2π)4

∫
d4 pe−ip(x1−x2)

/p + m
p2 −m2 + iε

. (2.271)

Dµν
F (x1 − x2) = Aµ(x1)Aν(x2) =

−gµν

(2π)4

∫
d4ke−ik(x1−x2)

1
k2 + iε

. (2.272)

. Opérateurs champs :

ψ̂(x) = ψ̂(+)(x) + ψ̂(−)(x). (2.273)
ˆ̄ψ(x) = ˆ̄ψ(+)(x) + ˆ̄ψ(−)(x). (2.274)

Aµ(x) = A(+)
µ (x) + A(−)

µ (x). (2.275)
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74 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

avec

ψ̂(+)(x) = ∑
s

∫ d3 p
(2π)3/2

√
m
Ep

b̂(p, s)u(p, s)e−ip·x. (2.276)

ψ̂(−)(x) = ∑
s

∫ d3 p
(2π)3/2

√
m
Ep

d̂†(p, s)v(p, s)e+ip·x. (2.277)

ˆ̄ψ(+)(x) = ∑
s

∫ d3 p
(2π)3/2

√
m
Ep

d̂(p, s)v̄(p, s)e−ip·x. (2.278)

ˆ̄ψ(−)(x) = ∑
s

∫ d3 p
(2π)3/2

√
m
Ep

b̂†(p, s)ū(p, s)e+ip·x. (2.279)

A(+)
µ (x) = ∑

λ

∫ d3k
(2π)3/2

√
1

2ωp
â(k,λ)εµ(k,λ)e−ik·x. (2.280)

A(−)
µ (x) = ∑

λ

∫ d3k
(2π)3/2

√
1

2ωp
â†(k,λ)ε∗µ(k,λ)e−ik·x. (2.281)

2.6.2 Questions de cours
(1) Expliquer pourquoi on doit ré-exprimer les opérateurs Q̂, Ĥ, ... etc en fonction du produit normal.
(2) Expliquer pourquoi on doit utiliser les anti-commutateurs pour quantifier le champ de Dirac et pas
les commutateurs.
(3) Montrer les égalités suivantes :

2

∑
s=1

us(k)ūs(k) = 6 k + m,
2

∑
s=1

vs(k)v̄s(k) = 6 k−m (2.282)

2

∑
s=1

(us(k))i(ūs(k))j = ( 6 k + m)ij,
2

∑
s=1

(vs(k))i(v̄s(k))j = ( 6 k−m)ij (2.283)

(2.284)

(4) Montrer les relations d’anti-commutation suivantes :

{ψ(x), ψ̄(y)} = (i 6∂−m)(i∆(x− y)), {ψ(x),ψ(y)} = 0 (2.285)

(5) Calculer, dans le système d’unités naturelles (h̄ = c = 1), la dimension de :

E p t x L H ψ φ Aµ Fµν α e S. (2.286)

(6) Comparer les représentations d’Heisenberg, Schrödinger et Dirac en donnant les relations entre les
fonctions d’onde et les opérateurs dans chaque représentation.
(7) Dériver la formule de la matrice S (éq. (2.267)).
(8) Montrer que

[A(+), B(−)]± =< 0|AB|0 > . (2.287)

(9) Montrer que

T[φA(x1)φB(x2)] =: φA(x1)φB(x2) : + : φA(x1) φB(x2) : (2.288)

(10) Montrer que :

ψα(x1) ψ̄β(x2) = −ψ̄β(x2) ψα(x1) = iSF,αβ(x1 − x2). (2.289)

φ(x1) φ†(x2) = φ†(x2) φ(x1) = i∆(x1 − x2). (2.290)

(2.291)
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2.6 Exercice et Problèmes 75

où ψ est un champ fermionique et φ est champ scalaire complexe.
(11) Théorème de Wick. Montrer les relations suivantes :

: ψα(x1)ψβ(x2)Aµ(x3)ψ̄γ(x4)ψ̄δ(x5) : = (−1)ψβ(x2)ψ̄δ(x5) : ψα(x1)Aµ(x3)ψ̄γ(x4) : (2.292)

(12) Montrer l’égalité suivante :
∫

d4x1d4x2:(ψ̄/Aψ)x1(ψ̄/Aψ)x2 : =
∫

d4x1d4x2:(ψ̄/Aψ)x1(ψ̄/Aψ)x2 : (2.293)

(13) Justifier

< f |S(1)|i > = 0. (2.294)

(14) Monter que le propagateur du fermion est donné par :

SF(p) =
i

6 p−m + iλ
. (2.295)

sachant qu’il vérifie l’équation de Green

(i 6∂−m)S̃F(x− x′) = iδ(4)(x− x′), avec S̃F(x− x′) = i
∫ d4k

(2π)4 SF(k)e−ik·(x−x′). (2.296)

(15) Monter que le propagateur du photon est donné par :

Gµν(k) = −
i

k2 + iε

[
gµν +

1− α

α

kµkν

k2 + iε

]
(2.297)

sachant qu’il vérifie l’équation de Green

[−k2gµν + (1− α)kµkν]Gνρ(k) = igρ
µ (2.298)

(16) Montrer que

2

∑
λ=1

ε
(λ)
µ (k)ε∗(λ)ν (k) = −

[
gµν +

1− λ

λ

kµkν

k2 + iε

]
(2.299)

(17) Montrer que si on choisit une jauge non-covariante (jauge axiale par exemple) on trouve que

Gµν(k) = −
i

k2 + iε

[
gµν +

kµnν + kνnµ

k · n − kµkν

(k · n)2

]
(2.300)

2

∑
λ=1

ε
(λ)
µ (k)ε∗(λ)ν (k) = −

[
gµν +

kµnν + kνnµ

k · n − kµkν

(k · n)2

]
(2.301)

(18) Dériver les règles de Feynman en QED dans l’espace des impulsions.

2.6.3 Exercices et Problèmes
Exercice 1 : Matrice de diffusion
Considérons l’élément S(2)

B = S(2)
2 + S(2)

3 du deuxième ordre de la matrice S (voir le cour)

S(2)
B = −e2

∫
d4x1d4x2:(ψ̄ 6Aψ)x1(ψ̄ 6Aψ)x2 :, t2 < t1. (2.302)

(1) Écrire les termes de S(2)
B décrivant les processus :

• Diffusion Compton par électron : γ + e−→ γ + e−.
• Diffusion Compton par positron : γ + e+→ γ + e+.
• Annihilation de paire : e− + e+→ γγ.
• Création de paire : γγ→ e− + e+.

(2) Écrire l’amplitude de transition (S(2)
B ) f i et l’amplitude de Feynman de chaque processus.

(3) Tracer les diagrammes de Feynman pour chaque processus.
(4) Écrire l’amplitude de Feynman de chaque processus à l’aide des règles de Feynman en QED.
(5) Calculer le carré de l’amplitude de chaque processus.
(6) Calculer la section efficace de chaque processus.
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76 Chapitre 2. Électrodynamique Quantique

Exercice 2 : Échange d’un photon virtuel
Considérons l’élément Sd du deuxième ordre de la matrice S (voir le cour)

S(2)
D =

(−ie)2

2!

∫
d4x1d4x2{: ψ(x1)γ

µψ(x1)ψ(x2)γ
νψ(x2)Aµ(x1)Aν(x2) :}

(2.303)

(1) Écrire les termes de S(2)
D décrivant les processus :

• e− + e−→ e− + e−.
• e+ + e+→ e+ + e+.
• e− + e+→ e− + e+.

(2) Écrire l’amplitude de transition (S(2)
D ) f i et l’amplitude de Feynman de chaque processus.

(3) Tracer les diagrammes de Feynman pour chaque processus.
(4) Écrire l’amplitude de Feynman de chaque processus à l’aide des règles de Feynman en QED.
(5) Calculer le carré de l’amplitude de chaque processus.
(6) Calculer la section efficace de chaque processus.

Exercice 3 : réaction e+ + e−→ µ+ + µ−

Considérons le processus

e+(p1) + e−(p2)→ µ+(p3) + µ−(p4). (2.304)

(2) Dériver l’élément de la matrice S(2) décrivant cette réaction.
(3) Écrire l’amplitude de transition (S(2)

B ) f i et l’amplitude de Feynman de chaque processus.
(4) Tracer les diagrammes de Feynman pour chaque processus.
(5) Écrire l’amplitude de Feynman de chaque processus à l’aide des règles de Feynman en QED.
(6) Calculer le carré de l’amplitude de chaque processus.
(7) Calculer la section efficace de chaque processus.

Exercice 4 : Diagrammes de Feynman à une et à deux boucles
Considérons les éléments de S(2) suivants :

S(2)
e = − e2

2

∫
d4x1d4x2:(ψ̄ 6Aψ)x1(ψ̄ 6Aψ)x2 :, (2.305)

S(2)
f = −e2

∫
d4x1d4x2:(ψ̄ 6Aψ)x1(ψ̄ 6Aψ)x2 :, (2.306)

S(2)
h = − e2

2

∫
d4x1d4x2:(ψ̄ 6Aψ)x1(ψ̄ 6Aψ)x2 :. (2.307)

Tracer les diagrammes de Feynman correspondants et montrer que ces éléments de matrices ne
peuvent pas décrire des processus physiques.

Problème : Carré des amplitudes et sections efficace des processus de Born
Voir le chapitre 8 (137-174) de Quantum Field Theory de F. Mandl et G. Shaw
(1) Diffusion Bhabha : e+(p1) + e−(p2)→ e+(p3) + e−(p4)

(a) Montrer que les carrés des l’amplitudes sont donnés par :

∑|M1|2 =
e4

16m4

[
1 + cos2(θ) + O(m2/E2)

]
(2.308)

∑|M2|2 =
e4

8m4 sin4(θ/2)

[
1 + cos4(θ/2) + O(m2/E2)

]
(2.309)

∑|M12|2 =
−e4

8m4 sin2(θ/2)

[
cos4(θ/2) + O(m2/E2)

]
(2.310)
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2.6 Exercice et Problèmes 77

où l’amplitude totale s’écrit

∑|M|2 = ∑|M1|2 + ∑|M2|2 + 2∑|M12|2 (2.311)

(b) Montrer que la section efficace différentielle, dans le ref CM, est donnée par :
(

dσ

dΩ

)
=

α2

8E2

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
+

1 + cos2(θ

2
− 2cos4(θ/2)

sin2(θ/2)

]
(2.312)

(c) Calculer la section efficace totale ! Commenter le résultats.

(2) Diffusion Compton : e−(p) + γ(k)→ e−(p′) + γ(k′)
(a) Montrer que le carré de l’amplitude s’écrit sous la forme :

∑|M|2 =
e4

64m2

[ |M1|2
(p · k)2 +

|M2|2
(p · k′)2 −

2|M12|
(p · k)(p · k′)

]
(2.313)

avec

|M1|2 = 32[m4 + m2(p · k) + (p · k)(p · k′)] (2.314)

|M2|2 = 32[m4 −m2(p · k′) + (p · k)(p · k′)] (2.315)

|M12|2 = 16m2[2m2 + (p · k)− (p · k′)] (2.316)
(2.317)

(b) Dans le système du laboratoire (référentiel lié à l’électron), on a p · k = mω et p · k′ = mω′.
Montrer que

∑|M|2 =
e4

2m2

[
ω

ω′
+

ω′

ω
− sin2(θ)

]
(2.318)

(c) Montrer que la section efficace différentielle, dans le ref du lab, est donnée par :

(
dσ

dΩ

)
=

α2

2m2

(
ω′

ω

)2[
ω

ω′
+

ω′

ω
− sin2(θ)

]
(2.319)

Calculer la section efficace totale.

(3) Production d’une paire de lepton : e+(p1) + e−(p2)→ l+(p′1) + l−(p′2)
(a) Montrer que la carré de l’amplitude est :

∑|M|2 =
e4[(p1 · p′1)(p2 · p′2) + (p1 · p′2)(p2 · p′1) + m2

e (p′1 · p′2) + m2
l (p1 · p2) + 2m2

e m2
l ]

2m2
e m2

l [(p1 + p2)2]
(2.320)

(b) Montrer que les sections efficaces différentielle et totale sont données par :
(

dσ

dΩ

)
=

α2

16E2 (1 + cos2(θ)) (2.321)

σ =
πα2

2E2 (2.322)
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La chromodynamique quantique ou la QCD (Quantum ChromoDynamics) est une théorie quantique
des champs basée sur le groupe de jauge SU(3), donc c’est une théorie de jauge non-abélienne. Elle
décrit l’interaction forte entre les quarks et les gluons et permet de comprendre la cohésion des
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80 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

hadrons. Le nombre quantique de couleur ou la charge de couleur portée par les quarks et les gluons
est le responsable de l’interaction forte (l’équivalent de la charge électrique en QED). Dans ce chapitre,
on étudie tout ce qui concerne cette théorie, en commençant par la façon dont elle est construite et en
terminant par certaines de ses applications [9, 10]. Globalement dans ce chapitre, on suit de près le
livre [10] de T. Muta et nous adoptons même sa notation.

3.1 Charge de couleur
Les quarks peuvent se présenter sous trois états de couleurs différents, chaque état est différent de
l’autre par le nombre quantique de couleur (rouge, bleu et vert). Le nombre quantique de couleur
(ou la charge de couleur) a été proposé pour la première fois (par M-Y. Han et Y. Nambu en 1964)
pour résoudre le problème de la symétrie du baryon ∆++. Ce baryon est constitué de trois quarks up
(∆++ ≡ uuu) et il est de spin 3/2 (J = 3/2+), ce qui implique que les trois quarks doivent avoir des
spin parallèles (+1/2) et moment cinétique orbitale nul.

|∆++, J = 3/2+ > ≡ |u ↑,u ↑,u ↑> (3.1)

Donc, ce baryon ne peut pas avoir une fonction d’onde anti-symétrique ce qui est en contradiction
avec le principe d’exclusion de Pauli. Pour éviter ce paradoxe, M-Y. Han et Y. Nambu ont suggéré que
les quarks possèdent un nouveau nombre quantique (appelé plus tard couleur) qui peut avoir trois
valeurs. Alors, les quarks qui constituent le baryon ∆++ possèdent des couleurs différentes et donc cet
état ni plus symétrique et la fonction d’onde associée est anti-symétrique, donc la contradiction est
résolue !
Dans le tableau suivant, on donne quelques propriétés des quarks :

Quark Charge Masse Nombre baryonique Isospin Couleur
u + 2

3 v 4 MeV 1
3 + 1

2 3 ∈ SU(3)
d − 1

3 v 7 MeV 1
3 − 1

2 3 ∈ SU(3)
c + 2

3 v 1.5 GeV 1
3 0 3 ∈ SU(3)

s − 1
3 v 135 MeV 1

3 0 3 ∈ SU(3)
t + 2

3 v 175 GeV 1
3 0 3 ∈ SU(3)

b − 1
3 v 5 GeV 1

3 0 3 ∈ SU(3)
g 0 0 0 0 8 ∈ SU(3)

Il existe plusieurs expériences qui prouvent l’existence de la charge de couleur sous ses trois formes.
Dans cette section, on cite deux exemples.

3.1.1 Couleur & confirmation
Désintégration du pion neutre :
L’une des premières expériences qui confirme l’existence de trois types de charges de couleurs pour les
quarks est la désintégration du pion neutre π0 en deux photon (π0→ γγ). Le taux de désintégration
de ce processus est donné par :

Γth[π0→ γγ] = N2
c (Q

2
u −Q2

d)
2 α2m3

π0

64π3F2
π

(3.2)

�π0

γ

γ

≡ π0→ γγ

où Nc est le nombre des états de couleur possibles pour un quark, Qu = 2/3 est la fraction de charge
pour les quarks up, Qd = −1/3 est la fraction de charge pour les quarks down, α = e2/(4π) = 1/137
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3.1 Charge de couleur 81

est la constante de couplage de la QED, mπ0 ≈ 135 MeV est la masse du pion et Fπ = 93 MeV est la
constante de désintégration du pion mesurée dans la désintégration π−→ µ−ν̄µ.

Le taux de désintégration mesuré expérimentalement et les taux de désintégration théoriques pour
différentes valeurs de Nc sont, respectivement, donnés par :





Γexp[π0→ γγ] = 7.7± 0.6eV
Γth[π0→ γγ] = 0.85eV pour Nc = 1
Γth[π0→ γγ] = 3.39eV pour Nc = 2
Γth[π0→ γγ] = 7.64eV pour Nc = 3

(3.3)

on déduit donc que Nc = 3.

Production des hadrons dans la collision e+e− :

Une autre expérience qui montre que le nombre de couleur des quarks est égal à 3 est la production
d’hadrons dans la collision e+e−,

e+e−→ qq̄→ hadrons. (3.4)

On prend le rapport R de la section efficace hadronique totale de cette réaction est la section efficace
totale de la réaction e+e−→ µ−µ+ et on compare le rapport mesuré expérimentalement (que l’on note
Rexp) et le rapport calculé analytiquement (que l’on note Rth).

�γ
q̄

q

e+

e−

hadrons

hadrons

On rappelle que les sections efficaces de ces deux réactions sont données par :

σ[e+e−→ qq̄] =
4πα2

3s
Nc

N f

∑
i=1

Q2
i σ[e+e−→ µ+µ−] =

4πα2

3s
(3.5)

où Nc est le nombre de couleur, N f est le nombre de saveur (par exemple, N f = 6 si on prend toutes
les saveurs de quarks u, d, s, c, t, et b), Qi est la fraction de la charge électrique des quarks et

√
s est

l’énergie de centre de masse. Le rapport entre ces deux sections efficaces est donné par :

R(th) =
σ[e+e−→ qq̄]

σ[e+e−→ µ+µ−]
≡ Nc

N f

∑
i=1

Q2
i (3.6)

On note que, pour pouvoir produire deux quarks de masse mq, il faut que l’énergie du centre de masse
soit plus grande que la masse fois deux (ç.à.d.

√
s > 2mq). Dans la suite, on va comparer les rapports

théoriques et expérimentales pour plusieurs valeurs de
√

s.

. Pour
√

s < 3 GeV : dans ce cas, que les quarks u, d et s qui contribuent. Donc,

R(th) = Nc

[(
2
3

)2

+ 2
(
−1

3

)2]
=





2
3 6= R(exp) Nc = 1
.
4
3 6= R(exp) Nc = 2
.
2 ≈ R(exp) Nc = 3

(3.7)
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82 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

FIGURE 3.1 – Comparaison de R(exp) avec R(th), Nuc. Phys B (Proc. Suppl.) 3 (1988) 39-138.

. Pour
√

s < 9 GeV : dans ce cas, 4 quarks qui rentrent en jeu (u, d, s et c). Donc,

R(th) = Nc

[
2
(

2
3

)2

+ 2
(
−1

3

)2]
=





10
9 6= R(exp) Nc = 1

.
20
9 6= R(exp) Nc = 2

.
10
3 ≈ R(exp) Nc = 3

(3.8)

. Pour
√

s > 10 GeV : dans ce cas, 5 quarks qui rentrent en jeu (u, d, s, c et b). Donc,

R(th) = Nc

[
2
(

2
3

)2

+ 3
(
−1

3

)2]
=





11
9 6= R(exp) Nc = 1

.
22
9 6= R(exp) Nc = 2

.
11
3 ≈ R(exp) Nc = 3

(3.9)

On voit que les prédictions théoriques pour Nc = 3 sont en accord avec les mesures expérimentales
pour les 3 cas précédents, voir figure (3.1).

3.1.2 Charge de couleur et le groupe SU(3)
Un quark est un triplet de couleur, à chaque saveur de quark on associe un indice de couleur i qui
prend trois valeurs possibles. Par exemple, un quark entrant correspond au spineur ui (pour i = 1,2,3).
On peut représenter un quark dans un état de couleur donné par un vecteur dans l’espace vectoriel
des couleurs (à 3 dimensions),

|r > =




1
0
0


 ≡ r |b > =




0
1
0


 ≡ b |g > =




0
0
1


 ≡ g (3.10)

où r, b et g sont les quarks rouge (red), bleu (blue) et vert (green), respectivement. Donc, un spineur
de Dirac d’un quark est représenté par le triplet

q =




r
b
g


 (3.11)

On dit que le spineur q appartient à la représentation fondamentale 3 du groupe SU(3) et le spineur q̄
appartient à la représentation anti-fondamentale 3 de SU(3). Le gluon est un octet 8 dans l’espace
des couleurs. A l’aide du vertex q− q− g, on peut déduire tous les états de couleurs possibles pour le
gluon.
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3.2 Groupe SU(3) et ses représentations 83

Le produit tensoriel des deux représentations fondamentales de SU(3), 3 et 3, est

q︷︸︸︷
3 ⊗

q̄︷︸︸︷
3 = 8⊕ 1

Alors, les états de couleurs possibles pour le gluon (ou les gluons) sont les suivants :

g1 =
1√
2
(rb̄ + br̄) g2 =

1√
2
(bḡ + gb̄)

g3 =
1√
2
(gr̄ + rḡ) g4 =

1√
2
(rb̄− br̄)

g5 =
1√
2
(bḡ− gb̄) g6 =

1√
2
(gr̄− rḡ)

g7 =
1√
2
(rr̄− bb̄) g8 =

1√
6
(rr̄ + bb̄− 2gḡ) (3.12)

Donc,




q ∈ 3 les quarks appartiennent à la représentation fondamentale 3 de SU(3)
q̄ ∈ 3 les anti-quarks appartiennent à la représentation anti-fondamentale 3 de SU(3)
g ∈ 8 les gluons appartiennent à la représentation adjointe 8 de SU(3)

L’existence du gluon (et ses états de couleur) est prouvée par plusieurs expériences. On cite comme
exemple : (i) l’annihilation electron-positron e−e+→ qq̄g, (ii) désintégration du quarkonium QQ̄→ 3g
ou QQ̄→ γ + 2g, . . . etc. Le diagramme de Feynman décrivant la réaction de l’exemple (i) est,

�q̄

γ
q

g

e+

e−

Le rapport entre les sections efficaces des réactions e−e+→ qq̄g et e−e+→ qq̄, calculées théoriquement
est,

R(th)
3 =

σ[e+e−→ qq̄g]
σ[e+e−→ qq̄]

∝ αs (3.13)

où αs est la constante de couplage forte. Le rapport mesuré expérimentalement, voir figure (3.2), est en
accord avec le rapport prédit par la théorie.

3.2 Groupe SU(3) et ses représentations

On peut choisir les matrices de Gell-Mann divisées par 2, λa/2 (pour a = 1, · · ·8), comme générateurs
de SU(3). Alors, un élément de ce groupe s’écrit sous la forme,

U = e−iαaTa (3.14)
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84 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

FIGURE 3.2 – Comparaison de R(exp)
3 avec R(th)

3 , Nuc. Phys B (Proc. Suppl.) 3 (1988) 39-138.

où αa sont les paramètres du groupe et Ta = λa/2 sont les générateurs du groupe, ils vérifient les
relations suivantes,

[T̂a, T̂b] = i fabcT̂c, Tr[T̂a] = 0 Tr[T̂aTb] =
δab

2
. (3.15)

Les matrice de Gell-Mann sont données par,

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 , λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 , λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0


 ,

λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 , λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0


 ,

λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2


 . (3.16)

Les constantes de structure fabc sont réelles et totalement anti-symétriques par l’échange des indices
a,b et c. On peut montrer que fabc est donnée par,

fabc = (4i)−1Tr[λa[λb,λc]] (3.17)

Voici quelques constantes de structure fabc non nulles,

f123 = 1
f147 = f246 = f257 = f345 = f516 = f637 = 1/2

f458 = f678 =
√

3/2 (3.18)

Le groupe SU(3) possède deux représentations fondamentales, notés 3 et 3̄. La représentation 3
est générée par les matrices (3.19) et la représentation 3̄ est générée par les matrices {−T̂∗a}, où
−T̂∗a = λ̄a/2 avec,

λ̄1 =




0 −1 0
−1 0 0
0 0 0


 , λ̄2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 , λ̄3 =



−1 0 0
0 1 0
0 0 0


 ,

λ̄4 =




0 0 −1
0 0 0
−1 0 0


 , λ̄5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 , λ̄6 =




0 0 0
0 0 −1
0 −1 0


 ,

λ̄7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , λ̄8 =

1√
3



−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


 . (3.19)
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3.2 Groupe SU(3) et ses représentations 85

Les générateurs de la représentation anti-fondamentale 3̄ vérifient la relation (algèbre de Lie),
[

λ̄a

2
,
λ̄b

2

]
= i fabc

λ̄c

2
(3.20)

La représentation adjointe, notée 8, est générée par les matrice 8× 8, (Fa)bc = −i fabc

Fa = −i




fa11 fa12 · · · fa18
fa21 fa22 · · · fa28

...
...

...
...

fa81 fa82 · · · fa88


 (3.21)

Par exemple :

F1 =




0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −i 0 0 0 0 0
0 i 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 − i

2 0
0 0 0 0 0 i

2 0 0
0 0 0 0 − i

2 0 0 0
0 0 0 i

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0




· · · F8 =




0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 − i

√
3

2 0 0 0
0 0 0 i

√
3

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 − i

√
3

2 0
0 0 0 0 0 i

√
3

2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0




Pour calculer les facteurs de couleur des amplitudes, on a besoin de calculer les traces des produit des
matrices de couleur dans la représentation fondamentale. Voici quelques relation utiles :
Le commutateur et l’anti-commutateur de deux matrices de couleur,

[Ta, Tb] = i fabcTc (3.22)

{Ta, Tb} =
δab

N
IN + dabcTc avec dabc = (4)−1Tr[λa{λb,λc}] (3.23)

où fabc et dabc sont les constantes de structure du groupe (anti-symétrique et symétrique, respective-
ment), I(N) est la matrice unité de dimension N × N ≡ 3× 3.
A l’aide de ces deux relations, on montre que le produit de deux matrices de couleur est donné par,

Ta Tb =
1
2

[
1
N

δab I(N) + (dabc + i fabc)Tc

]
(3.24)

Les matrices de couleur sont de trace nulle par définition,

Tr[Ta] = 0 (3.25)

On peut monter que les traces de 2, 3 et 4 matrices de couleurs sont données par,

Tr[Ta Tb] =
1
2

δab (3.26)

Tr[Ta Tb Tc] =
1
4
(dabc + i fabc) (3.27)

Tr[Ta Tb Tc Td] =
1

4 N
δab δcd +

1
8
(dabe + i fabe) (dcde + i fcde) (3.28)

Tr[Ta Tb Ta Td] = − 1
4 N

δbd (3.29)

Une autre relation très utile qui est la transformation de Fierz,

(Ta)ij (Ta)kl =
1
2

[
δil δjk −

1
N

δij δkl

]
(3.30)
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86 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

On peut dériver d’autres relations sur les générateurs de la représentation adjointe (Fa) et les matrices
Da, qu’ils sont définis par,

(Fa)bc = −i fabc (3.31)
(Da)bc = dabc (3.32)

Les identités de Jacobi sont définies par,

fabe fecd + fcbe faed + fdbe face = 0 (3.33)
fabedecd + fcbedaed + fdbedace = 0 (3.34)

A l’aide de l’identité de Jacobi, on déduit que,

[Fa, Fb] = i fabc Fc (3.35)
[Fa, Db] = i fabc Dc (3.36)

On peut montrer que,

fabb = 0 ⇔ Tr[Fa] = 0 (3.37)
dabb = 0 ⇔ Tr[Da] = 0 (3.38)

facd fbcd = N δab ⇔ Tr[Fa Fb] = N δab (3.39)
facddbcd = 0 ⇔ Tr[Fa Db] = 0 (3.40)

dacddbcd =
N2 − 4

N
δab ⇔ Tr[Da Db] =

N2 − 4
N

δab (3.41)

Traces de produits des matrice Fa et Da,

Tr[Fa Fb Fc] = i
N
2

fabc (3.42)

Tr[Da Fb Fc] =
N
2

dabc (3.43)

Tr[Da Db Fc] = i
N2 − 4

2 N
fabc (3.44)

Tr[Da Db Dc] =
N2 − 12

2 N
dabc (3.45)

Tr[Fa Fb Fc Fd] = δab δcd + δad δbc +
N
4
(dabe dcde − dace dbde + dade dbce) (3.46)

Les constantes de Casimir de la représentation fondamentale (CF) et adjointe (CA) sont reliées aux
générateurs et aux constantes de structure par :

(TaTa)ij = CF δij, fabc fabd = CA δcd (3.47)

où CF = (N2 − 1)/(2N), CA = N

3.3 Lagrangien classique de la chromodynamique

On représente un champ de quark par un triplet de SU(3),

ψ =




qr
qb
qg


 ≡




ψ1
ψ2
ψ3


 (3.48)
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3.3 Lagrangien classique de la chromodynamique 87

où qr, qb et qg représentent les quarks dans les états de couleurs rouge, bleu et vert, respectivement.
Chaque composante de ψ est un spineur de Dirac, ç.à.d. ψ en réalité s’écrit,

ψ =




qr ≡




·
·
·
·




qb ≡




·
·
·
·




qg ≡




·
·
·
·







(3.49)

Les quarks sont des fermions de spin 1/2, donc leur evolution est décrite par l’équation de Dirac,

(i 6∂−m)I3×3ψ(x) = 0 (3.50)

où I3×3 est la matrice identité 3× 3. Sous forme matricielle, l’équation de Dirac s’écrit,


(i 6∂−m) 0 0

0 (i 6∂−m) 0
0 0 (i 6∂−m)






ψ1
ψ2
ψ3


 = 0 ⇐⇒

3

∑
i=1

(i 6∂−m)ψi(x) = 0 (3.51)

Alors, la densité lagrangienne associée est la suivante :

LF = ψ̄(x)(i 6∂−m)I3×3ψ(x)
= ψ̄i(x)(i 6∂−m)δijψj(x)

= ψ̄1(x)(i 6∂−m)ψ1(x) + ψ̄2(x)(i 6∂−m)ψ2(x) + ψ̄3(x)(i 6∂−m)ψ3(x)

≡
3

∑
c=1

ψ̄c(x)(i 6∂−m)ψc(x) (3.52)

LF est invariante sous la transformation de jauge globale,

ψ′(x) = Uψ(x) ⇐⇒ ψ′i(x) = Uijψj(x) (3.53)

ψ̄′(x) = ψ̄(x)U† ⇐⇒ ψ̄′i(x) = ψ̄j(x)U∗ji (3.54)

avec,

U = e−iαaTa , Ta =
λa

2
pour a = 1,2, · · · ,8. (3.55)

où λa sont les matrices de Gell-Mann et αa sont les paramètres du groupe (ne dépendent pas de x dans
ce cas). Ta sont les générateurs du groupe (matrices de couleur), ils vérifient les relations suivantes :

[Ta, Tb] = i fabcTc Tr[TaTb] =
1
2

δab (3.56)

La densité lagrangienne n’est pas invariante sous la transformation de jauge locale,

U(x) = e−iαa(x)Ta (3.57)

car

L′F = LF + (∂µαa(x))ψ̄(x)γµTaψ(x) 6= LF (3.58)
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88 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

Pour rendre LF invariant sous la transformation de jauge locale, on remplace la dérivé normale ∂µ par
la dérivé covariante Dµ. La dérivé covariante est donnée par :

Dµ = ∂µ − igsTaGa
µ(x)

= ∂µ − igsGµ(x) (3.59)

où gs est une constante de couplage (entre les champs ψ et Ga
µ), Ga

µ pour a = 1,2, · · · , 8 sont les champs
de jauge (champs de gluons) et Gµ est la matrice des champs de jauge. La matrice Gµ est donnée par :

Gµ =
λa

2
Ga

µ =
1
2




G3
µ + G8

µ/
√

3 G1
µ − iG2

µ G4
µ − iG5

µ

G1
µ + iG2

µ −(G3
µ − G8

µ/
√

3) G6
µ − iG7

µ

G4
µ + iG5

µ G6
µ + iG7

µ −2G8
µ/
√

3


 (3.60)

La matrice Gµ se transforme comme suit :

G′µ = U(x)GµU−1(x)− i
gs
(∂µU(x))U−1(x) (3.61)

⇐⇒ (3.62)

G′aµ = Ga
µ + fabcαbGc

µ −
1
gs

∂µαa (3.63)

Alors, LF devient :

LF = ψ̄(x)[iγµDµ −m]I3×3ψ(x)
= ψ̄i(x)[iγµ(Dµ)ij −mδij]ψj(x) (3.64)

Exercice : montrer que,

[Dµψ(x)]′ = U(x)[Dµψ(x)] (3.65)
L′F = LF (3.66)

Le terme cinétique des bosons de jauge est donné par,

LG = −1
4

Fa
µνFaµν (3.67)

On peut écrire ce terme sous la forme,

LG = −1
2

Tr
[
FµνFµν

]
(3.68)

avec Fµν = TaFa
µν et,

Fa
µν = ∂µGa

ν − ∂νGa
µ + gs fabcGb

µGc
ν (3.69)

Exercice : montrer que,

[Dµ, Dν] = −igsTaFa
µν (3.70)

L′G = LG (3.71)

Alors, la densité lagrangienne classique de la chromodynamique est donnée par,

Lclass
QCD = LG + LF

= −1
4

Fa
µνFaµν + ψ̄(x)(i 6D−m)ψ(x) (3.72)
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3.4 Quantification de la chromodynamique 89

Si on prend en compte toutes les saveurs de quarks, la densité lagrangienne s’écrit sous la forme,

Lclass
QCD = −1

4
Fa

µνFaµν +
N f

∑
k=1

ψ̄k(x)(i 6D−mk)ψk(x) (3.73)

où N f est le nombre de saveur des quarks et mk est la masse du quark k.

3.4 Quantification de la chromodynamique
3.4.1 Généralités sur la quantification des théories de jauge non-abéliennes

Comme en QED, on doit fixer la jauge pour lever la contradiction dans les relations de commutation.
Le conjugué du champ du gluon est,

πa
µ =

∂L
∂(∂0Gaµ)

= −Fa
0µ (3.74)

donc,

πa
0 = 0 (3.75)

La relation de commutation du champ de gluon Ga
µ et son conjugué πa

µ,

[Ga
µ(x),πb

ν(y)]x0=y0 = iδabgµνδ3(~x−~y) (3.76)

mais

[Ga
0(x),πb

0(y)]x0=y0 = iδabg00δ3(~x−~y)

[Ga
0(x),0]x0=y0 = 0 6= iδabδ3(~x−~y) (3.77)

Pour lever cette contradiction, on doit fixer la jauge pour éliminer les degrés de liberté superficiels. Un
terme de fixation de la jauge s’écrit,

LGF = − 1
2α

(∂µGaµ)2 (3.78)

où α est un paramètre de jauge (multiplicateur de Lagrange). Ce terme est covariant, on l’appelle
jauge covariante.

Mais cette procédure ne résout pas tous les problèmes et ne conduit pas à une quantification consistan-
tee, comme dans le cas de l’électrodynamique quantique si la jauge covariante a été choisit. L’origine de
ces problèmes est l’auto-interaction des bosons des jauges dans les théories de jauge non-abéliennes
(vertex à 3− g et 4− g dans SU(3) par exemple).

• Problème 1 : non-invariance de jauge de la correction à une boucle au propagateur du gluon. Si on
prend en compte que la densité lagrangienne des gluons LG + LGF, on s’aperçoit que le propagateur
du gluon ne reçoit que les contributions des deux diagrammes à une boucle représenté (à gauche)
dans la figure (3.3) 1. On peut facilement montrer que cette contribution n’est pas invariante de jauge,
ç.à.d.

qµP ab
µν 6= 0 (3.79)

où P ab
µν est la contribution de ces deux diagrammes.

• Problème 2 : section efficace mal définie de la diffusion g− g. On peut montrer que la section efficace
de la diffusion gg −→ gg, voir les deux diagrammes de Feynman représenté (à gauche) dans la figure
(3.4), n’est pas bien définie car les polarisations physiques du gluon ne sont pas traitées correctement.

1. Ces diagrammes à une boucle sont calculés dans le chapitre 5.
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� +� +



�





FIGURE 3.3 – Correction au propagateur du gluon (sans ghost)
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FIGURE 3.4 – Diffusion gluon-gluon.

L’origine de ce problème est que la densité lagrangienne LG + LGF ne permet pas d’extraire les
polarisations physiques du gluon. On mentionne que ce genre de problèmes est rencontré avec les
termes de fixation de jauge covariantes (jauge de Feynman, Landau, . . . ). Pour résoudre ce problème,
on doit rajouter un autre terme au lagrangien appelé densité lagrangienne des ghosts de Fadeev-Popov,

LFP = (∂µχ∗a)Dab
µ χb (3.80)

où χa est le champ de ghost est un champ scalaire qui se comporte comme les fermions (n’est pas
physique). Dab

µ est la dérivé covariante dans la représentation adjointe du groupe SU(3),

Dab
µ = ∂µδab − fabcGc

µ (3.81)

La contribution des ghosts de Fadeev-Popov rend la correction à une boucle au propagateur du gluon
invariante de jauge (ç.à.d. qµP ab

µν = 0) grâce au diagramme de Feynman à une boucle des fantômes
(entre accolades) représenté dans la figure (3.3) ; et corrige la section efficace en restaurant l’unitarité
dans la diffusion gg→ gg grâce à la contribution des deux diagrammes de Feynman des fantômes
(entre accolades) représentés dans la figure (3.4).

Donc, après la quantification, la densité lagrangienne de la QCD devient,

LQCD = LG + LF + LGF + LFP (3.82)

On peut diviser LQCD en densité lagrangienne libre L0 et une densité lagrangienne d’interaction LI ,

L = L0 + LI (3.83)

avec

L0 = −
1
4
(∂µGa

ν − ∂νGa
µ)(∂

µGaν − ∂νGaµ)− 1
2α

(∂µGaµ)2

+ (∂µχ∗a)(∂µχa) + ψ̄(i 6∂−m)ψ (3.84)

et

LI =−
gs

2
fabc(∂µGa

ν − ∂νGa
µ)G

bµGcν≡ L3G
I −−− −→ vertex 3 gluons

− g2
s

4
fabe fcdeGa

µGb
νGµcGνd≡ L4G

I −−−− .... −→ vertex 4 gluons

− gs fabc(∂
µχ∗a)χbGc

µ≡ L2ghG
I −−−................ −→ vertex ghost-ghot-gluon

+ gsψ̄TaγµψGa
µ≡ L2FG

I −−−......................... −→ vertex quark-quark-gluon (3.85)
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3.4.2 Quantification par la méthode fonctionnelle
Quantification de la théorie scalaire :
La fonction de Green à n-points d’un champ scalaire φ(x) est définie par la valeur moyenne dans le
vide du produit chronologique des n opérateurs φ̂(x1), φ̂(x2), · · · , φ̂(xn),

Gn(x1, · · · xn) =< 0|T[φ̂(x1) · · · φ̂(xn)]|0 > (3.86)

Par exemple, le propagateur du point x1 au point x2 (où de x2 à x1) est donné par la fonction de Green
à 2-point,

Gn(x1, x2) =< 0|T[φ̂(x1)φ̂(x2)]|0 > (3.87)

où φ est un champ scalaire neutre et φ̂ est l’opérateur champ défini dans la quantification canonique.
On rappelle que l’opérateur champ et son conjugué canonique π = ∂L/∂φ̇ vérifient les relations de
commutation, à temps-égal, suivantes :

[φ̂(~x, t), π̂(~y, t)] = iδ3(~x−~y)
[φ̂(~x, t), φ̂(~y, t)] = [π̂(~x, t), π̂(~y, t)] = 0 (3.88)

La même fonction de Green définie dans l’éq. (3.86) peut être définie par l’intégrale fonctionnelle
suivante :

< 0|T[φ̂(x1) · · · φ̂(xn)]|0 > =

∫
[dφ]φ(x1) · · ·φ(xn)exp[iS]∫

[dφ]exp[iS]

≡ Gn(x1, · · · xn) (3.89)

où S est l’action classique, ç.à.d elle est définie en fonction des champs et pas des opérateurs !

S =
∫

d4xL(φ(x),∂µφ(x)). (3.90)

La densité lagrangienne classique L associée au champ φ s’écrit,

L =

≡L0︷ ︸︸ ︷
1
2
(∂µφ∂µφ−m2φ2)

≡LI︷ ︸︸ ︷
−V(φ)

≡ L0 + LI (3.91)

avec L0 est la densité lagrangienne libre, elle ne contient que le terme cinétique et le terme de masse.
LI est la densité lagrangienne d’interaction, elle contient le terme décrivant l’auto-interaction du
champ φ. Par exemple,

LI = −V(φ) =

{
λ

φ3

3! théorieλ− φ− 3
λ

φ4

4! théorieλ− φ− 4
(3.92)

où λ est une constante de couplage.

On peut re-dériver la fonction de Green définie dans l’éq.(3.89) à l’aide de la fonctionnelle génératrice
suivante (méthode de Schwinger) :

Z[J] =
∫
[dφ]exp[i

∫
d4x(L+ φJ) (3.93)

où J(x) est une source artificielle. On peut montrer que la fonction de Green à n-point est obtenu en
dérivant n-fois la fonctionnelle génératrice Z[J] par rapport à la source J,

Gn(x1, · · · xn) =
(−i)n

Z[0]
δnZ[J]

δJ(x1) · · ·δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0
≡< 0|T[φ̂(x1) · · · φ̂(xn)]|0 > (3.94)
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On fait un développement en série de (3.89), on peut montrer aussi que,

Z[J]
Z[0]

= ∑
n

in

n!

∫
dx1 · · ·dxnGn(x1, · · · , xn)J(x1) · · · J(xn). (3.95)

Exercice : théorie λ− φ− 3
La densité lagrangienne de la théorie φ3 est donné par :

L =
1
2
(∂µφ∂µφ−m2φ2) +

g
3!

φ3. (3.96)

Les fonctionnelles génératrices Z et Z0 sont données par :

Z[J] =
∫
[dφ]exp[i

∫
d4x(L0 +

g
3!

φ3 + φJ). (3.97)

Z0[J] =
∫
[dφ]exp[i

∫
d4x(L0 + φJ). (3.98)

(1) Montrer que

Z[J] = exp
{
−i
∫

d4xV
(

δ

iδJ(x)

)}
Z0[J], avec V

(
δ

iδJ(x)

)
= − g

3!

(
δ

iδJ(x)

)3

=

{
1− g

3!

∫
d4x
(

δ

iδJ(x)

)3

+
1
2

(
g
3!

)2(∫
d4x
(

δ

iδJ(x)

)3)2

+ · · ·
}

Z0[J] (3.99)

(2) Montrer que la fonctionnelle génératrice libre s’écrit

Z0[J] =
∫
[dφ]exp

[
− i

2

∫
d4x

∫
d4yφ(x)K(x,y)φ(y) + i

∫
d4xφ(x)J(x)

]
.

avec K(x,y) = δ4(x− y)
∂

∂yµ∂yµ
. (3.100)

(3) Montrer qu’on peut écrire la fonctionnelle génératrice (voir Muta p.73)

Z0[J] = exp
{

i
2

∫
d4xd4yJ(x)∆(x,y)J(y)

}
, avec ∆(x,y) = −

∫ d4k
(2π)4

e−ik·(x−y)

k2 −m2 + iε
. (3.101)

où ∆(x,y) est le propagateur de Feynman du champ scalaire φ.
(4) Montrer que le propagateur ∆(x,y) est lié à la fonction de Green à deux points par

G2(x,y) =< 0|T[φ̂(x)φ̂(y)]|0 >=
(−i)2

Z0[0]
δ2Z[J]

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

. (3.102)

(5) Montrer qu’on peut écrire

Z[J] = Z0[J]{1− gz1[J] + g2z2[J] + O(g3)}. (3.103)

trouver z1[J] et z2[J].
(6) On peut montrer que la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes s’écrit :

W[J] = −i ln Z[0] +
1
2

∫
dxdyJ(x)∆(x,y)J(y)− i{−gz1[J] + g2z[J] + O(g3)}. (3.104)

avec

Gc
n(x1, · · · , xn) = (−1)n−1 δnW[J]

δJ(x1) · · ·δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

, Z[J] = eiW[J]. (3.105)
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6-1. Calculer les fonctions de Green connexes Gc
1, Gc

2, Gc
3 et Gc

4.
6-2. Écrire les transformés de Fourrier des ces fonctions.
6-3. Dériver les règles de Feynman de cette théorie dans l’espace des impulsions.

Quantification de la chromodynamique :
Champs de jauge :
Par analogie avec le cas scalaire, la fonctionnelle génératrice pour le champ de jauge Aa

µ (Aa
µ ≡ Ga

µ

pour a = 1,2, · · · , N2 − 1 est le champ de gluon en QCD) est définie par :

Z[J] =
∫
[dA]exp[i

∫
d4x

(
LG + Aa

µ Jaµ
)

. (3.106)

avec

LG = −1
4

Fa
µνFaµν et [dA] = Π

a,µ
dAa

µ (3.107)

Bien que les termes LG et [dA] soient invariants sous la transformation de jauge, la fonctionelle
génératrice Z[J] ne l’est pas car le terme de source Aa

µ Jaµ n’est pas invariant de jauge. On a,

• −1
4

F
′a
µνF

′aµν = −1
4

F
′a
µνF

′aµν (3.108)

• [dA′] = [dA]det

(
∂A

′a
µ

∂Ab
ν

)

= [dA]det(δab + fabcαb)

= [dA](1 +O(α2)) (3.109)

mais • A
′a
µ Jaµ 6= Aa

µ Jaµ (3.110)

Donc, la fonctionnelle génératrice Z[J] n’est pas invariante sous la transformation de jauge, ç.à.d.

Z′[J] 6= Z[J] (3.111)

On note que, pour obtenir la dernière ligne dans (3.109), on a utilisé la relation : det(1 + L) = 1 +
Tr(L) + · · ·+ det(L).

On voit que si la source est nulle (J ≡ 0), alors la fonctionnelle génératrice Z[0] est invariante sous la
transformation de jauge. Comme dans la quantification canonique, on doit imposer des contraintes
sur le champ de jauge ç.à.d. fixer la jauge. La forme générale d’un terme de fixation de jauge s’écrit,

Dµ Aa
µ = Ba (3.112)

La jauge de Lorentz, par exemple, correspond à Dµ ≡ ∂µ et Ba ≡ 0 . Pour implémenter, cette contrainte
dans dans Z[0], on introduit la quantité suivante

∆G[A]
∫
[Π

a
dαa]δ

n(Dµ Aa
µ − Ba) = 1 (3.113)

où αa est le paramètre du groupe et n est sa dimension. Alors, la fonctionnelle génératrice Z[0] devient,

Z[0] =
∫
[dA][Π

a
dαa]δ

n(Dµ Ab
µ − Bb)∆G[A]exp

[
i
∫

d4xLG

]
(3.114)

=
∫
[dA]∆G[A]Π

a,x
δn(Dµ Aa

µ − Ba)exp
[

i
∫

d4xLG

]
(3.115)

On note que Z[0] reste toujours invariante de jauge car LG, [dA], [Π
a

dαa] et ∆G[A] sont invariants de
jauge (voir Muta pour plus de détail).
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94 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

Finalement, on peut montrer que la fonctionnelle génératrice Z[J] s’écrit,

Z[J] =
∫
[dA]det MG exp

[
i
∫

d4x
(
LG + LGF + Aa

µ Jaµ
)]

(3.116)

avec

[MG(x,y)]ab =
δ[Dµ Aa

µ(x)]
δαa(y)

(3.117)

et le terme de fixation de jauge

LGF = − 1
2λ

(Dµ Aa
µ)

2 (3.118)

On note qu’il existe plusieurs choix de fixation de jauge, on cite par exemple :
. Jauge de Coulomb (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ (0,~∇) LGF = − 1
2λ

(~∇ · ~Aa)2

[MG(x,y)]ab = [δab~∇2 − gs fabc ~Ac · ~∇]δ4(x− y) (3.119)

. Jauge de Lorentz (jauge covariante) :

Dµ ≡ ∂µ LGF = − 1
2λ

(∂µ Aa
µ)

2

[MG(x,y)]ab = [δab�− gs fabc∂µ Ac
µ]δ

4(x− y) (3.120)

. Jauge axiale (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ ηµ LGF = − 1
2λ

(ηµ Aa
µ)

2

[MG(x,y)]ab = [δabη · ∂− gs fabc~η · ~Ac]δ4(x− y) (3.121)

où ηµ est un 4-vecteur constant de genre espace (η2 > 0).
. Jauge toporelle (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ (1,0,0,0) LGF = − 1
2λ

(Aa
0)

2

[MG(x,y)]ab = [δab∂0 − gs fabc Ac
0]δ

4(x− y) (3.122)

Champs des ghosts :
Le déterminant de la matrice MG peut s’écrire sous forme de l’intégrale fonctionnelle suivante :

det MG =
∫
[dχ][dχ∗]exp

[
−i
∫

d4xd4yχ∗a(x)[MG(x,y)]abχb(y)
]

(3.123)

où χa sont des champs scalaires qui obéissent à la statistique de Fermi-Dirac (donc des variables de
Grassmann) et appartiennent à la représentation adjointe du groupe SU(N) (dans notre cas le groupe
SU(3)). On peut montrer que

∫
d4xd4yχ∗a(x)[MG(x,y)]abχb(y) = −

∫
d4x[∂µχa(x)]∗Dab

µ χb(x) (3.124)

avec Dab
µ est la dérivé covariante dans la représentation adjointe,

Dab
µ = δab∂µ − gs fabc Ac

µ (3.125)

Donc, la quantité det MG peut s’écrire sous forme de la fonctionelle génératrice suivante,

det MG =
∫
[dχ][dχ∗]exp

[
i
∫

d4xLFP

]
≡ Zχ[0,0] (3.126)
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Champs fermioniques :
On considère maintenant la densité lagrangienne totale de la QCD (en jauge covariante),

L = LG + LF + LGF + LFP (3.127)

avec

LG = −1
4

Fa
µνFaµν (3.128)

LF = ψ̄(x)[iγµDµ −m]ψ(x) (3.129)

LGF = − 1
2λ

(∂µGa
µ)

2 (3.130)

LFP = (∂µχ∗a)Dab
µ χb (3.131)

Alors, la fonctionnelle génératrice associée à la densité lagrangienne totale s’écrit sous la forme,

Z[J,ζ∗,ζ,η, η̄] =
∫
[dA][dχ][dχ∗][dψ][dψ̄]

× exp
[

i
∫

d4x
(
L+ Aa

µ Jaµ + χ∗aζa + χaζ∗a + ψ̄η + η̄ψ
)]

(3.132)

où ζa et ζ∗a sont des sources associées (variables de Grassman) aux champs des ghots et η, η̄ sont des
sources (classqiues) associées aux champs fermioniques, ils vérifient

{ψ(x),ψ(y)} = 0, {ψ(x),η(y)} = 0 (3.133)

Donc, le propagateur du fermion est donné par la fonction de Green à 2-points suivantes :

< 0|ψ̂α(x) ¯̂ψβ(y)|0 > =
(−i)2

Z[0,0,0,0,0]
δ2Z[J,ζ,ζ∗,η, η̄]

δη̄α(x)δ(−ηβ(y))

∣∣∣∣
J=η=η̄=ζ=ζ∗=0

. (3.134)

3.4.3 Invariance BRST
La densité lagrangienne de la chromodynamique quantique (après quantification) est,

LQCD = LG + LF + LGF + LFP (3.135)

Les deux derniers termes ’LGF + LFP’ ne sont pas invariant sous la transformation de jauge locale du
groupe SU(3), donc la densité lagrangienne totale (LQCD) n’est pas invariante aussi. On peut montrer
que LQCD est invariante sous une autre transformation plus générale appelée transformation BRST
(Becchi-Rouet-Stora-Tyutin).
Pour dériver cette transformation, on récrit le paramètre du groupe comme suit,

αa(x) = −gsδλχa
2(x) (3.136)

où δλ est une variable de Grassman (indépendante de x). Ce dernier anti-commute avec le champ du
fantôme χa

2,

{δλ,χa
2} = 0. (3.137)

Alors, les transformations de jauge infinitésimales des champs ψ et Ga
µ s’exprime en fonction de la

nouvelle variable comme suit,
{

δGa
µ = δλDab

µ χa
2

δψ = δλigsTaχa
2ψ

(3.138)

La densité lagrangienne classique de la QCD (L = LG + LF) est invariante sous les transformation
(3.138). On impose les contraintes suivantes sur les deux champs de fantômes,

{
δχa

1 = iδλ/α ∂µGa
µ

δχa
2 = − 1

2 δλgs fabcχb
2χc

2
(3.139)
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96 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

On peut monter que ’LGF + LFP’ est invariant sous cette transformation et la transformation (3.138).
On peut voir les transformations (3.138) et (3.139) comme la version quantique du transformation de
jauge.

En résumé, les lagrangiens quantique des théories de jauge non-abéliennes sont invariants sous la
transformation BRST. Cette transformation est donnée par,

BRST≡





δGa
µ = δλDab

µ χa
2

δψ = δλigsTaχa
2ψ

δχa
1 = iδλ Ba

δχa
2 = − 1

2 δλgs fabcχb
2χc

2
δBa = 0

(3.140)

avec

Ba = DµGa
µ (3.141)

3.4.4 Extraction des règles de Feynman par la méthode fonctionnelle
La fonctionnelle génératrice Z[J,ζ,ζ∗,η, η̄] définie dans l’eq. (3.132) peut s’écrire sous la forme :

Z[J,ζ,ζ∗,η, η̄] = exp
{

i
∫

d4xLI

(
δ

iδJaµ
,

δ

iδζ∗a
,

δ

iδ(−ζa)
,

δ

iδη̄
,

δ

iδ(−η)

)}
Z0[J,ζ,ζ∗,η, η̄] (3.142)

où LI est le densité lagrangienne d’interaction donnée par l’éq. (3.85) en remplaçant chaque champ
par l’opérateur δ

i δJ (où J ≡ Jaµ,ζa, · · · etc. est la source associé à chaque champ). Z0[J,ζ,ζ∗,η, η̄] est la
fonctionnelle génératrice des champs libre, elle se décompose comme suit :

Z0[J,ζ,ζ∗,η, η̄] = ZG
0 [J]Z

FP
0 [ζ,ζ∗]ZF

0 [η, η̄] (3.143)

où = ZG
0 , ZFP

0 , et ZF
0 sont les fonctionnelles génératrices libre associées, respectivement, aux champs

des gluons, des fantômes de Fadeev-Popov et des fermions, elles prennent les formes suivantes :

ZG
0 [J] = exp

{
i
2

∫
d4x d4y Jaµ(x)Dab

µν(x− y)Jbν(y)
}

(3.144)

ZFP
0 [ζ,ζ∗] = exp

{
i
∫

d4x d4y ζ∗a(x)Dab(x− y)ζb(y)
}

(3.145)

ZF
0 [η, η̄] = exp

{
i
∫

d4x d4y η̄(x)S(x− y)η(y)
}

(3.146)

Les propagateurs du gluon Dab
µν(x), des ghosts de Fedeev-Popov Dab(x) et des quarks S(x) sont

donnés par :

Dab
µν(x) = −δab

∫ d4k
(2π)4

e−i k·x

k2 + i λ

(
−gµν + (1− α)

kµkν

k2

)
(3.147)

Dab(x) = −δab

∫ d4k
(2π)4

e−i k·x

k2 + i λ
(3.148)

S(x) = −
∫ d4 p

(2π)4
e−i p·x

6 p−m + i λ
(3.149)

Pour extraire les règles de Feynman, on utilise le développement en série de la fonctionnelle génératrice
(3.150). On écrit donc

Z[J,ζ,ζ∗,η, η̄] =
{

1 + i
∫

d4xLI

(
δ

iδJaµ
,

δ

iδζ∗a
,

δ

iδ(−ζa)
,

δ

iδη̄
,

δ

iδ(−η)

)
+ · · ·

}
Z0[J,ζ,ζ∗,η, η̄] (3.150)
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Le vertex 3–gluons est associé à la fonction de Green à 3-points suivante :

Ga1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = (−i)2 δ3

δJ1δJ2δJ3

[∫
d4xL3G

I

(
δ

iδJaµ

)
ZG

0 [J]
] ∣∣∣∣

J=0
(3.151)

avec Ji ≡ Jaiµi(xi) (pour i = 1,2,3) et

L3G
I

(
δ

iδJaµ

)
= − gs

2
fabc

(
∂µ

δ

iδJaν
− ∂ν

δ

iδJaµ

)
δ

iδJb
µ

δ

iδJc
ν

(3.152)

on trouve,

−iGa1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) = −igs fabc

∫
d4x

[

{
∂µDaa1

νµ1
(x− x1)− ∂νDaa1

µµ1
(x− x1)

}
Dba2µ

µ2 (x− x2)Dca3ν
µ3

(x− x3)

+
{

∂µDaa2
νµ2

(x− x2)− ∂νDaa2
µµ2

(x− x2)
}

Dba3µ
µ3 (x− x3)Dca1ν

µ1
(x− x1)

+
{

∂µDaa3
νµ3

(x− x3)− ∂νDaa3
µµ3

(x− x3)
}

Dba1µ
µ1 (x− x1)Dca2ν

µ2
(x− x2)

]
(3.153)

On substitue les propagateurs du gluon par leurs transformées de Fourrier, on obtient

−iGa1a2a3
3µ1µ2µ3

(x1, x2, x3) =
∫ d4k1

(2π)4
d4k2

(2π)4 ei (k1·x1+k2·x2+k3·x3)
dµ1ν1(k1)dµ2ν2(k2)dµ3ν3(k3)

k2
1 k2

2 k2
3

× gs fa1a2a3 {gν1ν2(k1 − k2)
ν3 + gν2ν3(k2 − k3)

ν1 + gν3ν1(k3 − k1)
ν2} (3.154)

avec k1 + k2 + k3 = 0 et

dµν(k) = gµν − (1− α)
kµkν

k2 (3.155)

Pour chaque patte, on tronque un facteur −idµν/k2 pour obtenir le fameux vertex 3-gluons suivant :

−igs fa1a2a3 {gν1ν2(k1 − k2)
ν3 + gν2ν3(k2 − k3)

ν1 + gν3ν1(k3 − k1)
ν2} (3.156)

Le vertex 4–gluons est associé à la fonction de Green à 4-points suivante :

Ga1a2a3a4
3µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4) = (−i)3 δ4

δJ1δJ2δJ3δJ4

[∫
d4xL4G

I

(
δ

iδJaµ

)
ZG

0 [J]
] ∣∣∣∣

J=0
(3.157)

avec Ji ≡ Jaiµi(xi) (pour i = 1,2,3,4) et

L4G
I

(
δ

iδJaµ

)
= − g2

s
4

fabe fcde
δ

iδJaµ

δ

iδJbν

δ

iδJc
µ

δ

iδJd
ν

(3.158)

Après manipulation, on montre que :

Ga1a2a3a4
3µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4) = −i
g2

s
4

fabe fcde
δ4

δJa1µ1(x1)δJa2µ2(x2)δJa3µ3(x3)δJa4µ4(x4)

[∫
d4xd4y1d4y2d4y3d4y4

× Dab1
µµ1

(x− y1)Db2
νλ1

(x− y2)Dcb3µ
λ3

(x− y3)Ddb4ν
λ4

(x− y4)

×Jb1λ1(y1) Jb2λ2(y2) Jb3λ3(y3) Jb4λ4(y4)
]

(3.159)
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On dérive par rapport aux sources, on trouve

−iGa1a2a3a4
3µ1µ2µ3µ4

(x1, x2, x3, x4) = −g2
s

{
( fb1b3b fb2b4b − fb1b2b fb3b4b) gλ1λ3 gλ2λ4

+ ( fb1b2b fb3b4b − fb1b4b fb2b3b) gλ1λ2 gλ3λ4

+( fb1b3b fb4b2b − fb1b2b fb3b4b) gλ1λ4 gλ2λ3
}

×
∫

d4x Db1a1
λ1µ1

(x− x1)Db2a2
λ2µ2

(x− x2)Db3a3
λ1µ1

(x− x3)Db4a4
λ1µ1

(x− x4) (3.160)

En tronquant les propagateur de chaque patte externe, on obtient le fameux vertex 4-gluons :

−g2
s

{
( fb1b3b fb2b4b − fb1b2b fb3b4b) gλ1λ3 gλ2λ4

+ ( fb1b2b fb3b4b − fb1b4b fb2b3b) gλ1λ2 gλ3λ4

+ ( fb1b3b fb4b2b − fb1b2b fb3b4b) gλ1λ4 gλ2λ3
}

(3.161)

3.5 Règles de Feynman en QCD

3.5.1 Règle de Feynman en jauge covariante

Voici les règles de Feynman dans la jauge covariante,
. Propagateur du fermion :

�
p

i j
i δij

6 p−m + i λ
(3.162)

. Propagateur du gluon :

...................................
�k

a,µ b,ν
−i δab

k2 + i λ

(
gµ ν − (1− α)

kµ kν

k2 + i λ

)
(3.163)

. Propagateur du fantôme :

�
p

a b
i δab

p2 + i λ
(3.164)

. Vertex fermion-fermion-gluon :

............�
i

a,µ

j − i gs (Ta)ji γµ (3.165)

. Vertex fantôme-fantôme-gluon :

�q

b

a,µ

c gs fabc qµ (3.166)

. Vertex gluon-gluon-gluon :

.......................................�
a, α
p

b, β
q

c, γ
r

−gs fabc [gα β (p− q)γ

+gβ γ (q− r)α + gγ α (r− p)β]
(3.167)
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3.5 Règles de Feynman en QCD 99

. Vertex gluon-gluon-gluon-gluon :

......................................�
c, γ

a, α

d, δ

b, β
−ig2

s f eac f ebd (gα β gγ δ − gα δ gβ γ)
−ig2

s f ead f ebc (gα β gγ δ − gα γ gβ δ)
−ig2

s f eab f ecd (gα γ gβ δ − gα δ gβ γ)
(3.168)

. Gluon entrant :

�k
a, µ εa

µ(k) (3.169)

. Gluon sortant :

�k
a, µ ε∗aµ (k) (3.170)

Dans la jauge de Feynman (ξ = 1), le propagateur du gluon devient,

�k
a,µ b,ν

−i δabgµ ν

k2 + i λ
(3.171)

3.5.2 Règle de Feynman en jauge non-covariante
Il existe plusieurs choix pour fixer la jauge, tous ces choix sont équivalents car la physique est
indépendante de la jauge, ç.à.d. dans toutes les jauges on trouve les mêmes valeurs pour les observables
physiques comme la section efficace ou le carré de l’amplitude. Le terme de fixation de jauge peut
s’écrire sous la forme générale suivante,

LGF = − 1
2α

(DµGa
µ)

2 (3.172)

Alors,
. Jauge de Coulomb (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ (0,~∇) LGF = − 1
2α

(~∇ · ~Ga)2 (3.173)

. Jauge de Lorentz (jauge covariante) :

Dµ ≡ ∂µ LGF = − 1
2α

(∂µGa
µ)

2 (3.174)

. Jauge axiale (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ ηµ LGF = − 1
2α

(ηµGa
µ)

2 (3.175)

où ηµ est un 4-vecteur constant de genre espace (η2 > 0).
. Jauge toporelle (jauge non-covariante) :

Dµ ≡ (1,0,0,0) LGF = − 1
2α

(Ga
0)

2 (3.176)

En jauge non covariante, les fantômes de Fadeev–Popov sont absents, il n’y a donc pas de règles de
Feynman pour les fantômes mais les propagateurs de gluons virtuels sont différents (plus compli-
qués !) du cas de la jauge covariante. Dans la suite, nous donnons le propagateur et la somme sur les
polarisations physiques du gluon dans 3 jauges non covariantes.
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100 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

• Jauge de coulomb (de radiation) :

�k
a,µ b,ν Dab

µν =
−i δab

k2 + i λ

[
gµ ν −

kµkν − k · n(kµnν + kνnµ + k2nµnν)

k2 − (k · n)2

]

∑
λ

εa
µ(k)ε

∗b
ν (k) = −

[
gµ ν −

kµkν − k · n(kµnν + kνnµ + k2nµnν)

k2 − (k · n)2

]
(3.177)

où nµ = (0,0,0,1).
• Jauge axiale :

�k
a,µ b,ν Dab

µν =
−i δab

k2 + i λ

[
gµ ν −

kµnν + kνnµ

n · k +
(n2 + α k2)kµkν

(n · k)2

]

∑
λ

εa
µ(k)ε

∗b
ν (k) = −

[
gµ ν −

kµnν + kνnµ

n · k +
(n2 + α k2)kµkν

(n · k)2

]
(3.178)

où n est un 4-vecteur arbitraire de genre espace.
• Jauge du cône de lumière : c’est un cas particulier de la jauge axiale (α = 0 et n2 = 0)

�k
a,µ b,ν Dab

µν =
−i δab

k2 + i λ

[
gµ ν −

kµnν + kνnµ

k · n

]

∑
λ

εa
µ(k)ε

∗b
ν (k) = −

[
gµ ν −

kµnν + kνnµ

k · n

]
(3.179)

Ces jauges sont très importantes car elles permettent d’extraire les polarisations physiques du gluon,
ç.à.d. les deux polarisations transverses. On peut facilement montrer que nµDµν = 0 et kµDµν = 0 dans
la limite k2→ 0 et nµεa

µ = 0 et kµεa
µ = 0 pour la jauge cône de lumière.

On note que les autres règles de Feynman restent les mêmes sauf les règles de Feynman des fantômes
qu’elles n’existent pas dans ce cas.

3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born
Le modèle des partons considère les hadrons comme composés de particules ponctuelles quasi-libres.
Ce modèle décrit la section efficace à haute énergie de la collision des hadrons avec d’autres particules,
comme une somme incohérente des sections efficaces des partons dans les hadrons. Les facteurs
hadroniques dans la section efficace sont données par la fonction de structure. Ces dernières sont ex-
primées en termes des fonctions de distribution partonique qui donnent la distribution de l’impulsion
longitudinale des partons dans le hadron. Les fonctions de distribution ont un caractère universel et
elles ne sont pas calculables dans la théorie perturbative mais on les détermine expérimentalement :
une fois on les fixe dans un tel processus, on peut les utiliser pour étudier d’autres processus grâce de
leur universalité, voir le cours de P. Aurenche et al [9] pour plus de détail.

3.6.1 Sections efficaces hadronique et partonique
Considérons la collision de deux hadrons H1 et H2 (proton-proton par exemple). On note les impulsions
des hadrons P1 et P2 et les impulsions des partons à l’intérieur de ces hadrons p1 et p2, respectivement.
Les partons portent une fraction de l’impulsion des hadrons, alors

p1 = x1P1 p2 = x2P2. (3.180)

La section efficace hadronique est définie par,

σH = ∑
i,j

∫
dx1dx2 f H1

i (x1,µ2
F) f H2

j (x2,µ2
F)σ̂

ij→k+l+X (3.181)

où i, j ≡ u,d, s, c,b, g et
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3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born 101

FIGURE 3.5 – Collision hadron-hadron d’après le modèle des partons.

• f H
i : est la fonction de distribution partonique, elle décrit la distribution du parton i à l’intérieur

du hadron H, elle décrit la physique à basse énergie.
• σ̂ij→k+l+X est la section efficace partonique, elle décrit la physique à haut énergie.
• µ2

F : est l’échelle de factorisation.

Confinement :
Les particules qui portent une charge de couleur comme les quarks et les gluons ne peuvent pas être
isolées et donc ne peuvent pas être observées d’une manière directe dans les expériences de collision.
Les quarks et les gluons doivent se combiner pour former des hadrons, ces derniers (les hadrons) sont
observés expérimentalement. On appelle ce phénomène le confinement ... jusqu’à maintenant il n’existe
pas une explication convaincante de ce phénomène !

Liberté asymptotique :
L’interaction dans les théories de jauge non-abélienne (comme la QCD) devient asymptotiquement
faible à haute énergie et très forte à basse énergie. La constante de couplage mobile de l’interaction
forte est donnée par,

1
αs(Q2)

=
1

αs(M2)
+

33− 2N f

12π
ln
(

Q2

M2

)
(3.182)

or

αs(Q2) =
αs(M2)

1 + αs(M2)[33− 2N f ] ln(
Q2

M2 )/(12π)
(3.183)

100 101 102 1035 · 10−2

0.1

0.15
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α
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Q
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α
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Q
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D’après ces 3 figures, la théorie n’est asymptotiquement libre que si le nombre de saveurs N f < 16.

3.6.2 Processus : e−e+→ qq̄
Considérons la réaction,

e−(p1) + e+(p2)→ q(p3) + q̄(p4) (3.184)

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

�i

p1 + p2

j

γ

e+(p2)

e−(p1)

q̄(p4)

q(p3)

µ ν (3.185)

On rappelle que le vertex quark-quark-photon est donnée par,

�
qi

γµ

qj − i eQq γµδij (3.186)

où i, j désignent les couleurs des quarks et Qq est la fraction de charge des quarks (Qq = 2/3 pour les
quark up et Qq = −1/3 pour les quarks down).

L’amplitude et son complexe conjugué sont donnés par,

M =
ie2Qq

(p1 + p2)2 + iλ
δijv̄(p2)γ

µu(p1)ūi(p3)γµvj(p4) (3.187)

M =
ie2Qq

(p1 + p2)2 + iλ
δi′ j′ ū(p1)γ

µ′v(p2)v̄j′(p4)γµ′ui′(p3) (3.188)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’écrit,

∑|M|2 =
1
4 ∑

spin
∑
coul

MM (3.189)
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3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born 103

On néglige les masses des fermions, et on utilise les relation suivantes,

∑
spin

u(p)ū(p) = ∑
spin

v(p)v̄(p) = 6 p ∑
spin

ui(p)ūj(p) = ∑
spin

vi(p)v̄j(p) = δij 6 p (3.190)

(3.191)

Alors,

∑|M|2 =
1
4

e4Q2
q

[(p1 + p2)2 + iλ]2
δijδi′ j′δii′δjj′Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ ]Tr[ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ]

= 8e4Q2
q N

p1 · p3 p2 · p4 + p1 · p4 p2 · p3

(p1 + p2)4 (3.192)

Le facteur de couleur,

δijδi′ j′δii′δjj′ = δii = N = 3 (3.193)

On ré-exprime l’amplitude en fonction des variables de MandelStam, on a

p1 · p3 = p2 · p4 = −
t
2

p1 · p4 = p2 · p3 = −
u
2

(3.194)

donc,

∑|M|2 = 2e4Q2
q N

t2 + u2

s2 (3.195)

Dans le référentiel du centre de masse (~p1 + ~p2 =~0), on a,

t = − s
2
[1− cos(θ)] u = − s

2
[1 + cos(θ)] (3.196)

alors,

∑|M|2 = e4Q2
q N(1 + cos2(θ))

= 16π2α2Q2
q N(1 + cos2(θ)) (3.197)

On calcule maintenant la section efficace,

σ̂ =
1

4
√
(p1.p2)2

1
(2π)2

∫
δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

d3~p3

2 E3

d3~p4

2 E4
∑|M|2

=
1
2s

1
(2π)2

∫
δ(E1 + E2 − E3 − E4)δ

3(~p1 + ~p2 − ~p3 − ~p4)
d3~p3

2 E3

d3~p4

2 E4
∑|M|2 (3.198)

On a,

E1 = E2 =

√
s

2
E3 = E4 = |~p3| (3.199)

alors,

σ̂ =
1
2s

1
(2π)2

∫
δ(
√

s− 2|~p3|)δ3(~p3 + ~p4)
d3~p3

2 |~p3|
d3~p4

2 |~p3|∑|M|
2

=
1
8s

1
(2π)2

∫
δ(
√

s− 2|~p3|)
d3~p3

|~p3|2 ∑|M|2
∣∣∣∣
~p4=~p3

(3.200)

Dans les coordonnées sphériques, on a

d3~p3

|~p3|2
= d|~p3|sin(θ)dθdϕ (3.201)
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104 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

et

δ(g(x)) = ∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
donc δ(

√
s− 2|~p3|) =

δ(~p3| − √s/2)
2

(3.202)

La section efficace devient,

σ̂ =
1

16s
1

(2π)2

∫ +∞

0
d|~p3|δ(~p3| −

√
s/2)

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dϕ∑|M|2

∣∣∣∣
~p4=~p3

=
πα2Q2

q N
2s

∫ π

0
sin(θ)dθ[1 + cos2(θ)]

=
πα2Q2

q N
2s

∫ +1

−1
dX(1 + X2)

=
4πα2Q2

q N
3s

(3.203)

3.6.3 Processus : qq̄→ q′q̄′

Considérons la réaction suivante,

q(p1) + q̄(p2)→ q′(p3) + q̄′(p4) (3.204)

où q et q′ sont deux quarks différents.

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

�
i

l

p1 + p2

j

k
g

q̄(p2)

q(p1)

q̄′(p4)

q′(p3)

µ ν (3.205)

On rappelle que le vertex quark-quark-gluon est donnée par,

�
qi

ga
µ

qj − i gs γµ(Ta)ji (3.206)

.
L’amplitude et son complexe conjugué sont donnés par,

M =
ig2

s
(p1 + p2)2 + iλ

(Ta)ji(Ta)kl v̄j(p2)γ
µui(p1)ūk(p3)γµvl(p4) (3.207)

M =
ig2

s
(p1 + p2)2 + iλ

(Ta′)i′ j′(Ta′)l′k′ ūi′(p1)γ
µ′vj′(p2)v̄l′(p4)γµ′uk′(p3) (3.208)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’écrit,

∑|M|2 =
1

4N2 ∑
spin

∑
coul

MM (3.209)
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On néglige les masses des fermions, et on utilise les relation suivantes,

∑
spin

ui(p)ūj(p) = ∑
spin

vi(p)v̄j(p) = δij 6 p (3.210)

(3.211)

Alors,

∑|M|2 =
1

4N2
g4

s
[(p1 + p2)2 + iλ]2

δijδi′ j′δii′δjj′(Ta)ji(Ta)kl(Ta′)j′i′(Ta′)k′ l′

× Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ ]Tr[ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ]

= 8
g4

s
N2 δijδi′ j′δii′δjj′(Ta)ji(Ta)kl(Ta′)j′i′(Ta′)k′ l′

p1 · p3 p2 · p4 + p1 · p4 p2 · p3

(p1 + p2)4 (3.212)

Le facteur de couleur,

δijδi′ j′δii′δjj′(Ta)ji(Ta)kl(Ta′)j′i′(Ta′)k′ l′ = (Ta)ji(Ta′)ij(Ta)ji(Ta′)ij

= Tr[TaTa′ ]Tr[TaTa′ ]

=
δaa′δaa′

4

=
δaa

4

=
N2 − 1

4
(3.213)

On ré-exprime l’amplitude en fonction des variables de MandelStam, on a

p1 · p3 = p2 · p4 = −
t
2

p1 · p4 = p2 · p3 = −
u
2

(3.214)

donc,

∑|M|2 = g4
s

N2 − 1
2N2

t2 + u2

s2 (3.215)

Dans le référentiel du centre de masse (~p1 + ~p2 =~0), on a,

t = − s
2
[1− cos(θ)] u = − s

2
[1 + cos(θ)] (3.216)

et on remplace par la constante de couplage de la QCD,

αs =
g2

s
4π

(3.217)

alors,

∑|M|2 = 4π2α2
s

N2 − 1
N2 (1 + cos2(θ))

= 8π2α2
s

CF

N
(1 + cos2(θ)) (3.218)

avec

CF =
N2 − 1

2N
(3.219)

On calcule maintenant la section efficace,

σ̂ =
1

4
√
(p1.p2)2

1
(2π)2

∫
δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

d3~p3

2 E3

d3~p4

2 E4
∑|M|2

=
1
2s

1
(2π)2

∫
δ(E1 + E2 − E3 − E4)δ

3(~p1 + ~p2 − ~p3 − ~p4)
d3~p3

2 E3

d3~p4

2 E4
∑|M|2 (3.220)
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106 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

On a,

E1 = E2 =

√
s

2
E3 = E4 = |~p3| (3.221)

alors,

σ̂ =
1
2s

1
(2π)2

∫
δ(
√

s− 2|~p3|)δ3(~p3 + ~p4)
d3~p3

2 |~p3|
d3~p4

2 |~p3|∑|M|
2

=
1
8s

1
(2π)2

∫
δ(
√

s− 2|~p3|)
d3~p3

|~p3|2 ∑|M|2
∣∣∣∣
~p4=~p3

(3.222)

Dans les coordonnées sphériques, on a

d3~p3

|~p3|2
= d|~p3|sin(θ)dθdϕ (3.223)

et

δ(g(x)) = ∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
donc δ(

√
s− 2|~p3|) =

δ(~p3| − √s/2)
2

(3.224)

La section efficace devient,

σ̂ =
1

16s
1

(2π)2

∫ +∞

0
d|~p3|δ(~p3| −

√
s/2)

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dϕ∑|M|2

∣∣∣∣
~p4=~p3

=
πα2

s
4s

CF

N

∫ π

0
sin(θ)dθ[1 + cos2(θ)]

=
πα2

s
4s

CF

N

∫ +1

−1
dX(1 + X2)

=
2πα2

s
3s

CF

N

=
8
27

πα2
s

s
(3.225)

3.6.4 Processus : qq̄→ qq̄
On considère la réaction suivante,

q(p1) + q̄(p2)→ q(p3) + q̄(p4) (3.226)

où les quarks de l’état initial et final sont identiques.

Les diagrammes de Feynman décrivant ce processus est,

�
i

l

p1 + p2

j

k
g

q̄(p2)

q(p1)

q̄(p4)

q(p3)

µ ν �l

i

p1 − p3

j

k

g

q̄(p2) q̄(p4)

q(p1) q(p3)

ν

µ

(3.227)

Les amplitudes associées à ces deux diagramme sont, respectivement, données par, L’amplitude et
son complexe conjugué sont donnés par,

M1 =
ig2

s
(p1 + p2)2 + iλ

(Ta)ji(Ta)kl v̄j(p2)γ
µui(p1)ūk(p3)γµvl(p4) (3.228)

M2 =
ig2

s
(p1 − p3)2 + iλ

(Ta)ki(Ta)jl ūk(p3)γ
µui(p1)v̄j(p2)γµvl(p4) (3.229)
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3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born 107

Les complexes conjugués de ces amplitudes sont les suivants,

M1 =
−ig2

s
(p1 + p2)2 + iλ

(Ta′)i′ j′(Ta′)l′k′ ūi′(p1)γ
µ′vj′(p2)v̄l′(p4)γµ′uk′(p3) (3.230)

M2 =
−ig2

s
(p1 − p3)2 + iλ

(Ta′)i′k′(Ta′)l′ j′ ūi′(p1)γ
µ′uk′(p3)v̄l′(p4)γµ′vj′(p2) (3.231)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’écrit,

∑|M|2 = ∑|M1 −M2|2 =
1

4N2 ∑
spin

∑
coul

(M1 −M2)(M1 −M2)

=
1

4N2 ∑
spin

∑
coul

[M1M1 + M2M2 − 2Re(M1M2)] (3.232)

L’amplitude M1 est égale à M de la section précédentes, alors,

∑|M1|2 =
1

4N2
g4

s
[(p1 + p2)2 + iλ]2

Tr[TaTa′ ]Tr[TaTa′ ]Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ ]Tr[ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ]

=
8g2

s
N2 Tr[TaTa′ ]Tr[TaTa′ ]

(p1 · p3 p2 · p4 + p1 · p4 p2 · p3)

(p1 + p2)4

=
g4

s CF

N
t2 + u2

s2 (3.233)

Dans le référentiel CM, il s’écrit,

∑|M1|2 =
8π2α2

s CF

N
(1 + cos(θ)) (3.234)

Le carré de l’amplitude M2 sommé et moyenné sur les spins et couleurs est,

∑|M2|2 =
g4

s
4N2 Tr[TaTa′ ]Tr[TaTa′ ]

Tr[ 6 p3γµ 6 p2γµ′ ]Tr[ 6 p2γµ 6 p4γµ′ ]

(p1 − p3)2

=
8g4

s
N2 Tr[TaTa′ ]Tr[TaTa′ ]

(p1 · p2 p3 · p4 + p1 · p4 p2 · p3)

(p1 − p3)2

=
g4

s CF

N
s2 + u2

t2 (3.235)

Dans le référentiel CM, il s’écrit,

∑|M2|2 =
16π2α2

s CF

N
[4 + (1 + cos(θ))2]

(1− cos(θ))2 (3.236)

On calcule, maintenant, le terme d’interférence,

2Re∑M1M2 =
g4

s
2N2(p1 + p2)2(p1 − p3)2 ∑

spin
∑
coul

(Ta)ji(Ta)kl(Ta′)i′k′(Ta′)l′ j′

× v̄j(p2)γ
µ

= 6p1︷ ︸︸ ︷
ui(p1)ūi′(p1)γµ′

= 6p3︷ ︸︸ ︷
uk′(p3)ūk(p3)γµ

= 6p4︷ ︸︸ ︷
vl(p4)v̄l′(p4)γµ′vj′(p2)

=
g4

s
2N2(p1 + p2)2(p1 − p3)2 ∑

coul
(TaTa′TaTa′)jjTr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ]

=
g4

s
2N2(p1 + p2)2(p1 − p3)2 Tr[TaTa′TaTa′ ]Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ] (3.237)
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108 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

on a,

Tr[TaTa′TaTa′ ]Tr[ 6 p2γµ 6 p1γµ′ 6 p3γµ 6 p4γµ′ ] = −32p1 · p4 p2 · p3

= −8u2 (3.238)

et

Tr[TaTa′TaTa′ ] = −δa′a′

4N

= −N2 − 1
4N

= −CF

2
(3.239)

Donc,

2Re∑M1M2 = 2g4
s

CF

N2
u2

st

= −g4
s

CF

N2
(1 + cos(θ))2

(1− cos(θ))
(3.240)

Alors, le carré de l’amplitude totale en fonction des variable de MandelStam est,

∑|M|2 = 16π2α2
s

CF

N

[
t2 + u2

s2 +
s2 + u2

t2 − 2
N

u2

st

]
(3.241)

On ré-exprime le carré de l’amplitude totale en fonction de θ et pose N = 3, on obtient,

∑|M|2 =
64
9

π2α2
s

[
1 + cos2(θ)

2
+

4 + (1 + cos(θ))2

(1− cos(θ))2 +
1
3
(1 + cos(θ))2

(1− cos(θ))

]
(3.242)

La section efficace partonique différentielle est,

dσ̂

dcos(θ)
=

1
32πs∑|M|2

=
2πα2

s
9s

a
[

1 + cos2(θ)

2
+

4 + (1 + cos(θ))2

(1− cos(θ))2 +
1
3
(1 + cos(θ))2

(1− cos(θ))

]
(3.243)

3.6.5 Processus : qq→ qq
On considère le processus de la production de deux quarks identiques,

q(p1) + q(p2)→ q(p3) + q(p4) (3.244)

Les digrammes de Feynman décrivant cette réaction sont les suivants,

�l

i

p1 − p3

j

k

g

q̄(p2) q̄(p4)

q(p1) q(p3)

ν

µ

�k

i

p1 − p4

j

l

g

q̄(p2) q̄(p3)

q(p1) q(p4)

ν

µ

(3.245)

On peut déduire le carré de l’amplitude du cas précédent en échangeant p2↔−p4, donc s↔ u. Alors
on obtient

∑|M|2 = 16π2α2
s

CF

N

[
t2 + s2

u2 +
s2 + u2

t2 − 2
N

s2

tu

]
(3.246)
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3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born 109

3.6.6 Processus : q̄q̄→ q̄q̄
On considère le processus de la production de deux quarks identiques,

q̄(p1) + q̄(p2)→ q̄(p3) + q̄(p4) (3.247)

Les digrammes de Feynman décrivant cette réaction sont les suivants,

�l

k
p1 − p3

j

i
g

q̄(p2) q̄(p4)

q(p1) q(p3)

ν

µ

�j

i
p1 − p4

k

l
g

q̄(p2) q̄(p3)

q(p1) q(p4)

ν

µ

(3.248)

On obtient le même résultats du cas précédent,

∑|M|2 = 16π2α2
s

CF

N

[
t2 + s2

u2 +
s2 + u2

t2 − 2
N

s2

tu

]
(3.249)

3.6.7 Processus : qg→ qg
Considérons la réaction suivante,

q(p1) + g(p2)→ q(p3) + g(p4) (3.250)

Les diagrammes de Feynman décrivant cette réaction sont représentés dans la figure (3.6).

�
k..p1 + p2..l

a,µ

i

j

b,ν

�p1 − p4

a,µ j

i b,ν

�p1 − p3

a,µ

i

b,ν

j
d,σ

c,ρ

�p1 − p3

a

i

b

j
d,σ

c,ρ �p1 − p3

a

i

b

j
d,σ

c,ρ

FIGURE 3.6 – Diagrammes de Feynman décrivant la reaction qg→ qg dans les jauges covariantes et non-
covariantes. Les deux dernier diagrammes (fantômes) sont nécessaires que dans la jauge covariante.

Les amplitudes associées à ces diagrammes sont données par :

M1 =
−i g2

s

[q2
1 + i λ]

(Ta)ki(Tb)jlδkl ūj(p3)γ
ν 6q1γµui(p1) εa

µ(p2)ε
∗b
ν (p4)

=
−i g2

s

[q2
1 + i λ]

(TbTa)ji ūj(p3)γ
ν 6q1γµui(p1) εa

µ(p2)ε
∗b
ν (p4) (3.251)

M2 =
−i g2

s

[q2
2 + i λ]

(TaTb)ji ūj(p3)γ
µ 6q2γνui(p1) εa

µ(p2)ε
∗b
ν (p4) (3.252)

M3 =
g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td)ji fdabūj(p3)γ
σui(p1)

[
gσρ − Gµν(q3,n3)

]
Vρµν(q3, p2,−p4) εa

µ(p2)ε
∗b
ν (p4) (3.253)
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110 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

avec

q1 = p1 + p2, q2 = p1 − p4, q3 = p1 − p3. (3.254)

et

Vρµν(q3, p2,−p4) = gρµ(q3 − p2)
ν + gµν(p2 + p4)

ρ − gνρ(p4 + q3)
µ (3.255)

On rappelle que la somme sur les polarisations du gluon dépend du la jauge, on a :

∑
λ

εa
µ(k)ε

b
ν(k) = −δab

[
gµν − Gµν(k,n)

]
(3.256)

avec

Gµν(k,n) =

{
0 jauge de Feynman (covariante)
kµnν+kνnµ

k·n jauge axiale (non-covariante)
(3.257)

Si on emploie la jauge covariante (jauge de Feynman par exemple), on doit prendre en compte la
contribution des diagrammes des ghosts (M4 et M5, voir Figure. 3.6). Les amplitudes associées à ces
deux derniers sont les suivantes :

M4 =
−g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td)ji fdabūj(p3)γ
σui(p1)Pσρ(q3,n3) pρ

4 1a1b (3.258)

M5 =
−g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td)ji fdabūj(p3)γ
σui(p1)Pσρ(q3,n3) pρ

4 1∗a1∗b (3.259)

On a noté le ghost (anti-ghost) par 1a (1∗a) car le champ les ghosts sont traités comme des champs
scalaires porteurs d’une charge de couleur comme le gluon. On a donc,

∑
Col

1a 1∗b = δab. (3.260)

Les complexes conjugués de ces amplitudes sont donnés par :

M1 =
i g2

s

[q2
1 + i λ]

(Ta′Tb′)i′ j′ ūi′(p1)γ
µ′ 6q1γν′uj′(p3) ε∗a

′
µ′ (p2)ε

b′
ν′(p4) (3.261)

M2 =
i g2

s

[q2
2 + i λ]

(Tb′Ta′)i′ j′ ūi′(p1)γ
ν′ 6q2γµ′uj′(p3) ε∗a

′
µ′ (p2)ε

b′
ν′(p4) (3.262)

M3 =
g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td′)i′ j′ fd′a′b′ ūi′(p1)γ
σ′uj′(p3)Pσ′ρ′(q3,n3)Vρ′µ′ν′(q3, p2,−p4) ε∗a

′
µ′ (p2)ε

b′
ν′(p4) (3.263)

M4 =
−g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td′)i′ j′ fd′a′b′ ūi′(p1)γ
σ′uj′(p3)Pσ′ρ′(q3) pρ′

4 1∗a′1
∗
b′ (3.264)

M5 =
−g2

s

[q2
3 + i λ]

(Td′)i′ j′ fd′a′b′ ūi′(p1)γ
σ′uj′(p3)Pσ′ρ′(q3) pρ′

4 1a′1b′ (3.265)

Dans la jauge non-covariante (axiale ou plus précisément cône de lumière), l’amplitude totale est
donné par la somme des 3 amplitudes M1, M2 et M3. Le carré de l’amplitude totale sommée et
moyennée sur les spins, les polarisations et les couleurs est donné par :

∑|M| ≡∑|M1 + M2 + M3|2 =
1

4Nc(N2
c − 1) ∑

s
∑
λ

(
M1M1 + M2M2 + M3M3

+2Re[M1M2] + 2Re[M1M3] + 2Re[M2M3]
)

(3.266)
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3.6 Calcul des processus à l’ordre de Born 111

Par contre, dans la jauge covariante on doit soustraire le carré de chaque amplitude associée aux
ghosts. Le carré de l’amplitude totale s’écrit donc :

∑|M| ≡∑|M1 + M2 + M3|2 −∑|M4|2 −∑|M5|2 (3.267)

Les carrés des différentes amplitudes sont donnés par,

∑ |M1|2 =
g4

s
s2 Tr[TbTaTaTb]Tr[ 6 p3γν 6q1γµ 6 p1γµ′ 6q1γν′ ]

[
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)]

∑ |M2|2 =
g4

s
u2 Tr[TaTbTbTa]Tr[ 6 p3γµ 6q2γν 6 p1γν′ 6q2γµ′ ]

[
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)]

∑ |M3|2 =
g4

s
t2 Tr[TdTd′ ] fdab fd′ab Tr[ 6 p3γσ 6 p1γσ′ ]Vρµν(q3, p2,−p4)Vρ′µ′ν′(q3, p2,−p4)

×
[
gσρ − Gσρ(q3,n3)

] [
gσ′ρ′ − Gσ′ρ′(q3,n3)

] [
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)]

(3.268)

Les termes d’interférence des différentes amplitudes sont donnés par,

2∑Re[M1M2] =
2 g4

s
s u

Tr[TbTaTbTa]Tr[ 6 p3γν 6q1γµ 6 p1γν′ 6q2γµ′ ]
[
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)]

2∑Re[M1M3] = (−i)
2 g4

s
s t

Tr[TbTaTd′ ] fd′ab Tr[ 6 p3γν 6q1γµ 6 p1γσ′ ]Vρ′µ′ν′(q3, p2,−p4)
[
gσ′ρ′ − Gσ′ρ′(q3,n3)

]

×
[
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)]

2∑Re[M2M3] = (−i)
2 g4

s
t u

Tr[TaTbTd′ ] fd′ab Tr[ 6 p3γµ 6q2γν 6 p1γσ′ ]Vρ′µ′ν′(q3, p2,−p4)
[
gσ′ρ′ − Gσ′ρ′(q3,n3)

]

×
[
gµµ′ − Gµµ′(p2,n2)

]
[gνν′ − Gνν′(p4,n4)] (3.269)

Les carrés des amplitudes de fantômes M4 et M5 sont donnés par,

∑ |M4|2 =
g4

s
t2 Tr[TdTd′ ] fdab fd′ab Tr[ 6 p3γσ 6 p1γσ′ ] gσρ gσ′ρ′ p

ρ
4 pρ′

4

=
g4

s
t2 Tr[TdTd′ ] fdab fd′ab Tr[ 6 p3 6 p4 6 p1 6 p4]

∑ |M5|2 =
g4

s
t2 Tr[TdTd′ ] fdab fd′ab Tr[ 6 p3 6 p4 6 p1 6 p4] (3.270)

Pour calculer les facteurs de couleur, on utilise les relations suivantes :

(TaTa)ij = CF δij ≡
N2

c − 1
2Nc

δij, fabc fabd = CA δcd ≡ Nc δcd,

Tr[TaTbTc] =
1
4
(dabc + i fabc) , Tr[TaTbTaTd] = − 1

4Nc
δbd. (3.271)
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112 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

Donc, les facteurs de couleur pour chaque terme sont donnés par :

C|M1|2 = Tr[TbTaTaTb] = Tr[TbTbTaTa] = (TbTb)ij(TaTa)ji = C2
Fδijδji = Nc C2

F =
(Nc − 1)2

4 Nc
, (3.272)

C|M2|2 =
(Nc − 1)2

4 Nc
, (3.273)

C|M3|2 = Tr[TdTd′ ] fdab fd′ab = Tr[TdTd′ ]Ncδdd′ = Nc Tr[TdTd] = N2
c CF =

Nc(N2
c − 1)
2

, (3.274)

CM1 M2
= Tr[TbTaTbTa] = − 1

4Nc
δaa = −

N2
c − 1
4Nc

, (3.275)

CM2 M3
= Tr[TaTbTd′ ] fd′ab =

1
4
(dabd′ + i fabd′) fd′ab =

≡0︷ ︸︸ ︷
1
4

dabd′ fd′ab +
i
4

fabd′ fd′ab =
i
4

Nc(N2
c − 1), (3.276)

CM1 M3
= Tr[TbTaTd′ ] fd′ab = −

i
4

Nc(N2
c − 1). (3.277)

C|M4|2 =
Nc(N2

c − 1)
2

, (3.278)

C|M5|2 =
Nc(N2

c − 1)
2

. (3.279)

Dans la jauge du cône de lumière, on trouve

∑ |M1|2 = −g4
s
(Nc − 1)2

4 Nc
× 8

(
s2 + t2)

s u
(3.280)

∑ |M2|2 = −g4
s
(Nc − 1)2

4 Nc
× 8

(
t2 + u2)

s u
(3.281)

∑ |M3|2 = −g4
s

Nc(N2
c − 1)
2

× 16
(
s2 + s u + u2)2

s u t2 (3.282)

2∑Re[M1M2] = −g4
s

N2
c − 1
4Nc

× 16t2

s u
(3.283)

2∑Re[M1M3] = −g4
s

1
4

Nc(N2
c − 1) × 16(2s + u)

(
s2 + s u + u2)

s t u
(3.284)

2∑Re[M2M3] = −g4
s

1
4

Nc(N2
c − 1) × 16(s + 2u)

(
s2 + s u + u2)

s t u
(3.285)

où on a choisi n2 = n3 = n4 = p1.
Le carré de l’amplitude totale est,

∑|M1 + M2 + M3|2 = −
g4

s
4Nc(N2

c − 1)
2
(

N2
c − 1

)(
s2 + u2) [(N2

c − 1
)

s2 − 2 s u +
(

N2
c − 1

)
u2]

Nc s u t2

= − g4
s

2N2
c

s2 + u2

s u t2

[(
N2

c − 1
)

s2 − 2 s u +
(

N2
c − 1

)
u2]

= − g4
s

2N2
c

s2 + u2

s u t2

[(
N2

c − 1
)

s2 + 2 (N2
c − 1) s u +

(
N2

c − 1
)

u2 − 2 N2
c s u

]

= − g4
s

2N2
c

s2 + u2

s u t2

[
(N2

c − 1) (s + t)2 − 2 N2
c s u

]

= − g4
s

2N2
c

s2 + u2

s u t2

[
(N2

c − 1) t2 − 2 N2
c s u

]
(3.286)

Alors,

∑|M1 + M2 + M3|2 = g4
s

[
s2 + t2

t2 − N2
c − 1
2 N2

c

s2 + u2

s u

]
(3.287)

= g4
s

[
s2 + t2

t2 − 4
9

s2 + u2

s u

]
(3.288)
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3.7 Exercices et Problèmes 113

Dans la jauge de Feynman, on

∑ |M1|2 = −g4
s
(Nc − 1)2

4 Nc
× 8u

s
(3.289)

∑ |M2|2 = −g4
s
(Nc − 1)2

4 Nc
× 8 s

u
(3.290)

∑ |M3|2 = g4
s

Nc(N2
c − 1)
2

× 4
(
4 s2 + 3 s u + 4u2)

t2 (3.291)

2∑Re[M1M2] = 0 (3.292)

2∑Re[M1M3] = g4
s

1
4

Nc(N2
c − 1) × 16 s

t
(3.293)

2∑Re[M2M3] = g4
s

1
4

Nc(N2
c − 1) × 16u

t
(3.294)

∑ |M4|2 = −g4
s

Nc(N2
c − 1)
2

× 2 s u
t2 (3.295)

∑ |M5|2 = −g4
s

Nc(N2
c − 1)
2

× 2 s u
t2 (3.296)

On trouve le même résultat (3.288) pour le carré de l’amplitude totale,

∑|M1 + M2 + M3|2 −∑|M4|2 −∑|M5|2 = g4
s

[
s2 + t2

t2 − N2
c − 1
2 N2

c

s2 + u2

s u

]
(3.297)

3.7 Exercices et Problèmes
3.7.1 Questions de cours

(1) Quels sont les termes invariants sous la transformation de jauge non-abélienne locale :

∂µ Aa
ν − ∂ν Aa

µ. (3.298)

∂µ Aa
ν − ∂ν Aa

µ + g fabc Ab
µ Ac

ν. (3.299)

(∂µ Aa
µ)

2. (3.300)

(2) Montrer la relation suivante :

[Dµ, Dν] = −igTaFa
µν, avec Fa

µν = ∂µ Aa
ν − ∂ν Aa

µ + g fabc Ab
µ Ac

ν. (3.301)

(3) Comparer la QED et la QCD.
(4) Algèbre de Grassman. Montrer que :

∂2F
∂i∂j

= − ∂2F
∂j∂i

,
∂2F
∂2

j
= 0. (3.302)

∫
dψi = 0,

∫
dψiψj = δij. (3.303)

{dψi,ψj} = 0, {dψi,dψj} = 0. (3.304)

(5) Intégrale fonctionnelle de Feynman :
(a) Montrer que

Gn(x1, · · · xn) =< 0|T[φ̂(x1) · · · φ̂(xn)]|0 >=

∫
[dφ]φ(x1) · · ·φ(xn)exp[i

∫
d4xL]∫

[dφ]exp[i
∫

d4xL] . (3.305)

où φ est un champ scalaire neutre et la densité lagrangienne L est donnée par

L =
1
2
(∂µφ∂µφ−m2φ2)−V(φ). (3.306)
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114 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

(b) Montrer que :

Gn(x1, · · · xn) =
(−i)n

Z[0]
δnZ[J]

δJ(x1) · · ·δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

, où Z[J] =
∫
[dφ]exp[i

∫
d4x(L+ φJ). (3.307)

(c) Montrer que :

Z[J]
Z[0]

= ∑
n

in

n!

∫
dx1 · · ·dxnGn(x1, · · · , xn)J(x1) · · · J(xn). (3.308)

(d) Montrer que la fonctionnelle génératrice pour le champ Aa
µ n’est pas invariant sous la transforma-

tion de jauge locale :

Z[J] =
∫
[dA]exp[i

∫
d4x(L+ Aa

µ Jaµ], L = −1
4

Fa
µνFaµν. (3.309)

(e) Montrer que le propagateur fermionique est donné par :

< 0|ψ̂α(x) ¯̂ψβ(y)|0 > =
(−i)2

Z[0,0,0]
δ2Z[J,η, η̄]

δη̄α(x)δ(−ηβ(y))

∣∣∣∣
J=0

. (3.310)

(f) La fonction de Green connexe est :

Gc
n(x1, · · · , xn) = (−1)n−1 δnW[J]

δJ(x1) · · ·δJ(xn)

∣∣∣∣
J=0

, Z[J] = eiW[J]. (3.311)

Calculer les fonctions de Green :

Gc
1(x), Gc

2(x1, x2), Gc
3(x1, x2, x3), Gc

4(x1, x2, x3, x4), Gc
5(x1, x2, x3, x4, x5). (3.312)

3.7.2 Exercices
Exercice 1 : QCD
Considérons la densité lagrangienne d’un quark

L = ψ(i∂µγµ −m)ψ, ψ =




qr
qb
qv


 (3.313)

(1) Montrer que L est invariant sous la transformation de jauge globale

U(α1,α2, ...) = eigsαaTa . (3.314)

(3) Calculer le courant de Noether correspondant.
(4) Montrer que pour que la densité lagrangienne suivante soit invariante sous la transformation de
jauge locale (~α ≡~α(x))

L = ψ(iDµγµ −m)ψ. (3.315)

il faut que

Dµ = ∂µ + igsGµ, G′µ = U(x)GµU−1(x) +
i

gs
(∂µU(x))U−1(x). (3.316)

(5) Utiliser la transformation infinitésimale pour montrer que

Ga′
µ = Ga

µ + ∂µαa(x)− gs fabcαb(x)Gc
µ.

où Gµ =
1
2
~T · ~Gµ =

1
2

TaGa
µ (3.317)
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3.7 Exercices et Problèmes 115

(6) Montrer que la densité lagrangienne des champs de jauge est invariante sous la transformation de
jauge locale

Ljauge = −
1
4
~Gµν~Gµν = −1

2
Tr[GµνGµν]. (3.318)

où

Gµν =
1
2
~Gµν · ~T =

1
2

Ga
µνTa. (3.319)

Ga
µν = ∂µGa

ν − ∂νGc
µ + gs fabcGb

µGc
ν. (3.320)

Exercice 2 : Processus de base en QCD
Considérons les processus de base de la chromodynamique quantique :

(a) qq̄′→ qq̄′

(b) qq̄→ q′q̄′

(c) qq̄→ qq̄
(d) qq→ qq
(e) qq̄→ gg
( f ) gg→ qq̄
(g) gq→ gq

(1) Tracer les diagrammes de de Feynman de chaque réactions.
(2) Écrire l’amplitude correspondante de chaque diagramme de Feynman.
(3) Écrire le complexe conjugué de chaque amplitude.
(4) Calculer les sections efficaces différentielles

dσ

dΩ
dσ

dcos(θ)
dσ

dt
(3.321)

Exercice 3 : la réaction e− + e+→ q + q̄
Considérons la réaction suivante :

e−(p1) + e+(p2)→ q(p3)q̄(p4).

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.
(2) Écrire l’amplitude de chaque diagramme.
(3) Écrire le complexe conjugué de chaque amplitude.
(4) Écrire cette amplitude en terme des variables de MandelStam.
(5) Calculer la section efficace totale et différentielles.

Exercice 4 : la réaction e− + p→ e−+p
Considérons la réaction suivante :

e−(p) + p(k)→ e−(p′) + p(k′)

(1) On suppose que le proton p est constitué que de quarks de valence u et d. Donner tous les
sous-processus possibles (au niveau partonique).
(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.
(2) Écrire l’amplitude de chaque diagramme.
(3) Écrire le complexe conjugué de chaque amplitude.
(4) Écrire cette amplitude en terme des variables de MandelStam.
(5) Calculer la section efficace différentielle.
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116 Chapitre 3. Chromodynamique Quantique

Exercice 5 : Diffusion gluon-gluon
Considérons la réaction :

g(p1) + g(p2)→ q(p3) + q̄(p4).

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.
(2) Écrire l’amplitude de chaque diagramme.
(3) Écrire le complexe conjugué de chaque amplitude.
(4) Choisir un seul diagramme de Feynman et calculer le carré de son amplitude.
(5) Écrire cette amplitude en terme des variables de MandelStam.
(6) Calculer la section efficace différentielle.

Exercice 6 : Réaction en QED et QCD
Calculer le carre de l’amplitude et les section efficaces différentielles des réactions suivantes :

q(p1) + q′(p2)→ q(p3) + q′(p4) (3.322)
q(p1) + q(p2)→ q(p3) + q(p4) (3.323)
q(p1) + q̄(p2)→ q(p3) + q̄(p4). (3.324)

q et q′ sont des quarks différents de masses nulles. Si les médiateurs de réactions sont à la fois le
photon γ et le gluon G.
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Le modèle standard (SM) est une théorie qui décrit les particules élémentaires et les forces fonda-
mentales qui les lient. Il s’agit d’une théorie quantique des champs basée sur le groupe de jauge
SUL(2)⊗UY(1), où SUL(2) est le groupe d’isospin faible et UY(1) est le groupe d’hypercharge. Il
unifie les deux interactions fondamentales : l’électromagnétisme et l’interaction faible (on l’appelle
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118 Chapitre 4. Modèle Standard

aussi la théorie électrofaible). Souvent on inclut l’interaction forte dans le modèle Standard, dans ce
cas, la théorie est basée sur le groupe SUC(3)⊗ SUL(2)⊗UY(1) où SUC(3) est le groupe de couleur.
On note que l’interaction forte dans le dernier modèle n’est pas unifiée avec les autres forces mais on
l’inclut ad-hoc [11, 12, 13]. En se basant sur l’ouvrage de T. Morii et al. [11], ce chapitre suit de près
leur approche et utilise leur notation.

4.1 Particules et interactions

4.1.1 Particules du SM
Le SM décrit les interactions de toutes les particules élémentaires observées expérimentalement. Les
fermions sont organisés sous forme de doublets du groupe SUL(2),

Quark :
(

u
d

) (
c
s

) (
t
b

)

Leptons :
(

νe
e

) (
νµ

µ

) (
ντ

τ

)

les bosons de jauge,

Bosons de jauge =





γ sans masse → EM
W±, Z massifs → W
g sans masse → S

(4.1)

et le boson de Higgs H (responsable de la génération des masses des particules).

4.1.2 Porté des interactions fondamentales
La porté des interactions diffère l’une de l’autre. Par exemple, l’interaction électromagnétique est une
interaction à longue portée tandis que l’interaction faible est une interaction à courte portée. La masse
des bosons de jauge, les porteurs des forces, détermine si la porté d’une interaction est longue ou
courte. D’après, le principe d’incertitude d’Heisenberg, un processus est indétectable s’il se produit
(particule virtuelle par exemple) à l’intérieur de l’intervalle,

∆t ≈ h̄
∆E

=
1
m

pour h̄ = c = 1 (4.2)

On définit la porté maximale d’une réaction par :

R = c∆t ≈ 1
m

(4.3)

où m est la masse du boson du Jauge.

Considérons les quatre interactions fondamentales,
. Interaction électromagnétique :

REM =
1

mγ
=

1
0
→∞ portée infinie

. Interaction gravitationnelle :

RGrav =
1

mG
=

1
0
→∞ portée infinie

. Interaction faible :

RW =
1

mW,Z
≈ 10−18m ≡ fini portée finie
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4.1 Particules et interactions 119

. Interaction forte :

RS ≈ 10−15m ≡ fini portée finie

La portée de l’interaction forte est finie en raison du phénomène de la liberté asymptotique.
Rappelons que la constante de couplage mobile de l’interaction forte est donnée par,

αs(Q2) =
αs(M2)

1 + αs(M2)[33− 2N f ] ln(
Q2

M2 )/(12π)
(4.4)

La figure suivante décrit la variation de la constante de couplage en fonction de l’énergie.

100 101 102 1035 · 10−2

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Q [GeV]

α
s(

Q
2 )

N f = 6

On voit que à basse énergie (ç.à.d. à longue distante) la constante de couplage devient très grande, par
contre, à haute énergie (ç.à.d. à courte distante) elle devient très petite. Ce qui montre que la porté de
l’interaction forte est finie.

4.1.3 Types d’interactions faible
On peut classifier l’interaction faible selon les médiateurs de l’interaction en :

{
. Interaction par courant chargé (W±)
. Interaction par courant neutre (Z)

où selon les fermions de l’état initial et final d’un processus en
. Processus leptonique :

�W−
µ−

ν̄e

e−

νµ

µ− −→ νµ + e− + ν̄e (4.5)

. Processus semi-leptonique :

π−



�

W−

ū

d

ν̄µ‘

µ−

π− −→ µ− + ν̄e (4.6)
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120 Chapitre 4. Modèle Standard

�W−
n

p

e−

ν̄e

n −→ p + e− ++ν̄e (4.7)

. Processus hadronique :

K+



�

W−

s̄

u

d̄

u

K+ −→ π+ + π0 (4.8)

4.2 Modèle de Fermi
La théorie de Fermi (où le modèle de Fermi) est la première tentative sérieuse de construire un
modèle décrivant l’interaction faible. Ce modèle donne des prédiction théorique très précises à basse
énergie mais il s’effondre à haute énergie. Il souffre de plusieurs problèmes notamment la violation de
l’unitarité et la non-renormalisabilité. Dans cette section on présente le modèle original de Fermi et les
améliorations qu’il a subit pour résoudre ses problèmes.

4.2.1 Modèle de Fermi avant amélioration
En 1933, Fermi a proposé son modèle, appelé modèle de Fermi. Dans ce modèle, il suppose que
l’électron et le neutrino dans la désintégration β sont émis comme le photon dans les noyaux radiatifs,
voir les graphes ci-dessous. Cette théorie se base sur l’hypothèse que l’interaction faible est une
interaction ponctuelle, ç.à.d. interaction courant-courant. D’après ce modèle, la désintégration β est
illustrée par le diagramme suivant,

�p
γ

p

p −→ p + γ �n
ν̄e

e−

p

n −→ p + e− + ν̄e

(4.9)

La densité lagrangienne d’interaction de ce modèle est donc,

LI = −
GF√

2

[
(ψ̄pγµψn)(ψ̄eγµψν) + h.c

]

= − GF√
2
[Jµ

B JL
µ + h.c] (4.10)

où GF est la constante de couplage de Fermi et
{

Jµ
B = (ψ̄pγµψn) courant baryonique

JL
µ = (ψ̄eγµψν) courant leptonique

La dimension en terme de masse de la constante de couplage de Fermi est,

[LI ] = 4
= [GF] + 4[ψ] (4.11)

mais les ψ (ψp, ψn, ψe et ψν) sont des spineurs de Dirac, donc [ψ] = 3/2. Alors,

[GF] = −2 (4.12)
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4.2 Modèle de Fermi 121

4.2.2 Violation de parité et interaction vectoriel-axiale (V-A)
L’interaction dans la version originale du modèle de Fermi est de nature vectorielle, ç.à.d. le courant ne
contient que des matrices de Dirac γµ. Mais après la découverte de la violation de parité, les physiciens
ont compris que la nature de l’interaction doit être de nature vectorielle-axiale (V-A), ç.à.d. il faut
remplacer les matrices de Dirac, dans le courant, par le terme V-A suivant : γµ(1− gAγ5). Avant
d’implémenter ce mode d’interaction dans le modèle de Fermi, on doit tout d’abord donner quelques
rappelles sur la chiralité et l’hélicité des particules.

Chiralité et hélicité
On définit les chiralités gauche (ψL) et droite (ψR) d’un spineur de Dirac par,

{
ψL = PLψ
ψR = PRψ

{
ψL = ψPR
ψR = ψPL

(4.13)

où PL,R sont les projecteurs de chiralité gauches et droites, ils sont définis par,

PL =
1− γ5

2
=

(
I 0
0 0

)
PR =

1 + γ5

2
=

(
0 0
0 I

)
(4.14)

Les projecteurs PL,R vérifient les propriétés suivantes,

(PL)
2 = PL (PR)

2 = PR P†
L = PR P†

R = PL

PLPR = 0 PRPL = 0 PL + PR = 1 (4.15)

On peut voir ψL et ψR (res. ψL et ψR) comme deux degrés de liberté indépendante du spineur ψ (rep.
ψ), on écrit,

ψ = ψL + ψR ψ = ψL + ψR (4.16)

ψL et ψR annihilent, respectivement, un fermion d’hélicité h =∓1/2 et créent un anti-fermion d’hélicité
h = ±1/2.

Les spineurs ψL et ψR sont des vecteurs propres de l’opérateur chiralité γ5 avec les valeurs propres
±1, respectivement. On écrit donc,

γ5ψR = ψR γ5ψL = −ψL (4.17)

avec,

γ5 =

(
I 0
0 −I

)
(4.18)

On dit que ψR est de chiralité positive où de chiralité droite (right-handed) et ψL est de chiralité
négative où chiralité gauche (left-handed).
Exercice : montrer que :

ψγµψ = ψLγµψL + ψRγµψR (4.19)
ψγµγ5ψ = ψRγµψR − ψLγµψL (4.20)

ψψ = ψRψL + ψLψR (4.21)

On dit qu’une particule est d’hélicité droite (où R) si son spin et quantité du mouvement sont dans la
même direction, et d’hélicité gauche (L) si le spin et la quantité du mouvement sont anti-parallèles.
On définit l’opérateur hélicité d’une particule par,

ĥ =
~S · ~p
|~p|

=
1
2
~σ · ~p
|~p| (4.22)
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122 Chapitre 4. Modèle Standard

où ~p est l’impulsion de la particule, ~S est le spin de la particule et σ≡ (σ1 σ2 σ3) (les σi sont les matrices
de Pauli).
Pour des fermions de masse nulle, on a

ĥψR = +
1
2

ψR ĥψL = −
1
2

ψL (4.23)

Pour des fermions avec masse (et pour E� m), on a

ĥψR = +
1
2

ψR +
m
2E

ψL ĥψL = −
1
2

ψL −
m
2E

ψR (4.24)

On voit que l-hélicité correspond à la chiralité pour des fermions de masse nulle, et à l’inverse de la
chiralité pour des anti-fermions de masse nulle. Schématiquement, on peut les représenter par :

ψR :.....

�
~p→
~S→

ψL :.....

�
~p→

← ~S..........

Pour la chiralité droite ~p et ~S sont parallèles et pour la chiralité gauche ~p et ~S sont anti-parallèles.
Exercice :
(1) Montrer que l’équation de Dirac dans la représentation γ5 diagonale s’écrit sous la forme,

{
(−i∂/∂t− i~σ · ~∇)χ−mη = 0
(−i∂/∂t + i~σ · ~∇)η −mχ = 0

(4.25)

avec

ψR =

(
χ
0

)
ψL =

(
0
η

)
ψ = ψR + ψL (4.26)

où χ et η sont les spineurs de Weyl.
(2) Utiliser l’éq.(4.25) pour montrer les équations (4.23) et (4.24).

Spineurs et transformation de Lorentz
Pour les spineurs de Dirac, la transformation de Lorentz est implémentée de la manière suivante :

U(Λ)ψ(x)U−1(x) = Λ−1
1
2

ψ(Λ x) (4.27)

où U(Λ) est transformation unitaire et

Λ 1
2
= exp

(
− i

2
ωµνSµν

)
, avec Sµν =

i
4
[γµ,γν]. (4.28)

On rappelle que les matrices de Dirac se transforment sous la transformation de Lorentz comme :

Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµ

νγν. (4.29)

On peut montrer qu’on peut construire que 5 formes bilinéaires qu’ils ont la bonne structure de
Lorentz, les voici :

Scalaire (spin 0) : ψ̄ψ

Pseudo-scalaire (spin 0) : ψ̄γ5ψ

Vecteur (spin 1) : ψ̄γµψ

Axial (spin 1) : ψ̄γµγ5ψ

Tenseur (spin 2) : ψ̄(γµγν − γνγµ)ψ (4.30)
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4.2 Modèle de Fermi 123

Spineurs et parité

L’opérateur parité P (P : ~x→−~x) transforme l’état âκ(~k)|0 > en âκ(−~k)|0 >, donc :

P âκ(~k)P = ηa âκ(−~k), avec ηa = ±,

P b̂κ(~k)P = ηbb̂κ(−~k), avec ηb = ±. (4.31)

On peut montrer que le spineur de Dirac et son adjoint se transforment comme suit :

P ψ(t,~x)P = ηa γ0 ψ(t,−~x), P ψ̄(t,~x)P = η∗a ψ̄(t,−~x)γ0 (4.32)

où η∗b = −ηa.

Exercice : formes bilinéaires et parité
Comment les formes bilinéaires, suivantes, se transforment sous la parité :

ψ̄ψ, ψ̄γµψ, iψ̄[γµ,γν]ψ, ψ̄γµγ5ψ, iψ̄γ5ψ. (4.33)

• Scalaire : ψ̄ψ

P ψ̄(t,~x)ψ(t,~x)P = |ηa|2 (γ0)2 ψ̄(t,−~x)ψ(t,−~x)
= +ψ̄(t,−~x)ψ(t,−~x). (4.34)

• Pseudo-scalaire : iψ̄γ5ψ

P iψ̄(t,~x)γ5ψ(t,~x)P = |ηa|2 iψ̄(t,−~x)γ0 γ5 γ0 ψ(t,−~x)
= −iψ̄(t,−~x)γ5ψ(t,−~x). (4.35)

• Vecteur : ψ̄γµψ

P ψ̄(t,~x)γµψ(t,~x)P = |ηa|2 ψ̄(t,−~x)γ0 γµ γ0 ψ(t,−~x)

=

{
+ψ̄(t,−~x)γµψ(t,−~x) pour µ = 0.
−ψ̄(t,−~x)γµψ(t,−~x) pour µ = 1,2,3.

(4.36)

• Pseudo-vecteur : ψ̄γµγ5ψ

P ψ̄(t,~x)γµγ5ψ(t,~x)P = |ηa|2 ψ̄(t,−~x)γ0 γµγ5 γ0 ψ(t,−~x)

=

{ −ψ̄(t,−~x)γµγ5ψ(t,−~x) pour µ = 0.
+ψ̄(t,−~x)γµγ5ψ(t,−~x) pour µ = 1,2,3.

(4.37)

La parité intrinsèque (voir le cours de physique des particules de M1) des fermions, anti-fermion et
bosons de jauge est donnée par :

fermion : P( f ) = +1 f = l−,q.
anti-fermion : P( f̄ ) = −1 f̄ = l+, q̄.
boson de jauge : P(V) = −1 V = γ, g,W±, Z. (4.38)

Exercice : conservation de la parité en QED
Montrer que la parité est conservé dans le processus : e−q→ e−q.
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124 Chapitre 4. Modèle Standard

Solution : Considérons la réaction e−q→ e−q. L’amplitude associé s’écrit

M ∝ Je
µ Jqµ, Je

µ = ūeγ
µue, Jqµ = ūqγµuq. (4.39)

On a

Je ′
µ = PJe

µP =

{
+ūeγ0ue
−ūeγiue (pour i = 1,2,3)

Jeµ ′ = PJqµP =

{
+ūqγ0uq
−ūqγiuq (pour i = 1,2,3)

(4.40)

Car la composante temporelle des courants est inchangée, alors le produit scalaire des 4-courants reste
invariant, ç.à.d.

Je′
µ Jqµ′ = Je

µ Jqµ (4.41)

d’où l’invariance par transformation de parité.

Spineurs et conjugaison de charge
L’opérateur conjugaison de charge transforme l’opérateur d’annihilation d’un fermion en opérateur
de création d’un anti-fermion et vise-versa :

C âκ(~k)C = b̂κ(~k), C b̂κ(~k)C = âκ(~k). (4.42)

On peut montrer que le spineur de Dirac et son adjoint se transforme de la manière suivante :

C ψ(x)C = −i γ2(ψ†)t = −i (ψ̄γ0γ2)t,

C ψ̄(x)C = (−i γ2ψ)tγ0 = (−i γ0γ2 ψ)t. (4.43)

Exercice : formes bilinéaires et conjugaison de charge
Montrer que les formes bilinéaires se transforment de la manière suivante :

C(ψ̄ψ)C = +ψ̄ψ (4.44)

C(iψ̄γ5ψ)C = +iψ̄γ5ψ (4.45)
C(ψ̄γµψ)C = −ψ̄γµψ (4.46)

C(ψ̄γµγ5ψ)C = −ψ̄γµγ5ψ (4.47)

Généralisation de Gamow et Teller
La conservation du moment cinétique dans la désintégration β requiert,

~Jn =~Jp +~Jeν (4.48)

où~Jn,~Jp et~Jeν =~L + ~S sont les moments cinétiques total du neutron, du proton et du système e− ν.
On distingue deux cas :

{
Se−ν = 0 ∆J = 0 électron et neutrino sont anti-parallèles
Se−ν = 1 ∆J = 0,1 électron et neutrino sont parallèles

La première transition (J est inchangé) est expliquée par la nature vectorielle de l’interaction donc
le modèle de Fermi (on l’appelle transition de Fermi). La deuxième transition (J est changé) ne peut
être pas expliquer par le modèle de Fermi, elle est expliqué par la nature axiale de l’interaction (on
l’appelle transition de Gamow-Teller).
George Gamow et Edward Teller ont généralisé (entre 1934-1936) le modèle de Fermi en remplaçant la
nature vectoriel de l’interaction (la matrice γ dans le courant) par une combinaison d’interaction de
type scalaire, pseudo-scalaire, vectorielle, axiale et tensorielle. Ils ont proposé la densité lagrangienne
suivante,

LI = −
GF√

2
[(ψnÔBψp)(ψeÔLψν) + h.c] (4.49)
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4.2 Modèle de Fermi 125

La forme la plus générale de Ô est,

Ô = ∑
j=S,P,V,A,T

ÔJ (4.50)

avec

ÔJ nature notation
I scalaire S
γ5 pseudo-scalaire P
γµ vectorielle V
γµγ5 axiale A
σµν = i

2 [γ
µ,γν] tensorielle T

σµνγ5 pseudo-tensorielle PT

Exercice :
(1)- Montrer que dans le mode de désintégration de Fermi, la nature de l’interaction doit être vectoriel
(V) et dans le mode de désintégration de Gamow-Teller, la nature de l’interaction doit être axiale (A).
(2)- Est ce que la transition de Fermi peut être scalaire (S)?
(3)- Est ce que la transition de Gamow-Teller peut être tensorielle (T) ?

Violation de parité
Les physiciens Lee et Yang ont proposé, en 1956, la violation de parité pour résoudre le problème
connu à l’époque par θ-τ puzzle. Les hadrons θ et τ ont les mêmes masses, charges électrique, spins et
demi-vies moyennes, mais ils désintègrent différemment avec des parité différentes,

{
θ −→ π+ + π0 ηP = +1
τ −→ π+ + π+ + π− ηP = −1

(4.51)

Mais pourquoi les parités sont différentes? Lee et Yang ont proposé l’hypothèse suivantes (en 1956) :
les hadrons θ et τ sont la même particule (appelé plus tard K+) et que la parité et violée par l’interaction faible.

{
K+(ηP = −1) −→ π+ + π0(ηP = +1) 21.1%
K+(ηP = −1) −→ π+ + π+ + π−(ηP = −1) 5.6%

(4.52)

FIGURE 4.1 – Expérience de Wu (figure taken from ref. [11]).
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126 Chapitre 4. Modèle Standard

La violation de parité a été prouvée expérimentalement dans la même année en étudiant la désintégra-
tion β par l’expérience de Wu et al. Dans cette expérience, ils ont observé la désintégration des atomes
du Cobalt-60 (atome instable), aligné par un champ magnétique uniforme, en Nickel-60 (atome stable)
via la désintégration β, voici la réaction

60Co(Jp = 5+) −→ 60Ni(Jp = 4+) + e− + ν̄e (4.53)

où un neutron n du noyau du Cobalt 60Co se désintègre pour donner un proton p, un électron e− et
un neutrino ν̄e et un atome de Nickel-60.

Les électrons émis font un angle θ avec le spin des atomes 60Co. Si la parité est conservée, il faut que la
probabilité de trouver des élections produits avec un angle θ = 0 est égale à la probabilité des électrons
émis par un angle θ = π. Mais Wu et al ont observé le contraire, il ont trouvé que la probabilité de
trouver des électrons émis par un angle θ = π est plus large que la probabilité de trouver un électrons
par un angle θ = 0. Ce résultat implique que la parité n’est pas conservé dans l’interaction faible.

Les résultats de Wu et al impliquent que l’interaction faible est un mélange entre interaction vectorielle
et axiale (où interaction vectorielle-axiale V-A).

Modèle de Fermi et interaction V-A
La violation de parité a conduit les physiciens Feynman, Gellmann, Sudershan et Marshak à suggérer
la généralisation suivante du modèle de Fermi,

LI = −
GF√

2

[
(ψ̄pγµ(1− gAγ5)ψn)(ψ̄νγµ(1− γ5)ψe) + h.c

]
(4.54)

où les courants leptonique et hadronique sont donnés pat :

Jµ
l ∝ ψ̄νγµ(1− γ5)ψe (4.55)

Jµ
B ∝ ψ̄pγµ(1− gAγ5)ψn (4.56)

Exercice : Violation de parité dans l’interaction V − A
Montrer que la parité est violée par les interactions de type V − A.

Solution : Considère un processus 2→ 2. L’amplitude associée est

M ∝ Jµ Jµ, Jµ = ūγµ(1− γ5)u ≡ JV
µ − JA

µ (4.57)

où JV
µ et JA

µ sont, respectivement, les parties vectorielle et axiale du courant. On montré ci-dessus que :

J′Vµ = PJV
µ P =

{
+JV

0
−JV

i (i = 1,2,3)
J′Aµ = PJA

µ P =

{ −JA
0

+JA
i (i = 1,2,3)

(4.58)

On voit que le produit scalaire des courant de la même nature est invariant sous parité, ç.à.d.

J′Vµ J′Vµ = JV
µ JVµ, J′Aµ J′Aµ = JA

µ JAµ. (4.59)

mais l’interférence entre J′Vµ et J′Aµ n’est pas invariant, ç.à.d.

J′Vµ J′Aµ = −JV
µ JAµ 6= JV

µ JAµ. (4.60)

Donc, l’interaction V − A viole la parité.

4.2.3 Problèmes du modèle de Fermi
Violation de l’unitarité
Considérons la réaction suivante,

e−(p) + νe(k) −→ e−(p′) + νe(k′) (4.61)
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Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

�
e−(p)

νe(k)

νe(k′)

e−(p′)

L’amplitude correspondante et son complexe conjugué,

M =
GF√

2
[ū(p′)γµ(1− γ5)u(k)][ū(k′)γµ(1− γ5)u(p)] (4.62)

M =
GF√

2
[ū(k)(1 + γ5)γµ′u(p′)][ū(p)(1 + γ5)γ

µ′u(k′)] (4.63)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins,

∑|M|2 =
G2

F
8

Tr[ 6 p′γµ(1− γ5) 6 k(1 + γ5)γµ′ ]Tr[ 6 k′γµ(1− γ5) 6 p(1 + γ5)γ
µ′ ]

=
G2

F
2

Tr[ 6 p′γµ(1− γ5) 6 kγµ′ ]Tr[ 6 k′γµ(1− γ5) 6 pγµ′ ]

=
G2

F
2
(Tr[ 6 p′γµ 6 kγµ′ ]− Tr[γ5 6 kγµ′ 6 p′γµ])(Tr[ 6 k′γµ 6 pγµ′ ]− Tr[γ5 6 pγµ′ 6 k′γµ]) (4.64)

Dans l’équation (4.64), on a négligé les masses des fermions et on utilise

6 p(1 + γ5) = (1− γ5) 6 p (1− γ5)
2 = 2(1− γ5) (4.65)

Voici quelques propriétés des matrice γ,

γ2
5 = 1 {γ5,γµ} = 0 (4.66)

Tr[γ5] = 0 (4.67)
Tr[γ5γµ] = 0 (4.68)

Tr[γ5γµγν] = 0 (4.69)
Tr[γ5γµγνγα] = 0 (4.70)

Tr[γ5γµγνγαγβ] = 4iεµναβ (4.71)

(4.72)

Propriétés du tenseur ε :
• Le teneur ε est antisymétrique par l’échange de deux indices :

εαβµν = −εβαµν = εβµαν = −εβµνα (4.73)

• Contraction ε,

εαβµνεαβρσ = −2(gµ
ρ gν

σ − gµ
σ gν

ρ) (4.74)

εαβµνεαβµσ = −6gν
σ (4.75)

εαβµνεαβµν = −24 (4.76)

Alors,

∑|M|2 =
G2

F
2
(T(1)

µµ′ − T(2)
µµ′)(T

(3)
µµ′ − T(4)

µµ′) (4.77)
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avec,

T(1)
µµ′ = Tr[ 6 p′γµ 6 kγµ′ ]

T(2)µµ′ = 4iε 6kµ′ 6p′µ

T(3)µµ′ = Tr[ 6 k′γµ 6 pγµ′ ]

T(4)
µµ′ = 4iε 6pµ′ 6k′µ (4.78)

où

ε 6kµ′ 6p′µ = kα p′βεαµ′βµ ε 6pµ′ 6k′µ = pαk′βεαµ′βµ (4.79)

Les tenseurs T(1) et T(3) sont symétrique (par l’échange de µ et µ′) et les tenseurs T(2) et T(4) sont
anti-symétrique (par l’échange de µ et µ′), alors,

T(1)
µµ′T

(4)
µµ′ = 0 T(2)

µµ′T
(3)
µµ′ = 0 (4.80)

Donc, ∑|M|2 devient,

∑|M|2 =
G2

F
2
(T(1)

µµ′T
(3)µµ′ + T(2)

µµ′T
(4)µµ′) (4.81)

on a,

T(1)
µµ′T

(3)µµ′ = 32[k · pk′ · p′ + k · k′p · p′] (4.82)

T(2)
µµ′T

(4)µµ′ = 32[k · pk′ · p′ − k · k′p · p′] (4.83)

on obtient,

∑|M|2 = 32G2
Fk · pk′ · p′ (4.84)

= 8G2
Fs2 (4.85)

La section efficace est,

σ̂ =
1

16s
1

(2π)2

∫ +∞

0
d|~p3|δ(~p3| −

√
s/2)

∫ π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dϕ∑|M|2

∣∣∣∣
~p4=~p3

σ̂ =
1

32πs

∫ π

0
sin(θ)dθ∑|M|2

=
G2

F
2π

s (4.86)

On voit que la section efficace est proportionnelle au carré de l’énergie du centre de masse, donc elle
augmente rapidement avec l’énergie. Pour

√
s≫ la probabilité peut dépasser le 1 ce qui implique

la violation de l’unitarité. Donc, à haute énergie le modèle de Fermi viole l’unitarité. En général, la
section efficace doit satisfaire la condition de Froissart :

A haute énergie, le comportement de la section efficace totale est proportionnelle au ln2(s)
(σ ∝ ln2(s)).

En plus, la théorie de Fermi n’est pas renormalisable car la constante de couplage a une dimension
[GF] = [m]−2 = −2 (on ne peut pas éliminer les divergences par redéfinition des paramètres).

Non-renormalisabilité
Les théories de jauge sont des théories quantiques des champs renormalisables, ç.à.d. les divergences
ultraviolettes qui apparaissent dans les diagrammes de Feynman avec boucles peuvent être éliminer
par la procédure de renormalisation à condition que la constante de couplage soit sans dimension. En
QED par exemple, on peut toujours éliminer ces divergences par la redéfinition des champs et des
couplages de manière que la densité lagrangienne devient L←→L+ δL, où δL est le lagrangien des
contretermes.
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4.2.4 Modèle de Fermi avec un boson de jauge intermédiaire
On peut améliorer la théorie de Fermi en supposant que l’interaction se fait via l’échange d’un boson
de jauge massifs (comme en QED mais avec un boson de jauge massifs). On recalcule la section efficace
pour la réaction,

e−(p) + νe(k) −→ e−(p′) + νe(k′) (4.87)

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

�
q = p− k′W−

e−(p) νe(k′)

νe(k) e−(p′)

µ

ν

L’amplitude correspondante et son complexe conjugué sont,

M =
g2

8
[ū(p′)γν(1− γ5)u(k)]

(−gµν + qµqν/M2
W)

q2 −M2
W

[ū(k′)γµ(1− γ5)u(p)] (4.88)

M =
g2

8
[ū(k)(1 + γ5)γ

ν′u(p′)]
(−gµ′ν′ + qµ′qν′/M2

W)

q2 −M2
W

[ū(p)(1 + γ5)γ
µ′u(k′)] (4.89)

avec

q = p− k′
GF√

2
=

g2

8M2
W

(4.90)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins est,

∑|M|2 = g4 k · p k′ · p′
(p− k′)2 −M2

W
(4.91)

=
g4

4
s2

(u−M2
W)2

(4.92)

=
g4

[1 + cos(θ) + 2M2
W/s]2

(4.93)

A haute énergie (s≫ 2M2
W), le carré de l’amplitude devient,

∑|M|2 ≈
g4

[1 + cos(θ)]2
(4.94)

La section efficace différentielle est,

dσ̂

dcos(θ)
=

1
32πs∑|M|2

=
g4

32πs
1

[1 + cos(θ)]2
∝

1
s

(4.95)

On voit que la section efficace est finie pour s→∞, donc l’unitarité n’est pas violée dans ce processus
grâce au bosons de jauge.

L’introduction d’un boson de jauge intermédiaire résout le problème de violation de l’unitarité pour
certains processus mais cette procédure ne résout pas ce problème dans tous les cas. On peut montrer
ça par l’exemple suivant. Considérons la réaction,

νµ(p) + ν̄µ(p′)←−W+(k) + W−(k′) (4.96)
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Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

�
q = p− k′

νµ(p) W−(k′)

ν̄µ(p′) W+(k)

µ

ν

L’amplitude associée à ce diagramme est,

M =
g2

8q2 v̄(p′)γν(1− γ5) 6qγµ(1− γ5)u(p)ε∗µ(k
′)ε∗ν(k)

=
g2

4q2 v̄(p′)γν(1− γ5) 6qγµu(p)ε∗µ(k
′)ε∗ν(k) (4.97)

Son complexe conjugué est,

M =
g2

4q2 ū(p)γµ′ 6q(1 + γ5)γ
ν′v(p′)εµ′(k′)εν′(k) (4.98)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné les spins,

∑|M|2 =
g4(tu−M2

W)

4u2 (4.99)

On montre que la section efficace totale,

σ =
G2

F
12π

s (4.100)

La section efficace est proportionnelle à s, donc l’unitarité est violée.

4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam

Le modèle de Modèle de Glashow-Weinberg-Salam (GWS) est une théorie de jauge non-abélienne
basée sur le groupe de symétrie SUL(2)⊗UY(1). Elle unifie les deux interactions fondamentales :
l’électromagnétisme et l’interaction faible. Les masses des bosons de jauge et des fermions sont
générées par le mécanisme de Higgs [11].

4.3.1 Courants & Isospin & Hypercharge

Dans cette théorie, on suppose que tous les fermions sont massifs sauf les neutrinos 1. On suppose
que seuls les chiralités gauches des leptons et les chiralités droites des anti-leptons sont sensibles à
l’interaction faible (à cause de la violation de parité, voir le modèle Fermi amélioré).

D’après le modèle de Fermi amélioré, les courants chargés sont donnés par :

Jµ =
1
2

ψ̄νe γµ(1− γ5)ψe ≡ J+µ (4.101)

J†
µ =

1
2

ψ̄e(1 + γ5)γµψνe ≡ J−µ (4.102)

1. Le SM prédit l’existence des neutrinos de masses nulles mais des expériences récentes (Super-Kamiokande) montrent
le contraire, les neutrinos possèdent des masses très petites (mνe ∼ 17− 40 eV, . . . )
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 131

Exercice : montrer que les courants s’écrivent sous la forme :

J+µ = ψ̄νe LγµψeL (4.103)

J−µ = ψ̄eLγµψνe L (4.104)

avec

ψeL =
(1− γ5)

2
ψe ψνe L =

(1− γ5)

2
ψνe (4.105)

On réarrange les leptons de chiralité gauche sous forme de doublets de SUL(2),

L =
(1− γ5)

2

(
νe
e

)
=

(
νe
e

)

L
≡
(

νeL
eL

)
(4.106)

Par analogie avec la théorie de l’isospin du nucléon présenté dans le chapitre 2. Le courant de Noether
d’une théorie basé sur le groupe SU(2) est

~Jµ =




J(1)µ

J(2)µ

J(3)µ


 avec J(i)µ = ψ̄γµ

σi

2
ψ (4.107)

où σi (pour i = 1,2,3) sont les matrices de Pauli,

σ1 =

(
0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(4.108)

Dans notre cas, le courant s’écrit sous la forme :

J(i)µ = L̄γµ
σi

2
L = L̄γµ IiL (4.109)

où Ii = σi/2 sont les 3 composantes de l’isospin.

Exercice : montrer que les courants chargés s’expriment en fonction des courants J(1)µ et J(2)µ ,

J+µ = J(1)µ + i J(2)µ (4.110)

J−µ = J(1)µ − i J(2)µ (4.111)

Le courant neutre est,

J(3)µ = L̄γµ I3L

=
1
2

ν̄eγµνe −
1
2

ēLγµeL (4.112)

on suppose que les neutrinos ne possèdent que des chiralités gauches (car on a supposé qu’ils sont de
masse nulle), donc νe ≡ νeL.
L’isospin (courant de Noether, générateurs de SU(2)) est défini par,

Îi =
∫

d3xJ(i)0 (4.113)

avec

[ Îi, Îj] = iε ijk Îk (4.114)
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132 Chapitre 4. Modèle Standard

donc, la 3ème composante de l’isospin est,

Î3 =
∫

d3x
[

1
2

ν̄eγ0νe −
1
2

ēLγ0eL

]

=
∫

d3x
[

1
2

ν†
e νe −

1
2

e†
LeL

]
(4.115)

La chiralités gauches des champs n’interagissent pas faiblement, donc ils sont des singlets de SU(2),
alors,

R =
(1 + γ5)

2
eR (4.116)

En fonction des chiralités gauches et droites, le courant électromagnétique (de la QED) s’exprime sous
la forme,

Jem
µ = −ēLγµeL − ēRγµeR (4.117)

Alors, la charge électrique est

Q̂ =
∫

d3x
[
−e†

LeL − e†
ReR

]
(4.118)

A l’aide de la formule de Gellman-Nijishima, on définit l’hypercharge par,

Ŷ = 2(Q̂− Î3) = 2
∫

d3xJem
0 − 2

∫
d3xJ(3)0

=
∫

d3x
[
−ν†

e νe − e†
LeL − 2e†

ReR

]
(4.119)

Les opérateurs isospin, charge électrique et hypercharge sont donnés par,





Î3 =
∫

d3x[ 1
2 ν†

e νe − 1
2 e†

LeL]
Q̂ =

∫
d3x[−e†

LeL − e†
ReR]

Ŷ =
∫

d3x[−ν†
e νe − e†

LeL − 2e†
ReR]

(4.120)

Dans le tableau suivant on donne les valeurs de ces 3 nombres quantiques pour chaque chiralité,

Q (I, I3) Y
νe,νµ,ντ 0 (1/2,+1/2) −1
eL,µL,τL −1 (1/2,−1/2) −1
eR,µR,τR −1 (0,0) −2

(4.121)

On voit que les générateurs Ŷ et Îi commutent,

[Ŷ, Îi] = 0 pour i = 1,2,3 (4.122)

Donc, le modèle dont les courants sont définis ci-dessus est invariant sous l’action des éléments du
groupes générés par Ŷ (UY(1)) et Îi (SUL(2)). Le modèle est invariant sous les transformations,

SUL(2) : L → L′ = e−iαi(x)Ii doublet
R → R′ = R singlet

(4.123)

UY(1) :
L → L′ = e(−iY/2)β(x)L ≡ e(i/2)β(x)L doublet
R → R′ = e(−iY/2)β(x)R = eiβ(x)R singlet

(4.124)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 133

4.3.2 Lagrangien de la théorie

On considère qu’une seule génération de leptons, la première génération par exemple (la généralisation
pour les autres générations est très simple).

L =

(
νe
e

)

L
R = eR (4.125)

La densité lagrangienne des fermion est

LF = L̄iγµDµL + R̄iγµDµR (4.126)

La forme générale de la dérivé covariante est donnée par,

Dµψ =

(
∂µ − igWµ − i

Y
2

g′Bµ

)
ψ (4.127)

où la matrice des champs de jauge Wµ = IiW i
µ et Y l’hypercharge du champ ψ. On a,

Y =

{ −1 pour L
−2 pour R Î =

{
1/2 pour L
0 pour R (4.128)

Alors,





DµL =

(
∂µ − igIiW i

µ +
i
2 g′Bµ

)
L

DµR = (∂µ + ig′Bµ)R
(4.129)

avec

. W i
µ : sont les champs de jauge associés aux groupe SUL(2)

. Bµ : est le champ de jauge associée au groupe UY(1)

. g : est la constante de couplage associée au groupe SUL(2)

. g′ : est la constante de couplage associé au groupe UY(1)

Exercice :
(1) Montrer que LF est invariant sous les transformations de jauge locales :

{
SUL(2) : U2 = e−iαi(x)Ii

UY(1) : U1 = e−iβ(x) Y
2

(4.130)

(2) Montrer que les courants de Noether associé aux groupe SUL(2) et UY(1), respectivement, sont
donnés par,

J(i)µ = L̄γµ IiL (pour SUL(2)) (4.131)

Jµ = R̄γµ
Y
2

R (pour UY(1)) (4.132)

(3) Donner la forme matricielle des opérateurs Î, Q̂ et Ŷ et calculer les nombres quantiques associés
aux fermions et aux champs Wµ, W±µ et W3

µ.
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134 Chapitre 4. Modèle Standard

Solution de l’exercice :
(1) et (2). Voir le chapitre (2). Dans ce dernier, on a étudié les théories de jauge basées sur le groupe
SU(2) et U(1), on a montré l’invariance de jauge locale et on a calculé les courants.
(3). Isospin, charge électrique et hypercharge des bosons de jauge.
Les trois composantes ( Î1, Î2, Î3) de l’opérateur isospin sont identifiés aux générateurs du groupe
SUL(2). Alors,

Î1 =
1
2

(
0 1
1 0

)
Î2 =

1
2

(
0 −i
i 0

)
Î3 =

1
2

(
1 0
0 −1

)
(4.133)

et

Î2 =

= 1
2 (1+ 1

2 )︷︸︸︷
3
4

(
1 0
0 1

)
(4.134)

On a,




Î2
(

νe
e

)

L
= 1

2

(
1 + 1

2

)(νe
e

)

L

Î3

(
νe
e

)

L
=

(
(+1/2)νe
(−1/2)e

)

L

(4.135)

Donc, dans l’espace d’isospin, les parties gauches des fermions sont représentés par les vecteurs
d’états |I, I3 > suivants :

νeL = |1/2,+1/2 > eL = |1/2,−1/2 > (4.136)

L’opérateur charge électrique doit prendre la forme matricielle suivante

Q̂ =

(
0 0
0 −1

)
(4.137)

Car

Q̂
(

νe
e

)

L
=

(
(0)νe
(−1)e

)

L
(4.138)

Donc, l’opérateur hypercharge est

Ŷ = 2(Q̂− Î3) =

(−1 0
0 −1

)
(4.139)

donc

Ŷ
(

νe
e

)

L
=

(
(−1)νe
(−1)e

)

L
(4.140)

Concernant le singlet eR. Ce dernier est un singlet de SUL(2), donc son isospin est nul ( Î = 0). Alors,

Q̂ =
Ŷ
2

(4.141)

avec

Q̂ (eR) = (−1) (eR) Ŷ (eR) = (−2) (eR) (4.142)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 135

La densité lagrangienne des bosons de jauge s’écrit,

LG = −1
4

W i
µνW iµν − 1

4
BµνBµν (4.143)

avec {
W ′µν = ∂µW i

ν − ∂νW i
µ + gε ijkW i

µW j
ν

B′µν = ∂µBν − ∂νBµ
(4.144)

Exercice : Montrer que LG est invariant sous les transformations de jauge :

{
W i′

µ = W i
µ − ε ijkαj(x)Wk

µ − ∂µαi(x)
B′µ = Bµ − ∂µβ(x)

(4.145)

Exercice : On définit les bosons de jauge chargés W±µ par :

W± =
W i

µ ± iW i
µ√

2
(4.146)

(1) Calculer les courants de Noether associés aux bosons W3
µ et Bµ.

(2) Calculer les charges de Noether.

Remarque :
. On note qu’on ne peut pas rajouter le terme de masse pour les fermions dans LF et le terme des

masses des bosons de jauge dans LG, car ces derniers brisent l’invariance de jauge.
. Dans ce modèle, pour générer la masse des bosons de jauge, on doit briser spontanément la

symétrie par le mécanisme de Higgs. La brisure spontané de la symétrie par le mécanisme de
Higgs (où mécanisme de Brout-Englert-Higgs) est schématisée par :

SUL(2)⊗UY(1) .......v ∼ 246GeV.......−−−−−−−−−−−−−→ Uem(1)

Pour briser la symétrie, on introduit un doublet de champs scalaire complexe appartenant à la
représentation fondamentale du groupe SU(2),

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
(4.147)

où ϕ est un champ scalaire complexe chargé positivement et ϕ0 est un champ scalaire complexe neutre.
L’isospin et l’hypercharge de ces nouveaux champs sont donnés par :

(I, I3) :
{

ϕ+ : (1/2,+1/2)
ϕ0 : (1/2,−1/2)

(4.148)

Y = 2(Q− I3) :
{

ϕ+ : +1
ϕ0 : +1

(4.149)

La densité lagrangienne du champ φ (doublet de Higgs) est,

Lφ = (Dµφ)(Dµφ)−V(|φ|2) (4.150)

avec 



Dµφ =

(
∂µ − igIiW i

µ − i
2 g′Bµ

)
φ

V(|φ|2) = −µ2|φ|2 + λ|φ|4
(4.151)

où µ2 et λ sont des paramètres réels, λ > 0 et |φ|2 = φφ†.

Dans la suite, on va discuter la brisure spontanée de la symétrie (SSB) en détail pour une théorie basée
sur le groupe U(1) (car c’est plus simple) puis pour le modèle standard. Mais avant de discuter SSB,
on explique d’abord comment les fermions interagissement avec le doublet de Higgs.
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136 Chapitre 4. Modèle Standard

Interaction de Yukawa
L’interaction des fermions avec le champ scalaire φ est donné par le lagrangien de Yukawa,

LY = −Ge(L̄φR + R̄φ̃L + h.c) (4.152)

où Ge est le couplage de Yukawa et le champ φ̃ est défini par,

φ̃ = iσ2φ∗ =
(

ϕ0∗

−ϕ−

)
(4.153)

Exercice :
(1) Montrer que Lφ est invariant sous la transformation de jauge du groupe SUL(2)⊗UY(1).
(2) Montrer que la charge électrique, l’hypercharge et I3 sont conservés dans Lφ.

Finalement, la densité lagrangienne du modèle de GWS avant SSB s’écrit,

LGWS = LG + LF + Lφ + LY (4.154)

Pour compléter la théorie, il reste de briser spontanément la symétrie et quantifier le modèle.
Remarques :
. Tous les champs introduits jusqu’à maintenant sont des champs de masses nulles, ils sont non-

physiques car ils sont définis dans la base électrofaible. Les champs physiques vont être définis
dans la base de masse, ils acquirent des masses après SSB.

. On peut inclure ad-hoc l’interaction forte dans le SM, dans ce cas la théorie est basée sur le groupe
de jauge,

SUC(3)⊗ SUL(2)⊗UY(1)

où SUC(3) est le groupe de couleur. Dans ce cas, la densité lagrangienne du modèle est,

LSM = LGWS + LQCD (4.155)

Dans ce modèle, l’interaction forte n’est pas unifiée avec les autres forces mais on l’inclut à la
main.

. Jusqu’à maintenant, on a pas étudié l’interaction faible des quarks. Dans la suite, on va montrer
comment inclure les quarks dans le modèle standard.

4.3.3 Brisure spontanée de la symétrie
Théorème de Goldestone (groupe U(1))
Considérons la densité lagrangienne d’un champs scalaire complexe φ,

Lφ =
1
2

∂µφ∂µφ† −V(|φ|2) φ =
ϕ1 + iϕ2√

2
(4.156)

=
1
2

∂µ ϕ1∂µ ϕ1 +
1
2

∂µ ϕ2∂µ ϕ2 −V(ϕ2
1 + ϕ2

2) φ† =
ϕ1 − iϕ2√

2
(4.157)

où le potentiel V s’écrit,

V(φ†φ) = −µ2φ†φ + λ(φ†φ)2

= −µ2

2
(ϕ2

1 + ϕ2
2) +

λ

4
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2 (4.158)

Exercice : montrer que Lφ est invariant sous la transformation du groupe O(2) (où U(1)),

φ′ = eiθφ ⇐⇒
(

ϕ′1
ϕ′2

)
=

(
cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
ϕ1
ϕ2

)
(4.159)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 137

On suppose que λ > 0. On définit la valeur moyenne dans le vide de φ (vev où vaccum expectation
value) par,

φ0 =< 0|φ|0 > (4.160)

où φ0 correspond à l’énergie la plus basse de φ.

Pour dire qu’une théorie est invariante sous une transformation, il faut que les conditions suivantes
soient satisfaites,

{ L′ = L soit invariant
φ′0 = φ0 soit invariant

(4.161)

L’état d’énergie la plus basse est appelée vev. Il correspond au minimum du potentiel V :
{

∂V/∂ϕ1 = 0 = −µ2ϕ1 + λϕ1(ϕ2
1 + ϕ2

2)
∂V/∂ϕ2 = 0 = −µ2ϕ2 + λϕ2(ϕ2

1 + ϕ2
2)

(4.162)

On distingue deux cas :
. (1) −µ2 > 0 et λ > 0 : dans ce cas, la solution est unique,

ϕ01 = ϕ02 = 0 φ0 = 0 Phase de Wigner (4.163)

Le développement limité du potentiel autour de φ0 = (ϕ01, ϕ02) est donné par,

V(ϕ1ϕ2) = V(ϕ01ϕ02) +

=0︷ ︸︸ ︷

∑
a=1,2

(
∂V
∂ϕa

)

φ0=φ

(ϕa − ϕ0a)

+
1
2 ∑

a,b=1,2

(
∂2V

∂ϕa∂ϕb

)

φ0=φ

(ϕa − ϕ0a)(ϕb − ϕ0b) + · · · (4.164)

On définit la matrice de masse (coefficient du terme quadratique en ϕi) par,

∂2V
∂ϕa∂ϕb

= m2
ab (4.165)

Pour ce cas,




∂2V
∂ϕ2

1
= m2 = −µ2

∂2V
∂ϕ2

2
= m2 = −µ2

∂2V
∂ϕ1∂ϕ2

= 0

(m2
ab) =

(
m2 0
0 m2

)
(4.166)

Donc le potentiel s’écrit,

V(ϕ1ϕ2) = V(0) +
1
2

m2(ϕ2
1 + ϕ2

2) (4.167)

où m est la masse des bosons ϕ1 et ϕ2. On appelle cette phase (|φ0|2 = ϕ2
01 + ϕ2

02=0) phase de
Wigner, voir Fig. (4.2).

. (2) −µ2 < et λ > 0 : dans ce cas φ0 n’est pas unique, le minimum du potentiel correspond à
{

∂V/∂ϕ1 = 0⇐⇒ µ2 = λ(ϕ2
1 + ϕ2

2)
∂V/∂ϕ2 = 0⇐⇒ µ2 = +λ(ϕ2

1 + ϕ2
2)

(4.168)

Donc,

ϕ2
01 + ϕ2

02 = v2 =
µ2

λ
|φ0|2 =

v2

2
=

µ2

2λ
(4.169)
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−4 −2 0 2 4
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(ϕ1)

V
(ϕ

2 1
+

ϕ
2 02
)

FIGURE 4.2 – Potentiel V pour −µ2 > 0 et λ > 0, ici on a fixé ϕ2 = ϕ02 et tracé V en fonction de ϕ1.

On appelle cette phase phase de Numbu-Goldestone. Le potentiel dans ce cas prend la forme
du chapeaux mexicain, voir Fig. (4.3). On voit que tous les points définis par le cercle |φ0|2 =
ϕ2

01 + ϕ2
02 = v2 de rayon v minimisent le potentiel V. Alors, on peux choisir φ0 comme suit,

ϕ01 = v ϕ01 = 0 (4.170)

On développe le potentiel V autour de (ϕ01 = v, ϕ01 = 0). On obtient donc,




∂2V
∂ϕ2

1
= −µ2 + λ(ϕ2

1 + ϕ2
2) + 2λϕ2

1
∂2V
∂ϕ2

2
= −µ2 + λ(ϕ2

1 + ϕ2
2) + 2λϕ2

2
∂2V

∂ϕ1∂ϕ2
= 2λϕ1ϕ2

(m2
ab) =

(
2λv2 0

0 0

)
(4.171)

Remarque : Une fois φ0 (où ϕ01 et ϕ02) est fixé, la symétrie originale de la théorie n’est plus
respectée mais elle est brisée car φ0 n’est pas invariant sous la transformation de jauge définie
dans l’éq. (4.159), ç.à.d.

φ′0 = eiθ(x)φ0 6= φ0. (4.172)

On fait le shift suivant,
{

ϕ′1 = ϕ1 − v
ϕ′2 = ϕ2

(4.173)

Alors, la densité lagrangienne devient,

Lφ =
1
2
(∂µ ϕ′1)

2 +
1
2
(∂µ ϕ′2)

2 − 1
2
(2λv2)ϕ′21 + λvϕ′1(ϕ′21 + ϕ′22 )−

λ

4
(ϕ′21 + ϕ′22 )

2 (4.174)

Le champ ϕ′1 correspond à une particule de masse 2λv2 appelée bosons de Higgs, et ϕ′2 correspond à
une particule de masse nulle appelée boson de Goldstone. On peut montrer que la nouvelle densité
lagrangienne Lφ n’est pas invariante sous la transformation O(2). Donc, la symétrie est brisée d’après
le théorème de Goldstone.

Résumé du théorème de Goldstone :
• On part pas un lagrangien Lφ(ϕ1, ϕ2) invariant sous O(2)
• On impose la contrainte −µ2 < 0
• On choisit ϕ01 = v, ϕ02 = 0
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 139

• On fait le shift ϕ′1 = ϕ1 − v et ϕ′2 = ϕ2
• On obtient un nouveau lagrangien Lφ(ϕ′1, ϕ′2) n’est pas invariant sous O(2).
• Le boson de Higgs ϕ′1 est de masse 2λv2 et le boson de Goldstone ϕ′2 est de masse nulle.

Paramétrisation utile :
On peut paramétriser le champ complexe φ comme suit,

φ =
1√
2

ρ(x)eiθ(x)/v (4.175)

Alors, la densité lagrangienne devient

Lφ =
1
2
(∂µρ)2 +

1
2v2 ρ(x)(∂µθ)2 −V(ρ2) (4.176)

On shift ρ par ρ = v + η, alors, la densité lagrangienne devient

Lφ =
1
2
(∂µη2 +

1
2
(∂µθ2 +

1
v

η(x)(∂µθ)2 +
1

2v2 η2(x)(∂µθ)2 +−V(η2) (4.177)

avec

V(η2) =
1
2
(2µ2)η2 + λvη3 +

λ

4
η4 − 1

4
µ2v2 (4.178)

Dans cette paramétrisation, le boson de Goldstone est θ, il est de masse nulle et le boson de
Higgs est η, il est de masse

√
2µ2.

−4 −2 0 2 4

−10

0

10

(ϕ1)

V
(ϕ

2 1
+

ϕ
2 02
)

FIGURE 4.3 – Potentiel V pour −µ2 < 0 et λ > 0, ici on a fixé ϕ2 = ϕ02 et tracé V en fonction de ϕ1.
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140 Chapitre 4. Modèle Standard

Mécanisme de Higgs (groupe U(1))
On considère un modèle basé sur le groupe U(1). La densité lagrangienne de ce dernier est donnée
par,

{ L = − 1
4 FµνFµν + (Dµφ)†(Dµφ)−V(φ†φ)

V(φ†φ) = −µ2|φ|2 + λ|φ|4 (4.179)

avec
{

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ

Dµ = ∂µ − ieAµ
(4.180)

L est invariant sous les transformation de jauge,
{

φ′ = e−iα(x)φ

A′µ = Aµ − 1
e ∂µα(x)

(4.181)

Le minimum du potentiel correspond à

|φ0|2 =
v2

2
=

µ2

2λ
(4.182)

On paramétrise le champ φ comme suit,

φ =
1√
2
(v + η(x))eiθ(x)/v (4.183)

On choisit une transformation de jauge particulière appelée jauge unitaire en imposant α(x)≡ θ(x)/v,
alors

φ′ = e−iθ(x)/vφ (4.184)

Donc, les champs de la théorie deviennent,
{

φ′(x) = 1√
2
(v + η(x))

A′µ = Aµ − 1
ev ∂µθ(x)

(4.185)

Dans la jauge unitaire, le lagrangien devient,

L =
1
2

∂µη∂µη − µ2η2 − 1
4

F′µνF′µν +
1
2
(ev)2A′µ A′µ +

1
2

e2A′µ A′µη(x)(η(x) + 2v)− λvη3(x)− λ

4
η4

(4.186)

Ce nouveau lagrangien décrit l’interaction d’un boson de jauge A′µ de masse ev est d’un boson de
Higgs η de masse

√
2µ2. Donc, on voit bien que le boson de jauge acquiert une masse après la

brisure spontanée de symétrie via le mécanisme de Higgs. On voit aussi que le boson de Goldstone
θ est disparu. En fait, il est absorbé par le boson de jauge A′µ pour compenser ces degrés de libertés
superficiels.

SSB dans le modèle SUL(2)⊗UY(1)
On a montré que le potentiel de Higgs possède un minimum différent de zéro pour −µ2 < 0, on a

|φ0| =
√

v√
2

v =

√
µ2

λ
(4.187)

La brisure spontanée de symétrie se produit quand on choisit une valeur moyenne de φ0. On prend

φ0 =< 0|φ|0 >=

(
0
v√
2

)
(4.188)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 141

On voit que les opérateurs I3 et Y n’annihilent pas le vide φ0, ç.à.d.





I3φ0 =
1
2

(
1 0
0 −1

)(
0
v√
2

)
= − 1

2 φ0

Yφ0 = φ0

(4.189)

Donc, φ0 n’est pas invariant sous ces transformations car :

{
e−iα3 I3 φ0 6= φ0

e−i Y
2 βφ0 6= φ0

(4.190)

(rappelons que e−iα3 I3 = I− iα3 I3 + · · · ).
Donc, les générateurs I3 et Y sont brisés. Par contre, l’opérateur de la charge électrique n’est pas brisé.

Qφ0 = (I3 + Y/2)φ0 =

(
1 0
0 0

)(
0
v√
2

)
= 0

e−iαQφ0 = φ0 (4.191)

On dit que la symétrie SUL(2)⊗UY(1) est brisée à la symétrie Uem(1).

Maintenant, il est plus pratique d’écrire le doublet scalaire sous la forme

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
= eiσiξi/(2v)

(
0

(v + H)/
√

2

)
(4.192)

Les champs ξi (pour i = 1,2,3) sont des bosons de Goldstone et H est le boson de Higgs physique, v
est le vev (v = 246GeV). Les valeurs moyennes sur le vide des champs ξi et H sont nulles,

{
< 0|ξi|0 >= 0
< 0|H|0 >= 0

(4.193)

On voit que les bosons de Goldstone ξi vont absorber les composantes longitudinales des bosons de
jauge W± et Z0.

Exercice. Considérons la densité lagrangienne suivante,

Lφ =
1
2

∂µφ ∂µφ† −V(|φ|2) (4.194)

avec

V(φ†φ) = −µ2φ†φ + λ(φ†φ)2 φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
(4.195)

où λ > 0.

(1) Montrer que Lφ est invariante sous SU(2).
(2) Montrer que pour −µ2 > le vev est nul et pour −µ2 < le vev correspond à un hyper-cercle à
4-dimensions.
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142 Chapitre 4. Modèle Standard

Solution.
(2) Calcul du vev. Le doublet φ est un champ complexe, donc on peut l’écrire sous la forme :

φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
≡
(

ϕ1 + i ϕ2
ϕ3 + i ϕ4

)
(4.196)

où ϕi (pour i = 1,2,3,4) sont des champs réels. Alors, le potentiel V s’écrit,

V(|φ|) = −µ2 (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4) + λ (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4)
2 (4.197)

Les extremums de V (maximum ou minimum) correspondent aux racines de sa dérivé première.
Alors,





∂V
∂ϕ1

= −2µ2ϕ1 + 4λ ϕ1 (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4) ≡ 0
∂V
∂ϕ2

= −2µ2ϕ2 + 4λ ϕ2 (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4) ≡ 0
∂V
∂ϕ3

= −2µ2ϕ3 + 4λ ϕ3 (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4) ≡ 0
∂V
∂ϕ4

= −2µ2ϕ4 + 4λ ϕ4 (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4) ≡ 0

(4.198)

D’après (4.198), on doit distinguer deux cas :
• λ > 0 et −µ2 > 0 : dans ce cas la solution est unique, elle est donnée par ϕ1 = 0, ϕ2 = 0, ϕ3 = 0 et

ϕ4 = 0. Donc,

φ0 =

(
0
0

)
(4.199)

• λ > 0 et −µ2 < 0 : dans ce cas est

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 + ϕ2

4 =
µ2

2λ
≡ v2

2
(4.200)

L’éq. (4.200) est une équation d’un hyper-cercle à 4-dimensions. On peut choisir la solution
suivante : ϕ1 = ϕ2 = ϕ4 = 0 et ϕ3 = v/

√
2. Donc,

φ0 =

(
0
v√
2

)
(4.201)

Pour aller au monde réel (base de masse), on introduit la transformation de jauge unitaire suivante

U(ξ) = e−iσiξi/(2v) (4.202)

Alors, les champs dans la base de masse sont donnés par,

φ′ = U(ξ)φ =
1√
2

(
0

v + H(x)

)
(4.203)

L′ = U(ξ)L (4.204)
σi

2
W ′iµ = U(ξ)

σi

2
W i

µU−1(ξ)− i
g
(∂µU(ξ))U−1(ξ) (4.205)

Les champs R et Bµ restent inchangé par la transformation U(ξ).

R′ = R (4.206)
B′µ = Bµ (4.207)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 143

Alors, les membres de la densité lagrangienne du modèle GWS s’écrivent,

LF = L̄′iγµD′µL′ + R̄′iγµD′µR′ (4.208)

LG = −1
4

W ′iµνW ′iµν − 1
4

B′µνB′µν (4.209)

Lφ = (D′µφ′)(D′µφ′)−V(|φ′|2) (4.210)

LY = −Ge(L̄′φ′R′ + R̄′φ̃′L′ + h.c) (4.211)

Dans la suite, on montre comment le mécanisme de Higgs génère les masses des particules.

Masse des bosons de jauge
Le premier terme de Lφ, celui qui contenant la dérivé covariante donne les termes de masse des
bosons de jauge, on a

Lmasse = (Dµφ)†(Dµφ)

=
1
2
(0 v)

[
g
2

σiW i
µ +

g′

2
Bµ

]2(0
v

)
+ termes en fonction de H + · · ·

=
v2

8
[g2(W ′1µ W ′1µ + W ′2µ W ′2µ) + (gW ′1µ W ′3µ − g′B′µ)

2] + termes en fonction de H + · · · (4.212)

On définit les bosons de jauge chargé par,

W±µ =
W ′1µ ± iW ′2µ√

2
(4.213)

Le premier terme de la dernière ligne de (4.212) donne le terme de masse des bosons de des jauge
chargé, il s’écrit

LW±
masse =

1
4

g2v2W+
µ W−µ (4.214)

Donc, la masse des bosons W± est MW = 1
2 gv.

Le terme qui reste dans (4.212) on peut l’exprimer comme suit,

LZ,A
masse =

v2

8
(W ′3µ B′µ)

(
g2 −gg′

−gg′ g′2

)(
W ′3µ

B′µ

)
(4.215)

On peut diagonaliser ce terme par la transformation unitaire suivante,
(

Zµ

Aµ

)
=

(
cos(θW) −sin(θW)
sin(θW) cos(θW)

)(
W ′3µ

B′µ

)
(4.216)

où θW est l’angle de Weinberg (ou angle de mélange).
Alors, LZ,A

masse devient,

LZ,A
masse =

v2

8
(Zµ Aµ)

(
g2 + g′2 0

0 0

)(
Zµ

Aµ

)

=
v2

8
(g2 + g′2)ZµZµ + (0)× Aµ Aµ (4.217)

avec

sin(θW) =
g′√

g2 + g′2
cos(θW) =

g√
g2 + g′2

tan(θW) =
g′

g
(4.218)

Donc, la masse du phoron (Aµ) reste nulle et la masse du boson Z est

MZ =
1
2

v
√

g2 + g′2 (4.219)
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144 Chapitre 4. Modèle Standard

On note que la masse des bosons Z et W sont liées par la relation suivante,

MZ =
MW

cos(θW)
(4.220)

Remarque : La relation (4.220) est vérifiée expérimentalement à très grande précision. Souvent on
définit le paramètre ρ par :

ρ =
m2

W
m2

Z cos(θW)2
≡ 1 (4.221)

A l’échelle électrofaible (µ2∼m2
Z), on a : sin(θW)2 = 0.23120 donc cos(θW)2 = 0.7688, et mZ = 91.1876GeV/c2

et mW = 80.377GeV/c2, donc ρexp = 1.0105.

Exercice : Diagonalisation de la matrice des masses

La matrice de masse associée au boson de jauge neutre est symétrique (MNC = Mt
NC)

MNC =

(
g2 −gg′

−gg′ g′2

)
(4.222)

Donc, on peut la diagonaliser par une transformation unitaire. Cette dernière est construite par les
vecteurs propres (normalisés) de MNC, ç.à.d.

U ≡ (v1 v2) (4.223)

où v1 et v2 sont les vecteurs propres associés, respectivement, aux valeurs propres λ1 =
1
8 v2(g2 + g

′2)
et λ2 = 0 de la matrice MNC. On a :

{
MNC · v1 = λ1 v1
MNC · v2 = λ2 v2

(4.224)

avec

v1 =
1√

g2 + g′2

(
g
−g

′

)
, v2 =

1√
g2 + g′2

(
g
′

g

)
(4.225)

Donc,

U =
1√

g2 + g′2

(
g −g

′

g
′

g

)
UUt = UtU = 1 (4.226)

Remarque : la transformation U est vu comme une rotation dans le plan (W3
µ, Bµ) par l’angle θ, avce :

θ = arcos

(
g√

g2 + g′2

)
≡ θw (4.227)

Exercice : Relation entre e et les couplages g et g′ (unification électrofaible)

Montrer que la charge électrique e et les couplages g et g′ sont liés par :

1
e2 =

1
g2 +

1
g′2

(4.228)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 145

Solution :
Les champs de jauge physiques électriquement neutres (boson Z et le photon) sont obtenu par la
rotation dans le plan W3 − B,

(
W3

µ

Bµ

)
=

1√
g2 + g′2

(
g g

′

−g
′

g

)(
Zµ

Aµ

)
(4.229)

Donc,

W3
µ =

g Zµ + g
′
Aµ√

g2 + g′2
, Bµ =

−g
′
Zµ + g Aµ√
g2 + g′2

. (4.230)

Considérons le terme d’interaction des fermions L avec W3
µ et Bµ, on a :

LF
I ∼ g L̄γµ σ3

2
LW3

µ − g′ L̄γµ 1

2
L Bµ (4.231)

On remplace l’éq. (4.230) dans l’éq. (4.232) et on garde que les termes d’interaction avec le photon. On
obtient :

LF
I ∼

≡e︷ ︸︸ ︷
g g

′

√
g2 + g′2

L̄γµ σ3

2
L Aµ −

≡e︷ ︸︸ ︷
g g

′

√
g2 + g′2

L̄γµ 1

2
L Aµ + · · · (4.232)

Donc,

e2 =
g2 g

′2

g2 + g′2
⇐⇒ 1

e2 =
1
g2 +

1
g′2

(4.233)

Masse du boson de Higgs

Le potentiel de Higgs V devient après la brisure spontané de la symétrie,

V(φ′†φ) = −µ2v2

4
+

1
2
(2µ2)H2 + λvH3 +

λ

4
H4 (4.234)

On déduit que la masse du Higgs est,

MH =
√

2µ2 (4.235)

Le lagrangien de Higgs après SSB s’écrit,

Lφ =
1
2

∂µH∂µH − 1
2

M2
H H2 − λvH3 − λ

4
H2

+ M2
WW+

µ W−µ +
1
2

M2
ZZµZµ

+
g2

8
(H2 + 2vH)

[
1

cos2(θW)
ZµZµ + 2W+

µ W−µ

]
(4.236)

le dernier terme de (4.236) décrit l’interaction du boson de Higgs avec les bosons de jauge.
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146 Chapitre 4. Modèle Standard

Masses des fermions

Le lagrangien de Yukawa après SSB devient,

LY = −Ge(L̄′φ′R′ + R̄′φ̃′L′ + h.c)

= −Ge

[
ē′L

1√
2
(v + H)e′R + ē′R

1√
2
(v + H)e′L

]
+ h.c

= −Gev√
2

ē′e′ − Ge√
2

Hē′e′ (4.237)

Le premier terme donne la masse de l’électron, on a donc

me =
Gev√

2
(4.238)

et le deuxième terme décrit l’interaction entre l’électron et le Higgs, le couplage e-e-H est donné par,

Ge√
2
=

me

v
(4.239)

Dans le cas général, le couplage du Higgs avec les fermions est très petit car il proportionnel à la
masse du fermion m f /v (m f � v sauf pour le top quark).

Équation du mouvement et vecteurs de polarisation des bosons de jauge massifs :

La densité lagrangienne classique (de Stueckelberg) d’un champ de spin 1 est

LV = −1
4

FµνFµν +
1
2

m2Aµ Aµ − 1
2

ζ(∂µ Aµ)2 (4.240)

où le dernier terme est le terme de fixation de jauge (jauge de Lorentz ∂µ Aµ = 0 dans ce cas). Pour
simplifier la discussion, on considère que le cas Abélien donc : Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ.

Appliquant les équation d’Euler-Lagrange, on obtient l’équation de mouvement d’un champ massif
de spin 1,

(�+ m2)Aµ − (1− ζ)∂µ (∂
ν Aν) = 0 (4.241)

Pour ζ = 1 (jauge de Feynman), on obtient la fameuse équation de Proca : (�+ m2)Aµ = 0. On note
que le champ Aµ possède 3 degrés de liberté car la quatrième est éliminer par la contrainte ∂µ Aµ = 0.
Pour résoudre l’équation (4.241), on prend son 4-gradient on obtient alors,

ζ

[
�+

m2

ζ

]
(∂µ Aµ) = 0 (4.242)

L’équation (4.242) est vue comme l’équation de Klein-Gordon pour un champ scalaire (∂µ Aµ) de
masse m/ζ1/2. On peut montrer que le champ Aµ peut s’écrire sous la forme :

Aµ(x) =
3

∑
λ=1

∫ d3k
(2π)3 (2k0)

[
a(λ)(k) ε

(λ)
µ (k) e−i k·x + a(λ)†(k) ε

(λ)∗
µ (k) ei k·x

]

+
∫ d3k

(2π)3 (2k0)

[
a(0)(k) ε

(0)
µ (k) e−i k·x + a(0)†(k) ε

(0)
µ (k) ei k·x

]
(4.243)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 147

où ε
(0)
µ (k) est le vecteur de polarisation longitudinale, il est donné par :

ε
(0)
µ (k) =

kµ

m
(4.244)

Les vecteurs de polarisations ε
(λ)
µ (pour λ = 1,2,3) sont orthogonalisés et orthogonaux au 4-vecteur kµ,

ils vérifient :

ε
(λ)
µ (k)εµ (λ′)(k) = δλλ′ , ε

(λ)
µ (k)kµ = 0 (4.245)

On suppose, maintenant, que le boson se déplace selon l’axe z. Alors, 3 les vecteurs de polarisation de
ce dernier sont donnés par :





ε−µ = 1√
2




0
1
−i
0


 transverse sz = −1 |s, sz >≡ |1,−1 >

εL
µ = 1

m




E
0
0
pz


 longitudinale sz = 0 |s, sz >≡ |1,0 >

ε+µ = 1√
2




0
1
i
0


 transverse sz = +1 |s, sz >≡ |1,+1 >

(4.246)

4.3.4 Inclusion des quarks dans SM (voir T. Morii et al [11])
Comme dans le cas des leptons, les champs de quarks de chiralités gauches sont représentés par des
doublets de SUL(2) et les champs de quarks de chiralités droites sont des singlets de SUL(2), alors

1ère génération :
(

u
d

)

L
uR dR

2ème génération :
(

c
s

)

L
cR sR

3ème génération :
(

t
b

)

L
tR bR

La charge électrique, l’isospin et l’hypercharge de ces champs sont donnés dans le tableau suivant :

quarks Q (I, I3) Y
uL, cL, tL + 2

3 ( 1
2 ,+ 1

2 ) + 1
3

dL, sL,bL − 1
3 ( 1

2 ,− 1
2 ) + 1

3
uR, cR, tR + 2

3 0 + 4
3

dR, sR,bR − 1
3 0 − 2

3

La densité lagrangienne de Dirac associés aux quarks s’écrit sous la forme

LF =
3

∑
i=1

Q̄Li iγ
µ

(
∂µ − ig

σi

2
W i

µ −
i
6

g′Bµ

)
QLi

+
3

∑
i=1

ŪRi iγ
µ

(
∂µ −

2i
3

g′Bµ

)
URi +

3

∑
i=1

D̄Ri iγ
µ

(
∂µ +

i
3

g′Bµ

)
DRi (4.247)
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148 Chapitre 4. Modèle Standard

où QLi est un doublet gauche de la génération i (pour i = 1,2,3), URi est la chiralité droite d’un quarks
up (singlet) et DRi est la chiralité droite d’un quark down (singlet).

On mentionne que les densité lagrangienne de jauge LG et scalaire Ls restent les mêmes (ç.à.d. comme
dans le cas des leptons). Par contre le terme de Yukawa associé aux quarks prend la forme suivante :

LY = −∑
i,j
(Γ(D)

ij Q̄Li φDRj + Γ(U)
ij Q̄Li φ̃URj + h.c.) (4.248)

où Γ(D)
ij et Γ(U)

ij sont les couplages de Yukawa. Dans le cas le plus général possible, les matrices Γ(D) et

Γ(U) ne sont pas hermitiennes mais ce sont des matrices 3× 3 d’éléments complexes.

On remplace les doublets de Higgs dans l’eq. (4.248) par leurs forme dans la jauge unitaire, ç.à.d.

φ =
1√
2
(v + H)

(
0
1

)
φ̃ =

1√
2
(v + H)

(
1
0

)
(4.249)

alors, le lagrangien de Yukawa devient

LY =−∑
i,j

Γ(D)
ij

(
v√
2

D̄Li DRj +
H√

2
D̄Li DRj

)
+ h.c.

−∑
i,j

Γ(U)
ij

(
v√
2

ŪLi URj +
H√

2
ŪLi URj

)
+ h.c. (4.250)

On définit les matrices de masse des quarks dans la base faible, respectivement pour les quarks down
et up, par,

M(D)
ij =

v√
2

Γ(D)
ij M(U)

ij =
v√
2

Γ(U)
ij (4.251)

on note que ces matrices sont en général des matrices complexes.

Le terme de masse, ç.à.d. le terme sans le bosons H dans le lagrangian (4.250), s’écrit sous la forme :

LmQ
Y = −∑

i,j
D̄LiM

(D)
ij DRj − ŪLiM

(U)
ij URj + h.c. (4.252)

Car les matrices de masseM(D) etM(U) ne sont pas forcément hermitiennes, alors elles peuvent être
diagonaliser par des transformations bi-unitaire de la manière suivante :

U †
DM(D)VD = M(D) U †

UM(U)VU = M(U) (4.253)

où les les matrices M(D) et M(U) sont des matrices diagonales et les matrices V et U sont unitaire, ç.à.d

U †
U UU = 1 U †

DUD = 1

V†
U VU = 1 V†

DVD = 1 (4.254)

Ces transformations nous amènent de la base faible à la base de masse, ç.à.d.

D′L = U †
DDL D′R = V†

DDR (4.255)

U′L = U †
UUL U′R = V†

UUR (4.256)

Donc, dans la base des masses le terme de masse des quarks est donné par,

LmQ
Y = −D̄′L M(D)D′R − D̄′R M(D)†D′L − Ū′L M(U)U′R − Ū′R M(U)†U′L (4.257)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 149

Dans le cas général, les matrices M(D,U) sont diagonales et complexes, alors on peut écrire les éléments
diagonaux sous la forme,

M(D)
i = m(D)

i eiα(D)
i M(U)

i = m(U)
i eiα(U)

i (4.258)

pour i = 1,2,3. Les phases α
(D,U)
i peuvent être absorber dans les champs de quarks par une transfor-

mation chirale U(1). Donc, LmQ
Y devient

LmQ
Y = −D̄′m(D)D− Ū′m(U)U (4.259)

Les matrices m(D,U) donnent les masses physiques des quarks, on a

m(D) =




md 0 0
0 ms 0
0 0 mb


 m(U) =




mu 0 0
0 mc 0
0 0 mt


 (4.260)

et D′ et U′ sont les quarks de type down et up dans la base de masse,

D′ =




d′

s′

b′


 U′ =




u′

c′

t′


 (4.261)

Exercice : montrer que les phases dans eq. (4.257) peuvent être absorber par les transformations
suivantes pour obtenir l’éq. (4.259)

D′Li
= eiα(D)

i /2 DLi

D′Ri
= e−iα(D)

i /2 DRi

U′Li
= eiα(U)

i /2 ULi

U′Ri
= e−iα(U)

i /2 URi (4.262)

Interaction à courant chargé des quarks
Le lagrangien à courant chargé est obtenu de l’éq. (4.247) en gardant que les termes contenant les W±µ ,
alors ce terme s’écrit sous la forme

LQ
CC =

g√
2

ŪLγµDLW+
µ +

g√
2

D̄LγµULW−µ (4.263)

où les champs UL,R et DL,R sont vus comme des vecteurs à 3-dimension (chaque composante est
identifiée à un quark d’une génération). On remplace les champs dans la base faible par les champs de
quarks dans la base de masse, ç.à.d.

DL = UDD′L D̄L = D̄′LU †
D (4.264)

UL = UUU′L ŪL = Ū′LU †
U (4.265)

alors, LQ
CC devient

LQ
CC =

g√
2

Ū′Lγµ (U †
UUD)D′LW+

µ +
g√
2

D̄′L (U †
DUU)γµU′LW−µ (4.266)

On définit la matrice de mélange par

V = U †
UUD V† = U †

DUU (4.267)
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150 Chapitre 4. Modèle Standard

Il est claire que cette matrice est unitaire car on a

V† V = (U †
DUU) (U †

UUD) ≡ 1 (4.268)

En terme des champs de quarks dans la base de masse, on omet les primes sur les champs de quarks
dans l’eq. (4.261), le lagrangien décrivant l’interaction à courant chargé des quarks est donnée par,

LQ
CC =

g√
2
(ū c̄ t̄)γµ 1− γ5

2
V




d
s
b


W+

µ + h.c. (4.269)

La matrice V est la fameuse matrice CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa), elle décrit le mélange entre
les quarks de différentes génération dans l’interaction courant chargé. Il existe plusieurs paramétrisa-
tions de cette matrice. Dans, la suite on donne deux paramétrisations très connu.
• Paramétrisation standard :

V =




c12c13 s12c13 s13e−iδ13

−s12c23 − c12s23s13eiδ13 c12c23 − s12s23s13eiδ13 s23c13
s12s23 − c12c23s13eiδ13 −c12s23 − s12c23s13eiδ13 c23c13


 (4.270)

où cij = cos(θij) et sij = sin(θij) (pour i = 1,2,3). Cette paramétrisation est caractériser par trois
angles θ1, θ2, θ3 et une phase δ13.
• Paramétrisation de Wolfenstein :

V =




1− λ2/2 λ Aλ3(ρ− iη)
−λ 1− λ2/2 1λ2

Aλ3(1− ρ− iη) −Aλ21


 (4.271)

avec λ ≈ 0.22 et les paramètres A, ρ et η sont d’ordre 1.
Exercice :
(1) Dévirer la paramétrisation standard de la matrice CKM.
(2) Dévirer la paramétrisation de Wolfenstein de la matrice CKM.

Interaction à courant neutre
L’interaction à courant neutre est décrite par,

LQ
NC = eJem

µ Aµ +
g

cos(θW)
(J3

µ − sin2 θW Jem
µ )Zµ (4.272)

avec

Jem
µ =

2
3

ŪγµU − 1
3

D̄γµD J3
µ =

1
2
(ŪLγµUL − D̄LγµDL) (4.273)

Finalement, le couplage du boson du Higgs avec les quarks est proportionnel à la masse de ces
derniers, on a

LHqq = −
H
v
(muūu+)mdd̄d + ms s̄s + mbb̄b + mc c̄c + mt t̄t) (4.274)

On rappelle que

4.3.5 Règles de Feynman de SM
La généralisation de la théorie pour les autres leptons et très simple, il suffit juste de rajouter les termes
LF et LY pour chaque génération. On note les doublets et les singlets par





Le =

(
νe
e

)

L
Re = eR

Lµ =

(
νµ

µ

)

L
Rµ = µR

Lτ =

(
ντ

τ

)

L
Rτ = τR

(4.275)
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4.3 Modèle de Glashow-Weinberg-Salam 151

alors,

LF = L(e)
F + L(µ)

F + L(τ)
F (4.276)

LY = L(e)
Y + L(µ)

Y + L(τ)
Y (4.277)

Finalement, la densité lagrangienne du modèle de Glashow-Weinberg-Salam s’écrit sous la forme

LGWS = LG + Lφ + ∑
k

ψ̄k

(
iγµ∂µ −mk −

mk

v
H
)

ψk −
g

2
√

2
(J−µ W−µ + J+µW+

µ )

− eJµ
em Aµ −

g
2cos(θW)

Jµ
ZZµ (4.278)

La densité lagrangienne LG après la brisure spontané de symétrie et après la diagonalisation de la
matrice des masses (ç.à.d. dans la base de masse) est

LG = −1
4

Aµν Aµν − 1
4

ZµνZµν − 1
2

W+
µνW−µν +

g2

4

[
W+

µ W−ν −W−µ W+
ν

]2

− 1
2

g2g
′2

g2 + g′2
[
2Aµ AµW+

ν W−ν − Aµ AνWµ+Wν− − Aµ AνWµ−Wν+
]

− i
2

gg
′

√
g2 + g′2

[
Wµν

(
Aν(W−µ −W+

µ )− Aµ(W−ν −W+
ν )
)
+ Aµν

(
W+

µ W−ν −W−µ W+
ν

)]

− i
2

g2
√

g2 + g′2

[
Wµν

(
Zν(W−µ −W+

µ )− Zµ(W−ν −W+
ν )
)
+ Zµν

(
W+

µ W−ν −W−µ W+
ν

)]

− 1
2

g4

g2 + g′2
[
2ZµZµW+

ν W−ν − ZµZνWµ+Wν− − ZµZνWµ−Wν+
]

− g3 g
′2

g2 + g′2
[
2AµZµW+

ν W−ν − AµZνW+µW−ν − AµZνW−µW+
ν

]
(4.279)

avec

Aµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ (4.280)
Zµν = ∂µZν − ∂νZµ (4.281)

W±µν = ∂µW±ν − ∂νW±µ (4.282)

. Propagateur du Higgs :

�
p

1
p2 −M2

H + i λ
(4.283)

. Propagateur du fermion :

�
p

i
6 p−m + i λ

(4.284)

. Propagateur des bosons V = W, Z :

...................................
�k

µ ν
−i

k2 −M2
V + i λ

(
gµ ν − kµ kν

M2
V

)
(4.285)

. Vertex lepton-neutrino-W :

............�
l

µ

lν − i
g√
2

γµ
1− γ5

2
(4.286)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



152 Chapitre 4. Modèle Standard

. Vertex quark-up-quark-down-W (même génération) :

............�
d(s)

Wµ

u(c) − i
g√
2

cos(θC)γµ
1− γ5

2
(4.287)

où θC est l’angle de Cabibo.
. Vertex quark-up-quark-down-W (différentes générations) :

............�
f

µ

f ∓ i
g√
2

sin(θC)γµ
1− γ5

2
(4.288)

. Vertex fermion-fermion-Z :

............�
f

µ

f
−ie

sin(θW)cos(θW)
γµ

[
a f

L
1− γ5

2
+ a f

R
1 + γ5

2

]
(4.289)

avec




a f
L = − 1

2 + sin2(θW) a f
R = sin2(θW) pour f = e,µ,τ

a f
L =

1
2 a f

R = 0 pour f = νe,νµ,ντ

a f
L =

1
2 − 2

3 sin2(θW) a f
R = − 2

3 sin2(θW) pour f = u, c, t
a f

L = − 1
2 +

1
3 sin2(θW) a f

R = 1
3 sin2(θW) pour f = d, s,b

. Vertex fermion-fermion-Higgs :

............�
f

f − ie
2sin(θW)

m f

MW
(4.290)

. Vertex W −W − A :

.......................................�
W−µ (k1)

W+
ν (k2)

Aλ(k3) i e
[
gµν(k1 − k2)λ + gνλ(k2 − k3)µ + gλµ(k3 − k1)ν

]

(4.291)

. Vertex W −W − A− A :

......................................�
Wµ

Aα

Wν

Aβ

−i e2 [gαβgµν − gαµgβν − gανgβµ

]
(4.292)

. Vertex H −W −W :

.......................................�
Wµ

Wν

H
ie
sW

MW gµν (4.293)
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. Vertex H − Z− Z :

.......................................�
Zµ

Zν

H
2ie

sin(2θW)
MZ gµν (4.294)

. Vertex H − H − Z− Z :

......................................�
H

Zµ

H

Zµ

2ie2

sin2(2θW)
gµν (4.295)

. Vertex H − H −W −W :

......................................�
H

W−µ

H

W+
µ

ie2

2sW
gµν (4.296)

. Vertex H − H − H :

.......................................�
H

H

H
−3 i µ2 e
2 M2

W c2
W

(4.297)

. Vertex H − H − H − H :

......................................�
H

H

H

H
−3 i µ2 e2

4 M2
W s2

W
(4.298)

. Boson V = W, Z entrant :

�k
a, µ εa

µ(k) (4.299)

. Boson V = W, Z sortant :

�k
a, µ ε∗aµ (k) (4.300)

4.4 Calcul des processus à l’ordre de Born
4.4.1 Désintégration du boson W en leptons

Considérons la désintégration suivante :

W−(q) −→ e−(p1) + ν̄e(p2) avec q = p1 + p2 (4.301)

Le diagramme décrivant cette réaction est le suivant :

............�Wµ(q)

ν̄e(p2)

e−(p1)

(4.302)

L’amplitude associée à ce diagramme est,

M = −i
g

2
√

2
ū(p1)γ

µ(1− γ5)v(p2)εµ(q) (4.303)
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Son complexe conjugué est,

M̄ = i
g

2
√

2
v̄(p2)(1 + γ5)γ

µ′u(p1)ε
∗
µ′(q) (4.304)

Rappelons que,

3

∑
λ=1

ε
(λ)
µ (q)ε∗(λ)ν (q) = −gµν +

qµqν

M2
W

(4.305)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et polarisations est,

∑|M|2 =
1
3

g2

8
Tr[( 6 p1 + me)γ

µ(1− γ5) 6 p2(1 + γ5)γ
µ′ ]

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

8
Tr[( 6 p1 + me)γ

µ(1− γ5)
2 6 p2γµ′ ]

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

4
Tr[( 6 p1 + me)γ

µ(1− γ5) 6 p2γµ′ ]

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

4
(Tr[( 6 p1 + me)γ

µ 6 p2γµ′ ]− Tr[( 6 p1 + me)γ
µγ5 6 p2γµ′ ])

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

4
(Tr[ 6 p1γµ 6 p2γµ′ ]− Tr[ 6 p1γµγ5 6 p2γµ′ ])

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

4
(Tr[ 6 p1γµ 6 p2γµ′ ]− Tr[γ5 6 p2γµ′ 6 p1γµ])

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)
(4.306)

on a

Tr[γ5 6 p2γµ′ 6 p1γµ]

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)
= 4iε 6p2γµ′ 6p1γµ

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

= 0 (tenseur symétrique fois tenseur anti-symétrique) (4.307)

Donc,

∑|M|2 =
1
3

g2

4
Tr[ 6 p1γµ 6 p2γµ′ ]

(
−gµν +

qµqν

M2
W

)

=
1
3

g2

4

{
−Tr[ 6 p1γµ 6 p2γµ] + Tr[ 6 p1 6q 6 p2 6q]/M2

W

}
(4.308)

Les traces sont données par :

Tr[ 6 p1γµ 6 p2γµ] = −8 p1 · p2 (4.309)

Tr[ 6 p1 6q 6 p2 6q] = 4m2
e p1 · p2 (4.310)

mais

p1 · p2 = [(p1 + p2)
2 −m2

e ]/2

= [q2 −m2
e ]/2

= [M2
W −m2

e ]/2 (4.311)

Alors,

∑|M|2 =
g2

3

[
M2

W −
1
2

m2
e −

1
2

m4
e

M2
W

]
(4.312)
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On calcule, maintenant, le taux de désintégration, on a

Γ =
1

2MW

∫ d3~p1

(2π)32E1

d3~p2

(2π)32E2
(2π)4δ4(q− p1 − p2)∑|M|2 (4.313)

on utilise

∫ d3~p1

2E1
=
∫

d4 p1δ+(p2
1 −m2

e ) (4.314)

alors,

Γ =
1

2MW

1
(2π)2

∫ d3~p2

2E2
d4 p1δ+(p2

1 −m2
e )δ

4(q− p1 − p2)∑|M|2 (4.315)

Grâce à la fonction δ4(q− p1 − p2), on peut intégrer facilement sur le 4-vecteur p1, on obtient donc,

Γ =
1

2MW

1
(2π)2

∫ d3~p2

2E2
δ+[(q− p2)

2 −m2
e ]∑|M|2 (4.316)

On se place dans le référentiel du W et on suppose que e et ν̄e se déplacent suivant l’axe~z, alors

q =




MW
0
0
0


 p1 =




E1
0
0
pz


 p2 =




E2
0
0
−pz


 (4.317)

q2 = M2
W p2

1 = m2
e p2

2 = 0 (4.318)

δ+[(q− p2)
2 −m2

e ] = δ+[M2
W − 2q · p2 −m2

e ]

= δ+[M2
W −m2

e − 2MW E2]

= δ+[M2
W −m2

e − 2MW pz]

= δ[pz − (M2
W −m2

e )/(2MW)]/(2MW) (4.319)

Dans les coordonnées sphériques, on a

∫ d3~p2

E2
=
∫ +∞

0
pzdpz

∫ +π

0
sin(θ)dθ

∫ 2π

0
dφ (4.320)

alors,

Γ =
1

16πM2
W

∫
pzdpz

∫ +π

0
sin(θ)dθδ[pz − (M2

W −m2
e )/(2MW)]∑|M|2

=
1

8πM2
W

∫
pzdpzδ[pz − (M2

W −m2
e )/(2MW)]∑|M|2

=
1

8πM2
W

M2
W −m2

e

2MW
∑|M|2

=
g2

48πMW

√
λ(M2

W ,m2
e ,0)

M2
W

[
M2

W −
1
2

m2
e −

1
2

m4
e

M2
W

]
(4.321)

avec

λ(x,y,z) = x2 + y2 + z2 − 2xy− 2xz− 2yz (4.322)
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4.4.2 Désintégration du muon en leptons

Considérons la réaction,

µ−(p1) −→ νµ(p2) + e−(p3) + ν̄e(p4) (4.323)

Le diagramme décrivant cette réaction est,

............�W−(q)
µ−(p1)

ν̄e(p4)

e−(p3)

νµ(p2)

µ

ν
(4.324)

L’amplitude associé à ce diagramme est,

M =
ig2

8
1

q2 −M2
W

ū(p2)γ
µ(1− γ5)u(p1)ū(p3)γ

ν(1− γ5)v(p4)

[
gµν −

qµqν

M2
W

]

=
ig2

8
1

q2 −M2
W

{
ū(p2)γ

µ(1− γ5)u(p1)ū(p3)γµ(1− γ5)v(p4)

− 1
M2

W
ū(p2) 6q(1− γ5)u(p1)ū(p3) 6q(1− γ5)v(p4)

}
(4.325)

avec

q = p1 − p2 = p3 + p4 (4.326)

on peut simplifier M en utilisant les relation suivantes (pour p2 = m2) :

6 p u(p) = m 6 p v(p) = −m (4.327)
ū(p) 6 p = m v̄(p) 6 p = −m (4.328)

alors,

ū(p2)( 6 p1− 6 p2)(1− γ5)u(p1) = mµū(p2)(1 + γ5)u(p1) (4.329)
ū(p3)( 6 p3+ 6 p4)(1− γ5)v(p4) = meū(p3)(1− γ5)v(p4) (4.330)

Donc, l’amplitude devient

M =
ig2

8
1

q2 −M2
W

{
ū(p2)γ

µ(1− γ5)u(p1)ū(p3)γµ(1− γ5)v(p4)

− mµme

M2
W

ū(p2)(1 + γ5)u(p1)ū(p3)(1− γ5)v(p4)

}
(4.331)

Le complexe conjugué est,

M̄ =
−ig2

8
1

q2 −M2
W

{
ū(p1)(1 + γ5)γ

µ′u(p2)v̄(p4)(1 + γ5)γµ′u(p3)

− mµme

M2
W

ū(p1)(1− γ5)u(p2)v̄(p4)(1 + γ5)u(p3)

}
(4.332)
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4.4 Calcul des processus à l’ordre de Born 157

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spin est,

∑|M|2 =
g4

64
1
2

1
(q2 −M2

W)2

{
Tr[ 6 p2γµ(1− γ5)( 6 p1 + mµ)(1 + γ5)γ

µ′ ]

×Tr[( 6 p3 + me)γµ(1− γ5) 6 p4(1 + γ5)γµ′ ]

−mµme

M2
W

Tr[ 6 p2γµ(1− γ5)( 6 p1 + mµ)(1− γ5)]

−mµme

M2
W

Tr[( 6 p3 + me)γµ(1− γ5) 6 p4(1 + γ5)]

+
m2

µm2
e

M4
W

Tr[ 6 p2(1 + γ5)( 6 p1 + mµ)(1− γ5)]

+
m2

µm2
e

M4
W

Tr[( 6 p3 + me)(1− γ5) 6 p4(1 + γ5)]

}
(4.333)

Montrer que

∑|M|2 =
g4

2
1

(q2 −M2
W)2

[
4p1 · p4 p2 · p3 +

m2
µm2

e

M4
W

(p1 · p2 p3 · p4 − 2M2
W p2 · p4)

]
(4.334)

4.4.3 Processus : h→ f + f̄
Considérons la réaction suivante :

H(q)→ f (p1) + f̄ (p2) (4.335)

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est

�H(q)

f (p1)

f̄ (p2)

(4.336)

L’amplitude et son complexe conjugué associés à ce diagramme :

M = −i
g
2

m f

MW
ū(p1)v(p2) (4.337)

M = i
g
2

m f

MW
v̄(p2)u(p1) (4.338)

(4.339)

Le carré de l’amplitude sommé sur les spins est,

∑|M|2 =
g2

4

m2
f

M2
W

Tr[( 6 p1 + m f )( 6 p2 −m f )]

= g2
m2

f

M2
W

(
p1 · p2 −m2

f

)

=
g2

2

m2
f

M2
W

(
m2

H − 4m2
f

)
(4.340)

La forme générale du taux de désintégration pour la réaction A(mA)→ B(mB) + C(mC) est

Γ(A→ B + C) =

√
λ(1,m2

B/m2
A,m2

C/m2
A)

16π mA
∑|M|2 (4.341)
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158 Chapitre 4. Modèle Standard

Donc,

Γ(H→ f + f̄ ) =

√
λ

(
1,

m2
f

m2
H

,
m2

f

m2
H

)

16π mH
× g2

2

m2
f

M2
W

(
m2

H − 4m2
f

)

=
g2

32π

m2
f mH

M2
W

(
1− 4

m2
f

m2
H

)3/2

≡
m2

f mH

8π v2

(
1− 4

m2
f

m2
H

)3/2

(4.342)

où v = 2 MW/g.

Remarque : si les fermions sont des quarks, alors

M = −i
g
2

m f

MW
ūi(p1)vj(p2)δij

= −i
g
2

m f

MW
ūi(p1)vi(p2) (4.343)

où i et j sont les indices de couleur des quarks et la fonction δij assure la conservation de couleur. Le
carré de l’amplitude s’écrit donc,

∑|M|2 =
g2

4

m2
f

M2
W

Tr[( 6 p1 + m f )( 6 p2 −m f )]δii′ δii′

=
g2

4

m2
f

M2
W

Tr[( 6 p1 + m f )( 6 p2 −m f )]δii

=
g2

4

m2
f

M2
W

Tr[( 6 p1 + m f )( 6 p2 −m f )]Nc (4.344)

Donc, on peut déduire la taux de désintégration de l’équation (4.342) juste en la multipliant par Nc = 3.
On écrit,

Γ(H→ q + q̄) =
Nc

8π

m2
f mH

v2

(
1− 4

m2
f

m2
H

)3/2

(4.345)

4.4.4 Processus : νe + ν̄e→ Z + Z
On calcule le carré de l’amplitude et la section efficace de la production d’une paire de bosons Z
dans la diffusion neutrino-anti-neutrino dans les cas suivants : les bosons Z sont (i) transverses, (ii)
longitudinaux et (iii) non-polarisés. Donc, on considère les 3 réactions suivantes :

νe(p1) + ν̄e(p2)→ ZL(p3) + ZL(p4). (4.346)
νe(p1) + ν̄e(p2)→ ZT(p3) + ZT(p4). (4.347)
νe(p1) + ν̄e(p2)→ Z(p3) + Z(p4). (4.348)

où ZL et ZT désignent, respectivement, un boson Z polarisé longitudinalement et transversalement.
Les diagrammes de Feynman dérivants ces réactions sont les suivants :

�νe(q1)

νe(p1)

ν̄e(p2)

Zµ(p3)

Zν(p4)

�νe(q2)

νe(p1)

ν̄e(p2)

Zµ(p3)

Zν(p4)

(4.349)
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4.4 Calcul des processus à l’ordre de Born 159

avec q1 = p1 − p3 et q2 = p1 − p4.

Les amplitudes associées à ces deux graphes sont les suivantes :

M1 = −i
g2

16cW(q2
1 −m2

νe
)

v̄(p2)γ
ν(1− γ5)( 6q1 + mνe)γ

µ(1− γ5)u(p1) ε∗µ(p3) ε∗ν(p4) (4.350)

M2 = −i
g2

16cW(q2
2 −m2

νe
)

v̄(p2)γ
µ(1− γ5)( 6q2 + mνe)γ

ν(1− γ5)u(p1) ε∗µ(p3) ε∗ν(p4) (4.351)

On utilise la relation de commutation {γµ,γ5} = 0 et (γ5)2 = 1 pour montrer que :

mνe(1− γ5)γ
µ(1− γ5) = mνe(1− γ5)(1 + γ5)γ

µ ≡ 0 (4.352)

(1− γ5) 6q1γµ(1− γ5) = (1− γ5) 6q1(1 + γ5)γ
µ = (1− γ5)

2 6q1γµ ≡ 2(1− γ5) 6q1γµ (4.353)

Donc, les amplitudes deviennent :

M1 = −i
g2

8cW(q2
1 −m2

νe
)

v̄(p2)γ
ν(1− γ5) 6q1γµu(p1) ε∗µ(p3) ε∗ν(p4) (4.354)

M2 = −i
g2

8cW(q2
2 −m2

νe
)

v̄(p2)γ
µ(1− γ5) 6q2γνu(p1) ε∗µ(p3) ε∗ν(p4) (4.355)

Les complexes conjugués associés à ces amplitudes sont donnés par,

M1 = i
g2

8cW(q2
1 −m2

νe
)

ū(p1)γ
µ′ 6q1(1 + γ5)γ

ν′v(p2) εµ′(p3) εν′(p4) (4.356)

M2 = i
g2

8cW(q2
2 −m2

νe
)

ū(p1)γ
ν′ 6q2(1 + γ5)γ

µ′v(p2) εµ′(p3) εν′(p4) (4.357)

Le carré de l’amplitude sommé et moyenné sur les spins et polarisations est

∑|M| = ∑|M1 + M2| ≡
1
4
[
∑ |M1|2 + ∑ |M2|2 + 2Re∑ M1M2

]
(4.358)

avec

∑ |M1|2 =
g4

64c2
W (t−m2

νe
)2

Tr
[
6 p2γν(1− γ5) 6q1γµ 6 p1γµ′ 6q1(1 + γ5)γ

ν′
]

×
3

∑
λ3=1

ε
∗(λ3)
µ (p3)ε

(λ3)
µ′ (p3)

3

∑
λ4=1

ε
∗(λ4)
ν (p4)ε

(λ4)
ν′ (p4) (4.359)

∑ |M2|2 =
g4

64c2
W (u−m2

νe
)2

Tr
[
6 p2γµ(1− γ5) 6q2γν 6 p1γν′ 6q2(1 + γ5)γ

µ′
]

×
3

∑
λ3=1

ε
∗(λ3)
µ (p3)ε

(λ3)
µ′ (p3)

3

∑
λ4=1

ε
∗(λ4)
ν (p4)ε

(λ4)
ν′ (p4) (4.360)

2Re∑ M1M2 =
g4

32c2
W (t−m2

νe
) (u−m2

νe
)

Tr
[
6 p2γν(1− γ5) 6q1γµ 6 p1γν′ 6q2(1 + γ5)γ

µ′
]

×
3

∑
λ3=1

ε
∗(λ3)
µ (p3)ε

(λ3)
µ′ (p3)

3

∑
λ4=1

ε
∗(λ4)
ν (p4)ε

(λ4)
ν′ (p4) (4.361)

On rappelle que un boson de jauge massif (V = W, Z) possède 3 polarisations. Deux polarisations
transverses dont le vecteur de polarisation vérifie

2

∑
λ=1

ε
(λ)
µ (k)ε∗(λ)µ (k) = −gµν (4.362)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



160 Chapitre 4. Modèle Standard

et une polarisation longitudinale correspond à λ = 3, avec

ε
(3)
µ (k) =

kµ

mV
, ε

(3)
µ (k)ε∗(3)ν (k) =

kµkν

m2
V

(4.363)

On suppose que mνe = 0, on obtient :

∑ |M1|2 =





g4(t u−M4
W)

4 c2
W t2 pour νeν̄e→ ZT + ZT

g4(t u−M4
W)

16 c2
W M4

W
pour νeν̄e→ ZL + ZL

g4(−4M8
W+M4

W t(7t+4u)−4M2
W t2(t+u)+t3u)

16 c2
W M4

W t2 pour νeν̄e→ Z + Z

(4.364)

et

∑ |M2|2 =





g4(tu−M4
W)

4 c2
W u2 pour νeν̄e→ ZT + ZT

g4(t u−M4
W)

16 c2
W M4

W
pour νeν̄e→ ZL + ZL

g4(−4M8
W+M4

W u(4t+7u)−4M2
W u2(t+u)+tu3)

16 c2
W M4

W u2 pour νeν̄e→ Z + Z

(4.365)

et

2Re∑ M1M2 =





− g4 M2
W(t+u−2M2

W)
c2

W t u pour νeν̄e→ ZT + ZT

g4(M4
W−tu)

8 c2
W M4

W
pour νeν̄e→ ZL + ZL

g4(16M8
W−8M6

W(t+u)−7M4
W tu+4M2

W tu(t+u)−t2u2)
8 c2

W M4
W t u pour νeν̄e→ Z + Z

(4.366)

4.4.5 Diffusion de bosons de jauge VV→ VV est le rôle du boson Higgs
Le but de cette sous-section est de montrer le rôle du boson Higgs pour restaurer l’unitarité de
l’amplitude de diffusion de deux bosons de jauge. Considérons la réaction suivante par exemple :

W−(p1) + W+(p2)→W−(p3) + W+(p4). (4.367)

Les 7 diagrammes de Feynman contribuant décrivant cette réaction sont les suivants :

�γ/Z

W−µ (p1)

W+
ν (p2)

W−α (p3)

W+
β (p4)

�
γ/Z

�

�H �
H

La validité du développement perturbatif exige que l’amplitude d’onde partielle pour J = 0 soit plus
petite que l’unité, c’est-à-dire |a0| < 1. Cette dernière à haute énergie (

√
s� mi) s’écrit :

a0 =
1

32π

∫ +1

−1
dcos(θ), M(

√
s, cos(θ),{mi})
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4.4 Calcul des processus à l’ordre de Born 161

où M est l’amplitude de diffusion pour une hélicité et une polarisation fixes à l’ordre de l’arbre, θ
est l’angle polaire (entre ~p1 et ~p3) dans le référentiel de centre de masse et {mi} désigne les masses
impliquées dans l’amplitude.

A très haute énergie (
√

s� mi), on peut négliger les polarisations transverses des bosons de jauge et
considérer que la polarisation longitudinale 2. Donc, le processus qu’on doit calculer est :

W−L (p1) + W+
L (p2)→W−L (p3) + W+

L (p4). (4.368)

où WL désigne le boson W polarisé longitudinalement. On rappelle que ε
µ
L(k) = kµ/mV .

On note que pour cette réaction, les contributions de J = 0,1,2 ne peuvent être différenciées. Par consé-
quent, il est nécessaire de conserver la partie transverse (avec gµν) des propagateurs des bosons de
jauge. Par conséquent, dans ce calcul, le propagateur complet est conservé, y compris la contribution
des diagrammes avec échange d’un photon. La compensation entre les différentes contributions se fait
naturellement.

Le propagateur interne du boson Z est remplacé par

−i gµν + i kµkν/m2
Z

(k2 −m2
Z + iλ)

. (4.369)

Les amplitudes des 2 diagrammes, obtenus par l’échange du boson Z, sont données par :

iM1 = e2 c2
W

s2
W

pµ
1 pν

2 pα
3 pβ

4

m4
W

−gλρ + qλ
1 qρ

1/m2
Z

(t−m2
Z)

VWWZ
µαλ (p1,−p3,−q1)VWWZ

νβρ (p2,−p1,q1)

= − e2

4
t (s− u)

m4
W
− e2

4
m2

Z t (s− u)
m4

W(t−m2
Z)

+
e2

4
t (s− u)
m4

W s2
W

+
e2

4
m2

Z t (s− u)
m4

W(t−m2
Z) s2

W
(4.370)

i M2 = e2 c2
W

s2
W

pµ
1 pν

2 pα
3 pβ

4

m4
W

−gλρ + qλ
2 qρ

2/m2
Z

(s−m2
Z)

VWWZ
µνλ (p1, p2,−q2)VWWZ

αβρ (−p3,−p4,q2)

= − e2

4
s (t− u)

m4
W
− e2

4
m2

Z s (t− u)
m4

W(s−m2
Z)

+
e2

4
s (t− u)
m4

W s2
W

+
e2

4
m2

Z s (t− u)
m4

W(s−m2
Z) s2

W
(4.371)

où q1 = p1 − p3 et q2 = p1 + p2 et

VWWZ
αβρ (k1,k2,k3) = gαβ(k1ρ − k2ρ) + gβρ(k2α − k3α) + gρα(k3β − k1β) (4.372)

Les amplitudes des 2 diagrammes, obtenus par l’échange du photon, sont données par :

iM3 = −e2 pµ
1 pν

2 pα
3 pβ

4

m4
W

gλρ

(t−m2
Z)

VWWZ
µαλ (p1,−p3,−q1)VWWZ

νβρ (p2,−p1,q1)

=
e2

4
t (s− u)

m4
W

(4.373)

i M4 = −e2 pµ
1 pν

2 pα
3 pβ

4

m4
W

gλρ

(s−m2
Z)

VWWZ
µνλ (p1, p2,−q2)VWWZ

αβρ (−p3,−p4,q2)

=
e2

4
s (t− u)

m4
W

(4.374)

2. D’après le théorème de Goldestone, les bosons de jauge se comportent comme les bosons de Goldestone à haute énergie
(qui sont responsables de leurs composantes longitudinales).
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162 Chapitre 4. Modèle Standard

L’amplitude associé au diagramme avec vertex quartique (4-W) est

i M5 = −
e2

s2
W

pµ
1 pν

2 pα
3 pβ

4

m4
W

(
2gναgµβ − gνβgαµ − gµνgαβ

)

− e2

s2
W

1
m4

W
(2 p1 · p4 p2 · p3 − p1 · p3 p2 · p4 − p1 · p2 p3 · p4)

= −1
4

e2

s2
W

1
m4

W

[
2u2 − s2 − t2 − 4m2

W(2u− s− t)
]

= − e2

4
(4m2

W − t− u) (t− u)
m4

W s2
W

− e2

4
(4m2

W − s− u) (s− u)
m4

W s2
W

≡ − e2

4
s (t− u)
m4

W s2
W
− e2

4
t (s− u)
m4

W s2
W

(4.375)

Les amplitudes M3, M4 et M5 se compensent avec les termes d’ordre 1/M2
W de M1 et M2, donc la

somme de ces 5 amplitudes se réduit à :

i M12345 ≡ i (M1 + M2 + M3 + M4 + M5) =
1
4

e2

s2
W

t (s− u)
m2

W (t−m2
Z)

+
1
4

e2

s2
W

s (t− u)
m2

W (s−m2
Z)

(4.376)

On note que pour exprimer les amplitudes sous les formes précédentes, on a utilisé les relation
suivante :

s2
W + c2

W = 1, s + t + u = 4m2
W , m2

W/m2
Z = c2

W . (4.377)

Les amplitudes associées aux diagrammes, obtenu par l’échange du Higgs, sont données par :

i M6 =
e2

s2
W

1
m2

W

p1 · p3 p2 · p4

t−m2
H

≡ 1
4

e2

s2
W

1
m2

W

(t− 2m2
W)2

t−m2
H

(4.378)

i M7 =
e2

s2
W

1
m2

W

p1 · p2 p3 · p4

s−m2
H

≡ 1
4

e2

s2
W

1
m2

W

(s− 2m2
W)2

s−m2
H

(4.379)

Dans le référentiel du centre de masse, les variables de MandelStam t et u sont données par :

t = − s
2

β2
w [1− cos(θ)]

u = − s
2

β2
w [1 + cos(θ)] (4.380)

où β2
w = 1− 4m2

W/s.

Exercice :
(1) Montrer quà haute énergie (

√
s≫ m2

H), l’amplitude totale s’écrit :

M =
√

2 GF m2
H

(
s

s−m2
H
+

t
t−m2

H

)
. (4.381)

(2) Montrer que dans cette région, |a0| est donné par :

|a0| →
e2

32π s2
W

m2
H

m2
W
≡ GF m2

H

4π
√

2
≤ 1 (4.382)

où GF est la constante de couplage de Fermi, qui vérifie :

√
2 GF = v−2 =

g2

4m2
W

=
e2

4m2
W s2

W
, avec e = g sW . (4.383)
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L’équation (4.382) impose la limite supérieur suivante sur la masse de Higgs,

m2
H ≤

4π
√

2
GF

≡ (1234.36 GeV)2. (4.384)

où GF = 1.16639× 10−5 GeV−2.

4.4.6 Modèle de Fermi comme limite du modèle standard

Dans cette sou-section, on montre que le modèle standard et la théorie de Fermi donnent les mêmes
résultats à basse énergie. Considérons la diffusion élastique suivante :

e−(p1) + νe(p2)→ e−(p3) + νe(p4). (4.385)

Le digramme de Feynman décrivant cette réaction à courant chargé est le suivant :

�W−

e−(p1)

νe(p2)

νe(p4)

e−(p3)

L’amplitude associé à ce diagramme est :

M = − g2

2

≡J−µ

︷ ︸︸ ︷[
ū(p3)γ

µ 1− γ5

2
u(p2)

]
i
(
−gµν + kµkν/m2

W
)

k2 −m2
W + i λ

≡J+ν

︷ ︸︸ ︷[
ū(p4)γ

ν 1− γ5

2
u(p1)

]

= − g2

2
J−µ i

(
−gµν + kµkν/m2

W
)

k2 −m2
W + i λ

J+ν. (4.386)

où k = p1− p4. Dans la limite k2/m2
W→ 0 (basse énergie), le propagateur interne du boson W se réduit

à igµν

m2
W

. Donc, cette amplitude s’écrit sous la forme :

M = −i
g2

2m2
W

J−µ J+µ ≡ −i
GF√

2
4 J−µ J+µ . (4.387)

On peut obtenir le même amplitude (4.387) de la densité lagrangienne effective suivante :

LFermi
CC = −4 GF√

2
J−µ J+µ . (4.388)

Cette densité lagrangienne est de type Fermi, elle est obtenue à partir du modèle standard après avoir
intégré le boson de jauge.

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



164 Chapitre 4. Modèle Standard

Exercice : Densité lagrangienne effective à courant neutre
Utiliser l’amplitude à courant neutre (échange du boson Z) de la reaction e−(p1) + νe(p2)→ e−(p3) +
νe(p4), voir le diagramme de Feynman ci-dessous, pour montrer qu’on peut obtenir cette amplitude à
l’aide de la densité lagrangienne effective suivante :

Leff
NC = −4 GN√

2
J0µ J0

µ. (4.389)

avec GN/
√

2 = g2/(8m2
Z c2

W) et J0µ est un courant neutre à determiner.

�Z

e−(p1)

νe(p2)

e−(p3)

νe(p4)

4.5 Exercices et problèmes
Section efface et taux de désintégration
La section efficace de la reaction 1 + 2→ 3 + 4 + ... + n est définie par

dσ =
1

4
√
(p1 · p2)2 −m2

1m2
2

∑|M|2
d3~p3

(2π)32E3
...

d3~pn

(2π)32En
(2π)4δ4(p3 + p4 + ...+ pn− p1− p2) (4.390)

où pi est l’impulsion de la particule i et M est l’amplitude de la réaction.

Le taux de désintégration d’une particule de masse m1 et d’impulsion p1 : 1→ 2 + 3 + ... + n est défini
par

dΓ =
1

2m1
|M|2 d3~p2

(2π)32E2
...

d3~pn

(2π)32En
(2π)4δ4(p2 + p3 + ... + pn − p1) (4.391)

notons que ∫ d3~pn

2En
=
∫

d4 pnδ+(p2
n −m2

n) (4.392)

Questions de Cours
(1) Décrire le modèle de Fermi
(2) Décrire le modèle de Fermi amélioré
(3) Pourquoi l’interaction par courant chargé est de nature V-A?
(4) Discuter le puzzel du méson θ
(5) Définir le mécanisme de Goldstone pour les modèles U(1), SU(2) et SU(2)×U(1)
(6) Définir le mécanisme de Higgs pour les modèles U(1), SU(2) et SU(2)×U(1)
(7) Pourquoi on a besoin de la jauge unitaire ?
(8) Extraire les masses des bosons de jauge et des fermions.
(9) Généraliser le modèle GWS pour les 3 générations de leptons

(10) Comment inclure les quarks dans le modème GWS

Exercices
Exercice 1 : Modèle de Fermi
(1) Calculer, dans le modèle de Fermi, le carré de l’amplitude de la réaction :

νe(p1) + d(p2)→ e−(p3) + u(p4). (4.393)

(2) Calculer la section efficace, et montrer qu’elle viole l’unitarité.
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4.5 Exercices et problèmes 165

Exercice 2 : Réaction νe(p1) + d(p2)→ e−(p3) + u(p4) avec l’échange d’un W

Calculer le carré de cette réaction et la section efficace, et montrer qu’elle ne viole pas l’unitarité.

Exercice 3 : Désintégration du boson W en leptons

(1) Calculer le carré de l’amplitude de la réaction

W(q)→ e−(p1) + ν̄e(p2) (4.394)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.

Exercice 4 : νeν̄e→W+W−

Calculer les carrés des amplitudes des réactions

νe(p1) + ν̄e(p2)→W+
L (p3) + W−L (p4). (4.395)

νe(p1) + ν̄e(p2)→W+
T (p3) + W−T (p4). (4.396)

νe(p1) + ν̄e(p2)→W+(p3) + W−(p4). (4.397)

où W±L et W±T sont, respectivement, les parties longitudinale et transversale de W.

Exercice 5 : Désintégration du muon

(1) Calculer le carré de l’amplitude de la réaction

µ−(p1)→ νµ(p1) + e−(p3) + ν̄e(p4) (4.398)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.

Exercice 6 : Diffusions élastiques νe e− et ν̄e e−

Considérons les diffusions élastiques suivantes

νe e−→ νe e− (4.399)
ν̄e e−→ ν̄e e− (4.400)

(1) Tracer les diagrammes de Feynman de Born de chaque réaction.
(2) Calculer le carré de l’amplitude de chaque réaction.

Exercice 7 : Désintégration du Higgs en pair W+W−

(1) Calculer le carré de l’amplitude de la réaction

H(q)→W−(p1) + W−(p2) (4.401)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.

Exercice 8 : Désintégration du Higgs en pair fermion anti-fermion

(1) Calculer le carré de l’amplitude de la réaction

H(q)→ f (p1) + f̄ (p2) (4.402)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.
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166 Chapitre 4. Modèle Standard

Problème : Processus Drell-Yan
On considère la diffusion :

P(P1) + P(P2)→ µ−(l1) + µ+(l2) + X, (4.403)

c’est à dire la production d’une paire de muons dans les collisions proton-proton. L’exercice consiste à
calculer, dans le cadre du modèle des partons, la section efficace de production d’une paire de muons
de masse invariante

√
(l1 + l2)2 =

√
Q2.

On suppose les protons formés de quarks de saveur u, d et d’antiquarks ū, d̄. La distribution des
quarks et antiquarks dans un proton est notée respectivement u(x), d(x) ū(x), d̄(x) où x est la fraction
d’impulsion du proton portée par le parton. Les invariants du problème au niveau hadronique sont :

s = (P1 + P2)
2; t = (P1 − l1)2 = (P2 − l2)2; u = (P1 − l2)2 = (P2 − l1)2 (4.404)

et au niveau partonique :

ŝ = (p1 + p2)
2; t̂ = (p1 − l1)2 = (p2 − l2)2; û = (p1 − l2)2 = (p2 − l1)2 (4.405)

Calcul de la section efficace au niveau partonique
- Tracer le diagramme de Feynman au niveau partonique pour l’annihilation d’une saveur de quark ;
- écrire l’élément de matriceM0 correspondant ;
- calculer, en fonction des invariants partoniques, le carré de l’élément de matrice, sommé sur spins
finals et moyenné sur spin et couleur initiales ;
- calculer la section efficace partonique dσ̂/dQ2 pour une saveur.

Calcul de la section efficace au niveau hadronique
- Dénotant x1 et x2 l’impulsion du quark ou antiquark dans le proton P1 et P2 respectivement, exprimer
les invariants partoniques en fonction de xi et des invariants hadroniques ;
- écrire la section efficace hadronique comme convolution des distributions partoniques et la section
efficace partonique ;
- quel est le domaine de variation des variables xi ?

Utiliser les relations suivantes :
• Somme sur les polarisations d’un boson de jauge massif, de masse m et d’impulsion p :

3

∑
λ=1

ε
(λ)
µ (p)ε∗(λ)ν (p) = −gµν +

pµ pν

m2 (4.406)

• Propretés des matrices de Dirac et la matrice γ5 :

{γµ,γ5} = 0, (γ5)2 = 1, γ5† = γ5. (4.407)

Tr(γ5) = Tr(γ5γµ) = Tr(γ5γµγν) = Tr(γ5γµγνγσ) = 0, Tr(γ5γµγνγσγλ) = −i4εµνσλ. (4.408)

Tr(γµγν) = 4gµν, Tr(γµγνγσγλ) = 4(gµνgσλ − gµσgνλ + gµλgνσ) (4.409)
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5. Corrections radiatives et renormalisation
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5.4 Boucles en QCD 203
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5.4.2 Correction au propagateur du fantôme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
5.4.3 Correction au propagateur du quark . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
5.4.4 Correction au vertex quark-quark-gluon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
5.4.5 Correction au vertex 3-gluon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
5.4.6 Correction au vertex 4-gluon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
5.4.7 Correction au vertex fantôme-fantôme-gluon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208
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Pour prendre en compte les corrections quantiques, nous devons considérer les ordres supérieurs de
la série de perturbation de la matrice de diffusion et donc de l’observable physique en question, ç.à.d.
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168 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

les diagrammes de Feynman à une boucle, à deux boucles, . . . etc [9, 10]. En général, un diagramme
de Feynman à une boucle avec N propagateurs internes, dans un espace temps à 4-dimensions, est
donné par l’intégrale suivante :

I4
N =

∫ d4l
(2π)4

F(l)
(q2

1(l)−m2
1 + iλ) · · · (q2

N(l)−m2
N + iλ)

. (5.1)

où l est la 4-impulsion tournant dans la boucle, qi est la 4-quantité du mouvement portée par le
propagateur interne i et mi est la masse de la particule associé à ce propagateur. F(l) est une fonction
de l, qi, mi et les paramètres de la théorie de jauge (les facteurs de couleur en QCD par exemple).

Cette intégrale peut diverger dans l’ultraviolet (divergences UV) quand l0 et/ou |~l| tendent vers
l’infini ou dans l’infrarouge (divergences IR) quand l0 tend vers zéro (divergences molles) ou si deux
propagateurs non-massifs deviennent colinéaires (divergences colinéaires). Dans ce chapitre, on montre
comment calculer les diagrammes de Feynman à une boucle en QED et QCD et comment traiter les
divergences UV et IR. Ce chapitre s’inspire de plusieurs sources [9, 10, 14], en particulier du cours de
J-Ph. Guillet [14] dont la notation est adoptée.

5.1 Divergences et régularisation

�

l + k

l

Aµ(k) Aν(k)

FIGURE 5.1 – Diagramme de Feynman à une
boucle à deux points en QED.

Considérons le diagramme de Feynman à une boucle (cor-
rection au propagateur du photon), voir figure (5.1). Il cor-
respond à une intégrale sur l’énergie-impulsion tournant
dans la boucle (l) dans un espace-temps à 4-dimensions.
On a

I4
2 ∼ e2

∫ d4l
(2π)4 Tr

[
γµ

1
6 l −m + iλ

γν
1

6 l + 6 k−m + iλ

]

l→∞'
∫ d4l

l2 (5.2)

Cette intégrale diverge d’une manière quadratique quand
l tend vers l’infini, ç.à.d.

I4
2 −→ l2 l→∞−→ (∞)2 (5.3)

On rappelle que dans l’espace de Minkowski on a l2 = l2
0 − |~l|2. On peut avoir un cas ambigu quand

l’énergie (l0→∞) et la quantité du mouvement (|~l| →∞) divergent au même temps mais l’intégrale
reste finie

(
l2 −→ fini

)
. Donc, il est plus convenant de travailler dans un espace euclidien que dans un

espace de Minkowski. Pour faire cela, on doit effectuer une rotation de Wick.

5.1.1 Rotation de Wick
On peut écrire l’intégrale précédente sous la forme

I4
2 ∼

∫ d4l
(2π)4

Tr[γν( 6 l + m f )γµ( 6 l + 6 k + m f )]

[l2 −m2 + iλ][(l + k)2 −m2 + iλ]
(5.4)

Les pôles de l’intégrande sont les suivants :

l±0,1 =





√
|~l|2 + m2 − iλ

−
√
|~l|2 + m2 + iλ

(5.5)

l±0,2 =





√
(~l +~k)2 + m2 − k0 − iλ

−
√
(~l +~k)2 + m2 − k0 + iλ

(5.6)
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5.1 Divergences et régularisation 169

Re[l0]

Im[l0]

•
l+0,1

•
l+0,2

•
l−0,1

•
l−0,2

FIGURE 5.2 – Rotation de Wick

On voit que les deux pôles ont une petite partie imaginaire
±i λ, donc ils ne sont pas situés exactement sur l’axe réel
<[l0] mais très proches. Les deux pôles l+0,i (pour i = 1,2) ont
des parties réelles positives, donc ils sont situés sous l’axe
<[l0] par contre, les deux pôles l−0,i (pour i = 1,2) sont situés
au-dessus de l’axe réel car ils possèdent des parties réelles
négatives. Au lieu d’intégrer sur l’axe réel, on peut faire une
rotation dans le plan complexe sans rencontrer les pôles, voir
figure (5.2). Selon le théorème des résidus, l’intégration sur ce
contour fermé est nulle car les poêles sont situés à l’extérieur
du contour. Cette astuce, que l’on appelle rotation de Wick,
nous amène à intégrer sur les l’axe réel. La rotation de Wick
consiste donc à faire le changement de variable suivant :

l0 = il̄0 (5.7)

Donc, le carré du 4-vecteur l devient : l2 = −l̄2
0 − |~l|2 = −l̄2. On voit que l̄ est un vecteur dans l’espace

euclidien R4. Alors, après rotation de Wick, l’intégrale I4
2 se comporte comme

I4
2 ∼

∫ d4 l̄
l̄2

=
∫

l̄dl̄ ∼ l̄2
∣∣∣∣
l̄→∞
−→ (∞)2 (5.8)

On voit bien que l’intégrale I4
2 diverge quadratiquement quand l’énergie et/ou la quantité du mouve-

ment tendent vers l’infini.

Exercice 1. Rotation de Wick
(1) Montrer que l’intégrale sur le contour fermé dans la figure (5.2) est nulle.
(2) Montrer que l’intégrale sur les deux quarts du cercle sont nulles.
(3) Déduire que l’intégrale sur l’axe réel est égal à l’intégrale sur l’axe imaginaire.

Dans les théories de jauge, ces divergences sont éliminées grâce à la procédure de renormalisation,
mais avant de montrer comment cette procédure fonctionne, on doit régulariser les intégrales à une
boucle de manière à travailler avec des quantités finies. Il existe plusieurs méthodes de régularisation,
la méthode la plus utilisée et la plus efficace est la régularisation dimensionnelle qu’on doit discuter dans
les sections suivantes.

5.1.2 Comptage de puissance

Le degré superficiel de divergence UV d’un diagramme G est donné par :

dG = n l + ∑
v

δv − 2nB − nF (5.9)

où
• n est la dimension de l’espace-temps.
• l est le nombre de boucles dans le diagramme G.
• δv est le nombre de dérivés aux vertex v dans G.
• nB est le nombre de lignes bosoniques internes.
• nF est le nombre de lignes fermioniques internes.

A une boucle par exemple (ç.à.d. l = 1), on a :
• Si dG < 0, le diagramme G est fini.
• Si dG = 0, le diagramme G est logarithmiquement divergeant.
• Si dG > 0, le diagramme G diverge en puissance (quadratique, . . . etc).
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170 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

On suppose qu’un vertex v est associé à un lagrangien d’interaction LI décrivant l’interaction entre EB
champs bosonique et EF champs fermioniques. A chaque vertex, on associé la quantité ωv définie par :

ωv = EB +
3
2

EF + δv (5.10)

A l’aide de la quantité ωv, on classifie les théories quantiques des champs en trois classes :
• Si ωv > 4, la théorie est non-renormalisable.
• Si ωv = 4, la théorie est renormalisable.
• Si ωv < 4, la théorie est super-renormalisable.

5.1.3 Régularisation dimensionnelle
La divergence UV vient de la région l̄→ ∞. Pour donner un sens mathématique à cette intégrale,
il faut l’écrire comme une limite d’une intégrale convergente, ce qu’on appelle la régularisation de
cette intégrale. On note que cette intégrale (convergente) n’est pas unique, elle dépend du schéma de
régularisation utilisé. On note aussi, qu’une théorie basée sur une intégrale régularisée, peut violer
quelques exigences physiques, par exemple, l’invariance de Lorentz, la symétrie de jauge, unitarité
. . . etc. Donc le meilleur schéma de régularisation c’est celui qui doit préserver le plus possible ces
principes. Dans ce cours, on va utiliser le schéma le plus utilisé, introduit par t’Hooft et Veltman, c’est
le schéma de régularisation dimensionnelle. L’idée de base de ce schéma est de faire une continuation
analytique de l’espace-temps à n dimensions, où on baisse les dimensions dans le traitement des
divergences ultraviolettes. Donc, on remplace l’intégrale divergente à quatre dimensions par une autre
convergente à n dimensions. Par exemple, l’intégrale suivante :

I4
2 =

∫ d4l
(2π)4

F(l)
(l2 −m2 + iλ)((l + k)2 −m2 + iλ)

. (5.11)

(avec F(l) = Tr[γν( 6 l + m f )γµ( 6 l + 6 k + m f )]), à n dimensions, elle devient

In
2 =

∫ dnl
(2π)n

F(l)
(l2 −m2 + iλ)((l + k)2 −m2 + iλ)

. (5.12)

Quand l̄→∞, elle se comporte comme

I4
2 ∼

∫ dn l̄
l̄2

=
∫

l̄n−3dl̄ ∼ l̄n−2

n− 2
(5.13)

qui converge pour n < 2. En pratique, on augmente ou on baisse la dimension de l’espace-temps
légèrement (continuation analytique), alors on écrit

n = 4− 2ε avec ε −→ 0 (5.14)

On choisit ε > 0 pour les intégrales qui divergent dans la région UV (l0→∞) et ε < 0 pour les intégrale
qui divergent dans la region IR (l0→ 0). Dans la suite, on donnera des exemples.

Dans ce schéma, toutes les indices de l’espace-temps sont de 0 à n− 1, alors les composantes de la
4-impulsion deviennent,

pµ = (p0, p1, · · · , pn−1). (5.15)

La métrique

gµν = (1,−1,−1, · · · ,−1︸ ︷︷ ︸
n−1fois

) (5.16)

La métrique contractée,

gµ
µ = gµνgµν = n. (5.17)
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5.1 Divergences et régularisation 171

L’algèbre de Dirac reste inchangée

{γµ,γν} = 2gµν (5.18)

La contraction des indices dans les chaînes des matrices gamma, par exemple,

γµγµ = n
γµγαγµ = −2γα + (4− n)γα

γµγαγβγµ = 4gαβ − (4− n)γαγβ

γµγαγβγδγµ = −2γδγβγα + (4− n)γαγβγδ (5.19)

Le choix de la mesure d’intégration est arbitraire, dans notre cas, on la fixe à,

d4l
(2π)4 −→

dnl
(2π)n (5.20)

On normalise la trace de deux matrices de Dirac comme suit :

Tr[γµγν] = 4gµν (5.21)

et donc

Tr
[
γαγβγµγν

]
= 4

[
gαβgµν + gανgβµ − gαµgβν

]
(5.22)

Le fait que la mesure d’intégration est arbitraire et la trace des matrice de Dirac dans (5.21) est nor-
malisée à 4gµν (d’après l’algèbre de Clifford Tr[γµγν] = 2n/2gµν), cette méthode souffre de quelques
ambiguïtés, il faut donc préserver les convenions (5.20) et (5.21) pour ne pas rencontrer des problèmes.

Dans un espace-temps de dimension n, les dimensions en unité de masse des champs, des constantes
de couplages et d’autres paramètres de la théorie sont modifiées. On suppose toujours que l’action est
sans dimension, i.e.

[S] = 0 avec S =
∫

dnxL. (5.23)

Car la dimension de la mesure [dnx] = −n, alors la dimension de la densité lagrangienne est égal à n :

[L] = n (5.24)

La dimension des champs est imposée par le fait que chaque terme du lagrangien doit avoir la
dimension n. En QED par exemple, le terme cinétique pour les champs a la dimension n, ç.à.d.

[FµνFµν] = n avec Fµν = ∂µ Aν − ∂µ Aν (5.25)

alors

Fµν = ∂µ Aν − ∂µ Aν =
n
2

= 1 + [Aµ] =⇒ [Aµ] =
n
2
− 1 (5.26)

La même chose pour le terme cinétique pour les champs de Dirac (de matière), il a la dimension n,
ç.à.d.

[ψ̄ 6∂ψ] = 1 + 2[ψ] = n =⇒ [ψ] =
n− 1

2
. (5.27)
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172 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Dans un espace à n-dimension les constantes de couples contrôlant l’interaction acquiert une dimen-
sion. En QED par exemple, on peut calculer la dimension de la charge électrique à partir du terme
d’interaction, ç.à.d.

[e Aµψ̄γµψ] = n
= [e] + [Aµ] + 2[ψ]

= [e] +
n
2
− 1 + n− 1 =⇒ [e] = 2− n

2
et [α] = 4− n (5.28)

Pour pouvoir faire le traitement perturbative, plutôt que de travailler avec des constantes de couplage
ayant une dimension, on doit introduire une échelle de masse arbitraire ([µ] = 1) pour absorber cette
dimension, ç.à.d.

e→ e0µ2− n
2 (5.29)

α→ α0µ4−n (5.30)

où e0 et α0 sont la charge électrique et la constante de couplage sans dimension. Dans la suite, on
enlève l’indice "0" et on les remplace tout simplement par : e0→ e et α0→ α.

On note que les règles de Feynman ne changent pas quand on travaille dans un espace à n-dimensions,
il faut juste multiplier la charge électrique (ou les constantes de couplage) apparaissant dans les vertex
par µ2− n

2 .

Exercice 3. Dimensions des propagateur
(1) Calculer la dimension en unité de masse du propagateur du photon à 4 et n dimension.
(2) Calculer la dimension en unité de masse du propagateur du fermion à 4 et n dimension.
(3) Est ce que la dimension dans le système d’unité naturelle depend de la dimension de l’espace-
temps?

Solution. Les propagateurs du photon et du fermion sont donnés par,

Dµν(p) =
∫

dnxe−ipx < 0|TAµ(x)Aν(x)|0 > (5.31)

SF(p) =
∫

dnxe−ipx < 0|Tψ̄(x)ψ(x)|0 > (5.32)

Alors

[Dµν] = n[x] + [e−ipx] + 2[Aµ]

= −n + 0 + 2
(n

2
− 1
)
≡ −2 (5.33)

et

[SF] = n[x] + [e−ipx] + 2[ψ]

= −n + 0 + 2
(

n− 1
2

)
≡ −1 (5.34)

On voit que dans les deux cas la dimension des propagateurs ne dépend de la dimension de
l’espace-temps, ç.à.d. les dimensions des propagateurs sont les même qu’à 4 dimensions.

Il existe d’autres méthodes de régularisation. Par exemple, la méthode de Pauli-Villars consiste à mettre
l’intégrale convergente en remplaçant le propagateur interne par

1
k2 −m2 + iλ

−→ 1
l2 −m2 + iλ

− 1
l2 −Λ2 + iλ

≡ Λ2 −m2

(m2 − l2)(Λ2 − l2)
(5.35)
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5.1 Divergences et régularisation 173

où Λ est un paramètre arbitraire qui a la dimension de masse. A la limite Λ→ ∞, on retrouve le
propagateur original. Pour régulariser une intégrale par cette méthode, on doit faire le calcul complet
avec le propagateur modifié puis on prend la limite Λ→∞.
Exercice 3. Régularisation de Pauli-Villars
Considérons l’intégrale à une boucle (dans la théorie λϕ4) suivante :

Γ(p2) =
(−iλ)2

2

∫ d4l
(2π)2

i
l2 −m2 + iλ

i
(p− l)2 −m2 + iλ

(5.36)

(1) En remplaçant les propagateurs par (5.35), montrer que pour Λ� m, l’intégrale Γ(p2) devient

Γ(p2) = −λ2Λ2

2

∫ d4l
(2π)2

1
(l2 −m2 + iλ)(l2 −Λ2 −m2 + iλ)[(p− l)2 −m2 + iλ]

(5.37)

(2) Montrer que cette intégrale est finie.

Pour évaluer les intégrales de Feynman à une boucle, il faut mieux linéariser le dénominateur, la
méthode la plus élégante est de travailler dans l’espace des paramètres de Feynman.

5.1.4 Paramétrisation de Feynman
Cette méthode nous permet de transformer notre intégrale à n dimensions dans l’ouvert ]−∞,+∞[, à
une intégrale sur l’intervalle bornée [0,1]. Cela, facilite le calcul. On définit deux variables x et y, tels
que x, y ∈ [0,1] et x + y = 1. On peut montrer que,

1
ab

=
∫ 1

0
dx

1
[ax + b(1− x)]2

(5.38)

Si on dérive successivement eq. (5.38) par rapport à a et b, on peut montrer que

1
apbq =

Γ(p + q)
Γ(p)Γ(q)

∫ 1

0
dx

xp−1(1− x)q−1

(ax + b(1− x))p+q (5.39)

Pour les intégrales avec trois propagateurs internes différents, on utilise

1
abc

= 2
∫ 1

0
dyy

∫ 1

0
dx

1
[axy + by(1− x) + c(1− y)]3

. (5.40)

La formule générale qu’on utilise pour calculer les fonctions à une boucle avec N propagateurs
internes est la suivante :

1

∏N
k=1 ak

= Γ (N)
∫

0

N

∏
k=1

dzk
δ(1−∑N

k=1 zk)

[∑N
k=1 ak zk]N

(5.41)

Revenons, maintenant, à l’intégrale (5.12). On utilise (5.38) pour linéariser son dénominateur, on
obtient

In
2 =

∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
F(l)

[(l + kx)2 + k2x(1− x)−m2 + iλ]2
. (5.42)

5.1.5 Intégration sur la 4-impulsion tournant dans la boucle
Car cette intégrale est convergente, alors on peut faire le changement de variable suivant (shift) sans
problème

l′ = l + kx (5.43)
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174 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

on trouve

In
2 =

∫ 1

0
dx
∫ dnl′

(2π)n
F(l′ − kx)

[l′2 + k2x(1− x)−m2 + iλ]2
. (5.44)

Les intégrales qu’on doit calculer maintenant sont de type

∫ dnl′

(2π)n
(l′2)r

(l′2 − R2 + iλ)m
(5.45)

avec r,m ≥ 0. Le numérateur des intégrales à une boucle, en général, s’écrit ou peut se ramener à la
forme suivante :

F(l′ − kx) = ∑
r

ar(l
′2)r (5.46)

Dans la suite, on suppose que R2 ≥ 0 (si ce n’est pas le cas, on doit faire une continuation analytique
quand va discuter plus tard).

On considère la quantité suivante :

I(r,m) =
∫ dnl

(2π)n
(l2)r

(l2 − R2 + iλ)m

=
∫ dn−1l

(2π)n

∫ +∞

−∞
dl0

(l2
0 − |~l|2)r

(l2
0 − |~l|2 − R2 + iλ)m

(5.47)

Les pôles de I(r,m) sont les suivants :

l±0 =





√
|~l|2 + R2 − iλ

−
√
|~l|2 + R2 + iλ

(5.48)

Re[l0]

+P−P

Im[l0]
+iP

−iP

•
l+0

•
l−0

C1

C2

FIGURE 5.3 – Rotation de Wick dans le
plan complexe de l’intégrale I(r,m).

A l’aide du théorème de Cauchy, on effectue l’intégration sur
l0. On doit déformer le contour comme dans la figure (5.3) pour
éviter les pôles. Car il n’y a pas de pôles à l’intérieur du contour,
l’intégrale sur ce dernier est nulle, ç.à.d.

∫ +P

−P
dz f (z) +

∫

C1

dz f (z) +
∫ −iP

+iP
dz f (z) +

∫

C2

dz f (z) = 0

(5.49)

avec

f (z) =
(z2 − |~l|2)r

(z2 − |~l|2 − R2 + iλ)m
(5.50)

Lorsque P→∞ les intégrales sur C1 et C2 s’annulent pour 2(m−
r) > 1, on a donc

∫ +P

−P
dz f (z) =

∫ +iP

−iP
dz f (z) (5.51)

alors

∫ +∞

−∞
dx

(x2 − |~l|2)r

(x2 − |~l|2 − R2 + iλ)m
= i(−1)r−m

∫ +∞

−∞
dx

(x2 + |~l|2)r

(x2 + |~l|2 + R2 − iλ)m
(5.52)

Alors, l’intégrale I(r,m) devient
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5.1 Divergences et régularisation 175

I(r,m) = i(−1)r−m
∫ dn l̄

(2π)n
(l̄2)r

(l̄2 + R2 − iλ)m (5.53)

où l̄ est un vecteur dans l’espace Euclidien Rn (l̄2 = l2
0 + |~l|2), voir la discussion dans la section rotation

de Wick. Cette intégrale converge pour 2(m− r)− n > 0, ce qui implique n ≥ 1.

Pour effectuer l’intégration sur l̄, on utilise les coordonnées sphériques dans Rn, alors

∫
dn l̄ =

∫
|l̄|n−1d|l̄|dΩn (5.54)

où Ωn est l’angle solide à n dimensions. Le vecteur l̄ en coordonnées sphériques peut s’exprimer sous
la forme suivante :

l̄ = |l̄|(cosθ1, cosθ2 sinθ1, sinθ1 sinθ2 cosθ3, · · · , sinθ1 · · ·sinθn−1) (5.55)

L’élément de l’angle solide s’écrit

∫
dΩn =

∫ π

0
(sinθ1)

n−2dθ1

∫ π

0
(sinθ2)

n−3dθ2 · · ·
∫ 2π

0
dθn−1 (5.56)

Pour calculer
∫

dΩn, on utilise la formule suivante :

∫ π

0
(sinθ)mdθ =

√
π

Γ(m+1
2 )

Γ(m+2
2 )

(5.57)

alors,

∫
dΩn =

(
√

π
Γ( n−1

2 )

Γ( n
2 )

)
×
(
√

π
Γ( n−2

2 )

Γ( n−1
2 )

)
× · · · ×

(
√

π
Γ( 1+1

2 )

Γ( 1+2
2 )

)
× 2π

=
2π

n
2

Γ
( n

2

) (5.58)

Intégrant I(r,m) sur l’angle solide, on trouve

I(r,m) = 2i
(−1)r−m

(2π)n
π

n
2

Γ
( n

2

)
∫ ∞

0
|l̄|n−1d|l̄| |l̄|2r

(|l̄|2 + R2 − iλ)m . (5.59)

L’intégrale sur l̄ est sous la forme :

∫ ∞

0
dx

xp

(xn + zn)q =
1
n

zp+1−nq Γ( p+1
n )Γ(q− p+1

n )

Γ(q)
. (5.60)

On trouve finalement le résultat suivant :

I(r,m) = i
(−1)r−m

(4π)
n
2

(
R2 − iλ

)r−m+ n
2

Γ(r + n
2 )Γ(m− r− n

2 )

Γ( n
2 )Γ(m)

. (5.61)

Avant de conclure cette section, on donne quelques properiétés de la fonction Γ(z) et B(z).
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176 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Fonction Γ(z) et B(a,b) :
• Pour z = n entier positif, on a :

Γ(n) = (n− 1)! (5.62)
Γ(n + 1) = nΓ(n) (5.63)

Γ(1) = 1 (5.64)

• Pour Re(z) > 0, on a :

Γ(z) =
∫ ∞

0
dttz−1e−t (5.65)

• Relations utiles :

Γ(z + 1) = zΓ(z) (5.66)

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(5.67)

Γ(2z) =
1√
2π

22z− 1
2 Γ(z)Γ(z +

1
2
) (5.68)

Γ(1 + z)
z→0' 1− γz +

(
γ2 +

π2

6

)
z2

2
(5.69)

où γ est la constante d’Euler :

γ = lim
n→∞

(
1 +

1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

n
− ln(n)

)
= 0.5772156649 · · ·

• La fonction B(a,b) est définie par :

B(a,b) =
∫ 1

0
dxxa−1(1− x)b−1 (5.70)

=
∫ ∞

0
dt

ta−1

(1 + t)a+b (5.71)

=
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

(5.72)

5.2 Boucles en QED

Pour calculer les corrections quantiques (corrections virtuelles) au premier ordre pour la réaction
e− + e+→ µ− + µ+, on doit prendre en compte les diagrammes de Feynman à une boucle suivants :

• Correction au propagateur du photon :

�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv1

• Correction au propagateur du fermion :
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5.2 Boucles en QED 177
.
.

�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv2

+�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv3

�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv4

+�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv5• Correction au vertex :

�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv6

+�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv7
• Les diagrammes de boites :

�
e+(p2)

e−(p1)

µ+(p4)

µ−(p3)

Mv8

+	
e+(p2)

e−(p1)

µ−(p3)

µ+(p4)

Mv9

Dans la suite, on va donner le calcul détaillé de la correction au propagateur du photon à une boucle
(opérateur de polarisation), correction au propagateur du fermion (correction fonction d’onde) et la
correction au vertex, en suivant étroitement le cours de J-Ph. Guillet [14].

5.2.1 Opérateur de polarisation
L’opérateur de polarisation à l’ordre α est représenté par le diagramme de Feynman à une boucle (5.4).
Il est donné par l’intégrale suivante :

iΠ(1)
µν (q) = −e2µ(4−n)

∫ d4k
(2π)n Tr

[
γν

1
6 k−m + iλ

γµ
1

6 k− 6q−m + iλ

]
. (5.73)
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k

k− q

µ
q

ν
q

FIGURE 5.4 – Opérateur de polarisation

On note qu’on a inclus un signe "-" supplémentaire caractérisant
les boucles fermioniques fermés. On suit les étapes présentées
dans la section précédente pour intégrer sur l’impulsion k tour-
nant dans la boucle (dans un espace-temps à n-dimension), on
trouve

iΠ(1)
µν (q) = −i

α

3π

(
q2gµν − qµqν

)[1
ε
+ ln(4π)− γ

−6
∫ 1

0
dxx(1− x) ln

(
m2 − (q2 + iλ)x(1− x)

µ2

)]
.

(5.74)

Démonstration :
On écrit l’opérateur de polarisation sous la forme :

iΠ(1)
µν (q) = −e2µ(4−n)

∫ dnk
(2π)n Tr

[
γµ

6 k + m
(k2 −m2 + iλ)

γν
( 6 k− 6q + m)

((k− q)2 −m2 + iλ)

]

= −e2µ(4−n)
∫ dnk

(2π)n

Tr[γµ( 6 k + m)γν( 6 k− 6q + m)]

(k2 −m2 + iλ)[(k− q)2 −m2 + iλ]
(5.75)

Étape 1 : paramétrisation de Feynman
A l’aide de la paramétrisation de Feynman (5.38), on linéarise le dénominateur de la manière suivante :

iΠ(1)
µν (q) = −e2µ(4−n)

∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n

Tr
[
γµ( 6 k + m)γν( 6 k− 6q + m)

]

[x(k2 −m2 + iλ) + (1− x){(k− q)2 −m2 + iλ}]2

= −e2µ(4−n)
∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n

Tr
[
γµ( 6 k + m)γν( 6 k− 6q + m)

]

[k2 − 2k · q(1− x) + q2(1− x)−m2 + iλ]2
(5.76)

La trace dans le numérateur de (5.76) est un tenseur de rang 2, il s’écrit sous la forme :

Tr
[
γµ( 6 k + m)γν( 6 k− 6q + m)

]
= Agµν + B

qµqν

q2 ≡ Tµν (5.77)

On contracte le tenseur Tµν par gµν et qµqν, on montre que

A =
Tµ

µ − Tµνqµqν/q2

(n− 1)
(5.78)

B =
nTµνqµqν/q2 − Tµ

µ

(n− 1)
(5.79)

Après simplification, on obtient 1 :

A =
4

n− 1
[
(n− 1)m2 − (n− 3)k2 + (n− 1)k.q− 2(k.q)2/q2] (5.80)

B =
4

n− 1
[
2n(k.q)2/q2 − 2(n− 1)k.q− 2k2] (5.81)

Pour le moment, on garde que l’intégrale sur k de l’opérateur de polarisation. On définit l’intégrale
tensorielle suivante :

Iµν(q) =
∫ dnk

(2π)n

Agµν + Bqµqν/q2

[k2 − 2k · q(1− x) + q2(1− x)−m2 + iλ]2

≡ I(A)
µν + I(B)

µν (5.82)

1. Pour calculer A et B, utiliser le package hip en fixant la dimension de l’espace temps à n par la commande
SpaceTimeDimension = n.
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où I(A)
µν et I(B)

µν sont les parties du tenseur Iµν contenant les quantités A et B et donc

iΠ(1)
µν (q) = −e2µ(4−n)

∫ 1

0
dxIµν(q) (5.83)

Étape 2 : translation k = l + q(1− x)
Pour écrire le dénominateur de Iµν sous la forme (l2 − R2), on fait le changement de variable suivant :

k = l + q(1− x) (5.84)

Alors, le dénominateur devient

l2 −
≡R2

︷ ︸︸ ︷
[m2 − q2x(1− x)− iλ] (5.85)

Les quantités A et B s’expriment en fonction de l comme suit :

A = −4
[
−m2 − q2x(1− x) +

n− 3
n− 1

l2 + (1− 2 x)l · q + 2
(n− 1)

(l · q)2

q2

]
(5.86)

B = 8
[
−q2 x (1− x)− l2

n− 1
+ (1− 2x)l · q + n

n− 1
(l · q)2

q2

]
(5.87)

On utilise le fait que, dans un espace-temps à n dimension, pµ pν = gµν p2/n, on écrit le terme (l · q)2

comme suit :

(l · q)2 = (lµqµ)
2

= lµqµ lνqν

= (lµlν)(qµqν)

=
l2

n
gµν q2

n
gµν =

l2

n
q2

n
gµ

µ ≡
l2q2

n
(5.88)

et prenons en compte que les termes en puissance paire de l (ç.à.d. l · q) donneront une contribution
nulle, donc on peut les enlever. Alors les quantités A et B se réduisent à :

A ⊃ 4
[

m2 + q2x(1− x)−
(

n− 3 +
2
n

)
l2

n− 1

]

= 4
[

R2 + 2q2x(1− x)− (n− 2)
l2

n

]
(5.89)

B ⊃ −8q2 x (1− x) (5.90)

Donc, les intégrales tensorielles I(A)
µν et I(B)

µν s’expriment comme suit :

I(A)
µν = 4 gµν

[∫ dnl
(2π)n

m2 − q2x(1− x)− l2(n− 2)/n
[l2 − R2]2

+
∫ dnl

(2π)n
2q2x(1− x)
[l2 − R2]2

]

= 4 gµν

[∫ dnl
(2π)n

R2 − l2(n− 2)/n
[l2 − R2]2

+
∫ dnl

(2π)n
2q2x(1− x)
[l2 − R2]2

]
(5.91)

I(B)
µν = −8

qµqν

q2

∫ dnl
(2π)n

q2 x (1− x)
[l2 − R2]2

(5.92)

Remarques :
• Le premier terme de I(A)

µν contient une divergence uv quadratique car pour n = 4, on a :
∫

d4l
l2

l4 =
∫

l3dl
l2

l4 =
∫

ldl ≡ l2 l→∞−→∞ (5.93)

• Le second terme de I(A)
µν ainsi que l’intégrale I(B)

µν contiennent des divergences uv logarithme car
pour n = 4, on a :

∫ d4l
l4 =

∫ l3dl
l4 =

∫ dl
l
≡ ln(l) l→∞−→∞ (5.94)
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180 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Étape 3 : intégration sur la 4-impulsion l
On utilise l’intégrale I(r,m) donnée par l’éq. (5.61) pour effectuer l’intégration sur la 4-impulsion l.
On peut montrer que le premier terme de I(A)

µν est nulle. On a,

∫ dnl
(2π)n

R2 − l2(n− 2)/n
[l2 − R2]2

= R2 × I(0,2)− n− 2
n
× I(1,2)

=
i

(4π)n/2
1

(R2)1−n/2

[
n− 2

2
Γ
(

1− n
2

)
+ Γ

(
2− n

2

)]

=
i

(4π)n/2
1

(R2)1−n/2

[
n− 2

2
+ 1− n

2

]
Γ
(

1− n
2

)

=
i

(4π)n/2
1

(R2)1−n/2

[
n− 2

2
+

2− n
2

]
Γ
(

1− n
2

)

= 0 (5.95)

Donc, l’intégrale I(A)
µν devient

I(A)
µν = 8 gµν

∫ dnl
(2π)n

q2x(1− x)
[l2 − R2]2

= 8 gµνq2x(1− x)I(0,2)

=
i

(4π)n/2 Γ
(

2− n
2

)
8x(1− x)[m2 − q2x(1− x)− iλ]−2+n/2q2gµν (5.96)

De la mème manière, on montre que :

I(B)
µν = − i

(4π)n/2 Γ
(

2− n
2

)
8x(1− x)[m2 − q2x(1− x)− iλ]−2+n/2qµqν (5.97)

En remplaçant les deux dernières intégrales dans l’eq. (5.83), on montre que l’opérateur de polarisation
prend la forme :

iΠ(1)
µν (q) = − 8i

(4π)n/2 e2µ(4−n)Γ
(

2− n
2

)(
q2 gµν − qµqν

)
(5.98)

×
∫ 1

0
dxx(1− x)[m2 − q2x(1− x)− iλ]−2+n/2

On voit que

qµ
(
q2 gµν − qµqν

)
= (q2 qν − q2 qν) = 0

qν
(
q2 gµν − qµqν

)
= (q2 qµ − q2 qµ) = 0 (5.99)

donc l’opérateur de polarisation est transverse, ç.à.d.

qµΠ(1)
µν (q) = 0 qνΠ(1)

µν (q) = 0 (5.100)

Remarques :
• Les diverges uv de l’opérateur de polarisation sont cachées dans la fonction Γ

(
2− n

2

)
. On peut

voir ça si on prend n = 4, on obtient Γ(0)→∞.
• Grace à la régularisation dimensionnelle (ç.à.d. n = 4− 2εuv), on peut isoler ces divergences de

la partie finie par un développement limité de Taylor autour de εuv = 0. On a :

Γ
(

2− n
2

)
= Γ(εuv) =

1
εuv
− γ +O(εuv) (5.101)

aεuv = 1 + εuv ln(a) +O(εuv) (5.102)
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5.2 Boucles en QED 181

où γ est la constante d’Euler et a est une fonction analytique arbitraire (indépendante de εuv).

Grace à ce développement, on peut écrire l’opérateur de polarisation sous la forme

iΠ(1)
µν (q) =

aµν

εuv
+ bµν +O(εuv) (5.103)

où le premier terme contient que les divergences uv et le deuxième terme donne la partie finie.
Dans la suite, on va calculer explicitement les quantités aµν et bµν.

Étape 4 : Extraction du terme divergeant et calcul de la partie finie :
Comme on a mentionné dans le dernier paragraphe, on pose n = 4− 2εuv, puis on fait un développe-
ment limité autour de εuv = 0 en gardant que les termes divergeant (ç.à.d. les termes de pôle 1/εuv) et
les termes constants (ç.à.d. les termes en ε0

uv). On obtient donc :

iΠ(1)
µν (q) = −

8iα
4π

1
εuv

[1− εuvγ + εuv ln(4π)]
(
q2gµν − qµqν

)

×
∫ 1

0
dxx(1− x)

[
m2 − q2x(1− x)− iλ

µ2

]−εuv

= − iα
3π

(
q2gµν − qµqν

){ 1
εuv

+ ln(4π)− γ

−6
∫ 1

0
dxx(1− x) ln

[
m2 − (q2 + iλ)x(1− x)

µ2

]}
(5.104)

Il nous reste donc qu’à calculer la dernière intégrale, que l’on note par I. On a :

I(q2,m2,µ2) =
∫ 1

0
dxx(1− x) ln

[
m2 − (q2 + iλ)x(1− x)

µ2

]
(5.105)

Pour calculer I, on doit distinguer 3 cas possibles :
• Case 1 : q2 < 0

Dans ce cas, l’argument du logarithme est positif ∀ x ∈ [0,1] (ç.à.d. m2 − q2x(1− x) > 0), donc
on peut enlever la partie imaginaire iλ. On réécrit l’argument du logarithme comme suit :

m2 − q2x(1− x)
µ2 =

(
− q2

µ2

) (
−x2 + x− m2

q2

)

=

(
− q2

µ2

)
(x− x−) (x+ − x) (5.106)

avec

x− =
1− β

2
x+ =

1 + β

2
(5.107)

et

β =

√
1− 4m2

q2 > 1 (5.108)

On a
(
− q2

µ2

)
> 0 (x− x−) > 0 (x+ − x) > 0 (5.109)

Car l’argument du logarithme s’écrit comme le produit de trois termes positifs, donc on peut,
sans problème, décomposer le logarithme dans l’intégrale I, cf. eq. (5.105), en somme de 3 termes,
ç.à.d.

ln
[

m2 − (q2 + iλ)x(1− x)
µ2

]
= ln

(
− q2

µ2

)
+ ln(x− x−) + ln(x+ − x) (5.110)
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182 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

et l’intégrale I devient

I(q2,m2,µ2) =
∫ 1

0
dxx(1− x)

[
ln
(
− q2

µ2

)
+ ln(x− x−) + ln(x+ − x)

]
(5.111)

On intègre sur x, après simplification on trouve :

I(q2,m2,µ2) =
1
6

[
ln
(−q2

4µ2

)
+ ln(β2 − 1)

]
+

β

4

(
1− β2

3

)
ln
(

β + 1
β− 1

)
− 4

9
+

β2

6

=
1
6

ln
(

m2

µ2

)
+

β

4

(
1− β2

3

)
ln
(

β + 1
β− 1

)
− 4

9
+

β2

6
(5.112)

• Case 2 : q2 > 0 et q2 > 4m2

Dans ce cas l’argument de la racine dans la variable ρ reste positif mais car 0 < 4m2/q2 > 1,
on déduit que β < 1. Alors, le logarithme ln (β− 1) dans (5.112) pose un problème car sont
argument est négatif. Pour cela, il faut faire une continuation analytique de la formule (5.112) en
remettant la partie imaginaire iλ dans la variable β, alors

β =

√
1− 4m2

q2 + iλ
'
√

1− 4m2

q2 + iλ (5.113)

et donc

ln(β− 1) λ→0
= ln(|β− 1|) + iπ

ln(β + 1) λ→0
= ln(|β + 1|)

ln
(

β + 1
β− 1

)
λ→0
= ln

(∣∣∣∣
β + 1
β− 1

∣∣∣∣
)
− iπ (5.114)

Après le prolongement analytique, I s’écrit

I(q2,m2,µ2) =
1
6

ln
(

m2

µ2

)
+

β

4

(
1− β2

3

)[
ln
(∣∣∣∣

β + 1
β− 1

∣∣∣∣
)
− i π

]
− 4

9
+

β2

6
(5.115)

• Case 3 : q2 > 0 et q2 < 4m2

Dans ce cas, la variable β est purement imaginaire car l’argument à l’intérieur de la racine est
négatif. En changeant β→ i β̃ avec

β̃ =

√
4m2

q2 − 1 (5.116)

on trouve

I(q2,m2,µ2) =
1
6

ln
(

m2

µ2

)
+

β̃

2

(
1 +

β̃2

3

)
arctan

(
β̃
)
− 4

9
− β̃2

6
(5.117)

Finalement, on a :

iΠ(1)
µν (q) = −

iα
3π

(
q2gµν − qµqν

){ 1
εuv

+ ln(4π)− γ− 6I(q2,m2,µ2)

}
(5.118)

Considérons, maintenant, le propagateur du photon modifié. Dans la jauge de Landau (ç.à.d. ξ = 0),
on a :

−iGαβ(q)
q2 + i λ

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ

+
−iGαµ(q)
q2 + i λ

[
iΠ(1)µν(q)

] −iGνβ(q)
q2 + i λ

+ · · · (5.119)

avec

Gαβ(q) =
(

gαβ −
qαqβ

q2

)
. (5.120)

Schématiquement on représente le propagateur modifié par le diagramme suivant :
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5.2 Boucles en QED 183

�α β
−→ �α β

+ 
α µ ν β
+ . . .

On réécrit l’opérateur de polarisation sous la forme :

Π(1)µν(q) = (qµqν − q2 gµν)Π̃(1)(q) (5.121)

avec

Π̃(1)(q) =
α

3π

{
1

εuv
+ ln(4π)− γ− 6I(q2,m2,µ2)

}
(5.122)

On remplace dans l’équation (5.119). On note que la partie en qµqν dans l’eq. (5.121) ne contribue pas
car :

qµGαµ(q) = qµ

(
gαµ −

qαqµ

q2

)
= 0

qνGνβ(q) = qν

(
gνβ −

qνqβ

q2

)
= 0 (5.123)

et

gµνGαµ(q)Gνβ(q) = Gαµ(q)G
µ
β(q)

=

(
gαµ −

qαqµ

q2

)(
gµ

β −
qµqβ

q2

)

=

(
gαβ −

qαqβ

q2

)
≡ Gαβ(q) (5.124)

Donc, l’équation (5.119) devient

−iGαβ(q)
q2 + i λ

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ

+
−iGαµ(q)
q2 + i λ

[
−igµνq2Π̃(1)(q)

] −iGνβ(q)
q2 + i λ

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ

{
1− q2Π̃(1)(q)

1
q2 + i λ

}

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ

{
1− Π̃(1)(q)

}

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ

1
1 + Π̃(1)(q)

−→ −iGαβ(q)
q2 + i λ + q2Π̃(1)(q)

(5.125)

Pour montrer la formule dans la dernière ligne de (5.125), on a utilisé l’approximation suivante :

1− Π̃(1)(q) ≈ 1
1 + Π̃(1)(q)

(5.126)

qui est justifié par le fait que Π̃(1)(q) est d’ordre α (ç.à.d. Π̃(1)(q) ∝ α) et α� 1.

Le propagateur du photon à une boucle sera donc :

−iGαβ(q)
q2 + i λ

−→ −iGαβ(q)
q2
[
1 + Π̃(1)(q)

]
+ i λ

(5.127)

Remarques :
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184 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

• Le propagateur du photon modifié (5.127) possède un pôle à q2 = 0. Cela signifie que la masse
du photon n’est pas modifiée par les corrections à une boucle. En d’autres termes, la masse du
photon reste nulle.

• La fonction d’onde du photon est affectée par les corrections à une boucle. Le résidu au pôle
q2 = 0 du propagateur est modifié et devient 1/(1 + Π̃(1)(0)).

• Seul le propagateur transverse est affecté par le calcul à une boucle (et à tous les ordres).

5.2.2 Correction fonction d’onde

L’opérateur de masse ou la correction à la fonction d’onde (ou le self energy du fermion) à l’ordre α est
représenté par le diagramme de Feynman à une boucle (5.5). Dans la jauge de Feynman, il est donné
par l’intégrale suivante :

�p p− k

k

p

µ ν

FIGURE 5.5 – Self-energy du fermion

−i Σ(1)(p2) = −e2µ(4−n)
∫ dnk

(2π)n

γν( 6 p− 6 k + m)γµ

(p− k)2 −m2 + iλ
gµν

k2 + iλ
(5.128)

On suit les étape présentées dans la section précédente pour
intégrer sur l’impulsion k tournant dans la boucle (dans un
espace-temps à n-dimension), on trouve

Σ(1) = A(p2)m + ( 6 p−m)B(p2) (5.129)

avec

A(p2) =
3α

4π

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

))

− α

2π

(
1
2
+
∫ 1

0
dx(1 + x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
))

(5.130)

B(p2) = − α

4π

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

))

+
α

2π

(
1
2
+
∫ 1

0
dx(1− x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
))

(5.131)

Démonstration :
Dans la suite, on donne le calcul complet de l’opérateur de masse. On utilise les relations (5.19) pour
montrer que

γµ( 6 p− 6 k + m)γµ = (2− n) ( 6 p− 6 k) + n m (5.132)

on trouve

Σ(1)(p2) = −i e2µ(4−n)
∫ dnk

(2π)n
(2− n)( 6 p− 6 k) + mn

[(p− k)2 −m2 + iλ](k2 + iλ)
(5.133)

Etape 1 : paramétrisation de Feynman

Pour linéariser le dénominateur de cette intégrale, on utilise la relation (5.38), on obtient :

Σ(1)(p2) = −i e2µ(4−n)
∫ dnk

(2π)n
(2− n)( 6 p− 6 k) + mn

[(p− k)2 −m2 + iλ)x + (k2 + iλ)(1− x)]2
(5.134)
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On écrit le dénominateur de (5.134) sous la forme :

(p− k)2 −m2 + iλ)x + (k2 + iλ)(1− x)]2 = [(k− xp)2 − xm2 + p2x(1− x) + iλ]2

= [(k− xp)2 − R2]2 (5.135)

on obtient

Σ(1)(p2) = −i e2µ(4−n)
∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n
(2− n)( 6 p− 6 k) + mn
[(k− xp)2 − R2]2

(5.136)

avec

R2 = m2x− p2x(1− x)− iλ (5.137)

Étape 2 : shift k = l + xp

On fait le changement de variable k = l + px, on trouve

Σ(1)(p2) = −i e2µ(4−n)
∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
(2− n)(1− x) 6 p + nm

(l2 − R2)2

+ i e2µ(4−n)
∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
(2− n) 6 l
(l2 − R2)2 (5.138)

On note que la dernière intégrale est nulle car le numérateur est une puissance impaire en l. Donc, il
reste que

Σ(1)(p2) = −i e2µ(4−n)
∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
(2− n)(1− x) 6 p + nm

(l2 − R2)2 (5.139)

Etape 3 : intégration sur l en utilisant I(r,m)

L’intégrale dans l’eq. (5.139) est de type I(r,m) (avec r = 0 et m = 2) voir la formule (5.61), alors on
obtient

Σ(1)(p2) =
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

2− n
2

)∫ 1

0
dx

(2− n)(1− x) 6 p + nm
(m2x− p2x(1− x)− iλ)2−n/2 (5.140)

= A(p2)m + ( 6 p−m)B(p2) (5.141)

avec

A(p2) =
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

2− n
2

)∫ 1

0
dx

2(1− x) + nx
[m2x− p2x(1− x)− iλ]2−n/2 (5.142)

B(p2) =
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

2− n
2

)∫ 1

0
dx

(2− n)(1− x)
[m2x− p2x(1− x)− iλ]2−n/2 (5.143)

Étape 4 : extraction du terme divergent
Par un simple comptage de puissance on s’aperçoit que cette intégrale diverge dans la region UV. On
pose donc n = 4− 2εuv et on fait un développement limité autour de εuv = 0 en gardant que les termes
jusqu’au l’ordre ε0

uv (ç.à.d. les termes de pôle 1/εuv ainsi que les termes constants lorsque εuv→ 0). On
a

µ2εuv |εuv→0 = 1 + εuv ln(µ2) +O(ε2
uv).

(4π)−2+εuv |εuv→0 =
1

(4π)2 [1 + εuv ln(4π)] +O(ε2
uv).

Γ(εuv)|εuv→0 =
1

εuv
− γ +O(εuv).

[m2x− p2x(1− x)− iλ]−εuv |εuv→0 = 1− εuv ln(m2)

− εuv ln
[

x− p2

m2 x(1− x)− iλ
]
+O(εuv) (5.144)
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186 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

En gardant que les termes en 1/εuv et les termes constants, on trouve

A(p2) =
3α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)]

− α

2π

[
1
2
+
∫ 1

0
dx(1 + x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
)]

(5.145)

B(p2) = − α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)]

+
α

2π

[
1
2
+
∫ 1

0
dx(1− x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
)]

(5.146)

avec α = e2/(4π).

Remarque : terme de jauge
Le calcul qu’on fait précédemment est dans la jauge de Feynman (ξ = 1). Si on aurait garder le terme
dépendant de jauge dans le propagateur du photon (ξ arbitraire), on aurait obtenu

Σ(1)(p2) = A(p2)m + ( 6 p−m)[B(p2) + Bξ(p2)] (5.147)

avec

Bξ(p2) =
α

4π
(1− ξ)

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)

− 1
2
− 2

∫ 1

0
dx(1− x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
)

+
∫ 1

0
dx(1− x)

x(1− x)p2 + xm 6 p
m2x− p2x(1− x)− iλ

]
(5.148)

Exercice 4. terme dépendant de la jauge
(1) Montrer que

(
γν( 6 p− 6 k + m)γµ

)
kµkν = −((p− k)2 −m2) 6 k + ( 6 p−m)[ 6 k( 6 p + m)− k2] (5.149)

(2) Montrer que le terme dépendant de la jauge peut s’écrire sous la forme :

−iΣ(1)
ξ (p2) = e2µ(4−n)(1− ξ)( 6 p−m)

∫ dnk
(2π)n

6 k( 6 p + m)− k2

((p− k)2 −m2 + iλ)(k2 + iλ)2 (5.150)

(3) Après paramétrisation de Feynman et le changement de variable k = l + xp, montrer qu’on trouve

−iΣ(1)
ξ (p2) = 2e2µ(4−n)(1− ξ)( 6 p−m)

∫ 1

0
dx×

∫ dnl
(2π)n

−l2 − p2x2 + x(p2 + m 6 p)
(l2 − R2)3 (5.151)

(4) Intégrer sur l et montrer qu’on trouve

Σ(1)
ξ (p2) =

e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(1− ξ)( 6 p−m)Γ

(
2− n

2

)∫ 1

0
dx(1− x)

× 1
(R2)2−n/2

[
n
2
+
(

2− n
2

) x(1− x)p2 + xm 6 p
R2

]
(5.152)
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5.2 Boucles en QED 187

(5) Faire un développement limité autour de εuv = 0 et montrer que

Σ(1)
ξ (p2) =

α

4π
(1− ξ)( 6 p−m)

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)

− 1
2
− 2

∫ 1

0
dx(1− x) ln

(
x− p2

m2 x(1− x)− iλ
)

+
∫ 1

0
dx(1− x)

x(1− x)p2 + xm 6 p
m2x− p2x(1− x)− iλ

]
(5.153)

avec
Σ(1)

ξ (p) = ( 6 p−m)Bξ(p2). (5.154)

5.2.3 Correction du vertex
La correction au vertex, en QED, est obtenue par l’émission et l’absorption d’un photon virtuelle
(de 4-impulsion k) par les deux fermions (de 4-impulsions p1 et p2), voir la figure (5.6). On note que
le vertex à une boucle, n’est pas comme les autres diagrammes qu’on a déjà calculé dans les deux
sections précédentes, il diverge à la fois dans l’ultraviolet et l’infrarouge.
Le vertex propre à l’ordre e3 est une fonction ou une intégrale de Feynman à 3 points (3 vertex QED).
La conservation de l’énergie-impulsion implique que :

q = p2 − p1 (5.155)

où p1 et q sont des 4-impulsions entrantes et p2 une 4-impulsion sortante. On suppose que les deux
pattes fermioniques sont sur couche de masse p2

1 = p2
2 = m2 (ç.à.d. elles sont associées aux fermions

réels de masse m).

� ≡�µ +�µ β

p2 − k

p1 − k

k

α

q

p1

p2

+ · · ·

≡ −ie γµ + −ie Λµ + · · ·

FIGURE 5.6 – Correction au vertex propre à l’ordre e3.

Dans la jauge de Lorentz et pour un paramètre de jauge arbitraire (ξ est arbitraire), le vertex à une
boucle (à l’ordre e3) s’écrit sous la forme :

−ieµ(2−n/2)Λ(1)
µ (q, p1, p2) = −e3µ3(2−n/2)

∫ dnk
(2π)n γα

6 p2 − 6 k + m
(p2 − k)2 −m2 + iλ

γµ

× 6 p1 − 6 k + m
(p1 − k)2 −m2 + iλ

γβ

[
gαβ

k2 + iλ
− (1− ξ)

kαkβ

(k2 + iλ)2

]
(5.156)

Dans la jauge de Feynman (ç.à.d. ξ = 1), qu’on va adopter par la suite car le calcul dans cette jauge est
plus simple, on a :

Λ(1)
µ (q, p1, p2) = −ie2µ(4−n)

∫ dnk
(2π)n

γα( 6 p2 − 6 k + m)γµ( 6 p1 − 6 k + m)γα

[(p2 − k)2 −m2 + iλ][(p1 − k)2 −m2 + iλ][k2 + iλ]
(5.157)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



188 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Pour simplifier le numérateur de l’éq. (5.157), il vaut mieux prendre en compte le fait que les pattes
fermioniques du vertex représentent des fermions physiques (le photon est virtuel dans ce cas), donc
leurs spineurs vérifient les équations de Dirac suivantes :

ū(p2) 6 p2 = m ū(p2) 6 p1 u(p1) = m u(p1) (5.158)

Un diagramme de Feynman contenant un vertex dans des processus 2→ 2 (comme e−e+→ µ−µ+,
voir le début de cette section) prend la forme suivante :

ū(p2)Λ
(1)
µ (q, p1, p2)u(p1)(· · · ) (5.159)

Contractons, tout d’abord, le numérateur de l’éq. (5.157) sur les indices α en utilisant les relations
(5.19), on obtient

N = γα( 6 p2 − 6 k + m)γµ( 6 p1 − 6 k + m)γα

= γα( 6 p2 − 6 k)γµ( 6 p1 − 6 k)γα + mγα( 6 p2 − 6 k)γµγα + mγαγµ( 6 p1 − 6 k)γα + m2γαγµγα

= −2( 6 p1 − 6 k)γµ( 6 p2 − 6 k) + (4− n)( 6 p2 − 6 k)γµ( 6 p1 − 6 k) + 4m [p2 − k]µ
− (4− n)m ( 6 p2 − 6 k)γµ + 4m [p1 − k]µ − (4− n)m γµ ( 6 p1 − 6 k) + (2− n)m2γµ (5.160)

Pour employer les équations de Dirac (5.158), on anti-commute 6 p1 et 6 p2 pour que 6 p2 apparaisse à
gauche et 6 p1 à droite. A l’aide de {γµ,γν} = 4gµν, on montre que

6q2γµ 6q1 = qα
2qβ

1 (γαγµγβ) = qα
2qβ

1 (−γβγµγα + 4 gαµγβ − 4gαβγµ + 4 gµβγα)

= −6q1γµ 6q2 + 4q2µ 6q1 − 4q1 · q2γµ + 4q1µ 6q2 (5.161)
6qγµ = qαγαγµ = qα(−γµγα + 4gαµ) = −γµ 6q + 4qµ (5.162)
γµ 6q = qαγµγα = qα(−γαγµ + 4gµα) = −6qγµ + 4qµ (5.163)

donc

N = −2( 6 p2 − 6 k)γµ( 6 p1 − 6 k) + 8[p2µ − kµ]( 6 p1 − 6 k)− 8(p1 − k) · (p2 − k)
+ 8[p1µ − kµ]( 6 p2 − 6 k) + (4− n)( 6 p2 − 6 k)γµ( 6 p1 − 6 k)
+ 4m [p2 − k]µ + (4− n)( 6 p2 − 6 k)γµ − 4(4− n)[p2µ − kµ]

+ 4m [p1 − k]µ + (4− n)γµ( 6 p1 − 6 k)− 4(4− n)[p1µ − kµ]

+ (2− n)m2γµ (5.164)

Utilisons les équations de Dirac (5.158), alors

ū(p2)Nu(p1) = −2(m− 6 k)γµ(m− 6 k) + 8[p2µ − kµ](m− 6 k)− 8(p1 − k) · (p2 − k)
+ 8[p1µ − kµ](m− 6 k) + (4− n)(m− 6 k)γµ(m− 6 k)
+ 4m [p2 − k]µ + (4− n)(m− 6 k)γµ − 4(4− n)[p2µ − kµ]

+ 4m [p1 − k]µ + (4− n)γµ(m− 6 k)− 4(4− n)[p1µ − kµ]

+ (2− n)m2γµ (5.165)

Après simplification, on trouve :

N ≡
[
4p2.p1 + (n− 2) k2 − 4 (p2 + p1).k

]
γµ + 4 (pµ

2 + pµ
1 ) 6 k− 2kµ (2m + (n− 2) 6 k) (5.166)

Étape 1 : paramétrisation de Feynman
On linéarise le dénominateur à l’aide de la relation (5.40), alors on a :

xy D1 + y(1− x)D2 + (1− y)D3 = k2 − 2y k · [x p2 + (1− x) p1] + i λ

= {k− 2y k · [x p2 + (1− x) p1]}2 − y2 · [x p2 + (1− x) p1]
2 + i λ

(5.167)
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5.2 Boucles en QED 189

où

D1 = [(p2 − k)2 −m2 + iλ], D2 = [(p1 − k)2 −m2 + iλ], D3 = [k2 + iλ]. (5.168)

Alors, l’intégrale Λ(1)
µ devient

Λ(1)
µ (p2, p1,q) = −ie2µ(4−n)

∫ 1

0
2y dy

∫ 1

0
dx
∫ dnk

(2π)n

× N
[{k− y (p2 x + p1 (1− x))}2 − y2 {p2 x + p1 (1− x)}2 + i λ]3

. (5.169)

Étape 2 : translation l = k− y [p2 x + p1 (1− x)]
Nous introduisons le changement de variable suivant :

l = k− y (p2 x + p1 (1− x)). (5.170)

En conservant uniquement les termes avec un nombre pair de puissances de l, le numérateur devient :

Ñ =
(n− 2)2

n
γµl2 + γµ

[
4 p2.p1 − 4y (m2 + p2.p1) + (n− 2)y2

×(p2 x + p1 (1− x))2]+ 4y [(p2 + p1)
µ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))

−m (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))
]
− 2 (n− 2)y2 (pµ

2 x + pµ
1 (1− x))

× ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x)). (5.171)
≡ a l2 + b (5.172)

avec

a =
(n− 2)2

n
γµ (5.173)

b = γµ
[
4 p2.p1 − 4y (m2 + p2.p1) + (n− 2)y2(p2 x + p1 (1− x))2]

+ 4y
[
(p2 + p1)

µ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))−m (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))
]

− 2 (n− 2)y2 (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))( 6 p2 x + 6 p1 (1− x)). (5.174)

Le dénominateur peut être simplifié et Λ(1) devient :

Λ(1)
µ (p2, p1,q) = −ie2µ(4−n)

∫ 1

0
2y dy

∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
a l2 + b

[l2 − R2 + i λ]3
. (5.175)

avec

R2 = y2 [m2 − q2 x (1− x)]. (5.176)

La partie en a l2 engendrera une divergence ultraviolette car
∫ d4l l2

l6 =
∫ d4l

l4 =
∫ l3 dl

l4 ∼ ln(l)|l→∞→∞
(nous prenons donc n = 4− 2 εuv), tandis que la partie constante (en b) engendrera une divergence
infrarouge car

∫ d4l
l6 =

∫ d4l
l6 =

∫ l3 dl
l6 ∼ 1/l2|l→0→∞ (nous prenons n = 4+ 2 ε ir). Ainsi, nous exprimons

Λ(1) comme la somme d’une partie n’engendrant que des divergences ultraviolettes (noté Λ(1)
µ (εuv))

et une partie n’engendrant que des divergences infrarouges (noté Λ(1)
µ (ε ir))

Λ(1)
µ (p2, p1,q) = Λ(1)

µ (εuv) + Λ(1)
µ (ε ir) (5.177)

avec

Λ(1)
µ (εuv) = −ie2µ(4−n)

∫ 1

0
2y dy

∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
a l2

[l2 − R2 + i λ]3
(5.178)

Λ(1)
µ (ε ir) = −ie2µ(4−n)

∫ 1

0
2y dy

∫ 1

0
dx
∫ dnl

(2π)n
b

[l2 − R2 + i λ]3
(5.179)
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190 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Étape 3 : Intégration sur l
L’intégration des deux contributions par rapport à la 4-impulsion l, à l’aide de la formule (5.61), nous
fournit :

Λ(1)
µ (εuv) = e2 µ(4−n)

(4π)n/2
(n− 2)2

2
γµΓ(2− n

2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−2

∫ 1

0
dyyn−3 (5.180)

Λ(1)
µ (ε ir) = −e2 µ(4−n)

(4π)n/2 Γ(3− n
2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−3

∫ 1

0
dyyn−5F(y) (5.181)

avec

F(y) = 4 p2.p1γµ + 4y
[
−γµ (m2 + p2.p1) + (p2 + p1)

µ ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))

−m (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))
]
+ (n− 2)y2 [γµ (p2 x + p1 (1− x))2

−2 (pµ
2 x + pµ

1 (1− x)) ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))
]

≡ a2 y2 + a1 y + a0. (5.182)

où

a2 = (n− 2)
[
γµ (p2 x + p1 (1− x))2

−2 (pµ
2 x + pµ

1 (1− x)) ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))
]

. (5.183)

a1 = 4
[
−γµ (m2 + p2.p1) + (p2 + p1)

µ ( 6 p2 x + 6 p1 (1− x))

−m (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))
]

. (5.184)
a0 = 4 p2.p1γµ (5.185)

L’intégration par rapport à la variable y s’effectue de manière aisée. Pour la composante uv, le résultat
est le suivant :

Λ(1)
µ (εuv) = e2 µ(4−n)

(4π)n/2
n− 2

2
γµΓ(2− n

2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−2 (5.186)

Concernant la contribution Λ(1)
µ (ε ir). Cette intégration va induire une divergence infrarouge, on a :

Λ(1)
µ (ε ir) = −e2 µ(4−n)

(4π)n/2 Γ(3− n
2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−3

∫ 1

0
dyyn−5 [a2 y2 + a1 y + a0

]

= −e2 µ(4−n)

(4π)n/2 Γ(3− n
2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−3

[
a2

n− 2
+

a1

n− 3
+

a0

n− 4

]

(5.187)

où le terme en a0 est le responsable de la divergence infra-rouge (car n− 4 = 2ε ir).

On note qu’on peut substituer systématiquement 6 p1 et 6 p2 par m dans les coefficient, car les fermions
externes sont sur couche de masse. Donc,

a2 = (n− 2)
[
γµ [p2 x + p1 (1− x)]2 − 2m [pµ

2 x + pµ
1 (1− x)]

}
. (5.188)

a1 = 4
[
−γµ (m2 + p2.p1) + m (p2 + p1)

µ −m (pµ
2 x + pµ

1 (1− x))
}

. (5.189)
a0 = 4 p2.p1γµ (5.190)

Il n’en reste qu’à intégrer sur x (dans les deux contributions Λ(1)
µ (εuv) et Λ(1)

µ (ε ir)). L’intégration sur x
revient à calculer les trois intégrales suivantes :

J1 =
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3. (5.191)

J2 =
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[pµ

2 x + pµ
1 (1− x)] (5.192)

J3 =
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[p2 x + p1 (1− x)]2. (5.193)
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5.2 Boucles en QED 191

En fait, on peut rendre l’intégrale J2 sous forme de J1 en effectuant le changement de variable x→
(1− x), on a :

2J2 = J2 + Jx→(1−x)
2 =

∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[pµ

2 x + pµ
1 (1− x)]

+
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[pµ

2 (1− x) + pµ
1 x)]

=
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[pµ

2 + pµ
1 ] (5.194)

Donc,

J2 =
1
2
[pµ

2 + pµ
1 ]
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3 (5.195)

=
1
2
[pµ

2 + pµ
1 ] J1. (5.196)

On utilise le fait que q2 = (p2 − p1)
2 = 2m2 − 2 p1 · p2, on montre que J3 peut s’écrire sous la forme :

J3 =
∫ 1

0
dx[m2 − q2 x (1− x)− i λ]n/2−3[m2 − q2 x (1− x)] (5.197)

Donc, on peut remplacer les coefficients a2, a1 et a0 par :

a2→ (n− 2)
{

γµ [m2 − q2 x (1− x)]−m [pµ
1 + pµ

2 ]
}

. (5.198)

a1→ 4
[
−γµ

(
2m2 − q2

2

)
+

1
2
(p2 + p1)

µ m
]

. (5.199)

a0 = 2 (2m2 − q2)γµ (5.200)

Nous obtenons l’expression suivante pour la partie infra-rouge :

Λ(1)
µ (ε ir) = −e2 µ(4−n)

(4π)n/2 Γ(3− n
2
)
∫ 1

0
dx(m2 − q2 x (1− x)− i λ)n/2−3

{
2 (2m2 − q2)

γµ

n− 4

+
4

n− 3

[
−γµ

(
2m2 − q2

2

)
+

1
2
(p2 + p1)

µ m
]
+
[
γµ (m2 − q2 x (1− x))−m (p2 + p1)

µ
]}

(5.201)

Étape 4 : extraction des termes divergeant et calcul des termes finies

Pour Λ(1)
µ (εuv), on fixe la dimension à n = 4− 2εuv, où εuv est un paramètre de régularisation ultra-

violet. On développe l’expression autour de εuv = 0. On ne garde que les termes qui contribuent à la
limite εuv→ 0. En suivant ces étapes, on obtient l’expression suivante pour la partie ultra-violette :

Λ(1)
µ (εuv) =

α

4π
γµ

[
1

εuv
− γ + ln(4π)− 1− I3

]
(5.202)

avec :

I3 =
∫ 1

0
dx ln

[
m2 − (q2 + i λ) x (1− x)

µ2

]
. (5.203)

Pour Λ(1)
µ (ε ir), on fixe la dimension à n = 4+ 2ε ir, où ε ir est un paramètre de régularisation infra-rouge.

On développe l’expression autour de ε ir = 0. En suivant ces étapes, on obtient l’expression suivante
pour la partie infra-rouge :

Λ(1)
µ (ε ir) =

α

4π

{
(2m2 − q2)γµ

[(
− 1

ε ir
+ ln(4π)− γ

)
I1 − I2

]

− γµ + 2 (p1 + p2)
2 γµ I1 −m (p2 + p1)

µ I1

}
(5.204)
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192 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

avec :

I1 =
∫ 1

0
dx

1
m2 − (q2 + i λ) x (1− x)

(5.205)

I2 =
∫ 1

0
dx

ln
[
{m2 − (q2 + i λ) x (1− x)}/µ2]

m2 − (q2 + i λ) x (1− x)
. (5.206)

On calcule, maintenant, les parties finies I1, I2 et I3 dans les régions : q2 < 0 et q2 > 4m2.

• Region q2 < 0 :

Car q2 < 0, le polynôme m2 − q2 x (1− x) est toujours positif, alors la partie imaginaire peut être
supprimée. Le polynôme admet deux racines réelles que nous pouvons noter x+ et x−, il s’écrit
donc :

m2 − q2 x (1− x) = −q2(x− x+) (x− x−). (5.207)

avec :

x± =
1± β

2
avec β =

√
1− 4m2

q2 (5.208)

On réduit en éléments simple les intégrandes des intégrale I1 et I2, on obtient :

I1 =
1

(−q2) (x+ − x−)

∫ 1

0
dx
[

1
x− x+

− 1
x− x−

]
,

=
1

(−q2)β

∫ 1

0
dx
[

1
x− x+

− 1
x− x−

]
. (5.209)

I2 =
1

(−q2/µ2)β

∫ 1

0
dx
[

1
x− x+

− 1
x− x−

]{
ln(−q2) + ln[sx(x− x+)] + ln[sx(x− x−)]

}
.

(5.210)

I3 = ln
(−q2

µ2

)
+
∫ 1

0
dx (ln[sx(x− x+)] + ln[sx(x− x−)]) (5.211)

où sx = signe(x− x+) = signe(x− x−) ≡ ±1 2.

Les intégrales qu’on doit calculer sont de type,

∫
dx

1
a + b x

=
1
b

ln(a + b x). (5.212)
∫

dx
ln(c + e x)

a + b x
=

1
b

[
Li2

(
b(c + ey)
bc− ae

)
+ ln(c + ex) ln

(
e(a + bx)

ae− bc

)]
. (5.213)

∫
dx ln(a + b x) = x ln(a + b x) +

a ln(a + bx)
b

− x (5.214)

on trouve pour I1

I1 =

(
− 1

q2

)
1
β

ln
[

1− x+
1− x−

] ∣∣∣∣
1

0

=

(
− 1

q2

)
2
β

ln
(

β + 1
β− 1

)
(5.215)

2. Dans la suite, on fixe sx = +1 car les parties réelles des arguments des logarithmes ont toujours les mêmes signes.
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et pour I2, on trouve

I2 =
1

(−q2)β

[
− ln

(−q2

µ2

)
ln(x− x−) + ln

(−q2

µ2

)
ln(x− x+) + Li2

(
x− − x

x− − x+

)
− Li2

(
x− x+

x− − x+

)

+ ln[x− x−] ln
(

x− x+
x− − x+

)
− ln[x− x+] ln

(
x− − x

x− − x+

)

−1
2

ln2[x− x−] +
1
2

ln2[x− x+]
]

=

(
− 1

q2

)
1
β

{
ln
(

β + 1
β− 1

)(
2 ln

(
m2

µ2

)
+ ln

(
4 β2

β2 − 1

))
+ 2Li2

(
β− 1

2 β

)
− 2Li2

(
β + 1

2 β

)}

(5.216)

et pour I3, on obtient :

I3 = ln
(−q2

µ2

)
− 2 + β ln

(
β + 1
β− 1

)
+ ln

(
1− β2

4

)

= ln
(

m2

µ2

)
+ β ln

(
β + 1
β− 1

)
− 2. (5.217)

On rappelle que la fonction Li2 est définie par :

Li2(z) = −
∫ z

0
dt

ln(1− t)
t

= −
∫ 1

0
dt

ln(1− z t)
t

(5.218)

avec

Li2(1) =
π2

6
.

• Region q2 > 4m2 :

La région q2 > 4m2 nécessite un prolongement analytique. Dans cette zone β < 1, on écrit donc :

ln(β− 1)→ ln(1− β) + i π

Cependant, la fonction Li2(z) développe une composante imaginaire pour z > 1, comme illustré
dans l’équation (5.218). Lorsque β est inférieur à un, (β + 1)/(2β) dépasse un. En utilisant la
définition de la fonction Li2, il est facile de démontrer que :

Li2

(
β + 1

2 β
− i λ

)
λ→0
= −Li2

(
2 β

β + 1

)
− 1

2
ln2
(

2 β

β + 1

)
+

π2

3
+ i π ln

(
2 β

β + 1

)
. (5.219)

Lorsque q2� m2, les termes logarithmiques lnn(m2/q2) dominent l’intégrale. En ne gardant que
les termes logarithmiques dominants, on obtient l’expression suivante :

Ir
1 '

2
q2 ln

(
m2

q2

)
(5.220)

Ir
2 '

1
q2

{
2 ln

(
q2

µ2

)
ln
(

m2

q2

)
+ ln2

(
m2

q2

)
+

4π2

3

}
(5.221)

Ir
3 ' ln

(
q2

µ2

)
− 2 (5.222)

où Ir
i sont parties réelles de Ii pour i = 1,2,3.

Pour exprimer le courant fermionique en termes de facteurs de forme électrique et magnétique,
on utilise la décomposition de Gordon suivante :

ū(p2)(p1 + p2)
µu(p1) = 2m ū(p2)γµ u(p1)− iū(p2)σµν qν u(p1) (5.223)
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194 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Ce qui nous permet de mettre Λ sous la forme suivante :

Λ(1)
µ (p2, p1,q) = γµ F1(q2) +

i
2m

σµνqνF2(q2) (5.224)

où F1(q2) et F2(q2) sont les facteurs de forme électrique et magnétique du fermion, respective-
ment. Ils dépendent du carré de la quantité de mouvement transférée q2. Les expressions de
F1(q2) et F2(q2) peuvent être obtenues en utilisant les équations (5.202) et (5.204), on obtient :

F1(q2) =
α

4π

{
1

εuv
− γ + ln(4π)− 2− I3 + 2 (3m2 − q2) I1

+(2m2 − q2)

[(
− 1

ε ir
+ ln(4π)− γ

)
I1 − I2

]}
(5.225)

F2(q2) =
α

2π
m2 I1. (5.226)

et
σµν =

i
2
[γµ,γν]. (5.227)

On note que le calcul du vertex et des autres boucles s’est inspiré étroitement de la référence [14].

5.3 Renormalisation de la QED
La procedure de renormalisation consiste à modifier la densité lagrangienne originale de la QED en
rajoutant une densité lagrangienne, dite des contre-termes, pour compenser les divergences ultra-
violettes. Alors,

L = LR + δL. (5.228)

où la densité lagrangienne renormalisée LR et la densité lagrangienne des contre-termes δL sont
données par :

δL = − 1
4

δZ3FµνFµν + δZ2ψ̄i 6∂ψ− δZ0m ψ̄ ψ + eµε δZ1ψ̄ γµ ψ Aµ. (5.229)

LR = −1
4

FµνFµν + ψ̄(i 6∂−m)ψ + eµεψ̄γµ ψAµ. (5.230)

Les contre-termes δZi = Zi − 1 (pour i = 0,1,2,3) sont fixés d’une manière à éliminer les divergences
uv à tous les ordres. Dans la suite, on montre comment les fixés pour compenser les divergences uv
des diagrammes à une boucle calculés dans la section précédente.

5.3.1 Renormalisation de l’opérateur de polarisation : calcul de Z3

A une boucle, on a besoin que du premier ordre de ”δL = δL(1) + · · ·” et des contre-termes ”δZ(1)
i +

· · ·”. Le terme qui élimine les divergences de l’opérateur de polarisation est

δL(1)
Π = −1

4
(Z(1)

3 − 1)FµνFµν. (5.231)

Vu la structure de l’opérateur de polarisation, on peut facilement montrer que la règle de Feynman
associée à ce contre-terme est :

� : − i(Z(1)
3 − 1)(q2 gµν − qµ qν) (5.232)

On rajoute ce contre-terme au diagramme à une boucle :
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5.3 Renormalisation de la QED 195

�α µ ν β
+�

L’opérateur de polarisation se modifiera de la manière suivante :

iPi(1)µν (q2)→ iΠ(1)
µν (q2)− i(Z(1)

3 − 1)q2
(

gµν −
qµqν

q2

)
(5.233)

et donc Π̃(1) renormalisé s’écrit comme suit :

Π̄(1)
R (q2) −→ Π̄(1)(q2) + (Z(1)

3 − 1)

−→ α

3π

{
1

εuv
+ ln(4π)− γ− 6I(q2,m2,µ2)

}
+ (Z(1)

3 − 1) (5.234)

Alors, le propagateur du photon renomalisé à une boucle prend la forme suivante :

Dαβ =
−iGαβ(q)

q2
[
1 + Π̃(1)

R (q)
]
+ i λ

=
−iGαβ(q)

q2
[
1 + Π̃(1)(q) + (Z(1)

3 − 1)
]
+ i λ

(5.235)

Car la constante Z(1)
3 va éliminer les divergences de l’opérateur de polarisation, elle doit prendre la

forme suivante :
Z(1)

3 = 1− α

3π

1
εuv

+ Y(1)
3 (5.236)

où Y(1)
3 sont des termes constantes arbitraire qui ne diveregent pas lorsque εuv→ 0. Il existe plusieurs

choix pour définir Y(1)
3 , chaque choix détermine un schéma de renormalisation.

Il existe plusieurs schémas de renormalisation pour fixer les contre-termes. Ces schémas ne changent
pas les observables physiques (jusqu’à quelques incertitudes théoriques). Dans ce cours, on va dis-
cuter deux schémas très connus : le schéma sur couche de masse où on-shell (ON) et le schéma de
soustraction modifié (MS).

Schéma sur couche de masse (ON)
Dans le schéma ON, on demande que le propagateur du photon garde sa forme de l’ordre de Born au
voisinage de q2 = 0, ç.à.d.

Dαβ

∣∣∣∣
q2→0

−→ igαβ

q2 + iλ
(5.237)

où d’autre terme, le résidu au pole q2 = 0 de la partie transverse du propagateur à une boucle soit
celle du propagateur libre. Donc,

Π̃ON
R (q2)

∣∣∣∣
q2=0

=
[
Π̃(1)(q) + (Z(1)

3 − 1)
] ∣∣∣∣

q2=0
≡ 0 (5.238)

Ce qui implique que

Z(1)
3 = 1− Π̃(1)(0)

= 1− α

3π





1
εuv

+ ln(4π)− γ− 6

=1/6ln(m2/µ2)︷ ︸︸ ︷
I(0,m2,µ2)





= 1− α

3π

{
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)}
(5.239)
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Donc,

δZ(1)
3 = − α

3π

{
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)}
(5.240)

et

Π(1)ON
R (q2) = −2α

π
I(q2,m2,µ2) +

α

3π
ln
(

m2

µ2

)
(5.241)

Alors

Π̃(1)ON
R (q2) =





− 2α
π

{
β
4

(
1− β2

3

)
ln
(

β+1
β−1

)
− 4

9 +
β2

6

}
q2 < 0

− 2α
π

1
6

{
β
4

(
1− β2

3

)[
ln
(∣∣∣ β+1

β−1

∣∣∣
)
− i π

]
− 4

9 +
β2

6

}
q2 > 0 et q2 > 4m2

− 2α
π

1
6

{
β̃
2

(
1 + β̃2

3

)
arctan

(
β̃
)
− 4

9 −
β̃2

6

}
q2 > 0 et q2 < 4m2

(5.242)

Remarque :
Le schéma ON est appelé aussi schéma physique car l’opérateur de polarisation ne dépend pas de
l’échelle non physique µ (introduite par la régularisation dimensionnelle) mais il dépend des variables
physique comme la masse des fermions et la 4-impulsion du photon, voir l’éq. (5.242).

Schéma on-shell (MS)

Dans le schéma de soustraction minimale ou MS (introduit par Buras, Bardeen, . . . ), on soustrait la
partie divergente (le pole en εuv) avec la constante artificielle ln(4π)− γ (qui vient de la régularisation
dimensionnelle). Donc, le contre-terme Z(1)

3 prend, simplement, la forme suivante :

δZ(1)MS
3 = − α

3π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.243)

La fonction Π̃(1) renormalisée à une boucle dans ce schéma est donnée par

Π̃(1)MS
R (q2) ≡ Π̃(1)(q2) + (Z(1)MS

3 − 1) (5.244)

= −2α

π
I(q2,m2,µ2) (5.245)

Finalement, le propagateur du photon renormalisé à une boucle, en gardant que la partie transverse
(ç.à.d. en jauge de Feynman) 3, s’écrit sous la forme :

−igαβ

q2 + i λ
−→ −igαβ

q2 + i λ

1

1 + Π̃(1)
R (q)

−→ −igαβ

q2 + i λ

1

1 + Π̃(1)(q) + δZ(1)
3

(5.246)

Schématiquement, le propagateur renormalisé à une boucle est représenté par :

�α β
−→ �α β

+�α µ ‘ν β
+�

3. car si elle qui donne une contribution non nulle dans les observables physiques
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5.3 Renormalisation de la QED 197

5.3.2 Renormalisation de la constante de couplage α

Une des conséquence la plus importante de la renormalisation est la dépendance de la constante de
couplage ainsi que la charge électrique en fonction de l’échelle non-physique µ (souvent on appelle
la constante de couplage constante de couplage mobile). Pour montrer cela, on considère la diffusion
élastique de deux particules chargées (electron et muon). Les diagrammes de Feynman décrivant ce
processus (e−µ−→ e−µ−) à l’ordre de Born, à une boucle ainsi que le diagramme de la contre-terme
sont représentés dans la figure suivante :

�
µ−(p2)

e−(p1)

µ−(p4)

e−(p3)

µ

ν

≡� +� +� + · · ·

Pour calculer l’amplitude associée aux trois digrammes de Feynman (Born, boucle et contre-terme), il
suffit d’écrire l’amplitude du diagramme de gauche en remplacant le propagateur du photon par sa
forme renomalisée donnée par éq. (5.246). On écrit donc

MR = e2
R ū(p3)γ

µu(p1)
−igµν

q2 + i λ

1

1 + Π̃(1)
R (q)

ū(p4)γ
νu(p2)

=
e2

R

1 + Π̃(1)
R (q)

ū(p3)γ
µu(p1)

−i
q2 + i λ

ū(p4)γµu(p2) (5.247)

où eR est la charge renormalisée. On définit la charge physique eF par

e2
F =

e2
R

1 + Π̃(1)
R (q)

(5.248)

Alors, l’amplitude devient

MR = e2
F ū(p3)γ

µu(p1)
−i

q2 + i λ
ū(p4)γµu(p2) (5.249)

On peut montrer que la section efficace différentielle (voir le chapitre (2))

dσ

dcos(θ)
=

αF

2
4 + [1 + cos(θ)]2

[1− cos(θ)]2
(5.250)

Avant de comparer la charge électrique avec l’expérience, on donne sa formule dans les schémas ON
et MS. Dans la limite classique ou les particules sont statiques (q0 = 0) et à langue distante~q�, on a :

e2
R

1 + Π̃(1)
R (q)

≈ e2
R

1 + Π̃(1)
R (0)

+O(q2) (5.251)

On a pu montrer dans la section précédente que :

Π̃(1)
R (q)

∣∣∣∣
q2=0

=

{
0 dans le schéma ON
αMS
3π ln

(
µ2

m2

)
dans le schéma MS (5.252)

Alors, la charge électrique physique en fonction de la charge renormalisé dans les deux schémas
s’écrit :

{
e2

F = e2
ON dans le schéma ON

e2
F = e2

MS

/[
1 + αMS

3π ln
(

µ2

m2

)]
dans le schéma MS (5.253)
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et la constante de couplage

{
αF = αON dans le schéma ON
αF = αMS

/[
1 + αMS

3π ln
(

µ2

m2

)]
dans le schéma MS (5.254)

Si on inverse (5.254), on obtient :

{
αON = αF dans le schéma ON
αMS = αF

/[
1− αF

3π ln
(

µ2

m2

)]
dans le schéma MS (5.255)

Remarques :
• Dans le schéma ON, la charge électrique renormalisée ne dépend pas de l’échelle non-physique

µ, c’est pourquoi on appelle ce schéma, schéma physique.
• Dans le schéma ON, la charge électrique renormalisée est égale à la charge physique (ç.à.d.

eF = eON et αF = αON).
• Dans le schéma MS, la charge renormalisée ne correspond pas à la charge physique, elle sont

liées par les équations (5.254) et (5.255) et αF − αMS ∼ O(α2).
• Dans le schéma MS, la charge renormalisée et la constante de couplage dépendent de l’échelle µ

mais une dépendance faible (n’est pas comme dans les théories de jauge non abéliennes), voir
figure (5.7).

1 10 100 1000 104 Μ@GeVD126.5

127.0

127.5

128.0

1� Α
Variation de 1� Α en fonction Μ

FIGURE 5.7 – Variation de 1/α en fonction de l’écehlle µ.

On peut comparer la section efficace différentielle, donnée par l’éq. (5.250), et la comparer avec les
mésures expérimentales pour déterminer la constante de couplage. D’après la revue Particle Data
Group, la valeur de la conatente de couplage dans le schéma ON est

αON =
1

137,035999074(44)
(5.256)

et dans le schéma MS pour µ2 = m2
Z = (91.1876 Gev)2 et me = 0.5 MeV est

αMS =
1/137.035999074

1− 1/137.035999074
3π ln

(
m2

Z
m2

e

) ∼ 1
128

(5.257)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



5.3 Renormalisation de la QED 199

5.3.3 Renormalisation de l’opérateur de masse : calcul de Z0 et Z2

A une boucle, on a besoin que du premier ordre de ”δL = δL(1) + · · ·” et des contre-termes ”δZ(1)
i +

· · ·”. Le terme qui élimine les divergences de l’opérateur de masse est

δL(1)
Σ = δZ(1)

2 ψ̄i 6∂ψ− δZ(1)
0 m ψ̄ ψ

= δZ(1)
2 ψ̄(i 6∂−m)ψ + (δZ(1)

2 − δZ(1)
0 )m ψ̄ψ

= (Z(1)
2 − 1)ψ̄(i 6∂−m)ψ + (Z(1)

2 − Z(1)
0 )mψ̄ψ. (5.258)

Les règles de Feynman associées à ces contre-termes sont les suivantes :

� �
i(Z(1)

2 − 1)( 6 p−m) i(Z(1)
2 − Z(1)

0 )m (5.259)

On peut facilement montrer que l’opérateur de masse renormalisée devient

Σ(1)
R = m

[
A(p2)− (Z(1)

2 − Z(1)
0 )
]
+ ( 6 p−m)

[
B(p2) + Bξ(p2)− (Z(1)

2 − 1)
]

(5.260)

Donc, le propagateur fermionique renormalisé à une boucle s’écrit :

SR =
i

6 p−m− Σ(1)
R (p) + iε

(5.261)

Il existe plusieurs schémas pour fixer les contre-termes. Ces schémas ne changent pas les observables
physiques (jusqu’à quelques incertitudes théoriques). Dans ce cours, on va discuter deux schémas très
connus : le schéma sur couche de masse (ON) et le schéma de soustraction modifée MS.

Schéma sur couche de masse :

Dans le schéma ON, on demande que le propagateur fermionique garde sa forme de l’ordre de Born
au voisinage de 6 p = m, ç.à.d.

SON
R

∣∣∣∣ 6 p=m
≈ i
6 p−m + iε

(5.262)

ce qui implique que l’opérateur de masse est nulle dans cette région de l’espace des phases, ç.à.d.

Σ(1)
R (p)

∣∣∣∣ 6 p=m
≈ 0 (5.263)

On voit que le propagateur fermionique renormalisé a un pôle à 6 p = m, ce qui implique que la masse
renormalisé est la masse physique (pour l’électron par exemple m = me).

Pour trouver les contre-termes Z(1)
2 et Z(1)

0 , on doit calculer Σ(1)
R au voisinage de 6 p = m (ou p2 = m2).

On a

Σ(1)
R (p)

6p→m
≈ Σ(1)

R (p)
∣∣∣∣
6p=m

+
∂Σ(1)

R (p)
∂ 6p

∣∣∣∣
6p=m

( 6 p−m) + · · ·u 0 (5.264)
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avec

Σ(1)
R (p)

∣∣∣∣
6p=m

= A(p2)

∣∣∣∣
6p=m

m− (Z(1)
2 − Z(1)

0 )m

= 0 (5.265)

∂Σ(1)
R (p)
∂ 6 p

∣∣∣∣
6p=m

=

[
∂A(p2)

∂ 6 p m + B(p2) + Bξ(p2)

] ∣∣∣∣
6p=m
−(Z(1)

2 − 1)

=

[
2 6 p ∂A(p2)

∂ 6 p2 m + B(p2) + Bξ(p2)

] ∣∣∣∣
6p=m
−(Z(1)

2 − 1)

= 0 (5.266)

Donc,

Z(1)
2 − Z(1)

0 = A(m2)

=
3α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)]

− α

2π

[
1
2
+
∫ 1

0
dx(1 + x) ln

(
x2 − iλ

)]

=
3α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)]
− α

2π

[
1
2
− 5

2

]

=
α

4π

[
3

εuv
+ 3ln(4π)− 3γ + 3ln

(
µ2

m2

)
+ 4
]

(5.267)

et

Z(1)
2 − 1 = 2 6 p ∂A(p2)

∂ 6 p2

∣∣∣∣
6p=m

m + B(m2) + Bξ(m2) (5.268)

avec

∂A(p2)

∂p2

∣∣∣∣
p2=m2

=
α

4πm2

[
1
ε ir
− ln(4π) + γ− ln

(
µ2

m2

)
− 1
]

(5.269)

B(p2)
∣∣

p2=m2 = −
α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ + ln

(
µ2

m2

)
+ 2
]

(5.270)

Bξ(p2)
∣∣

p2=m2 =
α

4π
(1− ξ)

{
1

εuv
+

1
ε ir

}
(5.271)

avec n = 4 + 2ε ir (ε ir est le pôle infrarouge). On trouve

(Z(1)
2 − Z(1)

0 ) =
α

4π

{
3

εuv
+ 3(ln(4π)− γ) + 3ln

(
µ2

m2

)
+ 4
}

(5.272)

(Z(1)
2 − 1) =

α

4π

{−ξ

εuv
+

3− ξ

ε ir
− 3(ln(4π)− γ)− 3ln

(
µ2

m2

)
− 4
}

(5.273)

Donc, les contre-termes dans la jauge covariante sont donnés par :

δZ(1)ON
0 =

α

4π

{−3− ξ

εuv
+

3− ξ

ε ir
− 6(ln(4π)− γ)− 6ln

(
µ2

m2

)
− 8
}

(5.274)

δZ(1)ON
2 =

α

4π

{−ξ

εuv
+

3− ξ

ε ir
− 3(ln(4π)− γ)− 3ln

(
µ2

m2

)
− 4
}

(5.275)
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Dans la jauge de Feynman, on a

δZ(1)ON
0 =

α

4π

{−4
εuv

+
2
ε ir
− 6(ln(4π)− γ)− 6ln

(
µ2

m2

)
− 8
}

(5.276)

δZ(1)ON
2 =

α

4π

{−1
εuv

+
2
ε ir
− 3(ln(4π)− γ)− 3ln

(
µ2

m2

)
− 4
}

(5.277)

Exercice 5.
(1) Calculer les quantités ∂A(p2)

∂p2

∣∣∣
p2=m2

, B(m2) et Bξ(m2).

(2) Montrer que la divergence dans ∂A(p2)
∂p2

∣∣∣
p2=m2

et d’origine IR et pas UV.

Solution :

∂A(p2)

∂p2

∣∣∣∣
p2=m2

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

2− n
2

)∫ 1

0
dx(2(1− x) + nx)

(n
2
− 2
)

× (−x(1− x))(m2x2 − iλ)n/2−3

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

3− n
2

)
(m2 − iλ)n/2−3

[
2
∫ 1

0
dxxn−5(1− x)2

+ n
∫ 1

0
dxxn−4(1− x)

]

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2

Γ
(

3− n
2

)
(m2 − iλ)n/2−3

×
[

2
Γ(n− 4)Γ(3)

Γ(n− 1)
+ n

Γ(n− 3)Γ(2)
Γ(n− 1)

]

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(m2 − iλ)n/2−3Γ

(
3− n

2

) Γ(n− 4)
Γ(n− 1)

(n− 2)2.

≈ α

4πm2

[
1
ε ir
− ln(4π) + γ− ln

(
µ2

m2

)
− 1
]

(5.278)

Bξ(p2)
∣∣

p2=m2 =
e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(1− ξ)Γ

(
2− n

2

)∫ 1

0
dx(1− x)

× (mx)n−4
[

n
2
+
(

2− n
2

) 1 + (1− x)
x

]

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(1− ξ)Γ

(
2− n

2

)
mn−4

{
n
2

∫ 1

0
dxxn−4(1− x)

+
(

2− n
2

)∫ 1

0
dxxn−5(1− x)(1 + (1− x))

}

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(1− ξ)Γ

(
2− n

2

)
mn−4

{
n
2

Γ(n− 3)Γ(2)
Γ(n− 1)

+
(

2− n
2

) Γ(n− 4)Γ(2)
Γ(n− 2)

+
(

2− n
2

) Γ(n− 4)Γ(3)
Γ(n− 1)

}

=
e2µ(4−n)

(4π)
n
2
(1− ξ)mn−4

{
n
2

Γ(n− 3)
Γ(n− 1)

Γ
(

2− n
2

)
+ n

Γ(n− 4)
Γ(n− 1)

Γ
(

3− n
2

)}
(5.279)
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202 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Le terme avec Γ
(
2− n

2

)
donne une divergence UV (donc n = 4− 2εuv) et le terme avec Γ(n− 4) donne

une divergence IR (donc n = 4− 2ε ir). On fait un développement limité autour du pôle εuv pour le
premier terme et autour du pôle ε ir pour le deuxième terme et on garde que les termes de pôle et les
termes constants, on obtient.

Bξ(p2)
∣∣

p2=m2 =
α

4π
(1− ξ)

{
1

εuv
+

1
ε ir

}
+O(εuv, ε ir). (5.280)

On note que les termes constants des deux contribution se compensent.

Schéma de soustraction modifiée MS :
Dans ce schéma on se demande que les contre-termes compensent les pôles UV associé avec le terme
ln(4π)− γ. Alors à partir de la formule (5.260), on obtient

δZ(1)
2 − δZ(1)

0 =
3α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.281)

δZ(1)
2 = −ξ

α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.282)

Alors,

δZ(1)MS
0 = −(3 + ξ)

α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.283)

δZ(1)MS
2 = −ξ

α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.284)

Dans la jauge de Feynman on a

δZ(1)MS
0 = − α

π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.285)

δZ(1)MS
2 = − α

4π

[
1

εuv
+ ln(4π)− γ

]
(5.286)

5.3.4 Renormalisation du vertex en QED
On rappelle que la correction au vertex s’écrit :

Λ(1)
µ (p2, p1,q) = γµ F1(q2) +

i
2m

σµνqνF2(q2) (5.287)

La divergence ultraviolette est caché dans le facteur de forme F1(q2). Cette dernière peut être compen-
ser par le contre terme suivant :

− (Z(1)
1 − 1) e µ2−n/2 ψ̄(x)γµ ψ(x)Aµ(x) (5.288)

Donc, on doit rajouter la règle de Feynman suivante :

� : − i e(Z(1)
1 − 1)γµ

FIGURE 5.8 – Contre-terme associé au vertex en QED.

Schématiquement, le vertex renormalisé est représenté par :
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5.4 Boucles en QCD 203

�≡� + �
−ie Λ(R)

µ ≡ −ie Λµ −ie γµ (Z(1)
1 − 1)

FIGURE 5.9 – Renormalisation du vertex propre à l’ordre e3.

où Λ(R)
µ est le vertex propre renormalisé à l’ordre 1. On écrit, donc

Λ(R)
µ (p2, p1,q) = γµ

[
F1(q2) + (Z(1)

1 − 1)
]
+

i
2m

σµνqνF2(q2). (5.289)

Donc,

δZ(1)
1 =

α

4π

1
εuv

+ C(1). (5.290)

où C(1) est une constante qui dépend du schéma de renormalisation.

Exercice 6 : δZ(1)
1 dans les schéma ON et MS

(1) Dans le schéma On, on impose la condition suivante :

(F1(q2) + (Z(1)
1 − 1))

∣∣∣
q2=0

= 0. (5.291)

- Montrer que

δZ(1)ON
1 =

α

4π

{
− 1

εuv
+ 2

1
ε ir
− 3 (ln(4π)− γ)− 3 ln

(
µ2

m2

)
− 4
}
≡ δZ(1)ON

2 (5.292)

- Montrer que le facteur de forme dans ce schéma devient :

FON
1 =

α

4π

{[
2 + (q2 − 2m2) I1

]( 1
ε ir
− ln(4π) + γ

)

− 6− 3 ln
(

µ2

m2

)
− I3 − (2m2 − q2) I2 + 2 (3m2 − q2) I1

}
(5.293)

(2) Montrer que, dans le schéma MS, on a :

δZ(1)MS
1 = − α

4π

(
1

εuv
− γ + ln(4π)

)
≡ δZ(1)MS

2 . (5.294)

- Montrer que le facteur de forme dans ce schéma devient :

FMS
1 =

α

4π

{
(q2 − 2m2) I1

(
1
ε ir
− ln(4π) + γ

)

− 2− I3 − (2m2 − q2) I2 + 2 (3m2 − q2) I1

}
(5.295)

5.4 Boucles en QCD
Pour le calcul des boucles dans cette partie, nous nous sommes basés sur les résultats obtenus dans les
références [9] et [14], sans approfondir les détails du calcul.
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�
k

k− q

a, α
q

b, β
q

(a) (P (1)qq
αβ,ab )

�
k

k− q

a, α
q

b, β
q

(b) (P (1)χχ
αβ,ab )

�
k

k− q

a, α
q

b, β
q

(c) (P (1)gg
αβ,ab )

�
k

a, α
q

b, β
q

(d) (P (1)g
αβ,ab)

FIGURE 5.10 – Corrections au propagateur du gluon en QCD

5.4.1 Corrections au propagateur en QCD

En QCD, le propagateur du boson de jauge (gluon) reçoit la contribution des 4 digrammes de Feynman
à une boucle, voir fig. (5.10).

On rappelle que le diagramme à une boucle de fantôme (cf. fig. (5.10) à droite ci-dessus) est nécessaire
que si on travaille dans la jauge covariante (de Lorentz par exemple).

• Boucle de quarks :

iP (1)qq
αβ,ab = (5.296)

−g2µ(2 εuv)TF δab i
(4π)2−εuv

Γ(εuv)(−q2 − i λ)−εuv
Γ(1− εuv)Γ(1− εuv)

Γ(2− 2 εuv)

×
(

q2 gαβ − qαqβ
) (4

3
− 4

9
εuv

)

avec

TF = TR NF =
NF

2

• Boucle de fantôme :

iP (1)χχ
αβ,ab = (5.297)

g2µ(2 εuv)N δab i
(4π)2−εuv

Γ(εuv)(−q2 − i λ)−εuv
Γ(1− εuv)Γ(1− εuv)

Γ(2− 2 εuv)

×
[

q2 gαβ

(
1
12

+
1
18

εuv

)
− qαqβ

(
−1

6
+

1
18

εuv

)]
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5.4 Boucles en QCD 205

• Boucle de gluon (vertex 3-g) :

iP (1)gg
αβ,ab = (5.298)

g2µ(2 εuv)N δab i
(4π)2−εuv

Γ(εuv)(−q2 − i λ)−εuv
Γ(1− εuv)Γ(1− εuv)

Γ(2− 2 εuv)

×
[

q2 gαβ

(
19
12

+
1
18

εuv

)
− qαqβ

(
11
6

+
1
18

εuv

)

+ (1− ξ)
(

q2 gαβ − qαqβ
) (1

2
− 2 εuv

)

+
1
4
(1− ξ)2

(
q2 gαβ − qαqβ

)
εuv

]

• Boucle de gluon (vertex 4-g) : On peut facilement montrer que

iP (1)g
αβ,ab = g2

s CAδab

∫ dnk
(2π)n

1
k2

[
−(n− 1)gαβ + (1− ξ)

(
gαβ −

kαkβ

k2

)]

= g2
s CAδab

n− 1
n

(−n + 1− ξ)
∫ dnk

(2π)n
1
k2

≡ 0 (5.299)

car ∫ dnk
(2π)n

1
k2 = 0

On voit que les contributions P (1)gg
αβ,ab et P (1)χχ

αβ,ab ne sont pas transverse, voir la section 3.4. Mais la somme
des trois contributions est transverse. La contribution totale des 4 digrammes représentés dans fig.
(5.10) est :

iP (1)tot
αβ,ab = (5.300)

i
αs

4π
δab
(

q2 gαβ − qαqβ
){( 1

εuv
+ ln(4π)− γ

) (
N
[

13
6
− ξ

2

]
− TF

4
3

)

+ ln
(

µ2

−q2 − i λ

) (
N
[

13
6
− ξ

2

]
− TF

4
3

)

+ N
[

97
36

+
ξ

2
+

ξ2

4

]
− TF

20
9

}

5.4.2 Correction au propagateur du fantôme
La correction au propagateur du fantôme est obtenu par l’émission d’un gluon virtuel, voir fig. (5.11)
(le diagramme à gauche).

�
p a p− k

k

p bµ ν

�
p p− k

k

pµ ν

FIGURE 5.11 – Corrections au propagateur de fantome (gauche) et de quark (droite)

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



206 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Il correspond à l’intégrale suivante :

−iΣ̃(1)
ab (p) = g2µ(4−n) f cdb f c′ad′δdd′δcc′

×
∫ dnk

(2π)n
pν(p− k)µ

((p− k)2 + iλ)(k2 + iλ)

(
gµν − (1− ξ)

kµkν

k2 + iλ

)
. (5.301)

On suit les mêmes étapes de calcul (voir la section QED), on obtient :

Σ̃(1)
ab (p) =

αs

4π
Nδab p2

[(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)(
1
2
+

1− ξ

4

)

+ ln
(

µ2

−p2 − iλ

)(
1
2
+

1− ξ

4

)
+ 1
]

(5.302)

5.4.3 Correction au propagateur du quark

La correction au propagateur du quark est obtenu par l’émission d’un gluon virtuel, voir fig. (5.11) (le
diagramme à droite). Il correspond à l’intégrale suivante :

−iΣ(1)
ij (p) = −g2µ(4−n) (Ta)ik

(
Tb
)

kj
δab
∫ dnk

(2π)n

× γν( 6 p− 6 k)γµ

(p− k)2 + iλ

(
gµν

k2 + iλ
− (1− ξ)

kµkν

(k2 + iλ)2

)
(5.303)

On suit les mêmes étapes de calcul (voir la section QED), on obtient :

Σ(1)
ij (p) = δij CF(A m− B 6 p) + termes finis (5.304)

avec

A = − αs

(4π)
(3 + ζ)

[
1

εuv
− γ + ln(4π)

]
(5.305)

B = − αs

(4π)
ζ

[
1

εuv
− γ + ln(4π)

]
(5.306)

(5.307)

5.4.4 Correction au vertex quark-quark-gluon

Les deux diagrammes de Feynman contribuant à la correction vertex sont représentés dans la figure
(5.12).

�

β, b, q

i, p1 j, p2

= �

q

p1 p2

+ �

q

p1 p2

FIGURE 5.12 – Correction au vertex quark-quark-gluon

La contribution totale contient une contribution qui diverge dans la région uv (notée Λ(1)β
UV ) et contri-
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bution qui diverge dans la région IR (notée Λ(1)β
IR ), avec :

Λ(1)β
UV (q) = γβ αs

4π

[(
1

εuv
+ ln(4π)− γ− ln

(−q2 − i λ

µ2

))
b1 + b2

]
(5.308)

Λ(1)β
IR (q) = γβ αs

4π

Γ(1− ε ir)Γ2(1 + ε ir)

Γ(1 + 2 ε ir)

(
4πµ2

Q2

)− εir

×
[

1
ε2

ir
a2 +

1
ε ir

(
a1 − a2 ln

(
Q2

−q2 − i λ

))
+ a0 − a1 ln

(
Q2

−q2 − i λ

)

+
a2

2
ln2
(

Q2

−q2 − i λ

)]
(5.309)

et

b1 = CF + Nc − (1− ξ)CF −
1
4
(1− ξ)Nc

b2 = CF + 3 Nc −
17
6
(1− ξ)CF +

1
6
(1− ξ)Nc

a2 = −2CF + Nc − (1− ξ)CF +
1
2
(1− ξ)Nc

a1 = 4CF + 2 (1− ξ)CF −
3
2
(1− ξ)Nc

a0 = −9CF −
13
3
(1− ξ)CF +

19
4
(1− ξ)Nc −

1
8
(1− ξ)2 Nc (5.310)

Voir la référence [14] pour plus de détail.

5.4.5 Correction au vertex 3-gluon
Les diagrammes de Feynman à une contribuant à la correction au vertex 3-gluon sont représenté dans
la figure (5.15).

�
a,µ, k1

b,ν, k2 c,λ, k3

=� +� +� +�
FIGURE 5.13 – Correction au vertex 3-gluon

La contribution de ces diagrammes est donnée par :

Λabc
µνλ(k1,k2,k3) = −i gs fabc Vµνλ(k1,k2,k3)

{
g2

s
(4π)2

[
Nc

(
3
4

ζ − 17
12

)
+

2
3

N f

]

×
(

1
εuv

+ ln(4π)− γ

)}
+ termes finis. (5.311)

avec

Vµνλ(k1,k2,k3) = gµ ν (k1 − k2)
λ + gν λ (k2 − k3)

µ + gλ µ (k3 − k1)
ν (5.312)

5.4.6 Correction au vertex 4-gluon
La contribution des ces diagrammes est donnée par :

Λa1a2a3a4
µ1µ2µ3µ4

(k1,k2,k3,k4) = −g2
s Wµ1µ2µ3µ4(k1,k2,k3,k4)

{
g2

s
(4π)2

[
Nc

(
ζ − 2

3

)
+

2
3

N f

]

×
(

1
εuv

+ ln(4π)− γ

)}
+ termes finis (5.313)
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�
a1,µ1, k1 a4,µ4, k4

a2,µ2, k2 a3,µ3, k3

= � +� +� +

� +�
FIGURE 5.14 – Correction au vertex 4-gluon

avec

Wµ1µ2µ3µ4(k1,k2,k3,k4) = f ea1a3 f ea2a4 (gµ1 µ2 gµ3 µ4 − gµ1 µ4 gµ2 µ3)

+ f ea1a4 f ea2a3 (gµ1 µ2 gµ3 µ4 − gµ1 µ3 gµ2 µ4)

+ f ea1a2 f ea3a4 (gµ1 µ3 gµ2 µ4 − gµ1 µ4 gµ2 µ3) (5.314)

5.4.7 Correction au vertex fantôme-fantôme-gluon

La contribution des ces diagrammes est donnée par :

Λ̃abc
µ = −i gs fabc pµ

[
g2

s
(4π)2 Nc

αs

2

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)]
+ termes finies (5.315)

�

a,µ, k1

c,λ, k3b,ν, k2 =

�
+

�
FIGURE 5.15 – Correction au vertex fantôme-fantôme-gluon

5.5 Renormalisation de la QCD

On redéfinit les champs et les paramètres de la théorie comme suit :

Ga
µ→ Z1/2

3 Ga
µ, χa

1,2→ Z̃1/2
3 χa

1,2, ψ→ Z1/2
2 ψ,

gs→ Zg gs, ξ→ Z3 ξ, m→ Zm m. (5.316)

Donc, la densité lagrangienne de la QCD devient

LQCD −→ LQCD + δLQCD (5.317)
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où la densité lagrangienne des contre-termes δLQCD s’écrit :

δLQCD = − (Z3 − 1)
1
4
(∂µ Ga

ν − ∂ν Ga
µ) (∂

µ Gaν − ∂ν Gaµ)

+ (Z̃3 − 1)∂µ χa†
1 ∂µ χ2

+ (Z2 − 1)ψ̄i (i 6∂−m)ψi − (Z2Zm − 1)m ψ̄iψi

− (Z1 − 1)
gs

2
fabc(∂µ Ga

ν − ∂ν Ga
µ)Gb

µ Gc
ν

− (Z̃1 − 1)i gs fabc(∂
µχa

1)χ
b
2 Gc

µ

+ (Z1F − 1) gs ψ̄i (Ta)ij γµ ψjGa
µ

− (Z4 − 1)
g2

s
4

f abe f cde Ga
µ Gb

ν Gaµ Gaν (5.318)

Les constantes Z1, Z̃1, Z1F et Z4 sont liés aux contre-termes introduits dans l’éq. (5.316) par :

Z1 = ZgZ3/2
3 , Z̃1 = ZgZ̃3Z1/2

3

Z1F = ZgZ2Z1/2
3 , Z4 = Z2

gZ2
3 (5.319)

Ces 4 constantes ne sont pas indépendantes, elles sont contrôler par l’identité suivante :

Z1

Z3
=

Z̃1

Z̃3
=

Z1F

Z2
=

Z4

Z1
(5.320)

cette identité est appelé de identité de Slavnov-Taylor.

Contre-terme du champ de gluon Z3 :
On peut écrire le terme dans la première ligne de (5.318) sous la forme :

(Z3 − 1)
1
2

Gaµδab
(

gµν∂2 − ∂µ∂ν

)
Gbν (5.321)

Donc, dans l’espace des impulsions, le contre terme associé au propagateur du gluon (à une boucle)
est

�

a,µ b,ν
k − i (Z(1)

3 − 1)δab
(

k2 gαβ − kαkβ
)

(5.322)

Donc, l’opérateur de polarisation renormalisé s’écrit :

iP (1)tot
αβ,ab → iP (1)tot

αβ,ab − i (Z(1)
3 − 1)δab

(
q2 gαβ − qαqβ

)
(5.323)

Dans le schéma MS, on a

(Z(1)
3 − 1) =

αs

4π

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

) [(
13
6
− ξ

2

)
Nc −

2
3

N f

]
(5.324)

où N f = est le nombre de saveur de quarks.

Contre-terme du champ de fantôme Z̃3 :
On peut écrire le terme dans le deuxième ligne de (5.318) sous la forme :

(Z̃3 − 1)χa
1δab(−i ∂2)χb

2 (5.325)

Donc, dans l’espace des impulsions, la règle de Feynman du contre terme associé au propagateur du
fantôme (à une boucle) est

�

i(Z̃(1)
3 − 1)p2δab. (5.326)
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210 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

Donc, l’opérateur de masse du fantôme devient :

− iΣ̃(1)R
ab (p) = −iΣ̃(1)

ab (p) + i(Z̃(1)
3 − 1)p2 (5.327)

Dans le schéma MS, on a :

(Z̃(1)
3 − 1) =

αs

4π
Nc

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)
3

4− ξ
(5.328)

Contre-terme du champ Z2 et de masse Zm de fermion :

Dans l’espace des impulsions, la règle de Feynman du contre terme associé au propagateur du quark
à une boucle (associée au 3ème terme de (5.318)) est

�

i(Z(1)
2 − 1) 6 pδij. (5.329)

�

− i(Z(1)
m − 1)mδij. (5.330)

L’opérateur de masse renormalisé est donné par :

Σ(1)R
ij (p) = Σ(1)

ij (p) + (Z(1)
2 − 1)δij 6 p− (Z(1)

2 Z(1)
m − 1)δij m (5.331)

Dans le schéma MS, on a :

(Z(1)
2 − 1) = − αs

(4π)
CFξ

[
1

εuv
− γ + ln(4π)

]
(5.332)

(Z(1)
m − 1) = − αs

(4π)
CF3

[
1

εuv
− γ + ln(4π)

]
(5.333)

Contre-terme du vertex quark-quark-gluon Z1F :

Dans l’espace des impulsions, la règle de Feynman du contre terme associé au vertex quark-quark-
gluon (6ème ligne de (5.318)) est

�

µ, a

j i

− i g (Z(1)
1F − 1)γµ (Ta)ij (5.334)

Le vertex renormalisé devient

Λ(1)µ
R (q)→ Λ(1)µ

UV (q) + Λ(1)µ
IR (q) + (Z1F − 1) (5.335)

Donc,

(Z1F − 1) = − αs

4π

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)(
CF ξ + Nc

[
3
4
+

ξ

4

])
(5.336)
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5.5 Renormalisation de la QCD 211

Contre-terme du couplage Zg :
D’après l’équation (5.319) et l’identité de Slavnov-Taylor (5.320), on a :

Zg =
Z1F

Z2 Z1/2
3

(5.337)

Donc, dans le schéma MS, on a :

Z(1)
g − 1 = − αs

4π

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)[
11
6

Nc −
N f

3

]
(5.338)

Contre-terme du vertex 3-gluon Z1 :
On a,

Z1 = Zg Z3/2
3 (5.339)

Donc,

Z(1)
1 − 1 = − g2

s
(4π)2

[
Nc

(
3
4

ζ − 17
12

)
+

2
3

N f

](
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)
(5.340)

......................................�
a, α
p

b, β
q

c, γ
r

gs fabc (Z(1)
1 − 1)[gα β (p− q)γ

+gβ γ (q− r)α + gγ α (r− p)β]
(5.341)

Contre-terme du vertex 4-gluon Z4 :
On a,

Z4 = Z2
g Z2

3 (5.342)

Donc,

Z(1)
4 − 1 = − g2

s
(4π)2

[
Nc

(
ζ − 2

3

)
+

2
3

N f

](
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)
(5.343)

......................................�
c, γ

a, α

d, δ

b, β

(Z(1)
4 − 1)×

ig2
s f eac f ebd (gα β gγ δ − gα δ gβ γ)

ig2
s f ead f ebc (gα β gγ δ − gα γ gβ δ)

ig2
s f eab f ecd (gα γ gβ δ − gα δ gβ γ)

(5.344)

Contre-terme du vertex fantôme-fantôme-gluon Z̃1 :
En fonction des autres contre-terme, le contre terme du vertex fantôme-fantôme-gluon Z̃1 s’écrit sous
la forme :

Z̃1 = Z1 Z̃3/Z3 (5.345)

Donc, à une boucle on a :

Z̃(1)
1 − 1 = − g2

s
(4π)2 Nc

ζ

2

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)
(5.346)
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212 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

......................................�p

b

a,µ

c gs fabc pµ(Z̃1 − 1) (5.347)

Finalement, on peut montrer que l’identité de Slavnov-Taylor à une boucle dans le schéma MS est
donnée par :

Z1

Z3
=

Z̃1

Z̃3
=

Z1F

Z2
=

Z4

Z1
= 1− g2

s
(4π)2 Nc

3 + ζ

4

(
1

εuv
+ ln(4π)− γ

)
+ · · · (5.348)

5.6 Exercices et problèmes

Problème 1 : Renormalisation à une boucle de la théorie λφ4 en 4 dimensions

Dans ce problème, on veut renormaliser la théorie λφ4 en 4 dimensions où φ(x) est un champ scalaire
réel. La densité lagrangienne en fonction des quantités nues (bares ) de la théorie est

L =
1
2

∂µφB∂µφB −
m2

B
2

φ2
B(x)− λB

4!
φ4

B(x)

On travaillera en n = 4− 2ε dimensions pour régulariser les divergences et effectuer la renormalisation.
On travaillera dans le système d’unités où est h̄ = c = 1, et on dénote µ l’échelle de masse induite en n
dimensions.

(1) Calculer la dimension, en unité de masse, des différents paramètres du lagrangien (φB, mB et λB)
dans l’espace en 4 dimensions, puis en n dimensions.

(2) Introduisant la relation entre quantités nues (φB, mB, λB), et renormalisées (φ, m, λ)

φB = Z1/2
2 φ , m2

B =
Z0

Z2
m2 , λB =

Z1

Z2
2

λµ2ε.

Écrire la densité lagrangienne (5.349) en fonction des φ, m, λ et des contre-termes δZi = Zi − 1, et
montrer que qu’elle s’écrit sous la forme :

L = LR + δL. (5.349)

(3) Expliquer pourquoi la constante de couplage renormaliser s’écrit sous la forme suivante

λµ2ε. (5.350)

(4) Calcul de Z2 : Considérons la diffusion p1 + p2→ p2 + p4.
- Tracer les digrammes de Feynman à une boucle décrivant cette réaction.
- Montrer que la première boucle vaut

(λµ2ε)
iλ

32π2

{
(4π)εΓ(1 + ε)

ε
−
∫ 1

0
dx ln

(
m2 − sijx(1− x)− iε

µ2

)}
. (5.351)

où sij = s, t,u.

M
.S
.Z
id
i-U

ni
ve
rs
it
y-
Ji
je
l-G

au
ge
-T
he
or
ie
s



5.6 Exercices et problèmes 213

S

f

f

uf(−ig)vf
Scalar

Fermion

Antifermion

Problème 2 : Modèle de Yukawa
On considère une particule scalaire φ de masse M et un fermion f de masse m f . Les deux particules
interagissent via un couplage de Yukawa comme dans la figure :
La densité lagrangienne de ce modèle est :

L = ψ̄(i 6∂−m f )ψ +
1
2

∂µφ∂µφ− 1
2

M2φ2 − gφψψ

On considère l’insertion d’une boucle de fermion sur le propagateur du scalaire et la renormalisation
de ce propagateur :

iΠS =
P

P1

P1 − P

1. Quelle est la dimension du couplage g en n-dimensions avec n = 4− 2ε
2. En appliquant les règles de Feynman montrer que la contribution de la boucle s’écrit :

iΠS(p2) = 4g2µ2ε
∫ dn p1

(2π)n

p2
1 − p1 · p + m2

f(
p2

1 −m2
f + iε

)(
(p1 − p)2 −m2

f + iε
)

3. Utilisant les formules en appendice montrer que la contribution de la boucle devient :

ΠS(p2) = 4
g2µ2ε

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε

3− 2ε

1− ε

∫ 1

0
dxC(p2)

(
4πµ2

C(p2)

)ε

avec C(p2) = m− f 2 − p2x(1− x)− iε.
4. On suppose maintenant pour simplifier que le fermion est de masse nulle m f = 0. Il est alors

possible de faire l’intégrale
∫

dx. Montrer que la boucle se réduit alors à :

ΠS(p2) = 2
g2

(4π)2
Γ(1 + ε)

ε
(−p2)

(
4πµ2

−p2 − iε

)
ε

5. Dénotant δZ3 le contre-terme de fonction d’onde du scalaire φ et δZ0 le contre terme de masse
de φ extraire de l’expression ci-dessus la valeur de ces contre-termes dans le schéma MS en
s’aidant de :

δZ3 −
dΠS(p2)

dp2 |p2=M2 ∼ fini
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214 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisation

M2(δZ0 − δZ3) + ΠS(p2|p2=M2 ∼ fini

On utilisera les formules suivantes :
• Réduction du dénominateur pour le calcul de boucles :

1
ab

=

1∫

0

dx

[ax + (1− x)b]2

• Intégrale sur l’impulsion de la boucle :

∫ dnk
(2π)n

k2r

[k2 − C + iε]m
= i

(−1)r−m

(4π)2

(
4π

C− iε

)ε

C2+r−m Γ(2 + r− ε)

Γ(2− ε)

Γ(m− r− 2 + ε)

Γ(m)
.

• Relations entre fonctions Γ :

Γ(z + 1) = zΓ(z)
Γ(1− ε)Γ(1− ε)

Γ(1− 2ε)
= 1 +O(ε2) (5.352)

• Intégrale sur la variable de Feynman x dans une boucle :

∫ 1

0
dxxa−1(1− x)b−1 =

Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)
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Abstract :
This course is aimed at master’s students in theoretical physics. It was taught at the Univer-
sity of Jijel between 2017 and 2023. It constitutes an accessible introduction to any student,
whether master or doctoral, wishing to discover the fascinating world of particle physics and
high energy physics.

The course focuses on the following experimentally verified gauge theories : electromagnetic
interaction theory (QED), strong interaction theory (QCD) and the unified theory of electro-
weak interactions (Glashow-Weinberg-Salam model). This course provides a solid foundation
for a deep understanding of gauge theories, which form a pillar of modern particle physics.

Keywords : QFT, QED, QCD, Standard Model, Feynman diagrams, loops, regularisation and
renormalisation.

Résumé :
Ce cours s’adresse aux étudiants en master de physique théorique. Il a été dispensé à l’uni-
versité de Jijel entre 2017 et 2023. Il constitue une introduction accessible à tout étudiant, qu’il
soit en master ou en doctorat, souhaitant découvrir le monde fascinant de la physique des
particules et de la physique des hautes énergies.

Le cours se focalise sur les théories de jauge vérifiées expérimentalement : la théorie de
l’interaction électromagnétique (QED), la théorie de l’interaction forte (QCD) et la théorie
unifiée des interactions électrofaibles (Modèle de Glashow-Weinberg-Salam). Ce cours offre
une base solide pour une compréhension approfondie des théories de jauge, qui constituent
un pilier de la physique des particules moderne.

Mots clés : QFT, QED, QCD, Modèle Standard, digrammes de Feynman, boucles, régularisa-
tion et renormalisation.
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