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Infroduction

Les théories de jauge ont révolutionné notre compréhensiondes interactions fondamentales de 1"uni-
vers. Elles constituent un pilier de la physique théorigue moderne et ont permis de réaliser des
prédictions d"une précision extraordinaire. Le concept de théorie de jauge trouve ses racines dans les
travaux de Weyl dans les années 1930. Son ambition-était d"unifier la relativité générale et I'électro-
magnétisme dans le cadre de la théorie classique. viais c’est dans les années 1950 que Yang et Mills
ont formulé I'idée fondamentale que la symétrie engendre l'interaction. La définition moderne des
théories de jauge est : “ce sont des théories des chainps qui restent invariantes sous les transformations de
jauge locales. En d’autres termes, elles se basent surun groupe de symétrie locale”. La premiére théorie de
jauge réussie, tant théorique qu’expérimental, est I’électrodynamique quantique. Elle sert de modéle
prototype pour toutes les théories de jauge uiiérieures.

L'électrodynamique quantique (QED).-Dans la QED, le photon agit comme médiateur de 'interac-
tion entre les particules chargées éleciziquement, comme les leptons et les quarks. Toute interaction
se produit par I’absorption ou I"émission d’un photon réel ou virtuel. La QED est 1'une des théories
physiques les plus testées et les plus-précises a ce jour. Cette théorie a connu de nombreux succés,
dont : (i) Une concordance extrasrdinaire entre la mesure précise et le calcul théorique du moment
magnétique dipolaire, avec ufie.précision supérieure a 10721 (i) La prédiction que le photon est
de masse nulle. La chromodytiamique quantique (QCD). La QCD est la deuxieme théorie de jauge
couronnée de succés. Elle decrit les interactions fortes au sein du noyau atomique. La cohésion du
proton et du neutron est attribuée a une nouvelle charge quantique appelée charge de couleur. Les
particules porteuses de Cotte charge, les quarks, interagissent entre elles par ’absorption ou I'émission
de gluons, qui portent eux-mémes une charge de couleur. Les gluons sont considérés comme les
médiateurs de l'interaction forte. Le modéle standard (SM). Le SM est la théorie de jauge la plus
importante et la pliic.célebre a ce jour. Elle englobe les deux théories précédemment citées et unifie les
forces électromagnétiques et les forces faibles. L'existence de toutes les particules prédites par le SM a
été confirmér expérimentalement par la suite.

Les théories de iauge figurent parmi les théories quantiques des champs les plus importantes. Elles
ont conzwu un succes retentissant dans le domaine de la physique des particules et de la physique des
hautes én<rgies, tant au niveau expérimental que théorique. Leur pouvoir prédictif est extraordinaire.
Elles ont permis de prédire I'existence de nombreuses particules, dont la découverte a ensuite été
cor:firmée par des expériences. Parmi les exemples les plus connus, citons :

o Lezluon, médiateur de l'interaction forte (prédit en 1965 et découvert en 1979).
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Les bosons faibles Z et W, responsables de la désintégration radioactive (prédit en 1968 et
découvert en 1983).

e Le quark top, la particule élémentaire la plus massive (prédit en 1973 et découvert ei, 1995).

o ...

e Le boson de Higgs, élément crucial du Modeéle Standard (prédit en 1964 et découvert en 2012).
Le boson de Higgs est la derniére particule en date a avoir été découverte. Sa prédiction date de
1964, et il a fallu attendre 2012 pour que les expériences ATLAS et CMS au/CEKIV confirment son
existence. Cette découverte majeure a marqué 1’aboutissement d"une longuc.quéte scientifique et a
consolidé le Modele Standard. Du point de vue théorique, les théories de jauge tiznt leur puissance
de la symétrie de jauge. Cette propriété les rend particulierement élégantes et permet de les traiter
mathématiquement de maniere efficace. Un autre atout majeur des théories de jauge est leur renor-
malisabilité. Cela signifie qu’il est possible de redéfinir les parametres-ac.la'théorie pour éliminer
les divergences ultraviolettes qui apparaissent dans les calculs. Cette propriété est essentielle pour
garantir la cohérence et la prédictivité de la théorie a tous les ordres.

Malgré leurs succes indéniables, les théories de jauge actuelles ne sant pas exemptes de failles. Elles
ne parviennent pas a expliquer certains phénomenes clés, tels que la nature de la matiere noire, la
masse des neutrinos ou l'unification de toutes les interactions fonuamentales . .. etc. Pour combler ces
lacunes, de nombreuses théories BSM (Beyond the Standard Model) ont été développées. Parmi les
exemples les plus connus, citons :

e Théories basées sur des groupes de symétrie plus larges comme SU(5), SO(10) et Eg, ces théories
visent a unifier les forces électromagnétique, faible et forte

e Modele de Pati-Salam : propose une unification partielle de la symétrie électrofaible et de la
symétrie de couleur.

e Modeles a symétrie gauche-droite : tentent'a“axpliqaer la violation de parité dans les interactions
faibles.

e Modeles supersymétriques.

e Modeéles aux dimensions supplémentaires.

Ces théories BSM s’appuient sur une, stiticture-théorique solide basée sur la symétrie de jauge.
Cependant, leur validation expérimentale.reste un défi majeur. De nombreuses expériences ont
été menées pour traquer les particules wrédites par ces théories, comme les bosons Z' et W/, les
leptoquarks, les quarks vecteurs et les particules supersymétriques. Mais jusqu’a présent, aucune
preuve concluante n’a été trouvée pour confirmer ou infirmer leur existence. La quéte pour une théorie
unifiée et complete de la physique fandamentale se poursuit. Les théories BSM constituent un champ
de recherche actif et prometteur, avec le potentiel de révolutionner notre compréhension de 1'univers.

Ce cours s’adresse aux étudiants en master de physique théorique et a été dispensé a I'université de
Jijel entre 2017 et 2023. I! coiistitue une introduction accessible a tout étudiant, qu'il soit en master ou
en doctorat, souhaitant déceuvrir le monde fascinant de la physique des particules et de la physique
des hautes énergies. L ¢hiectit principal de ce cours est de familiariser le lecteur avec les théories de
jauge, en partant de leur construction mathématique jusqu’a leurs applications concretes. Le cours
couvrira les aspects suivants :
e Constructionides théories de jauge : Introduction a la symétrie de jauge, lagrangien, champs
de jauge et quannfication.
o Calculs précis : Techniques de calcul pour les observables physiques, y compris le calcul au-dela
de l'ord.e deminant (NLO).
e Etudes phénoménologiques : Application des théories de jauge a I’étude de phénomeénes
physiques concrets.
e (Coriparaison avec les données expérimentales : Confrontation des prédictions théoriques aux
résultats expérimentaux.
Le‘caurs se focalisera sur les théories de jauge les plus connues : la théorie de l'interaction élec-
tromagriitique (QED), la théorie de l'interaction forte (QCD) et la théorie unifiée des interactions
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électrofaibles (Modele de Glashow-Weinberg-Salam). Ce cours offrira une base solide pour une
compréhension approfondie des théories de jauge, qui constituent un pilier de la physique-moderne.

Ce cours se compose des chapitres suivants :

e Chapitre 1: Théories de jauge classiques. Ce chapitre présente une intreduciion générale aux
théories de jauge. Il rappelle des concepts fondamentaux étudiés dans cies miadules antérieurs,
cruciaux pour la compréhension des théories de jauge, tels que les ixéories quantiques des
champs, les théories des groupes et le théoreme de Noether.

e Chapitre 2 : Electrodynamique quantique. Ce chapitre se consacre i¥¢tude détaillée de 1’élec-
trodynamique quantique. Il débute par la forme du lagrangien inwariant sous le groupe de
jauge U(1), suivi de sa quantification par la méthode canonique et Ge Vextraction des régles de
Feynman a partir de la matrice S. Le calcul d’amplitudes de diffusion pour des processus 2 — 2
et de leurs sections efficaces associées est également effectué..Parini les exemples étudiés, on
trouve I’annihilation électron-positron en deux muons (e~ et.— y~u™), la diffusion Compton
(e~ — e~ ) et le processus Drell-Yan (g7 — [717), ... etc.

e Chapitre 3 : Chromodynamique quantique. Ce chapitre explore la chromodynamique quan-
tique. Il introduit la notion de charge de couleur quantique et sa validation expérimentale. Le
lagrangien classique de la théorie est construit etsa quantification par la méthode des inté-
grales fonctionnelles est discutée. Les concepts d’irvvariance BRST, d’algebre SU(3), de liberté
asymptotique et de confinement sont abordés. Let.regles de Feynman permettant le calcul des
amplitudes de diffusion au niveau partonique sonvdérivées. Le chapitre se termine par le calcul
de processus tels que g4 — g4, g7 — q'q’ et'ae¢ =39, ... etc.

e Chapitre 4 : Le modéle standard. Ce chapitre se'concentre sur le modele standard. Il débute par
I’étude du modele de Fermi et ses amélicracions, menant a I'implémentation de la violation de
parité dans la théorie et a la nécessité ¢.’'n.boson de jauge massif responsable de l'interaction
faible. Le modele standard est ensuite consiruit en détail, en considérant d’abord une seule
famille de leptons. Le lagrangien avant et apres la brisure spontanée de symétrie est étudié, ainsi
que le mécanisme de Higgs et la genéralisation a d’autres familles de leptons et I'inclusion des
quarks.

e Chapitre 5: Calculs de précision. Ce chapitre se focalise sur les calculs de précision, notamment
le calcul des corrections quantiques virtuelles a une boucle en QED et QCD et la renormalisation
de ces théories.
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Ce chapitre est une introduction générale aux théories de jauge. Dans la premiére partie, nous
rappelons quelques ixotions dont nous avons besoin pour construire une théorie de jauge comme la
théorie quantique des champs (QFT), le théoreme de Noether et les lois de conservation, groupes de
Lie et algebres.de Lie. Dans la deuxieme partie, nous étudions l'invariance de jauge dans le cas abélien
et non abéli<n et 1o construction de théories de jauge de type Yang-Mills. On conclut ce chapitre en
résumant 'es etapes qu’on doit suivre pour construire une théories de jauge quelconque [1, 2, 3].

Généraiités
C’est quoi ? et Pourquoi les théories de jauge ?

Urie.théorie de jauge est une théorie quantique des champs basée sur un groupe de symétrie lo-
cale G (1 G=U(1), SU(2),SU(3) ...etc), ¢c.a.d. le lagrangien de la théorie est invariant sous une
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transformation de jauge locale. Ces théories sont trés importes en physique des particules cai
o Ces théories permettent de traiter les trois interactions fondamentales d"'une maniere trec élégante
et efficace.
o Interaction électromagnétique (EM) — QED — basée sur le groupe de jauge tI(1).
o Interaction forte (S) — QCD — basée sur le groupe de jauge SU(3).
o Interaction électrofaible (EW) — SM — basée sur le groupe de jauge.SU(2) x U(1).
e L'invariance de jauge permet de construire un modele générique quelque soit 1o.groupe de jauge.
e Les théories de jauge sont renormalisables (les divergences ultraviolettessneuvent étre éliminées
par la redéfinition des parametres de la théorie).
o Le calcul des observables physique est pratique (grace aux diagrammes de Feynman).
e ... etc

Interactions fondamentales et théorie de jauge

Le modele standard est une théorie de jauge qui décrit I'interaction de toutes ies particules élémentaires
via les force électromagnétique, forte et faible. Dans cette théorie, les-particules élémentaires sont
organisées comme suit :

Leptons : <:f)

<
o () () (4

Bosons de jauge : W=*,7,7,¢
Boson de Higgs : H

Dans le contexte de la théorie quantique des champs, les fermions interagissent par 1’échange (émission
ou absorption) d"un boson de jauge qui joue le role de médiateur de l'interaction. Cette vision est
schématisée par les vertex suivants :

Interaction électromagnétique EM :

La charge électrique est le responsable de tout phénomeéne électromagnétique. L'électrodynamique
quantique explique l'interaction entre les‘rermions, qui portent des charges électriques, par I'échange
(émission ou absorption) d’un photori{7), voir le vertex suivant :

f=1Lg

Dans chaque vertex, on doit respecter toutes les lois de conservation (comme énergie-impulsion,
charge électrique, spin . etc).

Interaction forte :

La charge de couleu est ie responsable de 'interaction forte. La chromodynamique quantique explique
lI'interaction entre les quarks par 1’échange (émission ou absorption) d"un gluon (g), voir le vertex
suivant :

q

Coinme la charge électrique (et les autres nombres quantiques), la charge de couleur doit étre conservée
dans chague vertex.



1.2

1.2.1

1.2 Rappel de théories des champs 15

Interaction faible W :

Il existe deux types d’interactions faible : (i) interaction a courant neutre oti les fermions‘mteragisse-
ment grace a I’échange du boson de jauge neutre Z, (ii) interaction a courant chargé oti les fermions
interagissement grace a I’échange du boson de jauge chargé W+.

>fvlj'v—~ >VZW\M
7 +
f=1q l w

Rappel de théories des champs

Dans le formalisme lagrangien, on utilise la densité lagrangienne pour construire une théorie des
champs (ot un modeéle). La densité lagrangienne nous permet de voir l'iiivariance de Lorentz de
maniere explicite, ce qui n’est pas le cas du formalisme hamiltonien. Dans octie section, on donne un
bref rappel des théories quantiques des champs.

Formalisme lagrangien et lois de conservation

Principe de moindre action, définition de Maupertuis (1744) : L'aciion est proportionnelle au produit de
la masse par la vitesse et par 'espace. Maintenant, voici ce principe, si sage, si digne de I'étre supréme : lorsqu’il
arrive quelque changement dans la nature, la quantité d’action en;ployee pour ce changement est toujours la
plus petite qu'il soit possible. Maupertuis (1744).

En mécanique classique, I’action s’écrit :
t
S = / 1 L(q,4)dt, L est lelagrangien (L=T — V) (1.1)
ty

ou T et V sont, respectivement, les énergies cinétique et potentielle.
Les équations du mouvement sont obtenues a partir du principe d’"Hamilton S = 0 (principe de
moindre action), ce qui implique que:
alr  d oL
oS0 —o (1.2)
aq dt\ 94
cette équation est appelée équation d’EulexLagrange, elle nous donne les équations du mouvement
d’un systeme physique possédant un iagrangien L.

Exercice 1. Montrer qu’on retrouve les izémes équations du mouvement de l'oscillateur harmonique
classique (H = p?/(2m) + (w?/2)4%et L = p?/(2m) — (w?/2)q?) si on applique :
» Equations d’Euler-Lagrange:
oL d (oL
(5:) =0 (13)

ag  dt\og
» Equations d’Hamilton:Jacobi :

. oH . 0H
1= %5 =% (1.4)

» Principe fondan:entale de la dynamique (de Newton) :

Y F=my (1.5)

ou 7 est I'accéldration.

En thécrie classique des champs, I'action classique est définie par :

5= /'d‘*x,c((pi,awi) - /:dt / BrL(Pi,0,;), pour i =1,2,--- (1.6)
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oi1 L est la densité lagrangienne (L = [ d°xL), elle dépend des champs ¢;(x) et leurs dérivées 3,.p;(x).
Les équations d’Euler-Lagrange correspondantes sont données par :
oL oL

30 X)) 17)

ce sont les équations du mouvement des champs ¢; (pouri =1,2,---).

Exercice 2. Dériver les équations du mouvement pour les densités lagrangiennes sujvantes :
Lx = (1/2)[(0"})(dup) — m*¢?] ¢ est un champ scalaire de spin 0 (1.8)
Lp = P(x)[iv"9, — m]ip(x) § est un champ spinoriel d¢ spin 1/2 (1.9)
Lc=—(1/4)F,F" Ay est un champ vecteur de spin 1 (1.10)
Solution : ~{
(04 m?)¢(x) =0 Eq.de Klein-Gordon (1.11)
(iv* +m)p(x) =0 Eq. de Dirac (1.12)
0, F"" =0 Eq. mvt di1 phetoa libre (1.13)
avec P = 0 et Fuy = 0,A, —0vA,.

Dimensions naturelles

Dans le systeme d'unités naturelles ou de masse, on‘pose 7t = ¢ = 1 et on exprime la dimension de
toutes les quantités physiques (comme l'énergie, I'impuizion, le temps, 1'espace, les champs et la
section efficace ...etc) en fonction de la masse. Dans cette approche, toute quantité physique G est
exprimée sous la forme : G = m*", ot1la puissance « est 1a dimension dans le systeme d’unités naturelles
de la quantité G, on écrit [G] = a. Si G = G1G; avec G = m™ et G = m™2, alors

Gl =[G T8 =a1 +tar =« (1.14)

Dimension de I’énergie et de I'impulsiox.: la relation reliant I’énergie et I'impulsion d"une particule
de masse m (pour ¢ = 1) est,

E? = |p|* + m? (1.15)
d’apres cette relation, on voit que E;17l et m ont les mémes dimensions. Donc,
[E] =[|pl] = [m] =1 (1.16)

Dimension de I'espace et le teinws : les deux versions de la relation d’incertitude d"Heisenberg nous
permettent de calculer la dimension de 1'espace et du temps. Pour i=1,0ona:

AxAp >1/2 AEAt >1/2. (1.17)

En terme de dimemnsion/on a :

Ax] 4+ [Ap] =0 (AE] + [Af] = 0. (1.18)

donc,
[Ax] = [x] =—1 [At] =[t] = —1 (1.19)
Dimensira ae la densité lagrangienne : I’action est, par définition, sans dimension alors,

=4x(-1)
5= / AL — 0=1[S] = 4 x [x] +[£] (1.20)
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donc,
(L] =4 (1.21)
Dimension des champs ¢, ¢ et A, : d’aprés le dernier terme de Lg, on a

=1

4= [Lx] = [m2¢?] =[] + [¢°] = 2[m] +2[g] (122)
donc [¢] = 1. Concernant la densité lagrangienne de Dirac Lp, on a

=1

= [£Lp] = [mpyp] = [m] + 2[y] (1.23)

donc, [¢] = [¢] = 3/2. De la méme maniére, on montre que [F,y] =2 et |A,] =1.

Exercice 3. Montrer que les dimensions de la constante de structure fine'w/ la charge électrique e et la
section efficace o sont donnés par,

[a] =0 [e] =0 [o] = -2 (1.24)

avec a = ¢?/ (47).

Symétries et lois de conservation

Il existe plusieurs types de symétries : continue vs discrte, “xterne vs interne, globale vs locale. Si
la densité lagrangienne est invariante sous une transforrnation (symétrique), alors les équations du
mouvement doivent I'étre. Par exemple, en théories classiques des champs (et la physique en général),
on exige l'invariance de Lorentz du lagrangien,car cela implique que les équations du mouvement

sont invariantes sous cette transformation !

Théoréme de Noether :
Toute transformation continue de symétrie conduit a une loi de conservation ou pour toute symétrie
différentielle générée par une action locale correspond un courant conservé.

Considérons une théorie des champs impiiquant un seul champ scalaire ¢, alors :
L= L(p(x),0,0(x)) S— / dxL. (1.25)
Q

On suppose que l'action est inchangée (invariante) par une transformation de coordonnées :

X, = X + 6%
¢(x") = p(x) + 0¢(x)
L(x")=L(x)+6L(x) (1.26)
Le principe de moind.= action se traduit par :
55 = / dxL(x) — [ dL(')=0 (1.27)
Q o
On montre que
55 = / d4x9,J" =0 (1.28)
Q

avec J# est le courant de Noether, il est donné par :

1) = 53m 777900 ~ (5 P #) — gk )02 (129)

1. cestpourquoi on préfere utiliser le formalisme lagrangien en théorie des champs.
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On définit la charge de Noether par :
1Q = 0.

o (1.30)

Q= /d3x]0 Q est conservée, ¢.a.d.
En électromagnétisme, [y correspond a la densité de la charge électrique (Jo = p pour ¢.='1). Alors,

Q= /d3x]0 = /d3xp = e = charge électrique. (1.31)

Invariance sous translation :
Considérons la transformation suivante :

X, =Xy +ay (1.32)

ou a, est un déplacement infinitésimal dans 'espace-temps (4, = ¢x, -=0). On varie la densité
lagrangienne par rapport a x;,, on obtient :

o0 =L sun = L ow — iy, (133)
dxy dxy

On varie la densité lagrangienne par rapport a ¢ et d,,¢, on obtient :

oL 8£
0L = —(5 =
=0y o 00 - o 6(9u) (1.34)
9(0up) ™ o(ug) " '

Pour obtenir la derniére ligne, on a utilisé les équations d’Euler-Lagrange (1.7). La variation de ¢ et
0,¢ sont données par?

{2090 74 2012000 139
5(3;14’) = a,"d’('f‘) - 8y4)(x’) = a‘/ayaycp(x)
Substituant (1.35) dans (1.34), on obtier.t«
JL oL
0L = 0ys=—abdup + ———a"d,d
@) Pt 3" Y
oL
—aH =
ato, <8(8V4>) E)y(p) . (1.36)
On soustrait (1.33) de (1.34);on cotient :
9L
1,0, [( )af* - "Vﬁ} =0 (1.37
M a(aV(P) (P 8 )
La loi de conservatioi, dans ce cas, est
9, T"".=0 avec ™ = (E)E) oty — "L (1.38)
2(dv¢)

ou TH est le teisenr énergie-impulsion.
On peut facilement montrer que la densité hamiltonienne et '’hamiltonien sont donnés par :

T = < 5 (chp) ) p—L=H H= / 43700 (1.39)
o

2. On 1vppelle que la dérivé d"une fonction ¢(x) est définie par : 3= = limy .y, 20) =90 ponc, op = a¢ ox.

x'—x




1.3 Rappel de théorie des groupes 19

Invariance par rotation :
Considérons la transformation de Lorentz (rotation dans I’espace-temps),

X, =X+ €pxY.
N 1.40
{0 s et oA
ol g, et X" sont des tenseurs antisymétriques (¢, = —&yy et XM = —E). ~ [
Exercice 4. Montrer que
9\ MM =0 (1.41)
avec
oL oL
MMV — xBTAV _ VA THY T— — 1.42
¥ R TP Gy (1.42)

On définit la quantité M*” par MO (M# = M), La quantité conservé dans ce cas est le moment
cinétique, il est défini par :

dMHY
Sdt

MH* = / d3x MM (1.43)

1.3 Rappel de théorie des groupes

On peut considérer une symétrie comme une opération, (transformation) qui laisse un systeme phy-
sique invariant (rotation par exemple). L'ensemble de ¢estransformations {R} = {Ry, Ry, - - - } vérifient
les propriétés suivantes :

e Fermeture : si R; et R; € {R} (¢.a.d. opérateurs de la méme symétrie), alors I'opérateur Ry =
RiR; € {R} (c.a.d. Ry aussi opérateur de la niéme symétrie).

e Identité : il existe une opération de symeirie I : IR; = R;I.

e Inverse : pour chaque opération de synicitie R;, il existe I'opération de symétrie inverse R;
(RiR7'=R'R; =1).

e Associativité : R;(RiRy) = (R;R;)R.

On voit que, I'ensemble des opérations {R} forment un groupe. Donc, on peut utiliser la théorie des
groupes pour étudier systématiqueniert les symétries d'un systeme.

1.3.1 Eléments de base
Définition d’un groupe :
Un groupe est un ensemble G muni:d'une loi de multiplication interne ".", qui a les propretés suivantes :
e Sigietgr €G,alors gi- g0 = G.
e L'élément neutree:e-g=g9-e=g,Vge€G.
e Le symétrique :chaque ¢lément ¢ € Gauninverse g ! € G, telqueg-¢g !=g¢g"1 - ¢=e.
e L'associativité: (g1 -x7) - g3 =281 (82-93), Vx,y,z € G.

Représentations d’ur.-aroupe :
Une représentation a“wn groupe G est une application linéaire D des éléments de G dans un ensemble
d’opérateurs linéaires qui vérifient les propriétés suivantes :

e D(e) 1, oul est 'opérateur identité.

o D(g:) - (g2} = D(g1- 82)-

Propriétés des gioupes :

Un gioupe est fini si le nombre de ses éléments est fini (sinon, il est infini).
L'ordre a’un groupe est le nombre d’élément d'un groupe.

Un groupe est abélien si sa loi de multiplication est commutative (g1 - g2 = g2 - 1)
Ladimension d"une représentation est la dimension de 1’espace ou elle agit.

e s O
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Groupes de Lie et algébres de Lie

Un groupe de Lie (ou un groupe continu et analytique) est un groupe d’éléments G(a) qui dépendent
d’"un nombre fini de parametres continus «;, tel que :

G(a1) - G(az) = G(a3). (1.44)

ol a1, ap et a3 sont des valeurs particulieres du parametre «;.

En général, chaque élément d'un groupe de Lie compact s’écrit :

U(R) = el%Xe = g0 X, (1.45)
«, sont les parameétres continus du groupe et X, sont des opérateurs linéaires hermitiens, appelés
P 2 . _ ol
générateurs du groupe. Ils sont donnés par : X, = —ig-
a=0

Exemple : groupe des matrices de rotation plane
L’opérateur de rotation dans le plan par un angle 6 s’écrit,

cosf sin?d
R(6) = <—sin9 cost (1.46)

On voit que 1’ensemble de ces transformations {R(6) } fernie un groupe de Lie car : (i) 'inverse de
R(0) est R(—0), (ii) le produit R(61)R(6;) est donné pari‘éléraent R(6; + 6>) qui lui aussi représente
une rotation par un angle 6; + 6,. Ce groupe est appelé i=.groupe SO(2,R).

Différents types de groupes de Lie :
e Groupes de Lie réels (ou1 classique) comme : IK”, R*,5SO(n,R),SU(n) ...etc.
e Groupes de Lie complexes comme : C",C*,S0/%,C) ...etc.
e Groupes de Lie quaternioniques comme H?*.
e Groupes de Lie exceptionnels comme Es, E7, Eg, Fy et Gs.

Principaux groupes de lie (en physique des particules) :

e O(n) est le groupe orthogonal sur R ¢’ordre 1, ¢.a.d. le groupe multiplicatif des matrices n x n
réelles orthogonales (vérifiant { MIM'= [,)), par exemple : O(1) = {1,—1}.

e SO(n) estle groupe spécial orthagonal sur R d’ordre 7, ¢.a.d. le groupe multiplicatif des matrices
n x n réelles orthogonales et de determinant égal a 1 MM = I, et detM = 1), par exemple :
SO(1) = {1}.

e U(n) est le groupe unitaire sur C d’ordre 7, ¢.a.d. le groupe multiplicatif des matrices n x n
complexes unitaires (verifiant M*M = I,,), par exemple U(1) est le cercle unité complexe.

e SU(n) est le groupe spécial unitaire sur C d’ordre , ¢.a.d. le groupe multiplicatif des matrices
n x n complexes unitaires et de déterminant égal a 1 (M*M = I, et det M = 1), par exemple
U(1) x SU(2) théorie électrofaible, SU(3) la chromodynamique quantique.

Exemples physiques :
e La théorie de jaugs classique U(1), qui s’identifie a la théorie électromagnétique de Maxwell.
e Le modeledlectre-faible de Glashow, Salam et Weinberg est basé sur le groupe U(1) x SU(2), il
décrit de fagon enifiée 1'électromagnétisme et l'interaction nucléaire faible.
e La chrormody»amique quantique est basée sur le groupe SU(3), il décrit I'interaction nucléaire
forte er.tre lesquarks et les gluons.

Algébre de Lie .

Les élénients a. X, constituent un espace vectoriels et X, forme une base de cet espace vectoriel. Les
opérateurs X, sont les générateurs du groupe. Ces générateurs vérifient la relation de commutation
suivante :

[Xﬂ/ Xh] = Z'fachc- (1.47)
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Donc, le commutateur de deux générateurs du groupe s’écrit comme une combinaison linedire des
générateurs du groupe. Cette relation de commutation est appelé algebre de Lie. Le coeificient fy,
s’appelle la constante de structure, il est anti-symétrique par 1’échange de deux indices® (f,p0.= — fuch)-
Pour le groupe SU(N), on a:

fave = =20 Tr[[Xa, Xp] Xc]. (1.49)
Les générateurs du groupe vérifient l'identité de Jacobi suivante,
[Xa, Xp], Xc] + [[Xp, Xe], Xa] 4 [[Xe, Xa], Xp] = 0. (1.50)
ce qui conduit a,

fbcdfadc + fabdfcde + fcadfbde =0 (1.51)

Les generateurs vérifient la relation d’anti-commutation suivante :

1 .
{Xa, Xp} = N b + AgpeXe. (1.52)

Le parametre d,;. est symétrique par I’échange de deux-indices. Pour le groupe SU(N), il est donné

par:
Aape = ZTI[{Xar Xh}Xc]- (1.53)
Par exemple, les relations de commutation entre les opérateurs du moment angulaire L (cours de

mécanique quantique) définissent une algebie de Lie du groupe SU(2) ou SO(3) (car ces deux groupes
sont isomorphes) :

Ly, L) = ihL, Ly, L] = ihL, L., Ly] = ikL,. (1.54)
0 0 0\ 00 -1 0 10
Le=—i [0 0417, Ly=—i|[0 0 0 L,=—ih|[—-1 0 0 (1.55)
0 ~1 0y 10 0 0 00

Exercice 5.
(1) Montrer que lez.géniérateurs Ly, Ly et L, vérifient I'identité de Jacobi.
2) Montrer que les genérateurs Ly, L, et L, forment une base d’un espace vectoriel.
g 8 y P
3) Calculer:touies les constantes de structure associés aux générateurs Ly, L, et L,.
g y
(4) Montrer que L,, L, et L, génerent la représentation adjointe de SU(2).

3. Car les cominutateurs vérifient,

[A,B] = —[B, Al. (1.48)
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Solution de I’exercice :
(4) Les générateurs de SU(2) dans la représentation ajointe sont définis par : (I;) x = ifijx, por exemple
le générateur I s’écrit.

finn fiz fus
L=i|fizn fin fizs (1.56)
fi31 fizz fizs

On utilise la relation (1.47), on peut montrer :

fixk=0 pour i=j,i=kouj=k
, 1.57
{ fiz=1=—fizo = —fa01 = —fo13 (1.57)
on trouve,
0 0 0 0 0 -1 0 10
L=il0 0 1 L=i[0 0 O IL=i|-1 0 O (1.58)
0 -1 0 10 O 0 00
Onvoitque Ly = —hly, Ly = —hl et L, = —h I3, donc Ly, i, et L, génerent la représentation adjointe
du groupe SU(2).

Représentations d’une algébre de Lie :
Une représentation d’une algebre de Lie est une application de cet algébre dans un ensemble d’opéra-
teurs (matrices par exemple) linéaires d"un espace vecioriel :

D:X/—w.D(X,). (1.59)

Ces opérateur doivent satisfaire :
e Linéarité : D(LVXZ‘ + IBX]) = (XD(Xl) + ‘BD(X])
e Homomorphe a l’algebre de Lie : D([X;, X;]} = [D(L;), D(L;)].

Représentation adjointe (ou réguliére) :
Si on définit un ensemble de matrices T 4vec les éléments

(T")oc = ~ifape- (1.60)
Pour le groupe SU(N), on peut montrer que

[T, T = if o TC. (1.61)
Te[T*TOT¢) = (N/2)i fape. (1.62)

Dans cette représentation, les constantes de structure eux méme génerent la représentation de 1’algebre
de Lie, voir eq. (1.60). Cette représentation s’appelle la représentation adjointe ou la représentation
réguliere de l'algebre de Lie.

Classification des grcupes de Lie par Cartan :
Selon la classification de Cartan, il existe quatre variétés d’algebres de Lie simples :

o Algebre A, 1 qui génere le groupe SU(n + 1), qui est le groupe de transformations qui laisse
invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel complexe a (1 4 1) dimen-
sions.

e Alglpre B, : qui génere le groupe SO(2n + 1), qui est le groupe de transformations qui laisse
invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel réel a (2n + 1) dimensions.

«. Algebre C, : qui génere le groupe Sp(2n), le groupe de transformations qui laisse invariante
unyforme quadratique antisymétrique dans un espace vectoriel réel a 2nn dimensions.
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e Algebre D, : qui génere le groupe SO(2n), qui est le groupe de transformations.qui-laisse
invariants les produits scalaires de vecteurs dans un espace vectoriel réel a (2n) dimensions.
Cette algebre est analogue a B, mais a une structure de spineur et de racine différenies.

o Algebres exceptionnelles : G, Fy, Eg, E7 et Eg ot1 les indices désignent les rang.

Groupe Rang | Ordre Representation complexe
SU(n) n—1|n*-1 n>3

SO(2n) n n(2n—1) n=21+3,1>1
SO(2n+1) || n n(2n +1) X

Sp(2n) n n(2n+1) X i

Ga 2 14 X

Fy 4 52 X

Ee 6 78 v/

E; 7 133 X

Eg 8 247 P

o Générateur de Cartan et le rang : les générateurs de Ca:tan sont des générateurs diagonalisables
au méme temps, ils vérifient

[X;,X;] =0 (1.63)

Le nombre de ces générateurs correspond aurang du groupe. Par exemple, SU(n) possede n — 1
générateur de Cartan donc son rang est n — 1. Les générateur de Cartan constituent une sous
algeébre appelée la sous-algebre de Cartan.

e Représentation complexe vs réelle : Une représentation est réelle si les générateurs X; et — X7
sont équivalents ¢.a.d. il existe une transivimation unitaire V (VV' = 1)

—X = VX vt pour i=12--- (1.64)

Considérons par exemple le générateur de SO(2)

= (‘: Oi> , —0y = <(1) Bl> =0 (1.65)

donc cette représentation est réelle.

Sous groupes :

On dit que H est.un seus-groupe de (G, .) si H est un sous-ensemble de G possédant une structure de
groupe. Voici quelgues exemple :

SU(p+4q) > SU(p) ® SU(q) @ U(1)
SU(pq) > SU(p) ® SU(q)
SO(2n) D SU(n)
Sp(2n) D SU(n)
SO(2n+1) D SO(2n)
SO(2n) > SO(2n — 1) (1.66)
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Rang | Groupe sous-groupe B
[ | sUu@ ={s003);5r2)] | UQ)
2 SU(3) Su2)eu(l);su(2)
Sp(4) = {50(5)} SU(2) ® SU(2),; SU(2) ® U(1); SU(2) /
3 Su(4) SU@B)®U(1);SU(2) ® SU(2 ) ( ); SU(2)@.5u(2); Sp(4)
SO(7) SU(4); SU(2) ® SU(2) ® SU(2); Sp(4) &L (1) G
Sp(6) SU(3) @ U(1); SU(2) @ Sp(4); SU(2); S1(2)  5U(2)
SO(6) Su(4)
4 su(5) SU(4) @ U(1);SUB) @ SU(2) @ U(1); Sp(4)
SO(9) SO(8); SU(2) ® SU(2) ® Sp(4); SU(4)= SU(2); SO(7) @ U(1)
Su(2); sU(2) ® SU(2)
Sp(8) SU(4)eU(1);SU(2) ® Sp(6); Spl4)®.Sp(4)
SU(2); SU(2) ® SU(2) @ SU(2)
SO(8) SU(2) @ SU(2) @ SU(2) @ SU(2); Su(4) @ U(1)
SU(3); SO(7); SU(2) ® Sp(4)

1.3.3 Exemples: SU(2) et SU(3)
Symétries U(1) :
Si on choisit dans la formule (1.45) un seul parametre « (réel et indépendant des coordonnées) et un
seul générateur X (hermitien X = X7), les éléments de ce-groupe de Lie s’écrivent :

U(a) = e™X, U(w)" = e X, U(a)U(a)" =1. (1.67)

L’invariance sous cette transformation (ou transformation de phase) implique la symétrie sous le
groupe U(1).

Symétries SU(2) :
Considérons la transformation

u

v = Uy, P = < d> : (1.68)

ou U est la matrice unitaire 2 x 2 du/d<terminant égal a 1. Traditionnellement, la matrice U est
paramétrisée de la maniere suivante ;

U = ¢i*i/2 (1.69)
ou &; sont les parametres continus<to;j/2 sont les générateurs du groupe.
Det(U) = e™(%9/2) = 00 =1, (1.70)
donc les traces des matrices7; sont nuls (Tr(c;) = 0). Car
Ut = io/2, Ut = e~ /2.
etU=1=UU"}, —U=U'!'=o0 =0, (1.71)

Si les matrices 0; sont Z x 2, les matrices qui vérifient les conditions de SU(2) sont les matrices de

Pauli :
0 1 0 —i 1 0
qu_O, @_<i0), @_Q 4> 1.72)

Le coramr<rateur de deux matrices de Pauli ne s’annule pas

o; Oj . O
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donc le groupe est non-abélien. Le commutateur (1.73) définit ’algebre de lie du groupe SLI(2).
En général, on note les générateurs du groupe par J; avec
Ji=01/2, Jo=02/2, Js=03/2. (1.74)
Donc
Ui Jx] = i€ixa ]i- (1.75)

On peut monter que

Jljm > =j(j+1)|j,m>, (1.76)
Jalj,m>=mlj,m>, (1.77)
Jeliom > = /G Fm)(£m+1)]j,m=15 (1.78)

avec
Jo=Jii£ ], 2j €N, = —j,—j+,j— 1,4, (1.79)
P=K+5+] ]2, ]3] =0, Jonds] = £z (1.80)

] peut étre 'opérateur de spin et J5 est sa projection’sur i'axe (0z) (J? est 'opérateur Casimir).

Représentation & 2-dimensions de SU(2) :

Une particule de spin-1/2 peut avoir deux états de spin (deux projections sur ’axe (0z)), donc, on
peut représenter ces deux états par les vecteurs :
1 1 0
=, —= )= . 1.81
2 2> <1> (181)

A
2”2/ \0)’

On peut facilement montrer que

1 1 11 . 1 1 1 111 1
)=+l F= 0, === )=—%5l3—=7 ) 1.82
]32+2> 312072/ 3|3 2> 212 2> (182)
Représentation & 3-dimensions de SU(2) :
Une particule d’isospin 1 (les-pioris par exemple), peut avoir trois états de d’isospin (projection sur
l'axe (0z)), Is = —1,0,+1. Oivpeut représenter ses états par les vecteurs :

/1\ 0 0
1L,+1>= (07, ,0>= (1], 1,-1>=1{ 0 |. (1.83)
\0) 0 ~1

les générateurs dens ce'cas sont

1 0’1 0
1 0

SI-

0 —i 0 L (100
i 0 —il, L=—|(00 o0]. (1.84)
0 i 0 v2\p 0 -1

Exercice 6.
(13 Montrer que les générateurs I, I, et I3 génerent le groupe SU(2)
(2) Moritrer que les générateurs Iy, I et I3 vérifient I'identité de Jacobi.
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Symétries SU(3) :
SU(3) est le groupe des matrices 3 x 3 unitaires de déterminant égal a 1. Un élément de ee groupe
s’écrit

U(ag,ag,...) = eltaXa, (1.85)

Les matrices 3 x 3 qui vérifient les conditions de SU(3) sont les matrices de Cell-iviann, elles sont
données par

010 0 —i 0 10 0
AM=(1 00 A=1i 0 0 Az3=10 -1 0
0 0O 0 0 O \0O 0 O
0 01 00 —1 0 00
Aq=11 0 0 As=10 0 O Ag=10 0 1
100 i 0 0 \0 1 0
00 O 1 10 O\I
)\7: 0 0 —i , )\8—7 01 0
0 i 0 V310 o -2/
(1.86)
Traditionnellement, on définit les générateurs de SU(3) comme
T, = %Aa, a=1,..,8. (1.87)

avec Tr(T,Ty) = 4/ 2.
Les générateurs de Cartan (diagonalisables au n:éme ternps) sont Ts et Tg. L'algebre de Lie de SU(3)
est défini par le commutateur

(Ta, Tp] = ifape T (1.88)
Exercice 7. (1) Montrer que les générateurs X, pour a = 1,2, - -8 vérifient 'identité de Jacobi.
(2) Calculer les générateurs.de StI(3) dans la représentation adjointe.
Solution : (2) Les générateurs dans la représentation adjointe. Les parametres f,; non nuls sont les
suivants :
fizz=1 fua7=1/2 f1s6 = —1/2
foa6 =1/2 fos7 =1/2 fass =1/2
faer =—1/2 fass = V/3/2 fors = V3/2 (1.89)
0o 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 o 0 y 0 0 00 0 0 0 0 0 0
RV I
0o 0 o . o) 0 -2 0 o0 0 o B o 0 0
mi=lo o o 0 0 /2 0 0 Ts=19 o o %5 02 0 0 0 (1.90)
0 0 0 0 i/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 B 9
0 0 0 —i/ 0 0 0 0 iv3 .
o 0 0 ¢ 0 0 0 0 o 06 0 0 0 b 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1.4 Théories de jauge

Une théorie de jauge est une théorie des champs basée sur un groupe de symétrie locale, appelé
groupe de jauge, définissant une invariance de jauge; ou en d’autres termes c’est une théorie dont la
densits lagrangienne est invariante sous les groupes de transformations continues. L'exemple le plus
simple d'une théorie de jauge est 1’électrodynamique classique de Maxwell. Les théories de jauge
peuvent étee abélienne ou non-abélienne tout dépend de la commutativité du groupe de transformation.
Dans ce ¢ours, on va étudier les trois théories de jauge suivantes :
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e QED : ou l’électrodynamique quantique (basée sur le groupe U(1)).
e QCD: ou la chromodynamique quantique (basée sur le groupe SU(3)).
e SM : ou le modele standard (basé sur le groupe U(1) x SU(2) x SU(3)).

Invariance de Jauge en électrodynamique classique
Les équations de Maxwell sont invariantes sous les transformations suivantes

) 9
o —r9-Y
A — A+ Vf (1.91)

ot A est le potentiel vecteur et ¢ est le potentiel scalaire. On appelle cette trensformation, transformation
de jauge. On rappelle que les équations de Maxwell sont données par :

(1.92)

Q<< <

ou E est le champ électrique, Bestle champ magnétique, p esi'2 densité de la charge électrique et ]_"est
la densité du courant électrique. En fonction des potentiels sceiaire et vecteur, les champs électrique et
magnétique s’écrivent sous la forme :

B=VAA

= - A

Fo sy n94 1.93
¢ ot ( )

Exercice 8 :
(1) Montrer que les équations de Maxwell sorit invariantes sous la transformation de jauge (1.91).

(2) Montrer que p et j vérifient 'équation de'continuité”

N v
S+ V=0 (1.94)

quel est le sens physique de cette éqiratior. ?
(3) Dans la notation quadridimensionnelle, le 4-potentiel est donné par : A* = (2) .

Montrer qu’on peut écrire la transformation de jauge (1.91) comme suit

(4) Dans la notation quadridimensionnelle, le 4-courant est donné par : J¥ = <‘(]1> Que devient

I’équation de continuité aaiis cette notation ?

Rappelons que le tenseur de Maxwell est donné par :
Fu =0,A, — A,
0 —-E —-E, —E
+Ex 0 +B, —By
1.96
+E, —B, 0 +By (1.96)
+Ez -I-By _Bx 0

Alors, les deux dernieres équations de Maxwell peuvent s’écrire comme suit :

9y FH = — ¥ (1.97)
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Le courant de Noether ], est conservé, alors

3] =0=—0,0,F" (1.98)

Transformations de jauge abéliennes

Les transformations de jauge abéliennes sont des opérations commutatives, elle forme un groupe de
Lie abélien. On distingue deux types de transformations, globale qui ne dépend pac.des coordonnées
et locale qui dépend des coordonnées de I'espace-temps.

Symétrie de jauge globale :
La symétrie associe a la conservation de la charge électrique, par exemple, est appelée symétrie de
jauge globale. Elle est définit par la transformation de phase

pi(x) = @i (x) =e "0 i(x) (1.99)

ou ¢; désigne la charge électrique en unité e (e est la charge électrique du positron) et 6 est un
parametre arbitraire. Car le parametre 0 est indépendant de la variable x, alors la dérivé du champ ¢;
se transforme comme le champ lui-méme :

i (x) — i (x) = e "9 9, ¢0;(x) (1.100)

En général, le densité lagrangienne est construite par les champs ¢;, leurs conjugués hermitiens ¢! et
leurs dérivées. Car la charge est conservée dans chaque terme’du lagrangien, chaque terme impliquant
un champ donné doit étre multiplier par son conjugués hermitien. Alors, £ est invariant sous la
transformation Eq. (1.99), ou d"une autre maniere, lelagraagien est indépendant de la phase du champ

(Pi, (;éld

L(i,0ppi) =i, 9upt) (1.101)
Pour 0 infinitésimal, la variation du champ est donne par
8¢i(x) = ¢ (¥)=bi(x) — —i64; ¢pi(x) (1.102)
Sous cette transformation, la variation du iagrangien doit étre nulles et ’équation eq. (1.101) devient
oL
—i00,)| —=——qi¢i| =0. 1.103
! 70777 -
Cette équation montre que le courant ], associé a cette transformation de jauge est conservé, ¢.a.d.
9]t =0 (1.104)
oL
W= —igi———— i 1.105

ou J¥ est appelé le con.ant de Noether.

La transformation de jeuge définie ci-dessus forme un groupe car les éléments e~ ¢ la multiplica-
tion(la loi internedu greupe) vérifient les quatre conditions d’un groupe : (1) Fermeture (2) Associativité
(3) L’existence d’ur élerzent neutre et (4) L'existence de l'inverse de chaque élément . Il est Abélien car ces
transformations dejauge commutent ente elles. Ces transformations sont définies par seulement le
parametre 4, donc 1i* groupe est uni-dimensionnelle. Le groupe U(1) est le groupe transformations
unitaires a une diraension.

Les charges.4; sont les valeurs propres d'un opérateur, appelé opérateur de charge électrique qui est
donné par

Q= /d3xfo(x,t) (1.106)
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cet opérateur est le seul générateur de U(1).

Exercice 9 : densité lagrangienne de Dirac
(1) Montrer que la densité lagrangienne de Dirac

Lo=1P( §—m)y (1.108)

est invariante sous la transformation i’ = e~ %.
(2) Montrer que le courant et la charge de Noether associé a ce lagrangien sorit donné par :

{ g:;’lp'm’ (1.109)

(3) Montrer que ’ensemble des transformations {¢~°} forme le graupe U(1).

Solution de I’exercice :
(1) Invariance sous transformation de jauge globale (6 ne aspend pas de x) :

D=9 —my =g §—m)e Th=P(i §—m)yp = Lo (1110)

(2) Courant et charge de Noether : La densité lagrangienne de Dirac est une fonction de Lp =
Lp (1, Pa,1p). Dong, la variation 6Lp de cette derniera.est,

oLp 0ln oLp

TR IO T

On rappelle que dLp = 0 car Lp est invariant'de jauge, ¢.a.d. 6Lp = Ly — Lp =0, voir eq.(1.110). En
plus, ona

) 5(0uyp) + =0 (1.111)

ILp
9P

L’équation d’Euler-Lagrange du chaio ¢ nous donne,

= (iy"9, —)p =0 équation de Dirac (1.112)

oLp oLp

=9, (1.113)
oY "o(0y)
On remplace les eqgs. (1.112), (1.133) et (9, 3p) = 0,,(d) dans eq. (1.111), on trouve
oLp >
0Lp =20 <(5 =0 (1.114)
EERATE
Dans ce cas, la transformation infinitésimale donne : 6¢ = ¢/ — ¢ = —ig6y. Alors,
oLp . >
0Lp =60 < —i
D iz (3, ) (—iqy)
=wd,Jl' =0 (1.115)

ou J# est le courant de Noether, il est donné par

Lp , .
[ —
I = 5@y (Y

=gy (1.116)
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La charge de Noether dans ce cas est,

=1c.norm
Q= [@x)' =q [ @xfr’p =g [ @'y = g (1.117)

donc la charge de Noether (la quantité conservée) est la charge électrique 4.
(3) L’ensemble des transformations G = {U(6) = ¢~'7°} forme le groupe U(1).

Fermeture :e %1 ¢1% — ¢=(01+6:) — 11(9; +-6,) € G

Identité :e~1%e=1% = ¢=1% 9, = 0;U(0) =1€ G

Inverse :e~#0e~11% = 1,0, = —0,.U(—0) € G (1.118)
Associativité :(e/101e71902) e =190 = i001 (¢=i1020—i05) = [ (9 4- 0,4/ 03) € G

Unitarité :Ut(0)U(9) = 1

Donc, G est I'ensemble des matrices unitaires 1 x 1 (des scalaires dans c¢ cas) d’éléments complexes,
ce qui implique que G = U(1).

Symétrie de jauge locale : cas abélien
La transformation de jauge local consiste de la méme trensformation comme ci-dessus, la seule
différence est que le parametre 6 dépend de coordonnées de I espace-temps. Donc,

i (x) = @j(x) = e 110 (x) (1.119)
ot1 6 est une fonction analytique donnée. Pour 8 infinj*ésiiial, on a
Opi(x) =/ia; 0 (x)Pi(x) (1.120)

Les termes du lagrangien qui contiennent les chantp et leurs conjugués hermitiens sont invariants
sous cette transformation. Par contre, les termes qi contiennent les dérivés de ces champs ne sont pas
invariants car

Oui(x) = Byf(x) =< D, i(x) — igi (9,0(x)) ) i (x).
le deuxieme terme empéche la dérivé de s¢transformer comme un champ
yigi(x) Are 109, ¢ (x) (1.121)

Pour assurer 1'invariance de jauge locdle de la théorie décrite par un tel lagrangien, on introduit la
dérivé covariante :

Dy, =0, —iq Ay (1.122)
ott le champ vecteur A, deit seiransformer sous la transformation de jauge locale comme suit :
Ap(x) = Ay (x) = Ay(x) — 9,0(x) (1.123)
Ce qui implique que.la dérivé covariante se transforme comme le champ ¢,
Dyugpi(x) = e~ Dy gy (x) (1.124)

Cette procéd ire faitle lagrangien invariant sous la transformation de jauge locale. Le champ A, est
interprété con me le champ du boson de jauge responsable de la médiation de l'interaction de la
théorie apres quantification (le photon en QED par exemple). Donc, on doit rajouter a ce lagrangien
un terrme aui décrit I’énergie cinétique de ce nouveau champ. Ce terme doit étre invariant de jauge
(invaria=i. de Lorentz, de dimension naturelle [L;] =4, ...). Le bon choix est,

1
L=~ FuF" (1.125)
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ot le tenseur F,, est défini par
Fuw=0,A, —d,Ay (1.126)
qui est aussi invariant de jauge.

Le seule terme de masse qui peut étre rajouter est de la forme

—% m2 Ay AV (1.127)

mais il brise I'invariance de jauge. Heureusement, la masse du photon est nulle et donc 1’électrodyna-
mique quantique est localement invariante de jauge (toujours le groupe jauge U(1)).

Exercice 10 :
(1) Montrer que la densité lagrangienne de la QED

1 _y :
Laep = =g FuF"+ 9 D=t (1.128)

est invariante sous la transformation de jauge locale

{ Pp(x) = ¢ (x) = U(x) Pp(x) avec  U(x) = e 190(x)

Au(x) = A;(x_) = Au(x) — 9a(x) (1.129)

(2) Montrer que le terme de masse —3 m% A, AV r’est pas invariant sous la transformation de jauge.

Solution de l’exercice :

(1) Invariance de jauge locale de la QED : la densite lagrangienne Lqgp contient les deux termes :
Lp =§(i D —m)y (lagrangien de Dirac) et L' = § F,,F* (lagrangien de Maxwell). Donc, pour
montrer I'invariance de jauge de cette théorie, il faut montrer que ces deux termes sont invariants.
Pour montrer que Lp est invariant, il suffit de mionter que la dérivé covariante de transforme comme
le champ ¢, ¢.a.d : (Dup(x)) = U(x)(Duy ()

(Duyp(x))" = Dy’ (x)
= [0y — iq ALJU ()b (x)
= (0, U(x)) 9 (x) + U(x) (9 (x)) — ig ALU (x)p(x)

= —iq U(Hama(x)) + U (x) (9up(x)) — iqgU(x) App(x) + ig U (xHdm (¥
= U(x) [0y ~ig Ay = U(x)(Dup(x)) (1.130)

avec 0, U(x) = —igq(d,a(x))1I(x;. Donc,

Lp=0'GP —m)y

—_— P
= U (x)U(x)[ Py(x)] — mpU" (x) U (x) p(x) = Lp (1.131)

Considérons, mainteriint, le tenseur de Maxwell,
El, = 0,4, — 3,4,
donc, le terme de jauge est invariant :

1 1
Lo =~z FuF" =~ FwF" = Lo (1.133)
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(2) Le terme de masse n’est pas invariant car,

1 1
-5 m? AL AT = -5 m? [A AF — Ayota(x) — AF9,a(x) + (9ua(x)) (9" a(x))]
+ —%m% Ay AF (1.134)

Remarque : Pour assurer l'invariance de jauge d'une théorie de jauge, un ferme = masse pour les
bosons de jauge doit étre absent. Alors, pour construire une théorie de jauge avec des bosons de jauge
massifs, on a besoin d’'un mécanisme de brisure spontané de symétrie (mécanismz de Higgs).

1.4.3 Transformations de jauge non-abéliennes
L’ensemble des transformations de jauge non-abéliennes forme un groupe de Lie non-abélien, ¢.a.d.
les opérateurs de transformation ne commutent pas. Un élément d'un groupe de Lie s’écrit sous la
forme exponentielle suivante :

U — o—itiX, pour i=1,2, (1.135)

Les matrices X; sont appelées les générateurs du groupe, €lles virifient la relation de commutation
(algébre de Lie) [Xi,X]'] = if;jx Xk, les paramétres a; sont des fonctions analytiques réelles appelées
parametres du groupe. Si les #; ne dépend pas de x, on appelle ia transformation, transformation de
jauge globale, et si ces derniers dépendent de x, on appeile la/transformation, transformation de jauge
locale.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au groupe spécial unitaire SU(N). Pour ce groupe, le nombre de
générateurs (et parametres) est N> — 1. La reprézentaiion fondamentale est générée par les matrices
X; (N x N) et la représentation adjointe est générée par les matrices N2 — 1 x N2 — 1, (T?) ik = ifijk-

Symétrie de jauge globale : cas non-abélien

Considérons le lagrangien de Dirac libre pour le nucléon,

Lp=19(i g —m)ly, pour P = (P) (1.136)

n

ou I est la matrice identité 2 x 2, p et . sont'des spineur de Dirac a 4-dimensions, ¢.a.d.

11
<

P = = (Z) (1.137)

Il
=

On peut, facilement, moritrer que L est invariant sous 1’ensemble des transformations {U }, du groupe
SU(2), définies par :

' = Uy, U=exp(—i;5) =1 —ia;T + - - (1.138)
avec
Ju=1=uut, [, 7] = ienT, = (1.139)

ol 0; son*'1es matrices de Pauli, elles sont données par :

o= <(1) é) o) = <? Bi> 03 = <(1) _01> (1.140)
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p=9(g—my
=pUu'(i g —m)Uyp
=pUU(i g—m)yp=Lp (1.141)

Pour calculer le courant, on utilise le faite que §Lp = 0 et que la transformation ir.finitésimale est
oU =1 — ia;7;. On peut facilement montrer que le courant est donné par (voir Vexetcice 10) :

]1 H aﬁ
_“H frd , I/l = —171) Ul frd he ‘HZT h 1142
] (ﬁ) ]z za(aylp) 110 4]7 ' ( )
avec
9uJI' =0, pour i%1.2,3 (1.143)

La charge de Noether, correspond a 1’opérateur isospin. La troisieme coranogante de cet opérateur, par
exemple est donnée par :

{ ]g:}fﬁ'y”?lp:o%ﬁvi‘p _3%1773” 1 [ Byl 2 [ Byt (1.144)
L=5 [dxpy’p — 5 [dxiy’n=5 [Bxp*p— 5 [dPxn'n
donc I} = 1/2 pour le proton et I} = —1/2 pour le neutron.

La généralisation de la symétrie de jauge globale pour des groupe plus large est évidente. Considérons
la transformation de jauge du groupe SU(N), dans ce casle cnamp fermionique s’écrit sous forme de
multiplet de N composantes,

1!}1 \
P2 |
=" (1.145)
\¢N)
la transformation de jauge s’écrit
Py LT Xy = Xy, (1.146)

ou & = (a1,a2,a3,- -+ ,an) sont les parametres qui spécifient la transformation, X;(i =1,2,3,---,N)
sont des matrices N x N qui génerent le groune SU(N) dans la représentation fondamentale. Dans le
cas d'isodoublet (le champ 1 a deux comnosantes), N = 2 et les matrices X; sont données par X; = 37
(c’est la représentation fondamentale-de SU(2)).

Pour «; infinitésimaux, on écrit

op=—iX- 0y (1.147)
Dans ce cas, le courant de Noether est donné par :

Ji
TH ’ J2 \
\JT;V}

W aﬁo T ‘
Ji= i@y = X (1.148)

Exercice 11 : Montrex que le lagrangien de Higgs suivant,

E=(0,9)" (3"9) — K2(9'9) — A(T9)%, (g) (1.149)

<
|

est invariant sous la transformation de jauge du groupe SU(2).

Soluticir de I’exercice :

(9 )T (3"9") — p*(9T¢") — A(@T¢")? = (3u9)TUTU (") — p*(pTUTUYP) — A(pTU Ug)?
=L (1.150)
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Symétrie de jauge locale : cas non-abélien (théories de Yang Mills)
Dans ce cas, les parametres «; (pour i = 1,2,3) dépendent de 4-vecteur position x*. On écrit.donc,

¢ (x) =U(x)y, U (x) = exp(—ia;(x)7) (1.151)
La dérivé normale ne se transforme pas comme le champs. ¢..d.
O’ (x) = [9,U(x)]ip(x) + U(x) [0 p(x)]
= [~i{,mi(x) )] exp(—imi ()0 (x) + exp(—imi (W) oplx)]  (L152)
Ce qui implique que le lagrangien £, n’est pas invariant. ¢.a.d.
p=P(x)(i § —m)p(x) + pU" (x)[iv"9, U (x)]m(%)

= Lp + {9, (x) Py Tip(x)
Iy (1.153)

Pour rendre ce lagrangien invariant sous cette transformation, on acit remplacer la dérivé normale
par la dérivé covariante. ¢.a.d.

0y — D, =9, —igW,
= 12><zar, — ig“Ny (1.154)

ot 12 est la matrice unitaire 2 X 2. La matrice des champs de jauge W, est définie par :

1
WH =Wl = Eal-w[’, DOUL i=1,23 (1.155)

ott les champs bosonique W!' (de spin 1) sont appelée crnamps de jauge. La forme matricielle explicite de
la matrice des champs de jauge W, est donnée par :

WV
1 WY VWY — Wy 1 (5 W
wr=1 (w" e z> v 7 (1.156)
1 2 3 V2 \ wrt 732

On cherche, maintenant, comment ]a matrice W (ou les champs de jauge) se transforme sous la
transformation de jauge locale. Poui-assiirer que la densité lagrangienne est invariante, on suppose
que la dérivé covariante se transforivie comme suit :

Dy’ = U(x)(Dy) ou Dj, = U(x)D, U™ (x) (1.157)

D' = [0, —igW, U (x)yp
= [(0,U(x))y + U(x) (0¢) — igW}, U (x)¢]

= U(x)[0, —igW,]yp (1.158)
Multiplions I'égalité pur U1, on obtient :

i

Wi, = U(x)W,U ' (x) g(ayU(x))U_l(x) (1.159)

Pour trouver les lois de transformation des champs W/, on utilise la transformation infinitésimale.
Pour a;.tres petit, on écrit :

faiai(x) Ul(x)=1+ iaioci(x) (1.160)

ll(x)zl—2 >
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et le commutateur

[0i/2,07/2] = &;jx0% (1.161)
Ona,
1 i 1 i i, i ~ )
EUkWﬁ‘ (1- Eaiuci(x))fakw,il(l + EO’lej(X)) - g(—iola a;(x))(1+ 50]:'/(x))
1 1 o i1 o 11 ’
=50 oW + 2(7120]0(]( xX)W; — Zajzoqoc](x)wl - §§Ukaﬂak(x)+ O(a”)
=50 oW, +1i [2 2] ()W, giaka ag(x)
1 1 11
EUkW €l]k20'k06]( )W — gi(fka”(xk( ) (1162)
dong,
1
Wl =W - giaj (X)W — (;E)szk(x). (1.163)
Alors, le nouveau lagrangien s’écrit sous la forme :
Lp = p(ivy' Dy —an)ip
— EO — gl[]')/f“‘\:/\]ulp
= Lo+gW, T (1.164)

Ly est le lagrangien libre (sans interaction) et le lerme gW;, - J# est appelé le terme d’interaction, il
décrit l'interaction entre les champs de jauge. W' et les champs des fermions .

Comme en QED, on doit construire un ternie.cinétique pour les champs de jauge. Par analogie avec la
QED,

I 1
Ejaugc S _EF;WF}W = _ETT[IFyvlFW]- (1.165)
ou
1. 1.,
TI:‘/“/ — EFVV 0 = EP‘HVUH' (1.166)
F,, =0,W, —9,W, + geWLWE. (1.167)

On peut montrer que 1 {galité dans (1.165) est correcte, on a :

1 1.1 1
=5 Tr[FulF"] = —STr[ S Fy o ZFW o
1
= —gF” F'P T[0!
_ b
- Fﬁv FH (1.168)

ot on @ utilisé Tr[c?c?] = 26,
Pour montrer que Ljg,q est invariante, il suffit juste de montrer que

F,, = UF,, U (1.169)
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Car

1 1
—ETr[lF;WIF/W] = —ETr[LlIFWU_1UIFV“U_1]

1
= —ETr[U]FWIF’”U’l]

1
= —-Tr[U 'UF,,F"

NI —= DN

= — _Tr[FF,, "] (1.170)

Exercice 12:
(1) Montrer qu’un terme cinétique de type QED n’assure pas 'invariance de jauge

Fy =0,W, —9, W, (1.171)
(2) Montrer que

1 ; .
Fy = %mev] = Wy — 9y W), +ig(Wy, W, ] (1172)

’ . - H
(3) Est ce qu’on peut rajouter un terme de masse pour les champs W;'.

1.4.4 Construction d’une théorie de jauge : modéle génsrique

L'étude de la symétrie de jauge locale sous le groupe 5Ci(2) a été faite pour la premiere fois par Yang
et Mills en 1954. Cette idée a été critiquée par Pauli, car les quantas du champ de Yang-Mills doivent
étre sans masse pour maintenir I'invariance de jauge, Ce probleme est résolut par le mécanisme de
Higgs en 1964 qui permet de générer les masses pour les bosons de jauge ...Pour construire une
théorie de jauge, on suit les étapes suivantes :

» Choisir le groupe de jauge G (SU(N})/par exemple). Un élément de ce groupe s’écrit :
U = e il (1.173)
avec
[T T = ifype T". (1.174)

» FEcrire la densité lagranigienne de Dirac libre invariante sous la transformation de jauge globale
du groupe G s’écrit :

M
Lo=Y i(iv"0, — m;)y; (1.175)
i=1
ou M est le nombre de fermions de la théorie (les 6 saveurs de quarks par exemple). Le spineur
P; s’écrit :
P!
1
(2)
pi = lpz. (1.176)
el
1

le spineur ¢ appartient a la représentation fondamentale du groupe G. Chaque composante du
spineur représente les différents états de la méme particule. Pour SU(3), pare exemple, chaque
état’de couleur est représenté par une composante.
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» Introduire les champs de jauge a travers la dérivé covariante pour assurer l'invariance de.iauge
locale (a; = a;(x)). Alors, la densité lagrangienne devient

M
Lp =Y $i(iv"Dy — m;);

i=1

= Lo+ gJ" W (1.177)
avec

D, =9, — igW, (1.178)
W, = T'W! (1.179)
W/, = U(x)W, U (x) - ;(a},u(x))uj (x) (1.180)
Wt = W — fopoaq (x)WPH — ;E)”rxc( x). (1.181)

les champs Wy, appartiennent a la représentation adjointe du zgroupe G.
» Introduire le terme cinétique pour les champs de jauge (qu’il'doit étre invariant sous les transfor-
mations de Lorentz, de jauge ...)

1o
L= — R (1.182)

avec
Fiy = 9uW = 05W5 + geac Wi Wy . (1.183)

» Siles bosons de jauge de la théorie sont massifs, alors, il faut introduire un mécanisme de brisure
spontané de symétrie (mécanisme de Higgs par exemple).

» Quantification de la théorie par : la quaniification canonique, intégrale fonctionnelle, ... etc.

» Extraire les regles de Feynman (a 1’aid¢ de-la matrice S)

» Calculer des observables physiques !:!

1.5 Exercices et problémes
Exercice 1 : Théoreme de Noether

(1) Rappeler le théoreme de Noethe:?
(2) Montrer que, dans le cas général (transformations internes ou externes), le courant de Noether
associé a la densité lagrangienne L(¢,0,¢) est

L oL
() = 2= 1) — | ==———<9y — gL )ox". 1.184
].l( / a(dy¢(x)) 47(3() (a(ayqb(x)) 4)(3() g.u ) X ( )
oud,J! =0.
(3) Montrer que
d
deo _o, Q:/Vd3x]0(x). (1.185)

ou Q est la ¢l arge Gz Noether.
(4) Calculer lec cotrants et les charges de Noether pour

Translation : x, — x; + ay. (1.186)
Transformation de Lorentz (rotation) : x, — x; + €, x" (€4y = —€yy). (1.187)

Quiclles sont les quantités conservées?
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(5) Considérons la densité lagrangienne de Dirac (£;) et la transformation de jauge globale Li{49) :
grang jauge g ¢
Ly =p(id,y" —m)y, Ux) =e ™, (1.188)
Montrer que le courant et la charge de Noether, dans ce cas, sont donnés par :

J¥ = ey, Q=e. (1.189)

Exercice 2 : Transformation de jauge abélienne : groupe U(1)

(1) Ecrire la densité lagrangienne de Dirac et montrer qu’elle est invariante soyis la transformation de
jauge globale du groupe abélien U(1).

(2) Calculer le courant de Noether associé et montrer qu’il est conservé.

(3) Considérons la densité lagrangienne suivante

L=~ P (0)Fu(x) + F() (1 P — m)p(-

avec

Dériver la transformation du champs A, qui laisse:la Gensité lagrangienne £ invariante sous la
transformation de jauge locale e**) € U(1) (ot1.0(x)-est une fonction analytique de x).
(4) Au niveau quantique, cette densité lagrangientie.est mal définie.

(a) Expliquer pourquoi.

(b) Comment peut-on résoudre ce propbléme?

(c) Est ce que la nouvelle densité lagrangienne reste invariante sous les transformations de
jauge locales des champs ¢, P et A, ? Justifier votre réponse.

Exercice 3 : groupe SU(2)

Considérons la transformation complexea deux dimensions, x’ = Ax qui, sous forme matricielle,

s’écrit
/ /
()= 2 () @150

ou 4, b, c et d sont complexes (&-0). On suppose que le déterminant de cette matrice est non-nul pour
pouvoir construire son inverse

(1) Quelles sont les condiiions/'que doivent vérifier les parametres 4, b, c et d pour que la transformation
(1.190) soit unitaire ? Montrer que la matrice A peut s’écrire sous la forme

A= (_”a@ Z) (1.191)

d

ot b et d sont ies cpmplexes conjugués de a et d, respectivement.

(2) On suppose que le déterminant de la matrice A égal a 1'unité, monter qu’on peut écrire cette

matrice s5us ia forme
a b
A= <—E ﬁ). (1.192)
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et que

|a|* + |b|*> = 1. (1.193)
ot |b|> = bb est la norme de b.
(3) Montrer que I'ensemble des matrices A, définies dans 1'éq. (1.192), forme uivgroup=:
(4) On exprime les parameétres a et b en terme de leurs parties réels et imaginaires ¢.a.d. a = a, + ia; et
b, +ib; ot a,, a;, b, et b; sont les parties réels et imaginaires de ces parametres. Montrer que la matrice
A, donnée dans I'éq. (1.192), peut s’écrire comme une combinaison linéaires dés matrice de Pauli* et

la matrice unitaire. Donner les coefficients de cette combinaison.

(5) Monter les relations suivantes :

@) 0?=1,07 =0;, c? =1eto?"™

; ; =gc;pouri=ux,y,zetncN.

(b) vi0j = iO’k.
(c) 0ioj + 0jo; = 251 (I est 1a matrice unitaire 2 X 2).
d) (-3)(@-B)=a-BL+ic- (@AB) (oi& etp sontdeux vecteurs arbitraires a 3 dimensions).

(6) Montrer que les matrice de Pauli, voir (1.194), forment une base de I'espace vectoriel des matrices
A (voir éq. (1.192)).

(7) On suppose que la matrice U s’écrit sous fornie.expunentielle comme suit
1.
U(e,7) =exp <—21q0n-(7) (1.195)

Otl ﬁ - (nx,ny,nz) eto = (Ux,o—y,o—z).
Montrer qu’on peut écrire la matrice Usous ie.torme

U(g,it) = cos(@/2)1— 7 osin(¢/2)) (1.196)
_ (cos(@/2) —in;sin(¢/2)  —(ny +iny)sin(¢/2) (1.197)
N (ny = iny)sin(¢/2) cos(¢/2) + in,sin(¢/2) '

(8) Montrer que la matrice U € SU(2) (en vérifiant que la matrice (1.197) est unitaire et de déterminant
égalal!).
(9) Calculer les matrices suivantesy:

u(o,n), U(2m,i), U(4rm,i), U(p +2m,1), U(p +4m,ii). (1.198)
(10) Montrer que {U(0,7). U (27,7)} forme un sous-groupe distingué du groupe SU(2)/Z,.
(11) Montrer que les groupes SU(2)/Z; et SO(3) sont isomorphes.

Exercice 4 : Transiarmation de jauge non-abélienne et Isospin

Considérons la ¢ensité lagrangienne du Nucléon

L =T(id," —m)y, P = <”> (1.199)

4. Lbs mutrices de Pauli sont données par :

01 0 —i 1 0
(rx:(l o)' ay:(i 0’), UZ:(O 71). (1.194)
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< =

(1) Montrer que L est invariant sous la transformation d’Isospin globale U (&) = exp(i E‘:;j) (e 7 =
(01,02,03) sont les matrices de Pauli, et & = (a1, a2,a3) sont des constantes arbitraires).
(2) Montrer que U(«) s’écrit

U(x) =cos(@/2) +i(7i-o)sin(¢/2), = ¢ = |al. (1.200)

est que I'ensemble des transformations {U(«) } forme le groupe non-abélien/SU(2).

(3) Montrer que le courant de Noether correspondant est

T Y =
Jt= EWWP(@ = 1/”7“51!’- (1.201)

(4) Montrer que pour que la densité lagrangienne suivante soit invariante'sous la transformation de
jauge locale (& = @ (x))
L=y(iD,y" —m)y. (1.202)

il faut que

D, =9, +igB,, Bl = U(x)B,U %)+ ;(ayu(x))ul(x). (1.203)

(5) Utiliser la transformation infinitésimale pour montreique

, 0,0l (x)
b;{ = bil — ejua ()bl =
8
1
ot B, = 50 d(x) (1.204)

(6) Montrer que la densité lagrangienne de jauge est invariante sous la transformation de jauge locale

Liguge = EFW?W = —%Tr[PWFW]. (1.205)

ou
Fiy = %FW o= %Fﬁvaa. (1.206)
Fl, = bl — 0,b, + gejublbk. (1.207)

Exercice 5 : groupe SU(3)

SU(3) est le groupe des matrices 3 x 3 unitaires de déterminant égal & 1. Montrer qu'un élément de ce
groupe s’écrit

U(ay,ay,...) = e, (1.208)

Les matrices 3 x 3 quiwérifient les conditions de SU(3) sont les matrices de Gell-Mann, elles sont

données par,
0 1 0 0 0 01
M= |1 , A3=[0 =1 0], A=(1 00
0 0 O 100
0 0 0 0
, A7=1{0 —i|, Ag= 1 0 (1.209)
0 0 0

O O =
O W O
=
>

N

|
~

(@]
Si=
W

\0
—2

0
=i

0

00 —i 0
‘«R:(o 0), Aé(o
i 0 0 0

~. O O

1
0
0

~— o o o
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Traditionnellement, on définit les générateurs de SU(3) comme suit

To = 5, a=1,..8. (1.210)

avec

Te(T,Ty) = /2. 1.211)
L'algbre de Lie de SU(3) est défini par le commutateur

[To, Ty] = ifape Te. (1.212)

(1) Montrer que les éléments U (a1, az,...), définis dans 1'éq. (1.208), forme 1&.groupe SU(3).
(2) On considere la densité lagrangienne suivante :

Py
L= JELE™ 4§ P —m)p, y= (w) (1213)
P

Montrer que £ est invariant sous la transformation de jauge locale du groupe SU(3).

Exercice 6 : Théories de jauge basé sur le groupa.O(n)

Considérons deux champs scalaires, ¢ et ¢, qui se transforme suivant la représentation vectorielle
du groupe O(n), comme suit :

(¢h)i = Ui (x) (¢a) s a=1,2. (1.214)

ot O(n) est le groupe des matrices orthogonales 7 X 1 d’élément réels.

(1) Montrer qu’on écrire la représentation infiniii¢simale de O(n) sous la forme :

(P = (Pu)i + €ij(Pa) (1.215)

ou 81']‘ = —8]'1'.
(2) Construire la dérivé covariante pous.les champs ¢,.
(3) Donner le lagrangien total de ce modele.

Exercice 7 : Théorie de Yong-Mills scalaire

Considérons le lagrangien libre-d’une théorie de trois champs scalaires

o) 1 2 2 (Pl
L= 1(0u9)> —mg?], o=\ (1.216)
2 o

On suppose que £.est 1wvariant sous les transformations de SU(2) dans la représentation a 3 dimen-
sions.

(1) Construire les genérateurs de SU(2) dans cette représentation.
(2) Construire i» lagrangien de Yang-Mills associé.
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L’électrodynamique quantique ou QED (Quantum ElectroDynamics) est une théorie quantique des
champs basée sutle groupe de jauge abélien U(1), donc c’est une théorie de jauge abélienne. La QED
est I'un des priier du modele standard et la théorie modeéle dont toute théorie décrivant une nouvelle
interaction s’es: inspiré. Elle décrit 1'interaction entre toutes les particules électriquement chargées
(leptonset quarks) avec le photon, ou I'interaction de la lumiére avec la matiere. Le photon est le boson
de jauge e cette théorie, il est considéré comme le médiateur de l'interaction électromagnétique.
La formulation covariante de cette théorie conduit & sa renormalisabilté a tous les ordres de la série
de'perturkation. Dans ce chapitre, on va étudier en détail la QED, on part de sa construction et
quantiticition et on termine par sa phénoménologie et comparaison avec I'expérience [4, 5, 6, 7, 8, 9].
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Tests expérimentaux de la QED

La QED est la premieére théorie quantique des champs réussie, les prédictions de cette théorie sont
en accord a 8 chiffres significatifs avec des résultats expérimentaux, donc c’est I'une des théories les
mieux vérifiées dans toutes la science. Il existe trois classes d’expériences qui ont confirmés la validité

de cette théorie :
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FIGURE 2.1 — Confirmation de la QED & haute énergie (comparaison des sections efficaces et sections efficaces
différentielles théoriques et expérimentiales), Nuc.Phys B (Proc. Suppl.) 3 (1988) 39-138.

Physique atomique (basse ériergie) : mesure de la constante de structure fine a et le moment magné-

tique de I'électron (i = —ge/(4m,)). Voici les valeurs mesurées et les valeurs théoriques du facteur g
de I'électron et «

¢™/2 = 1.00115965218085(76)
1/ = 137.035999070(98)

gth/z =1
1/ath =137

2.1)
(2.2)

Matieére cona>nsée: plusieurs expérience de la matiére condensé montre que la valeur de « est en
accord avec la valeur mesurée dans les expériences de la physique atomique. Dans 1'expérience de The
quantumnz. Hall effect, on trouve 1/a® = 137.0359979(32).

Expérienccde collision de particules (haute énergie) : plusieurs expériences de collision électron-
positron a haute énergie ont confirmés la validité de la QED, on cite par exemple (i) diffusion Bhabha
e ¢t — e~ e, (ii) production d’une paire de muons e”e™ — p~u, (iii) production d'une paire de taus
e"e™ —»77 1", (iv) annihilation d"une paire d’électrons, voir la figure (2.1).
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Lagrangien classique et invariance de jauge

La densité lagrangienne classique de la QED est donnée par :

L= (R £ P~ m)y

=L L
Lo A
:_ZLFWF +y(id—m)p+q] Ay
=Lo+ L] (2.3)

avec
e { est un spineur de Dirac et un singlet du groupe U(1).

e A, estle champ dejauge (qui donne les photons apres quantification).

e D, =0, —iqA, estla dérivé covariante.

e g estla charge électrique (charge du positron si g = e)

e F,y=0d,A, —9d,A, estle tenseur électrodynamique.

e [y est la densité lagrangienne libre (sans interaction de«sh avec A,).

o L= —1F, F" estle terme cinétique du champ jauge:

o Lp=1(i §—m)y estla densité de Dirac libre d’vn fermion de masse .
e gJl'A, est le terme d'interaction (de ¥ avec /4, ou 1natiére avec lumiere).

e L;=qJl'A, estlelagrangien d'interaction (ac+vpe courant-boson de jauge).

JI* = qipy*p est le courant conservé de Noether (9, ]/ = 0).

Si on varie £ par rapport a i a I’aide de I’éguiaticn d'Euler-Lagrange suivante :
BN S
g 30, p(x))
on obtient ’équation du mouvement suivante (équation de Dirac) :
(i 0y - m)ip(x) = —g7" Au(x) 9 (x) (2.5)

La densité lagrangienne définie dans 1'éq.(2.3) est invariante sous les transformations de jauge locales
suivantes (du groupe de jaugetI(1)),

(2.4)

(llﬂi'fx) = e Py (x) op(x) = —igf(x)p(x)
1 P (x)'= P(x)el 1) (x) 1‘19(9()@( ). (2.6)
Al (x) = Au(x) — 9,0(x) Au(x) = —09,0(x).

La densité lagrangienne ci-dessus est définie pour un seul fermion (et son anti-fermion). Si on veut
inclure d’autres fertiions, il suffit juste de rajouter la densité lagrangienne de Dirac pour chaque
particule. Par exemiple, la densité lagrangienne pour les trois leptons s’écrit :

L= FuF" + L §liD—m)y 27)

i=e,u,T

Exercice 1:

(1) Mbntrei-que L est invariante sous la transformation de jauge U(1).

(2) Montrer que la dérivé covariante vérifie la relation suivante : [D,,, D, i) = —iqF,, 1.
(3)Montrer que : D}, = U (x)D,U(x) !, avec U(x) = e—190(x),

(4) Utiiizer les deux dernieres relations, dans (2) et (3), pour montrer que F,,, = F]QV.
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Quantification

La procédure de quantification transforme un champs classique en un opérateur actant surles états
quantiques, ou l’état de plus basse énergie est appelé le vide. A partir de I'état du 7ide, on peut
générer tous les états physiques a 'aide des opérateurs de création et d’annihilatior: (emission et
absorption des particule). Cette procédure, que I'on appelle quantification canoni;ue, permet de
déduire les propriétés de la matiere et son interaction avec la lumiere. Il existe piusieurs méthodes de
quantification, on cite par exemple la quantification canonique, 1'intégrale de cheniin, ...etc. Dans
cette section, on utilise la quantification canonique pour quantifier I'électromagnétisme.

Quantification canonique

La méthode de quantification canonique ou la méthode de I'analogie classique est introduite par Dirac
en 1926 pour quantifier les systémes classiques en gardant formellement la structure de la théorie
classique. Dans cette approche, on remplace les crochets de Poisson classique

; »y  0AOB 0A0B
{AB} = — —=. (2.8)
dg dp  dp 9q
par les commutateurs
4,8 = L (AB~ BA), 2.9)
Par exemple, le crochet de Poisson et le commutateur de Dirac des vecteurs position et quantité de
mouvement sont donnés par,
{4,p} =1 (crochet de Poisson), (4.pl=ih (commutateur de Dirac). (2.10)

Exemple : quantification de I'oscillateur harmonique
On va utiliser cette technique pour quantifier 1’oscillateur harmonique (1% quantification). L’hamilto-
nien quantique (§ et p sont des opérateurs) de "oscillateur harmonique s’écrit sous la forme :

~AD 1 . . )
Hose = zpfm + Emwqu, avec [4,p] = ih. (2.11)

On définit les opérateurs d’annihilation et de création a et a’, respectivement, par,

a = (mwd +ip)/V2hmes, avec [a,a"] = 1. (2.12)
a" = (mwd —ip)/V2hmw (2.13)
dong,
j= \/;;u (a+ah, p=—i h”;“’ (a—at) (2.14)
alors, Hys. en fonction de aet at s’écrit,
Hyse = hewo(ata +1/2) = hw(N 4 1/2). (2.15)

avec N = ata est 'opérateur nombre de particule, il donne le nombre de particules n dans 1’état |n >,
Hln> =nln > atln>=n+1> aln>=n—1> (2.16)

On peut montre.’que,
N(ajn>)=(n—1)|n>, N(a'|ln>)=mn+1)n>, (2.17)

Dot les vecteurs a|n > et at|n > sont des vecteurs propres de 'opérateur N avec les valeurs propres
n — Tet i+ 1, respectivement. On suppose que |ny > est I'état d’énergie la plus basse, alors a|ng >= 0.
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D’autre part, on a N|ng >= ng|ng > et at(a|ng >) =0, ce qui implique que 1y = 0. Dong, l2s valeurs
propres de N sont: n =0,1,2,... etc.

On rappelle que les états d’énergie de 1'oscillateur harmonique sont données par les vaietrs propres
de l'opérateur Hyse,

Hose|n > = hw(NT +1/2)|n >= Eu|n > (2.18)
On trouve alors,
E,=hw(n+1/2), n=0,1,2,..etcs (2.19)
On voit que I'énergie est quantifiée (discrete) et que 1'énergie la plus basseest'Ey = fiw /2.

Pour trouver les vecteurs propres de l'opérateur N, on applique 'opérateur de création a' 1 fois sur le
vide |0 >, on montrer facilement que,

(a')"
NeT

Dans la représentation de Heisenberg !, 'opérateur a est une fonction du temps, il vérifie

n>=

10>, <0U>=1 (2.20)

ih;t&(t) = [a(t), Fipne] (2.21)

la solution de cette équation est

a(t) = ae ', a=a(0). (2.22)

On voit que le nombre de particules n dans un état |1 > peut dépasser un, ce qui est cohérent avec la
statistique des bosons de Bose-Einstein, ¢.a.d. 1a quantification canonique a 1’aide des commutateurs
conduit inévitablement a des bosons. Alors ¢otinent quantifier les systemes de fermions?

Quantification canonique des fermions

La quantification du champ de Dirac par les anti-commutateurs a été introduite pour la premiere
fois par Jordan et Wigner en 1928. Orn.suppose que les opérateurs de création et d’annihilation 4, 4*
vérifient les relations d’anti-commutation :

{a,a"} =1, {a,a} =0, {at,a"} =o0. (2.23)

(a)* =7, (@2 =o, aat =1—ata. (2.24)

L’opérateur nombre de particules garde la méme forme comme dans le cas des commutateurs, alors

A

N =a'a. (2.25)

On peut facilemerit niontrer que les valeurs propres de 'opérateur N sont 0 et 1. On a,

N2 = (a*a)(ata) = at(1 —ata)a=ata — (a")%(a)> =N (2.26)
K(N-—1)= P — N =K — N=0 :
et
Nin >=nln >= N?|n >=n?|n > =n’=n (2.27)
N(N-1)|n>=n(n—1)|n>=0|n> =—=n=0 ou n= ’

1. I/équation du mouvement d’un opérateur O(t) est ih%@(t) = [O(t),H]
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Donc, le nombre de particules ne peut prendre que deux valeurs

n= { (1’ (2.28)

On suppose, juste pour les besoin de la discussion, que le nombre de particules est 1= 2, alors
2>=(a"%0>=0 n+#2 (2.29)

Donc, n ne peut pas étre égal a 2. Ce qui signifie que deux particules, qui porteni!es mémes nombres
quantiques, ne peuvent pas occuper le méme état quantique, c’est le principe d’exciusion de Pauli.

La quantification par les anti-commutateurs est la bonne voie vers la quantification canonique des
fermions, car le nombre de particules n dans un état |n > ne peut pas dépascerun (n =0,1), ce qui est
cohérent avec la statistique des fermions de Fermi-Dirac et en accord avec l¢ principe d’exclusion de
Pauli, ¢.a.d. la quantification canonique a I'aide des anti-commutateuis.coriduit nécessairement a des
fermions.

Quantification du champ de Dirac

Le formalisme de la quantification canonique (par les relaticns de commutations!) conduit nécessaire-
ment a des bosons. En 1928, Jordan et Wigner ont modifié ce fu=malisme en remplagant les relations de
commutations entre les opérateurs de créations et annihilations par des relations d’anti-commutations.
Cette modification conduit automatiquement a la statistiquede Fermi-Dirac, voir la section précédente.

Considérons 1’équation de Dirac libre,

(i g —m)Ppe) =0 (2.30)
La solution de cette équation (développement en ondes planes) s’écrit sous la forme :
P(x) = / Pk 1 %[u(k)u e~ 1 dt (k)os (k)e'* ] (2.31)
(27)3 2wy 00 ST ' )

avec I'énergie wy = 1/ k|2 + m2, les indices 5=1,2 désignent les deux états de spin, k estla quantité de

mouvement et bs(b) et ds(dl) sont des ecefficients de superposition. Le complexe conjugué i = ¢’y
de 1 est donné par :

37 1 2 . .
= L S (i (e @

ouii =utylets =100,
On rappelle que les spineurs-de Dirac u et v vérifient les relations suivantes (voir le cours de mécanique
quantique relativiste) :

2 2
Z =p+m Y us(p =p—m. (2.33)
s=1 s=1

(P/”Sz(p) = 2wy0s;s, U; (p)vs,(p) = 2wp0s;s, (2.34)

Pour quantifier J= ciwwanp de Dirac, on remplace les coefficients de superposition par des opérateurs de
créations et’d’annihiiations, tout comme nous l’avons fait avec 1’oscillateur harmonique en mécanique
quantique, g.a.Jd.

bs,ds — bs,d; bt dl — bt,d! (2.35)

et donc les champs ¥ et i deviennent eux aussi des opérateurs

9P — P (2.36)
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On impose les relations d’anti-commutations, suivantes, sur les opérateurs de création (b;' ,d;) et
d’annihilation (bs,ds),

{bs (), B ()} = (271)°206506®) (k — q)
{ds(k), dl (q)} = (271)* 2848 (k — q) (2.37)
et
{ES/BS’} = {d\S/d\S’} = {gS/jS’} = {BS/dz"} = O (238)
ce qui implique que :
{$(x), P(y)} = (i §— m)is(x —y) {$(x), 5¢)} =0 (2.39)
avec
. Bk1 N,
iMx—y) = / (27)° 2 e~ (xy) — pllx=)] (2.40)

On déduit que I'anti-commutateur a temps égal s’écrit :

{$(£2),9(t,7)} =100 (Z~7) (2.41)
ou
A3 ez
5O (x—g) = / (27)3aizk-(xfy) (2.42)

Considérons les états d’un fermion |f,k >; et anti-termion |f,k >; d’impulsion k et de spin s. Les
opérateurs b, et ds annihilent, respectivement, un fermion et anti-fermion de la maniére suivante :

bs(K)|f, k >s =10 > annihilation d’un fermion d’impulsion k de spin s (2.43)
ds(k)|f,k >s = 0> annihilaticn d’un anti-fermion d’impulsion k de spin s (2.44)

Les opérateurs b, et d, annihilent aussi le »ide,
bs|0>=0 ds|0 > =0. (2.45)
Les opérateurs B;r et d:r créent, respeciivement, des états d’un fermion et anti-fermion,

bY(Kk)|0 > = |f,k >4 état d'un fermion d’impulsion k de spin s (2.46)
dl (k)]0 > = |f,k > état d’un anti-fermion d’impulsion k de spin s (2.47)

On note aussi que 'opérateur (x) détruit un fermion au point x et crée un anti-fermion au méme
point, ¢.a.d.

=p(x) —§)(x)
. Pk 1 &, . Bk 1 & . .
Pla) = / (2n)32—%€;bs(k)use_lk"‘+ / (2n)32—%£d:(k)vs(k)elk’x. (2.48)
Pl =9 () + 9 (x) (2.49)
et
P (x)|f k> =10 > P> =|f k> (2.50)

aveeh(t) et () sont, respectivement, les parties avec fréquences (ou énergies) positive et négative
de 1/3, douic eux aussi jouent le role d’opérateurs de création et annihilation.
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L'opérateur (x) détruit un anti-fermion au point x et crée un fermion au méme point, ¢.a.d.

zi(“m )
-~ 2 ik~x Pk 1 2 7t p ik-x
$(x)= / s L0 [ R W0 251)
b= )<> i( )<> (2.52)
et
T @Ik = 0> w0 > =1k > (2.53)

L’opérateur charge électrique est définie par
O=g: [ dxjt:
Pk 1 SR o
=0+ [ s DB (0 (k) + dL (R K)) :

3
=1 [ G DU WL® ki (9i.00) @259

ol “::” désigne le produit normal 2.

Exercice :
(1) Montrer que :

Qlo>=0 Qbt0 > = 45110 > Qdt0 > = —gdt|0 > (2.55)

(2) Exprimer I'opérateur hamiltonien en fonction des opérateurs de création et annihilation.

H= J/"  PripTaoy - (2.56)

sachant que H = 9L/ [9(dy)]0% — L.

Propagateur du fermion :
On définit le propagateur de Feynmarvdu fermion Sr comme la valeur moyenne sur le vide du produit

A
0

chronologique des deux opérateuss <t ¢, on écrit

iSp(x — x') =< 0|T[P(x)p(x')]|0 > (2.57)
ot le T-produit (ou produit chromologique) est défini par :
T[HEP()] =6t = £)P)P() — 00 = HP(x')p(x) (258)
_ ] 9op) s et
_{ —p(x)P(x) si t<t 259)
la fonction 6 est détitiie par :
N1 si t>F
Q(t—t)—{o G t<t (2.60)

Dans le cas géneral, le produit chronologique T est défini par :

TjO(1)O(t2) -+ O(t)] = Ot )O(ky) - O(t;,), )

2. Le produit normal est défini par : AB:= ATBT — B" AT + A"BT + A"B~ (ot AT, B™ sont des opérateurs d’annihi-

lation'ot A, B~ sont des opérateurs de création). On introduit le produit normal pour rendre la charge électrique, I'énergie
et d’atitres Juantités physiques du vide nulles.
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» Sit >t :dans ce cas, le propagateur s’écrit :

<O[p(x)p(x')[0 > = iS} (x — ')
s(kK)BY (k)]0 > (2.62)
On peut interpréter le propagateur, dans ce cas, comme la création d’un tezmion a 'instant #/

(b%(K')|0 >) et puis sa destruction a I'instant t. Donc, un fermion se pror‘age du point x’ au point
X.

x ——e X =iSH(x —x) (2.63)

» Sit <t :dans ce cas, le propagateur s’écrit :

<Ofp(x")(x)[0> = iSp (x —x')
< 0]ds(kydt (k)10 > (2.64)
On peut interpréter le propagateur, dans ce cas, comme la-ciéation d’un anti-fermion a l'instant

t (df(k)|0 >) et puis sa destruction a l'instant t. Denc, wi anti-fermion se propage du point x au
point x’.

X o—a—e i/ =iS; (x —x') (2.65)
Dong, le propagateur Sr décrit la propagation d"un ifermion du point x’ au point x ou la propagation

d’un anti-fermion du point x au point x’. On peut iniierpréter le propagateur comme une fonction de
Green car il satisfait I’équation différentielle suivante :

(i g —m)ie(x— &) =i6® (x — x) (2.66)

En pratique, on a besoin de I'expression drpropagateur dans I'espace des impulsions. La transformée
de Fourrier du propagateur s’écrit

SN I d*k —ik-(x—x") k
Se{x=x") = (Zn)4e Se(k) (2.67)

On remplace dans I'équation-de Gleen éq. (2.66), on montre que :

i K4+m

SF(k) = k_m —Zkz_mz

(2.68)

Remarque : Le propngateur Sp(k) est mal défini a cause du pole k* = m? (si le fermion est sur couche
de masse ou on-shell). Piur éviter ce probléme, on contourne le pole par une déformation de contour.
On écrit dong,

I A &
SeK) = 4 =i (2.69)

le choix de"iA est imposer par la causalité.

Exercice 2. /
(1 Montrer que Sp(x — x') vérifie 'équation (2.66) (utiliser la relation (2.41) et Mt_t) =6(t—t)).
(2) Motiier que la prescription “+iA” est le bon choix et pas “—iA”.
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Quantification du champ de Maxwell
L’équation du mouvement du champs du photon est? :

0 photon libre

—ep(x)y'(x) interaction (2.70)

aVFVV(x) = (aZgIJv _ aﬂav)Ay(x) = {
Ces équations sont covariantes (transformation de Lorentz) et invariantes so1:s la *ransformation de
jauge Ay, = Ay — 0,0(x) et ¢’ = e~ 1)y, Le champ A, est un 4-vecteur (qusdri-potentiel), il s'écrit

dong, en principe, il a 4 dégrées de libertés. Mais, le photon physique.ne possede que 2 degrés de
libertés qui correspondent a ses deux états de polarisations transverses.*.

Le champs A, n’a pas un sens physique car il n’est pas définid"urie'maniere unique, car une trans-
formation de jauge de type A}, = A, — 9,,0(x) ne va pas changer le tenseur F,, et donc I'équation du
mouvement de ce champ. Pour éliminer les degrés de libertec.superficiels et obtenir les équations de
Maxwell a partir de I’équation (2.70), on doit fixer la jauge. Par exemple, on peut imposer la contrainte
suivante sur le champ A, :

3, AF (x) = 03 2.71)

cette condition est appelée la jauge de Lorentz (<’~st uriejauge covariante). Il existe d’autres choix de
fixation de jauge qu’on peut utilise (et qui ne change pas la physique). Par exemple,

la jauge de Coulomb : VL A=0 (2.72)
la jauge temporelle : Ap=0 (2.73)
la jauge axiale : n Ay = 0 (o1 n est un 4-vecteur arbitraire) (2.74)

Maintenant, on va quantifier le champs e Maxwell libre. En premier lieu, on ne fixe pas la jauge.
On impose les relations de commutation & temps égal sur les champs de jauge A, et sont conjugué
7, = 0L/3(°AM),

[A,q(x),m,(y)] = igwcSB(x —-y) (2.75)
[Au(x), Av(y)] = [mu(x), o (y)] =0 (2.76)

mais
7Ty = +Foy = =0pA, + 9, Ap — 0 = 0. (277)

Ce qui conduit a une contradiction avec la relation (2.75) :

[Ao(x), 7m0(y)] = [Ao(x),0] = 0£i6> (x — y)! (2.78)

Exercice 3 :

(1) Dériver I'équation de mouvement (2.70).

(2) Résoudatre (2.70) et montrer que tous les choix de fixation de jauge sont équivalents.
(3) Montrer que 71, = —Fy,.

3. Utiiiser les équations d’Euler-Lagrange et le lagrangien (2.3) pour dériver 'équation du mouvement du champ de
jauge Ay (2.7G}.
4.Les ondes électromagnétiques sont des ondes transverses, ¢.a.d. les vecteurs E et B sont toujours orthogonaux au

vecteur d'vade k.
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Solution de I’exercice :
(1) L’équation d’Euler-Lagrange pour le champ A, est
oL oL

94, _a”a(avAy) =0 (2.79)

out £ est donné par 1’éq. (2.3). On a % =gy et

oL 10(FypF*F) 1 3(Fap) g 1 {
GE— . S A Y A - __ (gvyl_(sxév F”‘ﬁ:, [V _/FHVY = FHV 5
30, A,) 40,4, 20004, 5 (005 — o op) F*F = ) (2.80)

d’ou I'équation du mouvement d, F* = gipyHip.

(2) Voir le paragraphe suivant.
(3) Le champ conjugué de A, est,

oL 1 OF*P 1 B B 1 .

Le probleme est dfi au fait que A, n’est pas unique (car A;, ='A, — 9,,0). Pour résoudre ce probleme,
Gupta-Bleuler ont proposé la méthode de fixation de jauge. On impose la jauge de Lorentz par exemple.
Alors, la densité lagrangienne du champ de Maxwell libre s’écrit dans ce cas,

1 , 1
Ljauge = _ZFuva e (0, AM)? (2.82)

oil 5 est un multiplicateur de Lagrange et (9, A*)* ¢st le terme de fixation de jauge. Recalculons,
maintenant, le champ conjugué

7, (x) = Folx) — (1/a)gh0, A" (x) (2.83)
Dans ce cas, la composante 0 du champ 77 n‘est pas nulle,

mo(x) = Foo(x) — (1/ )09, A" (x)
=(1/a)0, A" (x)
#0 (2.84)

On peut montrer facilement que I'équation du mouvement du champs A, dans ce cas, devient

A, — (1—1/a)9,9,A" =0 (2.85)
Dans la jauge de Feynman, ~n ctidisit « = 1°. Alors,
A, =0. (2.86)
La derniere équation est de type Klein-Gordon, sa solution s’écrit sous la forme :
. ek 1 ¢ (k) —ikx | H(x) +(6) ik
Ay(x) = /szkkgo[a(“)ey e kx4 gtR)g W gika] (2.87)

oll wy = |k| extl'ériergie. Les 4-vecteurs ¢, sont orthonormalisés, donc on peux choisir la base suivante :

€ ) (1,0,0,0) vecteur de polarisation scalaire

8541) =(0,1,0,0) vecteur de polarisation transverse (2.89)
8;2) =(0,0,1,0) vecteur de polarisation transverse .
sf) =(0,0,0,1) vecteur de polarisation longitudinale

5. La pilysique est indépendante du parametre .
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Si on se place dans le repere ot le photon est longitudinale, ¢.a.d. k = (0,0,0,wy), ce qui est Aquivalent

a8 =k/ |E|, et on écrit les trois derniers vecteurs de polarisation dans (2.88) sous la forme sgf) =

(0, €(K)> pour r = 1,2,3. On montre que les 3-vecteurs vérifient :

k-8 = pour k=12
g1 . g) = Orerc! pour k& =1,2,2 (2.89)

et les 4-vecteurs vérifient :

() (x' ' : (1) (%)
& g0 =) gK) — g Y Ceen'er = F8uv- (2.90)
k=0

avec{p=—let{1=0=03=1.

Remarque :
Seules les polarisations transverses d'un photon libre sont observées.Flles correspondent aux deux
degrés de liberté physiques du photon et sont données par :

85:;§@$+w$) (2.91)

Si k est orienté suivant 1’axe z, les polarisations transverses.du photon libre deviennent :

0
1 1
E;Zﬁ . =ls,5, >=1,+1 >,
0
0 X
R
e =—7=l,_, | =|s,s; >=11,-1> (2.92)

|
07
Les polarisations scalaire et longitudinale zie sont pas observées. Elles ne contribuent pas a 1’énergie du

photon. L'exercice suivant montre que les polarisations non-physiques ne contribuent pas a I'énergie
du photon.

Exercice 4 : polarisations physiquec.vs polarisations non-physiques
(1) Montrer que les opérateurs 7 () et 41(¢) vérifient les relations de commutations suivantes :

[T th), 6" ()] = —g' 8% (k — K') (2.93)
719 (), ") (k)] = [ (), 8" (k)] = 0 (2.94)

(2) Calculer la densité 1:-amiltonienne et montrer que seule les photons transverses qui contribuent a
I'énergie, rappelons que :

A= / Px(mdoA, — L) : (2.95)

Solution :
Apres la quantification, le champ A, devient un opérateur, on écrit donc :

A= | PE L1009 ()6l (ke 1 370 (el (el ] (2.96)

= A (x)+ A, (x) (2.97)
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avec

3 3 3
+ — ~(x) () —ik-x A— :/ k1 At (i) *(x) / R 4
A (x) / o 2 K;a (ke (e, Ay () = [ e LA e @t @8)

ot 49 (k) et A}J[ (x) annihilent un photon d’impulsion k et de polarisation « (x = 0,1,2,3), ¢.a.d.
2™ (k)]0 > =0, Af(x)|0> =2, (2.99)
et a" (k) et A, (x) créent un photon d’impulsion k et de polarisation « (x = 0,1,2,3), ¢.a.d.
2t (k)]0 > = [1,(k) > . (2.100)
ott |0 > est le vide et |1, (k) > est I’état d'un photon de polarisation « et-d’impulsion k.

On exprime 1'hamiltonien en fonction de 7ty et A u, on trouve :

A= —;/d3x:7‘r”7%y+ (VA - (VA7) (2.101)
avec
A Pk 1S, ST At(K) () ik-x
Ao (x) = / (2n>352[a( J(k)eld) (k)e=**= at ) () g™ (k) et ] (2.102)
x=0
=Af(x)+ A, (x) (2.103)

On suppose que les relations de commutations (2.54) sont vérifiées (voir [7] par exemple). L'opérateur
hamiltonien s’exprime en fonction des opérateurs de création et annihilation comme suit :

3
A= / Pl X 2,a0 (k)2 (k) (2.104)

k=0

oulp=—1letly=1pourx=1,23.

Agissant, maintenant, I’opérateur H <ur I'etat |1, (k) >, alors

. [ 3 R
H|1.(k) > = Pawy Y 7,a™) (g)a™®) (q) 2" (k) [0 >
p=0

= wia™™ (k)]0 > (2.105)

Dongc, I'énergie d"un plioton scalaire, longitudinal ou transverse est wy. Ce probleme est résolut par
Gupta et Bleuler en remplacant la condition de Lorentz par :

MAL ()| > =0, <plo"A, (x) =0. (2.106)
et donc
< Plo" Ay ()| > =< Pplo" A (x) +F A, (x)[p >=0 (2.107)

Cette condliticn assure que la condition de Lorentz et les équations de Maxwell sont la limite classique
de cette théoric/En fonction des opérateurs de création et annihilation, les contraintes eqs. (2.106)
devierient :
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" () = " O Rl > =0, <Plla"@ (k) —a" V)] =0 " 2.108)
or

<9[[a" (k) —a" O (k)] x [a"®) (k) —a" O (K)][p >=< p|a"® (k)a® (k) — 2’ ()2 (k) [ > =0
(2.109)

Calculons la valeur moyenne de H, on a:

3
<Ylflly > = [ L <pled O wa @l >

- / Py < | — 87O (k)2 (k) + a7 (k)a® (k) +Y /&0 (k)2 (k) |p >

1,2

s

— / Prewp Y < |at® (k)a® (k)] > (2.110)

=12

L'expression de I'énergie du systéme, obtenue apres calcul, montie gue seuls les termes correspondant
aux photons transverses (polarisations x = 1,2) contribuenu2 'énergie totale.

Propagateur du photon :
Le propagateur du photon est défini par
Dyy(x — x") =< 0| T[4 (x) 24, (x")]]0 > (2.111)
avec

T[Au(x)Ay(x")] =0(t — ') Au(x) Ay (x") —O(F — ) Ay (x") Ap(x) (2.112)
Le propagateur D, est une fonction de Gi<en; il vérifie 1'équation différentielle suivante :

[0%gu — (1 —1/2)2,0,]D" (x — ') = z'g;i(i(‘})(x —x') (2.113)

La transformé de Fourrier de D, (x = %) est

Dy(x—x') = / gg&ik'(”,)cw(k) (2.114)
Alors,
[—kguw + (1 — 1/ a)k, k]G (k) = ig?. (2.115)
on montre que
Go(K) = — e gy — (1 — ) 2 @.116)

dans la jauge de Fevaman a = 1, le propagateur devient

. Suv
G (k) = —i77 i (2.117)
dans lai<uge de Landau a = 0, le propagateur devient
_ i kiky
Gyv(k) - m |:g;tv k2+l)\:| (2.118)
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2.4 Matrice S et Régles de Feynman o7

Matrice S et Régles de Feynman

Définition de la matrice S

La matrice S est un opérateur qui donne la probabilité de transition d’un état initial i > 4 un état
final | f >. Pour assurer la conservation de la probabilité, I’opérateur S doit étre unitaire SSt = 1. Un
élément de cette matrice s’écrit :

Spi =< fIS]i > ot Y ISalF =1 (2.119)
f
L’expansion de Dyson de la matrice S, dans le cas général, est :
é:fi“;V/7~/¢m¢m~u%ﬂqﬂmmﬂﬁug~4ﬁu@} (2.120)
n=0
ot H; = — L est la densité hamiltonienne d’interaction. Rappelons que
TR e e 2121

Théoréme de Wick
On rappelle que le produit normal de deux opérateurs A et prast-défini par :

AR — ATBt —B AT+ A Bt +A B~ A et-.B’ sontdes opérateurs fermioniques
T | ATBT4+B AT+ A Bt + A B™  autres

(2.122)

ou AT (B™) sont des opérateurs d’annihilation et A7 (R ) sont des opérateurs de création. Pour deux
champs scalaires et deux spineurs de Dirac, respectizement, le produit normal est défini par :

p()P(y) = ()T (v) + ¢ () () + ¢ ()T (y) + 9T ()T (y).  (2123)
p()p(y) = (@) (y) — p T )N (x) + 9P ()P () + O ()P (y).  (2124)

ot OT et O~ sont, respectivement, les epérateurs d’annihilation et de création.
On peut écrire aussi :

o ap._ J {AT,B"} A" et B sontdes opérateurs fermioniques
AB—:AB:= { [A+ B] “avires (2.125)
Le commutateur et I’anti-commutai=ur sont des scalaires, alors, on peut montrer que :
/ [ {A",B~} fermions
0|AB|0 > = { [A+*B-] bosons (2.126)
Le produit chronologique de.deux opérateurs s’écrit sous la forme :
T[A(x1)B(x2)] =: A(x1)B(x2) : + < O|T[A(x1)B(x2)]|0 > (2.127)

On introduit la notion de contraction de deux opérateurs. La valeur moyenne sur le vide du produit
chronologique de A et B (< 0|T[A(x1)B(x2)]|0 >) est donné par la contraction des deux opérateurs A
et B, on écrit donc

A(x1)B(x2) =< 0[T[A(x1)B(x2)][0 > (2.128)

Les contraction non nulles sont les propagateurs de Feynman. Pour la QED, les contraction non nulles
sont les suivantes’:

B 4 —ik-(x1—x2)
/(dk e (2.129)

O Pxe) = —pla)gn) =iSr(a —x) = | 5oy

AM (1) A" (x2) = iD(x1 — x2) = g / Th vt (8 g Juke (2.130)
Lo ! (27)2 K2+ iA k2 + i) '
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La généralisation du T-produit (théoreme de Wick) :

T[ABC---XYZ] =: ABC---XYZ:
+:ABC---XYZ:+---+:ABC---YZ:
L L
+:ABCD---XYZ:+---+:ABC-- - WXYZ:
I | L1 L

+ somme sur les contractions triples

-+ somme sur toutes les contractions superieuss!. (2.131)

Par exemple,

T(pa(x1)¢pp(x2)] =: pa(x1)Pp(x2) : +: pa(x1) Pp(xs): (2.132)
Tlga(x1)pp(x2)pc(x3)] =: pa(x1)Pp(x2)Pc(x3) : + 1 palrr )i (x2)¢e(x3) :
+:pa(x1)Pp(x2)pc(x3) : + : pa () Pp(x2)Ppc(x3) (2.133)

2.4.3 Matrice S et Régles de Feynman

Revenons, maintenant, a la matrice S, voir eq. (2.120). En Qr'D, elle s’écrit sous la forme suivante :

2 (—ie)" —A — —
=L SR o [ttt T P i ¥ A B AY ) (2.134)
On note qu’on peut remplacer le T-produit dans (2.13:) par :
T A A 1 AP e} = T{( AP) 2, (¢ AP)x, - (Y A)s, } (2.135)
Regardons, maintenant, le premier ordre cel’opérateur S. 11 s’écrit,
D — —ie/d4xT{: TP
= —ie [ AP AT P AT P AT
- —ie/d‘*x[?b* At 1 Ay G Ay (2.136)
Considérons I'état e, e,y > et l'Opérateur @Jr ATyT,
VAT e ety > =9 AT|0et,y >
= @Jr |0,e",0 >
=10,0,0 > (2.137)
on peut interpréter cette opération comme 1’annihilation d"un électron, positron et un photon.

Schématiqueinent, 51 décrit 8 processus (tous sont non-physique car I'énergie ne peut étre conservée).
Voici les 8‘processiis basique de la QED :

0 Annihilation d’un électron et un positron et absorption d"un photon au point x :

(—ie)p" AtyT (2.138)
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0 Annihilation d’un positron et absorption d’un photon au point x et création d'un positren :
>—<— (—ie)p ™ ATy~ (2.139)
0 Annihilation d"un électron et absorption d’un photon au point x et création d"uiélectron :
>—» (—ie)p ATyt (2.140)
[J Absorption d"un photon au point x et création d’un électron et un positron :
A/v\< (—ie)@f A4 Lr'"_ (2141)
[ Création d"un électron et positron et émission d"un phcton au point x :
-<— (—1eyp" Ay~ (2.142)
[ Emission d’un photon et annihilation d"un électron et un positron au point x :
>\m ( --i€)¢+ Aflp-i_ (2.143)
[ Emission d’un photon et création d"un électron et annihilation d’un électron :
/
/{\ (—ie)p~ A y* (2.144)
[ Emission d’un photon et créaticn d’"tin positron et annihilation d"un positron :
—>—< (—ie)p ™ A"y~ (2.145)
Régles de Feynman dans I'espace des configurations
[ Absorption d"un électron.au point x :
——ox Pt(x) (2.146)
[J Absorption d’vn positron au point x :
2=+
——oex P (x) (2.147)
O Emission d’un électron au point x :
Xo—p—— P (x) (2.148)
O Emission d’un positron au point x :
Ve P (x) (2.149)
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U Absorption d’un photon au point x :
I A~A~A~A~e X A (x)
[0 Emission d’un photon au point x :
X oA~~~ A, (x)
U Propagation d'un électron du point x; au point x; :
X1 o—p—o X2 iSp(x1 — x2)
0 Propagation d'un photon du point x; au point x; :
X1 O~AAAAA~S X2 iDyy (x1 20)

0 Vertex électron-électron-photon :

'\~\< = iE’)/H
Processus a I'ordre de Born :

Considérons l’ordre 2 de la matrice S,

Oy

2) = (_21'!6)2/614x1d4x2T{: P(x1) atxr)p(x) = P(x2) Alx2)p(x2) :}

(2.150)

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

D’apres le théoréme de Wick, on ne prend/pas-en compte les contraction dans le méme point de

I'espace-temps et les contractions suivantes-sotit rulles,

< O|T[(x1) (2110 >=< 0| T[p(x1)$(x2)]|0 > = 0.

Alors,

50 = I [ gt s ) ()P pc2) A ) A (22) 7

2!

+ (=

(—ie)®
2!
—ie)?

_|_

—~

_'_

(32
!16)7 [
21

o

e)? _ B .
2!) /d4x1d4x2{: P ()7 (1) P (x2) 7 9 (x2) Ay (x1) Ay () :}zsg
/»d4.1’,1d“x2{:@I(xl)ryﬂlp(xl)ﬁ(XZ),yvgbl(xz)Ay(XI)AV(XZ) :}Eﬁéz
T [ dmata e )y ea) p(12) A A (32) =50

F bt $ln)rp(a)Px) 7" plr2) Ay (1) Ay (32) 175

P bt ) vy () P () A A () 1155

A |

- [l ey Ry () Ay (1) 4 1) )

)

)

)

)

)

)

)

(2.156)

(2.157)

(2.158)
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On peut montrer que §§2) = §§2) , alors,

S 487 = (—ie)? [ dmidxa (s Pr) 7" p(x) P21 $(2) A1) Ay (x2) )

= i(—ie)Z./d4x1d4x2{: P (1) Y Sp(x1 — x2) 7 P (x2) A (x1) Ay (x2) 3] (2.159)

En développant cet élément en fonction des fréquences positive et négative Aes chanips, cet élément
de la matrice peut décrire plusieurs processus tout dépend de I'état initial 2t firial.

e Diffusion Compton:e vy —e 7y

8% . =—¢ / did o § (x0)YMiSE (X1 — )P YT (x2) A ) A (x2) [} M

—é? / d4x1d4x2{: i_ (Xl)’)f}ligp(xl — XZ)’)/Vl,U+ (XW)A; (xl)A; (XZ) Z}—>M2 (2.160)

A o
o ST

X X s (2.161)
.
Ay rJJ 1\\

La premiere ligne de (2.160) est représents parle diagramme M; et le dixieme est représenté
par le diagramme M.

e Processus:2y — e e

SA%Le,ﬁ =— ez/d4x1d4x2{:@Txﬁ’y’”%(xl — )7 (x2) A (x1) Ay (x2) 1}

- ez/d4x1d4x2{t ()Y iSE(x1 — x2) Y P (x2) A (x1) A (x2) 1} (2.162)

Ay
X2

M, (2.163)

X1
Ay

o Processus:e +¢ —e +e

S0 o =7 [dndn (P )yt ()P ()Y (x) D —x)} @164

X2 X1
M; M, (2.165)
X1 X2
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e Diagrammes a une et a deux boucles : les éléments de la matrices S, c.f. eq.(2.158), S\éﬂ { §é2)),

5(2) . a2 S : . :
S; ) et Sé ) sont représentés, respectivement, par les diagrammes de Feynman suivants.:

e ’\Q = (2.166)

2.4.4 Regles de Feynman en QED dans I'espace des impulsions
B Fermion entrant avec une impulsion p :

——e us(p) (2.167)
p

B Fermion sortant avec une impulsion p :

—» iis(p) (2.168)
P

B Anti-fermion entrant avec une impulsion p :
P
—-—oe Ts(p) (2.169)

B Anti-fermion sortant avec une impulsion p :
P
— o vs(p) (2.170)
B Photon entrant avec une impulsion k :
k (1)

AL e (k) (2.171)
B Photon sortant avec une impulsion k :
k (x)
NANs I S}l (k) (2.172)
B Propagateur du fermion :
i
—- _ 17
;_ p—m+il 2.173)
B Propagateur du photon :
p v — W (1—a) K (2.174)
AN — — —_ .
h i \8 K+iA
Dans la jauge de Feynraan,on pose a« = 1. Donc le propagateur du photon devient,
i 2.175
12 f\/\/];/\/\, v 2 Iy ( . )

B Vertex fermion-fermion-photon :
H

>—>— —ieyt (2.176)
Iz
>—» j —ieQq"éjj (2.177)

ot 1,7 désignent les couleurs des quarks et Q, est la fraction de charge des quarks (Q; =2/3
puur les quark up et Q; = —1/3 pour les quarks down).

B Vertex qiark-quark-photon :
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2.5 Calcul des processus a I'ordre de Born
Pour calculer les carrés des amplitudes, on utilise les relations suivantes :
2 2
Z =K+m, Y vs(k)as(k) =K —m (2.178)
s=1 s=1
2 2
Y (us(k))ias(k))j = (K +m)y;, Y (vs(k))i(Ts(k))j = (Koem)y; (2.179)
s=1 s=1
(2.180)
et
qu e (k) = — gy (2.181)
Contraction sur les indices de Lorentz :
Yo =4
Y YeYu = =27
'YV’)’a’)’ﬁ,)’ﬂ = 4gv¢p
Y YV Yo Yu = =278 a (2.182)
Traces des matrices de Dirac :
Tr(y#yY) = 4¢" (2.183)
Tr(yF 'y y") = 4(gMg™ — g"7g" + g'g"") (2.184)
2.5.1 Création d’'une paire de leptons : ¢~ +v+ — u-)+ u*
Considérons la réaction suivante :
e (pe)+e(p2) = p (p3) +p' (pa) (2.185)
Le diagramme de Feynman décrivast cette réaction est le suivant :
e (p1) u(ps)
(2.186)
_ e (p2) w(pa)
L’amplitude corresponcantes s’écrit,
ie? _ y B )
M= (Pl i PZ)Z n i/\vsz(PZ)')’ Us, (P1)u53(P3)’Y Us4<p4)g}“/
2
ie _ _
- (pl I PZ)Z I i)\vsz (pz)’)’yuﬁ (pl)”53<p3)7]1v54(r74) (2-187)
Le cornplerc.conjugué est donné par,
— —ie?
M = Sl(pl),y USZ(PZ)US4(P4)’Y;4/MS3(P3) (2.188)

(p1+p2)?+iA
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Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins

YIMP = Z Y ) MM

S1= 152 154 1
=p1+me

1 et
N 4 [(p1+ p2)? +iA)? Szlvsz p2 ’sz;l us, (p1) s, (p1)at USz(p )

_;/4 my

X Z s, (p3) vy Z Vs, (P4)0s, (pa) Y ths; (p3) (2.189)

S3= S4= 1

alors,

2

Y IMP = i [(p1 + pjl)z A2 5; <ﬁ”(p2))al <7y(ﬁ1 " m‘w%lﬁl <052(p2)>ﬂ1

<y (1 ) (mm —mm/)azﬁz <us3(p3)\

531

B2
4

1 e /
= - Us Us ')’H + me ,th )
4 [(Pl + P2> + Z)‘]z Z ( ’ pZ))ﬁ < ’ p7 a4 k rjl a1B1

521

B fim) fin<E).

et

] e ’”)ﬁ (#Ch+ mem)%

’ +my) (s = )

7 2B
ot
[(p1+ p2)* +iAJ?

X
Baaa

»m»—\ —~ »-NH

Tr[(pp =mo) 7" (¥, —I—me)')/”,]Tr[(}% +my)vu(Py — my)'hz’] (2.190)

Tr[p, — me)y" () 4 me 7S = Te[ oy o) — me e[y ]
4 (Pé’ P~ pr - paght + pé”pi’) — dm2gh’ (2.191)

Tr[ 5 + mﬂ)%‘(]bz} S m#)’)’y/] = Tr[ﬁ:&’)’ﬂ ]é4')’y/] - m;thr['Y;t'Yy’]

= 4(;73”]74‘1/ —p3- p4g‘uyl + p3‘u1p4y> — 4migwf (2192)

Le produit des deux traces est,

Te[- /e[ 3y=32(p1 - papa - pa+ pr- papz- ps + m2ps - pa+mipy - pa + 2m2m?) (2.193)

Rappelons que g Sup = gﬁ =4detphpt pau Pay = P1 - Pap2 - p3, - etc. Alors, le carré de I'amplitude
somme et wayenné sur les spins est,

S 864
L" 1> = [(p1 + p2)2 + iA]2 (P1-pap2-pa+pr-papa-ps+mips - pa+ mipl “p2+ 2m§mi) (2.194)
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On re-exprime }_|M|? en fonction des variables de MandelStam. Rappelons que,
s —2m?
s=(p1+p2)? =2m; +2p1- p> = Prop=—p
5 5 s — 2mi?,
= (p3+pa)” =2my, +2ps - pa — 3 pa=—5
2 2
i my —t
= (p1— p3)® = m; +my —2p1 - p3 = pLops 2/
mz -~ m2 —t
:(pz—p4)2:mg+mi_2p2.p4 o pz.p4:%
m2 +m? —u
= (p1 = pa)? =i + iy —2p1 - pa = PP
m2 4+ m? — u
= (p2 — p3)* = m; +my —2pa-ps = P4'P3:%
(2.195)
Dong,
Y IMP = 2! [+ u® — 2(m] + m ol 4 m, — 25)] (2.196)
=P u My + s +my, — 2s .
Pour trouver la derniéere formule, on a utilisé le fait que : 1 = Emg + m}% —s—t.
On calcule, maintenant, la section efficace totale :
1 #ps d*pav=
o= o (prok pa — 2.197
4/ (p1.p2)? —m ( 2” / prmpa 25 2E, 2F, LM (2.197)
On a
T 2 2
/ . = | dpust (9 - m2) (2.198)
A Taide de cette formule, on intégre faciiement sur la 4-impulsion p4 (grace a la fonction ) :
1 L2 |paPdips| + 2 _ 21N M2
o= 5 dQ3é + pp — —m M 2.199
Grpar it @7 | 2E; (prtpa=pol =L M @199
On se place dans le référentiel CM : ¢ + po = Pz + pa = 0 et
/ 1 \ 1
_ s 0o VAR
=i U/ =51 (2.200)
Pe —Pe
1 1
_A/5 | pyusin(0) _ Vs | —pusin(6)
PG ; pa= 0 (2.201)
pycos(0) —pycos(0)
avec
4m2 4m?
pe=1]1- op=1{1——" (2.202)
s s
Pour liiilariser ’'argument de la fonction J, on utilise :
(2.203)

5(g(x)) =} _(x — xi) /|8 (xi)]
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alors :

5 [(p1+p2— pa)? —my] = 6" [s — Zﬁ\/m]

on a

= ~ - Vs dmy s
8(IPal) =5 =25 /Pal? + m Pale =4\ 1= = =425

On prend en compte que la solution positive,
18" (173]+)] = 2v/sp0,
alors,

. 5 AN

) ) 5(‘?’3’_\2[0#)

+ _ _ _ .
0" [(p1+p2 — p3)” —my,] NS

On remplace dans la section efficace,

51761 - %)

1 1 /+°° |73|? L [T 27 2
- . - dyp3|/ sin(0)d6 - dg Y M|
4sp, (27)% Jo /|75 2 +m3 0 50 2¢/spy

Le carré de I'amplitude ne dépend que de 6,

I 234 52
YIMP = [8{@% +02)2 + 4p2p% cos2(0) } — 2(m? + m2) (m? + nr? — 25)}
avec,

1
E= —s[0¢ 0 =1 = 2000y,c08(0)]

U= —-sl

| .
S0t o — 1+ 20p,c0s(6)]

Intégrant o sur ¢, on obtient

5(\)53 - \fpﬂ)

1 1 /*00 |P3|? L [T 2
4sp. 271 Jo «/|ﬁ3‘2+m%‘ 73] 0 (6) 250, Z’

Intégrant, maintenant, la derniere formule sur |P3|, on trouve

4

o= g O [sin )0 S (02 + )+ 4piptcost(0))
167ts p; (s +iA)2 Jo g e o

—2(m2 + m;zl)(mf, + mi — 2s)

Pour intégrer sur.0, on fait le changement de variable suivant :
cos(f) =X sin(0)d6 = dX

alors,

~e p”1/HdX (R + 0202 + 422X — 2002 + ) (1 + i —2)
167ts pe 8% J—1 g e err A

(2.204)

(2.205)

(2.206)

(2.207)

(2.208)

(2.209)

(2.210)

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)

(2.215)
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On peut négliger la masse de I'électron devant 1, et s et car,
m2 <K s my < my, (2.216)

donc, p, — 1. On trouve,

7= 167Tspusi2 _ 8

402 2m,
=20 (1 + ) (2.217)

et 1 +1 52 . ]
/1 dx[{(1+p§,)2+4pix2} — 2m?, (m?, - AS)J

Pour s > m%, on peut négliger la masse du muon et on obtient la fameuse formule de la section
efficace :

4027
EESediad 2.218
T=3 ( )
Diffusion Compton:e™ +y —e¢™ + 7
Considérons la réaction suivante :
e (p1) +7(p2) = e [n3) +/v(ps) (2:219)

Les deux diagrammes de Feynman décrivant cette réaction ¢

p1 P4
p2 p3 v
# p1— P4
p1+ sz ”
P1 P4
p2 p3

Calcul de I'amplitude :
Les amplitudes associées a ces deux-diagiammes de Feynman, respectivement, sont :

P52

—1e \ v K * (K
e s (P (Aot By ) s (pe™ (pr)el™ (pa) (2.220)

- 2
its (P3) 1" (1= Py + )7 s, (p1)el ()™ (pa) (2.221)

—1le S
(p1 — P4)7' —mA+IA

M, =

Les complexes conjug«és de M; et M, sont,

M Z.E"ﬁ‘ 7 ! v *
M, = (prs PZT?‘ — 2+ iAusl(Pl)’)’” (p1+ ¥y +m)y uss(P3)£y§K2)(p2)81(/7f4)(]?4) (2.222)

2 ! / *(K * (K.
(pr= p4)2v_ oz T (PO (1= Pyt m)r” Msg(lﬂs)%g 2 (p2)els™ (pa) (2.223)

M =

Le carré dc l'ainpl tude sommé et moyenné sur les spins et les polarisations s’écrit,

YIMP = Y Y M+ MaP

52,52 K2,K4

%Z ) |M1|2+3IZ Y. |M2|2+;Re[2 ZM1M2} (2.224)

52,52 K2,K4 52,52 K2,K4 52,52 K2,K4
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Alors,
1 et
7s;:21<;(:4| i[(pl +p2)2 _m2+i/\]2
=p+m
<L (P it 7" (S () (1)) 7 () )
—Eup! 8w/
< (Eel (2 () (2 i)
1 2 et
~4[(pr+p)P -+ iAP
X Zﬁ S (P3)Y (By+ Py +m)VH (P +m)vu(Py+ Py + m)yvuslos)
1 et
~4[(pr+ p2)? - mE A
X s, ( + gy +m)Y (g +m By +m Us,
) p)) (3t Bty G+t L)y )ﬁ( <p3>)ﬁ
1 et
~ 4[(pr+ p2)? - mE A
X g ”53(173)>/3 (L_‘%(PS))a <')’V(ﬁ1+ Py +mpd (p) + m)’Yﬂ(fjl“‘ Py + m)%) y
1 et
4 [(p1 + p2)? - m2 AP
Z(I% + m)ﬁzx( (Pt By +m)Y (B m) (P + Py + m)%)zxﬁ
o
- 411 [(p1+ p2)? — m? + i/\]ZTr[(ﬁS + 09" (Pt Py +m)y" (P + m)'ht(ﬁl"’ Yy +m)y] (2.225)

On contracte sur les indices de Lorentz, on trouve

2
*ZZ\Mﬂz [Zm +p2-p3t+ <2m2—P1'P3—P2'P3>]
Sz S KoKy p1-p2
264 ) s
N (o) (p1-p2)(p2-p3) + m=(p1-p2) +m (2.226)

Le carré de la deuxiéme amplitude est :

1 — 2 1 et
o R R

Te[(Ps +m)Y" (P — By +m)y (B +m)1e(P— Py + m)’)’y]

2¢* m?

2ty " (o o )|
Pl‘PéJm P3 - P4 L m P1-pP3+pP3:pa
2¢* 2 4

= il (P1-pa)(p3- pa) —m™(p1-pa) +m (2.227)
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Le terme d’interférence est
1 — 1 et
—Re MMy | == - ;
2 [ZZ 1 } 2[(pr+ p2)2 = m2 +iA][(p1 — pa)> — m2 +iA]
X Tr[(fs +m)y" (it By +m)v" (P +m) v (Br— Py+m)v,]
4
e 4 2 2
=2 m* +2py - p2(m° — p1 - + p1 - pa(m® 4+ 2pp-pgt2p, -
(pl'pz)(pl'm)[ p1- pa( p1-p3) +p1-ps preP4 k202 - pa)
— m*(2p1 - pa—pa-pa+pa-pa+ps-pa)l
64
=2 —om* =2 - Py — P71 m>—p1-po+pp-9
(Pl'PZ)(Pl'IM)[ (P1-p2—p1-pa)(m” —pr-p2+p1-Pa)
+p2 - pa(m® —2p1 - p2 +2p1 - m)]
=— 2! m> [2m2+( p2) — (p1- )] (2.228)
(p1-p2)(p1- pa) propa) = '

Le carré de I'amplitude totale s’écrit,

Z|M|2:284[P1’P4+P1-P2+2m2< 11 \Lm*< 11
pi P2 P1Pa pi-p2 pr-pa) pip2 P

1 ,’1\
p1=m 0 T°:E\|C\
0 0
0 \1
1 m-+ Ey, — E4
sin (0 —E4sin(60
ps=E4 0() m=prtp2—pa= 40 (©)
cos () E; — E4cos()
Alors,
2
= E E, 1 1 1 1
o ) (1)
Z' | E E E, E4 E, E4
ona
1 1
Eiz—a_%[COS(G) —1]
on trouve

= E E
Y |M|? = 32722 [Ei + Ef - sinz(e)}

ol a = e?/ (4r).

Calcul de la S=cticn efficace :
Dans ce cas; ‘a seciion efficace totale est donnée par :

1 1 d3ﬁ3 d3ﬁ4 (4) N 2
7 4py-p2 (2m)2 ) 2E3 2E, O pstpa—p- m)Z‘M'

on a,

A3y
p1-p2=mEy ﬁpj = /d4p35+(10§ —m?)

2
m) } (2.229)

On se place dans le référentiel du laboratoire (I’électron d'unnulsion p; est au repos). Alors,

(2.230)

(2.231)

(2.232)

(2.233)

(2.234)

(2.235)
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Alors,

1
~ 8mE; (27)2

P 3
0 =)0 (s + pa— pr — p2) LIMP (2:236)

Grace a la fonction 6®) (p3 = p1 + p2 — p4), on peut intégrer facilement sur pi3, on trouve alors,

_ 1 1 d3ﬁ4 + 2 21 5
= gk ) B, 0 (Pt pa—pa)® =]y M (2.237)

P3FP1 2 —Pa
ona,
ST[(p1 + p2 — pa)* — m?| = 6T [2mEy — 2mEy — 2E2E4(1 — cos(6))] =6 [g(Ey)] (2.238)
avec
§(E4) =0 — Eom —ANTH (2.239)
m+ E;{1 — cos(@))
et
|¢'(Eq4)| = 2[m + E2(1 — ¢0s(6) )] (2.240)
Dong, la fonction T devient,
5T [(p1+ p2 — pa)* —m?] = daa o] (2.241)
2[m + E>(1 — cos(0))]
Dans les coordonnées sphérique, d°py s’écrit
APy = |Pa|“\ 54| s10(0)d0i (2.242)
mais E4 = | P4, alors,
d*py = E3dE,4sin(0)d0de (2.243)
on obtient
mEy
s e e i [ ae R e
L’'intégrande de o ne dépend pas de-g, 11 Jepend que de E4 et 0. Intégrant sur ¢, on trouve,
16;1152 4177 lgn 9)do / h dE‘*E“([S[EJ:ISZm(%2 1cocso o DM i (2245)
Intégrant sur Ey4,
7= /oﬂd6 [m + Ejilnﬁec)osw))]z [m - Ez(lm— cos(8)) © = EZ(lm_ ) - sin(8) | (2:246)

Ala limite a basse énergie E, << m et Ey = E4 (¢.a.d 1’énergie de recul de I’électron est négligeable). ¢
devient,

T
o= TTa / dBSm —sin?(0)) = 7m2/ dGSIZ(ZG) (1+ cos?(0)) (2.247)
0
on fait le changzement de variable X = cos(6). On obtient,
+1 1
o= mxz/ dXW(l + X?)
8 ma?
=32 (2.248)

c’est la taimeuse formule de Thomson.



2.5 Calcul des processus a I'ordre de Born

2.5.3 Amplitudes polarisée de laréaction: e ¢™ — 7T

Dans les sous-sections précédentes, on a supposé que les réactions sont non-polarisées, ce qui signifie
qu’on a sommé sur les spins et les polarisations des particules dans les états initiaux et finaux pour
calculer les carrés des amplitudes. Dans cette sous-section, on va calculer les amplitudes-polarisées
pour la réaction e et — 71T,

Rappelons que les spineurs de Dirac pour un fermion (anti-fermion) d’énergie L, de quantité de
mouvement j et de masse m qui se déplace dans une direction arbitraire définie pai!’angle polaire 0
et azimutale ¢ sont donnés par :

cos(g) —sin (§’
sin (§) e cos(5) e B
u(p)=vVE+m| |y Cf,s(e) =i (p), wmp)=VEFm| Ui Gy | =0T (0)
‘E‘er 2 Er” 92 '
EfmSIn(Z) e Liaces(3) e?
(2.249)
E'j’l’msm(é’) [ glfmCOS(E’)
P 0 i J— P 0 i
o(p)=VETm | “Em ()N —or(p), o (p) = VELA BRSNS | = om(p)
—sin () cos (5)
cos (§) e sin (§) e
(2.250)
Les opérateurs hélicité pour le fermions (h) et les anti-fermicos (1) sont définis par :
o , 5
h(r))=%zap£ P ASYPy 2z (2.251)
i VA + 12
_ 7} > >
h(p):_% I*IPE Zxpy + Zypy + Xap: (2252)
P \ it Pyt
avec
0100 (0 —i/0 0 1 0 0 O
1 000 i ¥ 0 0 0 -1 0 O
=100 0 1] Zy= g0 0 -l =10 0 1 0 (2.253)
0010 \0 0 I O 0O 0 0 -1
On a dong,
1 1
h(p)up(p)=5ui(p), h(p)u (p) = —5u(p). (2.254)
- 1 - 1
h(p)oi(p)= 75 01(p), hp)oi(p) = —5vi(p). (2.255)
On se place dans le rétérentiel du centre de masse. On suppose que :
o p1:60 =0,¢ =0] p1= \2[[100/%]
o o=t =] pr=L2[1,0,0,-p
0,9 —0) ps = Y2[1,B, cos(6),0, By sin(6)],
[0=m—6 Vi 6),0,— B, sin(0 2.256
= —6,p=n] pi= L[,y cos(0),0, By sin(®)]  (2256)
avec
4m?2 4m?
Be=,1\/1——5, Bu=1/1——. (2.257)

S
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L'amplitude de la réaction e (p1) + e (p2) — p~ (p3) + p' (pa) s’écrit :

—idrtw
MMM = 2= 5% (pa) ™) (p1) i (p3) 70 (pa). (2258)

ou A; = % (pouri =1,2,3,4) est 'hélicité du fermion i et x = e/ (47).

Apres un calcul un peu long, on trouve :

dmem,, 2my

M =i (47a) cos(9), M~ =i(4ma) sin(0),
A/ S
2 4m
M+ — i (47) \”}” sin(6), M+ — —i (472a) "Zm" cos(6),
3
M=t = (47‘[0() 2\7,6 sin(@), M Tt = i(&'/t.ﬂ |L'l R COS(G)],
s
M™"" = —i(4na)[1 — cos(0)], Mt =iGra) e sin(6),
NG
M = —i(4ma) 2\7’6 sin(6), Mt = ~i(4ma) [1 — cos(0)],
3
MT " =i(4ma) 1 + cos(6)], M =i(4na) Z\r/ng sin(6),
4 2
M = —i(4ma) 7m;my cos(0), MZI™7 = —i(4ma) \nﬁl sin(6),
s
2 4
Mt = —i(4na) \n}” sin(6), MY =i(4nw) %cos(e),
3

(2.259)

Lorsque la masse tend vers zéro, les amplitiides non nulles correspondent aux réactions avec s = 1.
Plus précisément, on a :

M =M =i(47ma) [1 + cos(6)],
MT—"F =2 M=t = —i(4ma) [1 — cos(0)]. (2.260)

Dans cette limite, la somme sur les spins initiaux et finaux, et la moyenne sur les spins initiaux du
carré de I'amplitude, s’écrit :

YIMP == v ¥ MMM = 167222 1 + cos (). (2.261)
TN A A =%

2.6 Exercice et Probleme:

2.6.1 Rappel de cours
> Produit chronologique T :

TOUJO() - Ot)] = O1)0(ty)---O(t,), by 2ty =2t (2262)
> Produit r.ornal :

L lply) 1 =07 (1)) () + 9P ()T (y) + ¢ () () + ¢ (y)p ) ().
() p(y) =9 () (y) — D () (y) + D () () + D () (). (2.263)

ouD" et O~ sont les opérateurs de création et annihilation.
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> Théoréeme de Wick :

T(pa(x1)Ppp(x2)] =: pa(x1)Pp(x2) : +: pa(x1) Pp(x2): (2.264)
T(ga(x1)pp(x2)pc(x3)] =: @a(x1)Pp(x2)Pe(xs) : +: Pa(x1)Pp(x2)Pc(x3)
+ 1 pa(x1)PB(x2)pc(x3) 1 + : Ppa(x1)Pp(x2)be (a3).: (2.265)

En général,

—I—:Al_IBC XYZ:—I— —I-ABC 1;/_7'
+:ABCD---XYZ :+---+: ABC- A WXYZ

-+ somme sur les contractions triples

-+ somme sur toutes les contractians supérieurs!. (2.266)

> Matrice S :

AZZ(

— / A A T () Fy ()], (2.267)
n=0

> Amplitude de diffusion :

<f|§|l > = SAfi :5fi +ini

=05 +i(2m)*6@W (Pr — P)I124 .‘/ NiA2F(2m)3) 1Y, \/ N//(2E/(2m)3)My; (2.268)

avec
e N; =1 pour les particules de spin 0 ou/le photon.
e N/ =2m pour les particules de spin 1/2.
e Pr:somme des 4-impulsion de ’état final |f >= |p1, p2 >.
o D; : somme des 4-impulsion de l'étatinitial |i >= |p3,---, pn >
e M : amplitude de Feynman M = M1 + M®?) +
> Section efficace :

1 / 27 d°ps d° P 44
o= | M| 5 3 (27)*6*(p3 + pa+ . + Pn — p1 — P2)
4\/(P1  p2)2 — m2m3 - (271)32E;5 " (271)32E,
(2.269)
> Taux de désintégration
1 Af e, d°P d°Pn 454
= — [ = —_
r 2 ! | @26 )28, (2m)*6* (p2 + p3+ .+ pn — p1) (2.270)
> Propagateurs :
S e ip(x1—x 49+m
SEix1 — xp) = ljJ(xl) pla- 2) ot e (2.271)
Hv _ — AW v — _g;n/ / 47 ,—ik(x1—x7) 1
Dy (x1 —x2) = A¥(x1)A"(x2) ) d*ke e (2.272)
> Opérateu.s'champs :
Px) =9 () + 91 (). (2.273)
) =9 (@) + 9 (x) (2.274)
Au(x) = A (x) + AL (x). (2.275)
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avec

Z/ o 3/2\/> (p.s)u(p,s)e™™. (2.276)

o Z/ 21 s/z\/>f+(n5)v(p,s)e+ip'x. (2.277)
) Z / = 3/2\/> (p,s)o(p,s)e V™. (2.278)
o Z/ 27 \E b(ps)aps)e. (2.279)

a3k G

Z/ 2 3/2\/7 (k, A)ey(k, A)es™x, (2.280)
A3k 1 Y i

Z / o 3/2\/> (k, el (kA)e ™, (2.281)

2.6.2 Questions de cours

(1) Expliquer pourquoi on doit ré-exprimer les opérateurs Q, i, etc en fonction du produit normal.
(2) Expliquer pourquoi on doit utiliser les anti-commutateurs pour quantifier le champ de Dirac et pas
les commutateurs.

(3) Montrer les égalités suivantes :

i us(k)is(k) =K+ m, i:vs (k)os(k) =K —m (2.282)
s=1 s=1
Y (us(k))i(aas(k)); = (K +m)s, Y (s(k))i(@s (k) = (K — m)y (2.283)

(2.284)
(4) Montrer les relations d’anti-commutaticn suivantes :
[9(x),B)} = (i 9 —m)(idlx —y)), [$(), (1)} =0 (2.285)
(5) Calculer, dans le systeme d"unités naturelles (7 = ¢ = 1), la dimension de :
E p t x L H () ¢ Ay Fuy ] e S. (2.286)

(6) Comparer les représentations a’Heisenberg, Schrodinger et Dirac en donnant les relations entre les
fonctions d’onde et les opérateurs dans chaque représentation.
(7) Dériver la formule de ia matrice S (éq. (2.267)).

(8) Montrer que
[A®),B()]. =< 0|AB|0 > . (2.287)
(9) Montrer que
Tlpa(x1)pp(x2)] =: pa(x1)Pp(x2) : +: <I|>A(X_I1)¢B(X2) : (2.288)
(10) Montrer que -
Pa(x1) Pp(x2) = —ihp(x2) Yu(x1) = iSpap(x1 — x2). (2.289)
9(x1) ¢'(x2) = ¢' (x2) P(x1) =iA(x1 — x2). (2.290)

(2.291)
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ot P est un champ fermionique et ¢ est champ scalaire complexe.
(11) Théoreme de Wick. Montrer les relations suivantes :

P (x1) 1 (x2) AT (x3) o (x0) 5 (x5) = = (= 1) (x2) s (x5) : thuc (1) AF (x3) o (x4) : (2.292)

(12) Montrer I’égalité suivante :

[t AP (A = [ dxid s (GAY) (PAP: (2293)
(13) Justifier
< f1sWji > =0. (2.294)
(14) Monter que le propagateur du fermion est donné par :

i

Sr(p) = PR—rt (2.295)
sachant qu’il vérifie I'équation de Green
{ 4 . ,
(id—m)Sp(x —x')=i6W(x —x'), avec  Sp(x —x) =1 (;Tk)‘LSP(k)e_lk‘("_"). (2.296)
(15) Monter que le propagateur du photon est donné par :
(k) =~ [&W R ie] (2:297)
sachant qu’il vérifie I’équation de Green
(16) Montrer que
2
A *(A 1—-A kuk
AZleil 'k)esM (k)= £ [Sw +— k2:-1;e} (2.299)

(17) Montrer que si on choisit une jauge nga-cevariante (jauge axiale par exemple) on trouve que

i kyny +kyn k,k
k)=——— I s 2.
k) = e e [g”” k- (k- n)2 (2:300)
2 k k k,k
(A) #(A) 1n ply + kyny uky
A;ey (K)ey™ (k= [gw, t— - @ n)Z} (2.301)
(18) Dériver les régles de Feynman en QED dans 1'espace des impulsions.
Exercices et Problemes
Exercice 1 : Matrice d= dmusion
Considérons 1’élément Sg) 2 Séz) + S§2> du deuxiéme ordre de la matrice S (voir le cour)
S = e [ (@A) (P AP h<h. (2302)

(1) Ecrire les termes.de 51(32) décrivant les processus :
Diffusion Cempton par électron: y +e~ — v +e.
e Diffusion Campton par positron : y + et — y +e™.
e Annihilction de paire: e~ + et — 7.
e Création Je/paire: yy — e~ +e™.
(2) Ecrire I'amplitude de transition (S g) )i et 'amplitude de Feynman de chaque processus.
(3) Traceries diagrammes de Feynman pour chaque processus.
(4) Ecrire amplitude de Feynman de chaque processus a I'aide des regles de Feynman en QED.
(5) Calculer le carré de I'amplitude de chaque processus.
(6) Calculer la section efficace de chaque processus.
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Exercice 2: Echange d’un photon virtuel
Considérons 1’élément S; du deuxiéme ordre de la matrice S (voir le cour)

—ie)2
52 = 00 [ bt F0a)r (0 P2 (22) A1) A (32)
(2.303)

(1) Ecrire les termes de Sg) décrivant les processus :

e e +e —e te .
e et +et et e
e et e Fet.
(2) Ecrire I'amplitude de transition (S 1(32) )i et 'amplitude de Feynman de/chague processus.
(3) Tracer les diagrammes de Feynman pour chaque processus.
(4) Ecrire I'amplitude de Feynman de chaque processus a l'aide des régles de Feynman en QED.
(5) Calculer le carré de I'amplitude de chaque processus.
(6) Calculer la section efficace de chaque processus.

Exercice 3 :réactione™ + ¢~ — ut +u-
Considérons le processus

et (p1) +e (p2) = u (p3) + 1~ (pa)- (2.304)

(2) Dériver I’élément de la matrice (2 décrivant cette réaction.

(3) Ecrire 'amplitude de transition 52 ; et 'amplituce’de Feynman de chaque processus.
p B /f p y que p

(4) Tracer les diagrammes de Feynman pour chaqe processus.

(5) Ecrire 'amplitude de Feynman de chaque pracessus a I'aide des régles de Feynman en QED.
p Yy que p & Yy

(6) Calculer le carré de I'amplitude de chaque proceszus.

(7) Calculer la section efficace de chaque processus.

Exercice 4 : Diagrammes de Feynman a 'mne et a deux boucles
Considérons les éléments de S(?) suivants

S = S A x (P AY)n ( Ap) (2.305)
SP) L [ dheadtxai (P Ap) (§ A9 (2:306)

C(Z):—ez/d4xd4x (G AY) e, (B AY) s, 2.307
S > 1d°x2:(Y ﬁxﬁwb P)xy- (2.307)

Tracer les diagrammes de Feyriman correspondants et montrer que ces éléments de matrices ne
peuvent pas décrire d=s processus physiques.

Probléme : Carré des amplitudes et sections efficace des processus de Born
Voir le chapitre 3.(137-174) de Quantum Field Theory de F. Mandl et G. Shaw
(1) Diffusion Bhabhae™ (p1) +e (p2) = e (p3) + e (pa)

(a) Montrer queles carrés des I’amplitudes sont donnés par :

__ 4

Y M2 = 16em4 [1 + cos?(6) + O(mZ/EZ)] (2.308)
' 2 _ L 4 2 2

Y M| = Smtsin(0/2) {1+Cos (6/2) +0O(m*/E )} (2.309)

4

Y I Mpof? = —

4 2 /2
m |:COS (0/2) +O(m*/E )} (2.310)
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out 'amplitude totale s’écrit

Y IMP =Y | M| 4 Y| Mo | +2) | Mio|? 2.311)

(b) Montrer que la section efficace différentielle, dans le ref CM, est donnée par :

2 4 2 4 \
<d(7> _ Lz [1 +-CZS (0/2) n 1+ cos“(6 2(.102 (6/2)] (2312)
dQ) 8E%| sin*(0/2) 2 sin®(0/2) J
(c) Calculer la section efficace totale! Commenter le résultats.
(2) Diffusion Compton: e~ (p) + y(k) = e (p') + y(K')
(a) Montrer que le carré de I'amplitude s’écrit sous la forme :
4 2 2
gz ¢ [ 1M | M| 2| Mizl
= — : = 2.31
e o e 2313
avec
|My|* =32[m* + m?(p k) + (p-k)(p k)] (2.314)
| Maf? = 32[m* —m?(p - k') + (p k) (p - )] (2.315)
|Mip[? = 16m?[2m + (p - k) =0 - k)] (2.316)
(2.317)

(b) Dans le systeme du laboratoire (référentiel 'ié a i*électron), ona p -k =mw et p - k' = mw'.
Montrer que

/

_ 4 .
Y IMJ? = 2;; L‘i + % — sinZ(G)] (2.318)

(c) Montrer que la section efficace diffé-entielle; dans le ref du lab, est donnée par :

do o\ w o .,
<dQ> = ) ) [ +— —sin (9)] (2.319)

Calculer la section efficace totale.

(3) Production d’une paire de lcpten et (p1) +e (p2) = 17 (p)) +17(ph)
(a) Montrer que la carré de'1I'amplitude est :

T = L PO ) (prpa) (P2 pa) + mE(p - pa) o (p - pa) + 2|

202 l(pr + ) 2320
(b) Montrer que les sections efficaces différentielle et totale sont données par :
do ? )
<dQ> = 16?“ + cos“(6)) (2.321)
e (2.322)

2E2
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La chromocky{‘lamique quantique ou la QCD (Quantum ChromoDynamics) est une théorie quantique
des champss basée sur le groupe de jauge SU(3), donc c’est une théorie de jauge non-abélienne. Elle

décri

teraction forte entre les quarks et les gluons et permet de comprendre la cohésion des
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hadrons. Le nombre quantique de couleur ou la charge de couleur portée par les quarks et les gluons
est le responsable de l'interaction forte (I'équivalent de la charge électrique en QED). Dans'ce chapitre,
on étudie tout ce qui concerne cette théorie, en commengant par la fagon dont elle est constiuite et en
terminant par certaines de ses applications [9, 10]. Globalement dans ce chapitre, on.suit-de pres le
livre [10] de T. Muta et nous adoptons méme sa notation.

Charge de couleur

Les quarks peuvent se présenter sous trois états de couleurs différents, ctiaque *at est différent de
l'autre par le nombre quantique de couleur (rouge, bleu et vert). Le nombre quantique de couleur
(ou la charge de couleur) a été proposé pour la premiere fois (par M-Y. Heaii et Y. Nambu en 1964)
pour résoudre le probleme de la symétrie du baryon AT *. Ce baryon est.canstitué de trois quarks up
(AT" = uuu) et il est de spin 3/2 (J = 3/2"), ce qui implique que les trois auarks doivent avoir des
spin paralleles (+1/2) et moment cinétique orbitale nul.

AT, ] =3/2 " >=|ututut> (3.1)

Donc, ce baryon ne peut pas avoir une fonction d’onde anti-syméirique ce qui est en contradiction
avec le principe d’exclusion de Pauli. Pour éviter ce parado»e, M<Y. Han et Y. Nambu ont suggéré que
les quarks possédent un nouveau nombre quantique (appeié.plus tard couleur) qui peut avoir trois
valeurs. Alors, les quarks qui constituent le baryon AT possedent des couleurs différentes et donc cet
état ni plus symétrique et la fonction d’onde associée est anti-symétrique, donc la contradiction est
résolue!

Dans le tableau suivant, on donne quelques propriétés ace-quarks :

Quark | Charge Masse Nembre baryonique | Isospin | Couleur
u +2 | «~4MeV : +3 | 3€esu()
d -3 7 MeV 3 -3 | 3esu@)
c +5 | ~15GeV 3 0 |3esU(®)
s -3 |~ 135MeV 3 0 |[3eSU(3)
t +5 | ~175GeVy! 3 0 |3esuU(®)
b ~I | L 5Geve ! 0 |3esu@)
q 0 [ 0 0 |8esu@d

Il existe plusieurs expériences qui proevent l’existence de la charge de couleur sous ses trois formes.
Dans cette section, on cite deux exemples.

Couleur & confirmation

Désintégration du pion neutre :

L'une des premieres expériences cui confirme 'existence de trois types de charges de couleurs pour les
quarks est la désintégration durpion neutre 7° en deux photon (77° — 7). Le taux de désintégration
de ce processus est denné pax :

2.3

xm
TR = ry] = NA(QL —~ Q1) gz (32)
i
0 =71’ — 7y
Y

ol IV, est le nombre des états de couleur possibles pour un quark, Q, = 2/3 est la fraction de charge
pour lesyjuarks up, Q; = —1/3 est la fraction de charge pour les quarks down, a = €2/ (47) = 1/137
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est la constante de couplage de la QED, m, ~ 135 MeV est la masse du pion et F,; = 93 MeV.est la
constante de désintégration du pion mesurée dans la désintégration 7~ — p~7,,.

Le taux de désintégration mesuré expérimentalement et les taux de désintégration thécriques pour
différentes valeurs de N, sont, respectivement, donnés par :

P’ — 9] = 7.7 £ 0.6eV

70 — 4] = 0.85eV pour N, =1 (3.3)
0 — y9] =3.39eV pour N, =2
[0 — y9] =7.64eV pour N, =3

on déduit donc que N, = 3.

Production des hadrons dans la collision eT¢™ :

Une autre expérience qui montre que le nombre de couleur des quaiks est égal a 3 est la production
d’hadrons dans la collision ete™,

ete” — g7 — hadrons. (3.4)

On prend le rapport R de la section efficace hadronique totale ae cette réaction est la section efficace
totale de la réaction e"e™ — u~ u™ et on compare le rapport niesuré expérimentalement (que 1’on note

R®*P) et le rapport calculé analytiquement (que I’on note- 2"

e hadrons

7z
B2

et hadrons

On rappelle que les sections efficaces de'ces (eux réactions sont données par :

4702

3s

femqg) =5

2N

ole 3;"1»@;1' Q? olete” — ptu] = (3.5)
ou N, est le nombre de couleur, Nsest le nombre de saveur (par exemple, Ny = 6 si on prend toutes
les saveurs de quarks u, d, s, ¢, t,7et b), Q; est la fraction de la charge électrique des quarks et /s est

I'énergie de centre de masse. Le zapport entre ces deux sections efficaces est donné par :

— _ N
R(th) _ 0'[€+€ — qq] =N Zf;QZ (3 6)
- clete —utu—] Ci:l i :

On note que, potrnouveir produire deux quarks de masse 1, il faut que 1'énergie du centre de masse
soit plus grande que le«masse fois deux (¢.a.d. \/s > 2m,). Dans la suite, on va comparer les rapports
théoriques et expérimentales pour plusieurs valeurs de +/s.

> Poury/s < 3/GeV : dans ce cas, que les quarks u, d et s qui contribuent. Donc,
% £ REP) N, =1

2\2 1)\
R — N, K) +2<_> } ={ £ +REP) N =2 (3.7)

2~REP) N.=3
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FIGURE 3.1 — Comparaison de R(®P) avec R(!), Nuc. Phys B (Pre..Supol.) 3 (1988) 39-138.

> Pour /s < 9 GeV : dans ce cas, 4 quarks qui rentrent en jeu'(u, ;s et c). Donc,

4 % &£ Rlexp) N.=1

2\? 1\2
R _ [2<3> +2<_3> 1- 2 L REw) N, =2 (3.8)
l % ~REP) N.=3
> Pour /s > 10 GeV : dans ce cas, 5 quarks qui rentrent en jeu (u, d, s, ¢ et b). Donc,

% £REP) N, =1
(th) 2\* /Y »
R =N, |2(Z +3'\—§ = Z£REP) N =2 (3.9)

% ~REP) N.=3

On voit que les prédictions théoriques rour N, = 3 sont en accord avec les mesures expérimentales
I
pour les 3 cas précédents, voir figure (3.%).

Charge de couleur et le groupe SLI(3)

Un quark est un triplet de couleut, a chaque saveur de quark on associe un indice de couleur i qui
prend trois valeurs possibles:Par exemple, un quark entrant correspond au spineur u; (pour i =1,2,3).
On peut représenter un quark dans un état de couleur donné par un vecteur dans ’espace vectoriel
des couleurs (a 3 dimensions),

1\ 0 0
r>=10p=r b>=11]=0b lg>=[0]| =g (3.10)
0) 0 1

ou 7, b et g sont icz.quaiks rouge (red), bleu (blue) et vert (green), respectivement. Donc, un spineur
de Dirac d'un quark es! représenté par le triplet

r
g=|0b (3.11)
8

On dit.qu¢ le spineur g appartient a la représentation fondamentale 3 du groupe SU(3) et le spineur §
appartient-2-1a représentation anti-fondamentale 3 de SU(3). Le gluon est un octet 8 dans I'espace
descouleurs. A 1'aide du vertex g — g — g, on peut déduire tous les états de couleurs possibles pour le
gluon.
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Le produit tensoriel des deux représentations fondamentales de SU(3), 3 et 3, ost

q
1 N

o~ D
3 ® 3 =841

Alors, les états de couleurs possibles pour le gluon (ou les gluons) sont les-cuivants :

1 1 _
g1 = ﬁ(rb + bF) Q= ﬁ(bg + gv)
1, 1 =
83 =58 +72) g4= 5 l0<br)
1 - le( ) _
85 =508~ 8b) 8o/~ 787 = 18)
1 . 1 _
g7 = ﬁ(ﬁ — bb) 98 = \fé(ﬁ +bb —2g3) (3.12)
Donc,
ges les quarks appartiennent.a la représentation fondamentale 3 de SU(3)
g €3 les anti-quarks appartiennent a ]a représentation anti-fondamentale 3 de SU(3)
g€e8 les gluons appartieniient a la représentation adjointe 8 de SU(3)

L’existence du gluon (et ses états de couleur) est prouvée par plusieurs expériences. On cite comme
exemple : (i) 'annihilation electron-positron’e”e™ — ggg, (ii) désintégration du quarkonium QQ — 3¢
ou QQ — v+ 2g, ...etc. Le diagramme de Feynman décrivant la réaction de ’exemple (i) est,

4
o e

Le rapport entre les sectiors efficaces des réactions e”e™ — gjg et e et — g, calculées théoriquement
est,

th)  olete” = gqg]

(
Ry = ot S ag &% (3.13)

ol o, est la constante de couplage forte. Le rapport mesuré expérimentalement, voir figure (3.2), est en
accord avec/e rapyort prédit par la théorie.

3.2 Groupe SU(3, et ses représentations

On peut cliosir les matrices de Gell-Mann divisées par 2, A, /2 (pour a = 1,- - - 8), comme générateurs
de SU(3).-Alors, un élément de ce groupe s’écrit sous la forme,

U = ¢ s (3.14)
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FIGURE 3.2 — Comparaison de RéeXp) avec R:(,,th), Nuc. Phys B (Proc. Supplsy 3 (1988) 39-138.

ol &, sont les parameétres du groupe et T, = A,/2 sont les générateurc.du groupe, ils vérifient les
relations suivantes,

e R 5
[To,Ty] = ifweTe, Tr[T,] =0 T[T, T,) = %" (3.15)

Les matrice de Gell-Mann sont données par,

010 <010\ 1 0 0
M=1[10 0], A=[i 0 0, As=10 -1 0],
000 0 00y 0 0 0
001 0 0 =i\ 000
A=100 0], As= 10700 7, Ae=10 0 1],
100 (iOU/ 010
00 0 1(100
Az=10 0 —il, Ag=—-—=10 1 0 |. (3.16)
0 i 0 Vo\p 0 -2

Les constantes de structure f,,. sont réelles.et totalement anti-symétriques par 1’échange des indices
a,b et c. On peut montrer que f,. est donriée par,

Jave = (41) " Tr[Aa[Ap, Ac]] (3.17)

Voici quelques constantes de structtice f,;,. non nulles,

i3 =1
fr17 = foae = fas7 = faa5 = fs16 = fezr = 1/2
Juze = fors = V/3/2 (3.18)

Le groupe SU(3) possade deux représentations fondamentales, notés 3 et 3. La représentation 3
est générée par les matrices (3.19) et la représentation 3 est générée par les matrices {—T**}, ol
—T*" = A,/2 avec;

[0 170 0 —i 0 100
L=l-1_0 o], Aa=|i o of, =0 1 0],
\'o~~0 o 0 0 0 0 00
0/ 0 -1 00 —i 0 0 0
=9 0 o], As=00 o], le=|0 0 -1,
10 0 i 00 0 ~1 0
00 0 L (-1 0 0
A=lo0 0 —il, Ads=— |0 -1 0], (3.19)
0 i 0 3\o 0 2
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Les générateurs de la représentation anti-fondamentale 3 vérifient la relation (algebre de Lae),
/_\a Zb ZC
—, = | =ifae= 3.20
22| =iy (.20
La représentation adjointe, notée 8, est générée par les matrice 8 x 8, (Fy)pe = —ifane
far faiz 0 fais
| far faz oo fazs
Fo=—i)". "~ . . (3.21)
fas1 fas2 - fass
Par exemple :
00 0 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 0
00 - 0 0 0 0 0 00 o & 0 0 0 0
0i 0 0 O O 0 0 0 0.0/ 9 0 0 0 0
00 0 0 0 0 -4 0 00,00 -5 0o 0 0
Fl_ooooo'éoo FB_OOO#OOOO
00 0 0 -5 0 0 0 (w00 0 0 0 =B 0
00 0 5 0 0 0 0 000 0 0 B 0 0
o0 0o o 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0

Pour calculer les facteurs de couleur des amplitudes, on abesoin de calculer les traces des produit des
matrices de couleur dans la représentation fondamentale:Voici quelques relation utiles :
Le commutateur et ’anti-commutateur de deux 1atrices de couleur,

[Ta, Ty] = ifapc Te (3.22)
5 _
{T,,T,} = ﬁ]{N + dape T avec dope = (4) " Tr[A0{Ap, Ac}] (3.23)

oll fyp. et dgp. sont les constantes de structure du groupe (anti-symétrique et symétrique, respective-
ment), Iy est la matrice unité de dimersion’N x N =3 x 3.
A Taide de ces deux relations, on mon‘re gue le produit de deux matrices de couleur est donné par,

111 .
T, Ty= 5 N(sabI(N) + (dabc + lfabc) T. (3.24)

Les matrices de couleur sont de trace nulle par définition,
Tr[T,) =0 (3.25)

On peut monter que Js traces de 2, 3 et 4 matrices de couleurs sont données par,

1

TI'[Ta Tb] = E (Sab (326)

1 .
T T,T] = 1 (dape + 1 fape) (3.27)

1 1 . .
Tr[Tu Tb Tc Td] = m 5ab 5cd + g (dabe + Zfabe) (dcde + chde) (328)
1

TT’[Tu Tb T,l Td] = —m (de (329)

Une autze relation trés utile qui est la transformation de Fierz,

1

1

(Ta)ij (Ta)u = 5
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On peut dériver d’autres relations sur les générateurs de la représentation adjointe (F,) et les nmiatrices
D,, qu’ils sont définis par,

(Pﬂ>bc = —i fapc (3.31)
Aabe (3.32)

—~
)
[
~
~u
o
I

Les identités de Jacobi sont définies par,

fuhefecd + fcbefaed + fdbeface 0 (3~33)
fuhedecd + fcbedued + fdbedace 0 (334)
ATaide de l'identité de Jacobi, on déduit que,
[Fa,Fy] = ifapcEe (3.35)
[Far Db] - ifabc DC (336)
On peut montrer que,
fabb =0 & Tr[Fa] =0 (337)
dap =0 & TR =0 (3.38)
facdfbcd = N(Sab = Tr[ita Fh] — Néab (339)
facddbcd =0 <& T”[I‘a Db] = (340)
N%2 -4 . N2 -4
Aacddpea = Oap /~x 11D, Db] = N ab (3.41)
Traces de produits des matrice F, et D,,
.N
TT’[Fa Fb FC] = 1 E fabc (3.42)
N
Tr[Da Fy Fc] = ?dabu (3.43)
N®—4
Tr[Du Dy, Fc] = 1—7’)7 fabc (3.44)
N2 _ 12
Tr[Da D Dc] = TON dabe (3.45)
N
Tr[Fa Fb F. Fd] = Jab 5cd + 5ad 5bc + Z (dabe dcde - dace dbde + dude dbce) (3-46)

Les constantes de Casimir de 1 représentation fondamentale (Cr) et adjointe (C4) sont reliées aux
générateurs et aux constantes de structure par :

(7"T");; = Cr dyj, fave favd = Cadeq (3.47)

ouCr = (N2 — 1),/(Lf\r\, Cs4=N

3.3 Lagrangien classique de la chromodynamique

On représente un champ de quark par un triplet de SU(3),

LIr wl
lp = ) 1P2 (348)
qg ¥3
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ou gy, qp et g, représentent les quarks dans les états de couleurs rouge, bleu et vert, respectivement.
Chaque composante de 1 est un spineur de Dirac, ¢.a.d. i en réalité s’écrit,

(3.49)

<
Il

=

<
Il

qg

Les quarks sont des fermions de spin 1/2, donc leur evolution est decrite par I'équation de Dirac,
ot I;,; est la matrice identité 3 x 3. Sous forme matricielle, I’équation de Dirac s’écrit,
(i g —m) 0 0 U1 3
0 (ig-m) 0 po| =0 Ues Yig-myi(x)=0  (351)
0 0 (id—m) Ps3 i=1

Alors, la densité lagrangienne associée est la suivaiite :

(x)(i g — m)l;.59p(x)
i(x) (i ¢ — m)dipi(x
1(x) (i @ —m)p1(x) +02(x) (1 9 — m)¢a(x) + P3(x) (i g — m)Ps(x)

Pe(x) (i g — m)pofx) (3.52)

Lr

I
< S S

Il
(9}
Il |“ w
—

Lr est invariante sous la transformatiorie jauge globale,

¥ (x) = Up(x) — ¥i(x) = Ujip;(x) (3.53)
P (x) = pxyu’ — i (x) = () U;; (3.54)

avec,
U = e ®ala T, = % pour a=12,---,8. (3.55)

ot A, sont les matrices d¢ Gell-Mann et &, sont les parametres du groupe (ne dépendent pas de x dans
ce cas). T, sont les gendrateurs du groupe (matrices de couleur), ils vérifient les relations suivantes :

. 1
[Ta,Th] = lfabcTc T]T[TaTb] = Eéab (356)

La densité lagiang.enne n’est pas invariante sous la transformation de jauge locale,
U(x) = ¢~ foal)Te (3.57)
car

/P =Lr+ (ay“a(x»l/}(x)'YVTa‘/J(x) # Lr (3.58)
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Pour rendre Lr invariant sous la transformation de jauge locale, on remplace la dérivé normaled;, par

la dérivé covariante D,,. La dérivé covariante est donnée par :
Dy =0y —igsTa Gy (x)

(3.59)

ol gs est une constante de couplage (entre les champs ¢ et Gy), Gj, pour a = 1,2, -+,8 sont les champs
de jauge (champs de gluons) et G, est la matrice des champs de jauge. La matrice G, est donnée par :

3., (8 1 _ 2
GH+GV/\/§ G, —iGy,

_ A1 1, a2 3 8
G, = ?GZ =5 GZ + z.GV —(G; — Gﬂé\@) - (3.60)
G} +iG, Gy +iG,  —2G8/V/3
La matrice G, se transforme comme suit :
_ i oy
G, =U(x)G,U ' (x) — g(ayu(x))u LX) (3.61)
— (3.62)
1
GI//‘” = GZ +fabclbe;C4 —_ ga”aa (363)
S
Alors, Lr devient :
Lr =) [iv" Dy o= m%asip(x)
=i(x) [iy”(Dy),, — 51]]1/1](x) (3.64)
Exercice : montrer que,
[Dyp(x)) = U (x)[Dyp(x)] (3.65)
Ll Lr (3.66)
Le terme cinétique des bosons de jauge est asnné par,
1
Lg= —EF}‘:VF””V (3.67)
On peut écrire ce terme sous la foime;
1
Le= _ETI [F,., JFH] (3.68)
avec IFy, = TaFﬁV et,
i, =03,Gi — 9,G% + g farc GLGE (3.69)
Exercice : montrer gue;
[Dy, Dy] = —igsTaFy, (3.70)
c=Lg (3.71)
Alors, la-densit4 lagrangienne classique de la chromodynamique est donnée par,
LETD = Lo+ Lr
1 .
— —ZELF 4 G(x) (i D — m)p(x) (3.72)

4w
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Si on prend en compte toutes les saveurs de quarks, la densité lagrangienne s’écrit sous la torine,

Ny
£ =~ gFF™ + L) D= m) i) (373)

ou Ny est le nombre de saveur des quarks et my est la masse du quark k.

Quantification de la chromodynamique

Généralités sur la quantification des théories de jauge non-abéliennes

Comme en QED, on doit fixer la jauge pour lever la contradiction dans lestelations de commutation.
Le conjugué du champ du gluon est,

a aﬁ _ a
dong,
8 =0 (3.75)

La relation de commutation du champ de gluon G, et son conjugué 7y,

(G (), 700 (Y) ] xo=yo = i0a800 (% — ¥) (3.76)

mais

(G5 (x), 710 (1)) xo =y = i0a8000° (X — )
[GE(x), 0] xg=yo =D #i000° (% — 7)) (3.77)

Pour lever cette contradiction, on doit fixer la jatige pour éliminer les degrés de liberté superficiels. Un
terme de fixation de la jauge s’écrit,

1
Lo _ﬂ(aycﬂﬂ)2 (3.78)

ol & est un parametre de jauge (muitiplicateur de Lagrange). Ce terme est covariant, on l’appelle
jauge covariante.

Mais cette procédure ne résout pac.tous les problemes et ne conduit pas a une quantification consistan-
tee, comme dans le cas de I’éleciradynamique quantique si la jauge covariante a été choisit. L'origine de
ces problemes est I’auto-interuction des bosons des jauges dans les théories de jauge non-abéliennes
(vertex a3 — g et4 — ¢ dans 51I(3) par exemple).

Probleme 1 : non-invariance de jauge de la correction a une boucle au propagateur du gluon. Si on
prend en compte que la densité lagrangienne des gluons L¢ + Lr, on s’aperqoit que le propagateur
du gluon ne regoit gue‘les contributions des deux diagrammes a une boucle représenté (a gauche)
dans la figure (3.3)". On’peut facilement montrer que cette contribution n’est pas invariante de jauge,
¢.ad.

qup;jg 40 (3.79)

ou 73;13 est la cor.iribution de ces deux diagrammes.

Probléme 2 section efficace mal définie de la diffusion ¢ — g. On peut montrer que la section efficace
de la diiiusion gg — gg, voir les deux diagrammes de Feynman représenté (a gauche) dans la figure
(3.4), n’est pas bien définie car les polarisations physiques du gluon ne sont pas traitées correctement.

1. Ces Clagrammes & une boucle sont calculés dans le chapitre 5.
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FIGURE 3.4 - Diffusion gluon-gluon.
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L'origine de ce probleme est que la densité lagrangienne L + Lcr ne permet pas d’extraire les
polarisations physiques du gluon. On mentionne que ce gere-de problémes est rencontré avec les
termes de fixation de jauge covariantes (jauge de Feynman, Landau, ...). Pour résoudre ce probleme,
on doit rajouter un autre terme au lagrangien appelé densité iagrangienne des ghosts de Fadeev-Popov,

Lep = (0" X" "\ (3.80)

ou x* est le champ de ghost est un champ scalite qui se.comporte comme les fermions (n’est pas
physique). DZb est la dérivé covariante dans la representation adjointe du groupe SU(3),

DZb = 9yfub - fuchft (3~81)

La contribution des ghosts de Fadeev-Popov rend la correction a une boucle au propagateur du gluon
invariante de jauge (¢.a.d. q””PZfZ = 0) graceeu dingramme de Feynman a une boucle des fantomes
(entre accolades) représenté dans la figure (2.3); et corrige la section efficace en restaurant 1'unitarité
dans la diffusion gg — gg grace a la contiibution des deux diagrammes de Feynman des fantomes
(entre accolades) représentés dans la figure (3.4).

Dongc, apres la quantification, la der<ité lagrangienne de la QCD devient,
J:,QCD =L+ Lr+ Lgr+ Lrp (3.82)

On peut diviser Lgocp en derisité lagrangienne libre Ly et une densité lagrangienne d’interaction Ly,

L=Ly+ L (3.83)
avec
/ 1 1 2
Ly =~ (0G5~ 3,G})(AHG™ —8'G™) — (8, G™)
+ ("X ) (3uX") + (i § — m)y (3.84)
et
L;=— %me(ay Gy — avGﬁ)GbP‘ GYV= /;%G — vertex 3 gluons
2
- %ffabefcdeGZ GsGVCGVdE ‘CilG — vertex 4 gluons
— g5 fape (O* ™) Xb G;’;E Efghc — vertex ghost-ghot-gluon

+ &P Ty G, = L3FG — vertex quark-quark-gluon (3.85)
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Quantification par la méthode fonctionnelle

Quantification de la théorie scalaire :

La fonction de Green a n-points d’un champ scalaire ¢ (x) est définie par la valeur moyeniie dans le
vide du produit chronologique des 1 opérateurs ¢(x1),p(x2), -+, P(xn),

G (1, 2n) =< O|T[p(x1) -~ p(xu)]|0 > (3.86)

Par exemple, le propagateur du point x; au point x, (ot de x, a x1) est donné par la foiction de Green
a 2-point,

Gu(x1,%2) =< 0|T[¢(x1)p(x2)][0 > (3.87)

ol ¢ est un champ scalaire neutre et ¢ est I'opérateur champ défini dans la quantification canonique.
On rappelle que I'opérateur champ et son conjugué canonique 7w = £ /3¢ vérifient les relations de
commutation, a temps-égal, suivantes :

(#.1)] =0 (3.88)

La méme fonction de Green définie dans 1'éq. (3.86) peut eixe définie par l'intégrale fonctionnelle
suivante :

A ] _ J[dglp(x1) - - p(xn) expliS]
<O’T[¢(X1)¢(Xn)]|0>— Jf[dcl)]exp[lS}

= G (x1,0 Xn) (3.89)

ou S est I'action classique, ¢.a.d elle est définie en foriction des champs et pas des opérateurs!

S = / dLIP(x),0,9(x)). (3.90)
La densité lagrangienne classique £ associ¢e au champ ¢ s’écrit,
AN =L, _r,
L= S (@9oup —m*¢*) =V (¢)
=Lo+ L (3.91)

avec Ly est la densité lagrangienne libre, elle ne contient que le terme cinétique et le terme de masse.
L est la densité lagrangienne.d’interaction, elle contient le terme décrivant 1’auto-interaction du
champ ¢. Par exemple,

)\ﬁ théorieA — ¢ — 3

(3.92)
A% théorieA — ¢ — 4

ou A est une constante de couplage.

On peut re-dériver ia foriction de Green définie dans 1'éq.(3.89) a I'aide de la fonctionnelle génératrice
suivante (méthode de Schwinger) :

201 = [glexpli [ d*x(£+¢)) (393)

ott J(x)est une source artificielle. On peut montrer que la fonction de Green a n-point est obtenu en
dérivant #~10is la fonctionnelle génératrice Z[]] par rapport a la source J,

(=)' "Z[]]

a1+ 30) = o 7 5

=<0|T[$(x1) - P(xn)]|0 > (3.94)
J=0
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On fait un développement en série de (3.89), on peut montrer aussi que,

Z "
[Q =Y [ dm Gl ) () ) (3.95)

Exercice : théorie A — ¢ — 3
La densité lagrangienne de la théorie ¢ est donné par :

= @99, — mg?) + 4. (3.96)

Les fonctionnelles génératrices Z et Zy sont données par :

z[J] = /[d¢] exp[i/d4x(£o +8¢°+ 9N (3.97)
Zolj) = [ glexpli [ a'x(Lo+ 9. (3.98)

(1) Montrer que

Z[]] :exp{—i/d4xv<i5‘5)> }zom, vec V(ﬁf(@) _ _3g!(i5]5(x)>3
{ / <zz5] ) ( > </d4 (fi{ > +---}ZoU] (3.99)

(2) Montrer que la fonctionnelle génératrice libre s’écrit

2] = [plexp |~ [ [ abup(oK(rgt) +1 [ axp(0 )]

avec K(x,y) =*(x —y) T (3.100)
(3) Montrer qu’on peut écrire la fonctionnelle génératrice (voir Muta p.73)
Zo[]] = exP{ i /d"‘xd"‘y](x)A(x,y)](y) } avec A(x,y) = —/ @k e_ik'(x_y), . (3.101)
2 (27)* k2 — m? + ie
ot A(x,y) est le propagateur de Feyranan du champ scalaire ¢.
(4) Montrer que le propagateur’A{~.y) est 1ié a la fonction de Green & deux points par
2 52
Gty < ORI >= G| @102
(56) Montrer qu’on peutécrire
ZJ] = Zo[JI{1 — gz1[J] + §%z2[J] + O(7) }. (3.103)
trouver z1[]] et zp{J|:
(6) On peut niontier.que la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes s’écrit :
WlTe Finz(0] + 5 [ dxdy (0 1) — i{—ga1l]) + 200 + O() (310
avec
Go(x1, ) = (—1yt 2V Z[]) =", (3.105)

8] (x1)---6](xn) ]:0,
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6-1. Calculer les fonctions de Green connexes Gf, G5, G5 et Gj.
6-2. Ecrire les transformés de Fourrier des ces fonctions.
6-3. Dériver les régles de Feynman de cette théorie dans I'espace des impulsions.

Quantification de la chromodynamique :

Champs de jauge :

Par analogie avec le cas scalaire, la fonctionnelle génératrice pour le champ’de jauge A}, (A}, = Gj,
poura=1,2,--- N 2 _1estle champ de gluon en QCD) est définie par :

7] = / [dA]expli / dx (Lo +AL™). (3.106)
avec

1
Lo——tpo paw ot AV = 1T A (3.107)
4 M : ap M

Bien que les termes L et [dA] soient invariants sous la transforination de jauge, la fonctionelle
génératrice Z[]] ne I'est pas car le terme de source AjJ* n’esi pas invariant de jauge. On a,

. —}lF’;‘LF/“”V == jIE;,”LF/“VV (3.108)
. [dAY =1{dA]det (aA”ﬂ )
) AL
= [dA]det(dap + favets)
= [dA](1+ O(a?)) (3.109)
mais e AR £ AL (3.110)

Dong, la fonctionnelle génératrice Z[]] n’est pas invariante sous la transformation de jauge, ¢.a.d.

2/1) % Z[J) (3.111)

On note que, pour obtenir la derniére ligiie dans (3.109), on a utilisé la relation : det(1+L) =1+
Tr(L) +--- +det(L).

On voit que si la source est nulle (J(=0), alors la fonctionnelle génératrice Z[0] est invariante sous la
transformation de jauge. Comme‘daiis la quantification canonique, on doit imposer des contraintes
sur le champ de jauge ¢.a.d. fixeila5auge. La forme générale d’un terme de fixation de jauge s’écrit,

D" A% = B (3.112)

La jauge de Lorentz, par exemple, correspond a D¥ = 0" et B = 0 . Pour implémenter, cette contrainte
dans dans Z[0], on intreduit 1a quantité suivante

AG[A] / Tda,|6" (DF A — B%) = 1 (3.113)

ou &, est le parametre du groupe et 1 est sa dimension. Alors, la fonctionnelle génératrice Z[0] devient,
Z[0] = / [dA] [I}docu]én(DVAZ — BY)Ag[A]exp [i / dtx cG] (3.114)

= /[dA]AG[A] af)[{&”(DP‘A;‘l — B")exp [i/d4xﬁc] (3.115)

Orinote que Z[0] reste toujours invariante de jauge car L, [dA], [I1da,] et Ag[A] sont invariants de
a

jauge (vuir Muta pour plus de détail).
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Finalement, on peut montrer que la fonctionnelle génératrice Z[]] s’écrit,

7)) = / [dA] det Mc exp [i / dx (Lo + Lar + AL Wﬂ (3.116)
avec
5[DMA"
[Mc (%, y)]ap = W (3.117)

et le terme de fixation de jauge

i(DVA;)2 (3.118)

Lor==23

On note qu'’il existe plusieurs choix de fixation de jauge, on cite par exemgle
> Jauge de Coulomb (jauge non-covariante) :

- 1 - o
K= - _ - ) a\2
DF=(0,V) Lcr ZA(V A

[MG(X,]/)]gb = [5abv gsfab AC- ]54(3( - ]/) (3.119)

> Jauge de Lorentz (jauge covariante) :

D¥ = o Lor =+ f){ (0" A5 )?

[Me (%,2)]ap =800 — gs fancd" A58 (x — y) (3.120)

> Jauge axiale (jauge non-covariante) :

D! =gt /'GF——i(ﬂ”A”)

(M) |ab = [Oap?y - @ — gs fanclf - A)0*(x — ) (3.121)

ol i est un 4-vecteur constant d¢ genre-espace (172 > 0).
> Jauge toporelle (jauge non-covariante)

D" = (1,0,0,0) Lor=— 2}\(A”)

[Mc (%,9)]ab = [6a90 — s fanc AG0* (x — 1) (3.122)

Champs des ghosts :
Le déterminant de la matrice M peut s’écrire sous forme de l'intégrale fonctionnelle suivante :

detM¢ = /f x]ldx"]exp [—i / d*xd*yx* (x) [ Mg (x,9)]anx" (v) (3.123)

ou x” sont des champs scal2ires qui obéissent a la statistique de Fermi-Dirac (donc des variables de
Grassmann) et appartiernent a la représentation adjointe du groupe SU(N) (dans notre cas le groupe
SU(3)). On peutmonirer que

/d"':xd‘}y)(* () [Mc (x,1)]apx"( d*x [0 X" (x)]* Dx" (x) (3.124)
J I3
avec Dﬁb et la dér'vé covariante dans la représentation adjointe,

Dy’ = baydy — 8s fanc A (3.125)

Dong, la quartité det Mg peut s’écrire sous forme de la fonctionelle génératrice suivante,

detMg = /[d}(] [dx*]exp |:i/d4XEFp:| = Z,[0,0] (3.126)
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Champs fermioniques :
On considere maintenant la densité lagrangienne totale de la QCD (en jauge covariante),

L=Lc+ Lr+ Lcr+ Lrp (3.127)
avec

1
Lo =—F F" (3.128)
Lr=(x)[iv" Dy — m]p(x) (3.129)

1

— (9" G%)?

Ler = —57(0"G)) (3.130)
Lrp = (3"X*")Dy'X" (3.131)

Alors, la fonctionnelle génératrice associée a la densité lagrangienne towates’écrit sous la forme,
211, &) = [[@AIdxldx ldy]ag
X exp [i/d4x (ﬁ + AL+ X R XS P+ ﬁlﬁ)} (3.132)

ou {* et *" sont des sources associées (variables de Grassmatii,aux champs des ghots et 77, 77 sont des
sources (classqiues) associées aux champs fermioniques, ils vérifient

{p(x),p(y)} =0, {9(x)n(y)} =0 (3.133)

Dong, le propagateur du fermion est donné par la.foriction de Green a 2-points suivantes :

(=i)* 820,88 ) (3.134)

0| (x) s (y)|0 > = N .
< 0[¢a(x)Pp(y)|0 > 20,000,001 |-y e-omo

Invariance BRST
La densité lagrangienne de la chromodynamique guantique (apres quantification) est,

Locp="Ls+ L+ Lcr+ Lrp (3.135)

Les deux derniers termes "Lr + Lrp/ he sont pas invariant sous la transformation de jauge locale du
groupe SU(3), donc la densité lagrangienrie totale (Locp) nest pas invariante aussi. On peut montrer
que Lgcp est invariante sous une autre transformation plus générale appelée transformation BRST
(Becchi-Rouet-Stora-Tyutin).

Pour dériver cette transformation, on récrit le parametre du groupe comme suit,

20 (%) = —g:0AX4(x) (3.136)

ol JA est une variable de Grassinan (indépendante de x). Ce dernier anti-commute avec le champ du
fantome x3,

{670, X3} =0. (3.137)

Alors, les transforiaations de jauge infinitésimales des champs § et G;; s’exprime en fonction de la
nouvelle variable comme suit,

a __ ab.,a
{ 0Gy = OADyX; (3.138)

0P = dAigsTuxo

La densité lagrangienne classique de la QCD (£ = L; + Lr) est invariante sous les transformation
(3.138). Qirimipose les contraintes suivantes sur les deux champs de fantdmes,

{ Ox1 =10A/a "Gy,

3.139
SxX8 = —30AGs fancX3XS (3.139)
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On peut monter que 'L¢r + Lrp” est invariant sous cette transformation et la transformation {3.138).
On peut voir les transformations (3.138) et (3.139) comme la version quantique du transformation de
jauge.

En résumé, les lagrangiens quantique des théories de jauge non-abéliennes sont invariants sous la
transformation BRST. Cette transformation est donnée par,

— b
0Gy = 5/’\DZ X5
0P = oAigsTaxy

BRST = { 0x? = i6A B* (3.140)
Sxs = —16Ags faneX5XS
§BT =0
avec
B" = DI'G}, (3.141)

3.4.4 Extraction des régles de Feynman par la méthode fonctionrelie

La fonctionnelle génératrice Z[],{,(*,n,17] définie dans 1'eq..(3.132) peut s’écrire sous la forme :

e 56 o 7§ .
28l =ese i [ 58 (g i g i) | 204600 G

out L est le densité lagrangienne d’interaction donnée par1'éq. (3.85) en remplagant chaque champ
par l'opérateur % (o J =], - -etc. est la source.associé a chaque champ). Zy[],{,C*,1,7] est la
fonctionnelle génératrice des champs libre, elle se CAcornpose comme suit :

Zol],5,0% ) = Z§1J1 26712, 241 Z4 [, 7] (3.143)

ou = Zg; , Zg P et Zg sont les fonctionnelles geriéiatrices libre associées, respectivement, aux champs
des gluons, des fantdmes de Fadeev-Popov et des:fermions, elles prennent les formes suivantes :

28111 = expl{ | atxdty I ODE - )" )} (:144)
2571601 = {1 [ty (9D (- ) ) 149
2zl i =ew {i [ #xatyntose- v | (3.146)

Les propagateurs du gluori-D%(x), des ghosts de Fedeev-Popov D*’(x) et des quarks S(x) sont
donnés par :

dik etk k,k
broy uky
wa(x) = —0gp / W LA (—g,w +(1—a) 12 > (3.147)
d4k e tkx
ab _
D (x) = —6ap /(27'[>4k2+1)‘ (3.148)
d4p e ipx
S(x) = _/ Qn)E p—mtir (3.149)

Pour extraire les régles de Feynman, on utilise le développement en série de la fonctionnelle génératrice
(3.150}. O écrit donc

o o, =1 . 4 4 9 o i 0 *n.i
ZILC 1) = {1+l/d xLp (i(sf‘”"i5§*”/i5(—€”)/i(5ﬁ’i5(—;7)> + }ZO[I,C,C 1,77](3.150)
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Le vertex 3—gluons est associé a la fonction de Green a 3-points suivante :

a1a,a3 _ . 53 )
Ga s (X1,22,X3) = (—z)zm Udélxﬁ?c (ié}“%> ZOG[]]] ‘]_O (3.151)

avec J; = J%#i(x;) (pouri=1,2,3) et

0 5 5§\ 6 &
3G _ &8s B a
»C[ <i(5]apt> ) fubc (a}l isJw dy i5]””> iéfﬁ ié]ﬁ (3.152)

on trouve,

G, (x1,%2,%3) = —igfune [ d'x |
b
{aypgf;l (x —x1) — 3, D (x xl)} DY (se.— X3) DS (x — x3)
+ {ayDﬁZZZ(x —x2) — o Diy2 (x — xz)} D%:‘V(x = x3) Dyt (x — x1)

N ba .
+ {0,085 (x — x3) — 8, Dji (x — x3)} Di(x — 1) Dt (x = x2)| - (3.159)

On substitue les propagateurs du gluon par leurs transformées de Fourrier, on obtient

ST @n) 2n) R

X gsfa1a2a3 {gvm (kl — :»_‘\% =+ fV2V3 (kz — k3)1/1 + gv3v1 (k3 — k1)v2} (3.154)

—{GMa2a3 (xl,xz,xg):/ d4k1 d*ka o (k- x1+kaxo1ks-x3) dﬂlvl(kl)dﬂzvz(k2)dﬂsvs(k3)

aveckis +ky +kz=0et

k,k,
duy (k) = G — (1 — a) iz (3.155)

Pour chaque patte, on tronque un facteur —id;,, /k* pour obtenir le fameux vertex 3-gluons suivant :

_igsfa1a2u3 {ngz (k1 N k2)v3 + gvm (k2 - ks)vl + g"m (k3 - kl)vz} (3.156)

Le vertex 4-gluons est associé a2 fonction de Green a 4-points suivante :

54 )
A _ N3 4 4G G
Gg;ﬁis}f;yzL(x:l,ﬂZ/ x31x4> - (_l> m |:/d x£1 <15]ﬂ}l) ZO [I]:| ‘]:O (3157)

avec J; = J%¥i(x;) (pour i=1,2,3,4) et

0 2 ) 6 o6 0
4G _ &
ﬁl <i5]‘w> - 4 fabefcde i5]“?‘ i5]b1’ 1(5]51 Z(S]g (3158)

Apres mariptlatior, on montre que :

2 4
8102034 _ & 0 4ok ko 44
G3;11;4243}44(x1’x4’x3’x4) = —1 4 fabefcde 5]””‘1(x1)6]”2V2(x2)5]‘13i‘3(x3)5]”4144(x4) [/d xd yld yzd y3d Y4

x Dyt (x — y1) DA (x = y2) DI (x — ya) DY (x — ya)
s JOM (yp) T2 () TP (ya) TP (y4)] (3.159)
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On dérive par rapport aux sources, on trouve

_ ngiﬁﬁm (xll X2,X3, x4) = _gg { (fb1h3bszb4b - fblbzbfb3b4b) g)tl)\3g/\2)\4
+ (Fosbab foaba — forbub fonpas) §2 8™
+ (fb1b3bfb4b2b fblbzbfb3b4 ) /\IA4 /\2)\3}

b b b bsa
/d4 x DY (x — x) DR (x — ) DI (x — x40 (x — x3)  (3.160)

En tronquant les propagateur de chaque patte externe, on obtient le fameux vertex 4-gluons :

2 AAs Aah
—&s {(fb1b3bfb2b4 fblbzbfb3b4 ) g
+ (Foubob fosbad — forbab frabep) &2

+ (forbab fosbab — Forbab fosbyp) &g } (3.161)

3.5 Regles de Feynman en QCD

3.5.1 Regle de Feynman en jauge covariante

Voici les regles de Feynman dans la jauge covariante,
> Propagateur du fermion :

. i6l
i —_ 162
i o—;—o] Y (3.162)
> Propagateur du gluon :
—is% kH kv
a, © W—-1-a)5— .
H %QOQOAY e L CARI IR e S BT
> Propagateur du fantdme :
iéab
o~ N e 3.164
% p’— °b p>+il ( )
> Vertex fermion-fermion-glian
a,u
j —igs (Ta)jiv" (3.165)

> Vertex fantdome-faritome-gluon :
a,u
%QyT c 9 fae " (3.166)

> Vertex gluon-gluon-gluon :

4

C Y —gsfubc[ (p 5])
g’w r +8P7 (g —1)" + g7 (r — p)P] G167
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> Vertex gluon-gluon-gluon-gluon :

—{gffe”;fezd (8”8”’2 - g“x"q‘;?
ﬁ%xgz —igs forl fhe(g"P g7 — g21g™y  (3.168)
—ig fe fect (877 gPO— 510 gP)

> Gluon entrant :

a, i \QQ%QQJ €, (k) (3.169)
a, \QQ%QQ_, €, (k) (3.170)

Dans la jauge de Feynman (¢ = 1), le propagateur du gluon devient,

> Gluon sortant :

_ i(sul;gyv

a, - = .
1z 00000 # bv 21 iA (3.171)

Régle de Feynman en jauge non-covariante

I1 existe plusieurs choix pour fixer la jauge, tous ces Cwix sont équivalents car la physique est
indépendante de lajauge, ¢.a.d. dans toutes les jauges.on trGuve les mémes valeurs pour les observables
physiques comme la section efficace ou le carré Go l’aniplitude. Le terme de fixation de jauge peut
s’écrire sous la forme générale suivante,

1
Lcr = ——ﬂ(D”fo (3.172)

Alors,
> Jauge de Coulomb (jauge non-covariarite) :

. 1 - -
D' = (0,V) Lcr = —ﬂ(v -G")? (3.173)
> Jauge de Lorentz (jauge covariarite) :
1
DI =/ Lor = —E(&)P‘G;)2 (3.174)
> Jauge axiale (jauge non-ccvariante) :
1
DM =yt Lor = —EWG;)Z (3.175)
ot 7# est un“4=vecieur constant de genre espace (17> > 0).
> Jauge toporelle (jJauge non-covariante) :
1
D" = (1,0,0,0) Lcr = —ﬂ(cg)2 (3.176)

En jaugenon covariante, les fantdmes de Fadeev—Popov sont absents, il n'y a donc pas de regles de
Feynmar pour les fantdmes mais les propagateurs de gluons virtuels sont différents (plus compli-
qués!) du cas de la jauge covariante. Dans la suite, nous donnons le propagateur et la somme sur les
poiarisations physiques du gluon dans 3 jauges non covariantes.
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e Jauge de coulomb (de radiation) :

p | —id® kuky — k- n(kyny + kyny + kKPnyung)
V1 40000 # by Dw = o ia [g””_ 2 (k- n)? "
. kuky, — k- n(k,n, + kyny, + k*rem,)
Y el (k)e (k) = — [gw —— E{J‘_Qk.n”);‘ : ”} (3.177)
)

oun, =(0,0,0,1).
e Jauge axiale :

o —i6™ [ kuny +kyny, (92 —!»txkz)kykv]
pv

a, =
‘u\_QQ_EQQ)b,U Dyv k2—|—l/\g 1k (Tl-k)z
k,ny, + kyn (12 ak?)k,k
a *b utv vitp utv
— e _ % 17
;gy(k)sv (k) [8141/ 1k I (n k)2 ] (3.178)
ol n est un 4-vecteur arbitraire de genre espace.
e Jauge du céne de lumiere : c’est un cas particulier de la:jiauge axiale (« = 0 et n? = 0)
—iotb kun, + kyn
a L P
ﬂ\_QQ_EQQ_)b,v Dy, k2+i/\Lg“” o }
kyn, +kyn
«b plv T Kyly,
;s‘;, (k)el’ (k)= [g;w — kn} (3.179)

Ces jauges sont tres importantes car elles permettent d’extraire les polarisations physiques du gluon,
¢.a.d. les deux polarisations transverses. On peut facilerrent montrer que n*D,,, = 0 et kD, = 0 dans
la limite k> — 0 et nt'el, = 0 et k'e}, = 0 pour la jauge ¢Hne de lumiere.

On note que les autres regles de Feynman restenties mémes sauf les regles de Feynman des fantomes
qu’elles n’existent pas dans ce cas.

Calcul des processus a I'ordre de Bern

Le modele des partons considere les hadions comme composés de particules ponctuelles quasi-libres.
Ce modele décrit la section efficace a haute énergie de la collision des hadrons avec d’autres particules,
comme une somme incohérente des sections efficaces des partons dans les hadrons. Les facteurs
hadroniques dans la section efficace sunt données par la fonction de structure. Ces dernieres sont ex-
primées en termes des fonctions/de-cdistribution partonique qui donnent la distribution de I'impulsion
longitudinale des partons dans ie hadron. Les fonctions de distribution ont un caractere universel et
elles ne sont pas calculables dans la théorie perturbative mais on les détermine expérimentalement :
une fois on les fixe dansun terprocessus, on peut les utiliser pour étudier d’autres processus grace de
leur universalité, voir/lde cours de P. Aurenche et al [9] pour plus de détail.

Sections efficaces hacronique et partonique

Considérons la cellision.de deux hadrons Hj et H; (proton-proton par exemple). On note les impulsions
des hadrons P et P, etles impulsions des partons a I'intérieur de ces hadrons p; et py, respectivement.
Les partons porterit.une fraction de I'impulsion des hadrons, alors

p1=x1P p2 = x2Ps. (3.180)

La section efiicace hadronique est définie par,

ot = X [ dviea 11 er, i) £ e, )R (3.181)
%

oui,j=v,d,s,cb,get
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3.6 Calcul des processus a I'ordre de Born

X1 Pi
H; |

Pi
0ij
H, P ——
X2 Pj —

FIGURE 3.5 - Collision hadron-hadron d’apres le modeéle des-partons.

o fH :estla fonction de distribution partonique, elle décrit la distribution du parton i & I'intérieur
du hadron H, elle décrit la physique a basse énergie.
o (I7kH1+X est la section efficace partonique, elle décritia physigue a haut énergie.

° y% : est I’échelle de factorisation.

Confinement :

Les particules qui portent une charge de couleur comme ies quarks et les gluons ne peuvent pas étre
isolées et donc ne peuvent pas étre observées d'une mariiere directe dans les expériences de collision.
Les quarks et les gluons doivent se combiner pour férmei'des hadrons, ces derniers (les hadrons) sont
observés expérimentalement. On appelle ce phénoinene le-confinement ... jusqu’a maintenant il n’existe
pas une explication convaincante de ce phénomiene!

Liberté asymptotique :
L’interaction dans les théories de jauge non-abélienne (comme la QCD) devient asymptotiquement

faible a haute énergie et tres forte a basse énergie. La constante de couplage mobile de I'interaction
forte est donnée par,

1 1 33-2N; [Q?
= Inl = 3.182
o ae oo (e G152
or
. X M2
ag(Q°) = (M) 5 (3.183)
1+ a,(M2)[33 — 2N/ ] In(%) / (1277)
03 TTTTTT T T TTTTI T T TTTTTIT T TTTTTT T T TTT
0.25 |- f
g\ 02 [ i
<
< 015) |
01 n
51072 L] Lo Lol Lo LI

10° 10! 102 108
QGeV
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— Ny =16 — N =17
0.13 |- i 0.13 |- i
& &
Qo012 1 2012} 1
& S
-
0.12| o1 — |
0.11 LI Lol Lo Lo LI 011 INRERI] L || AT L L L Lol L1
10° 10! 102 103 100 16! 102 103
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3.6.2

D’apres ces 3 figures, la théorie n’est asymptotiquement libre.quessi le nombre de saveurs Ny < 16.

Processus : e e+ — g7
Considérons la réaction,

e (p1) +e"(p2) = q(ps) +1(ps) (3.184)
Le diagramme de Feynman décrivant cette réacticn est,
e (p1)
(3.185)
e (p2)
On rappelle que le vertex quall)‘/k—quafk— photon est donnée par,
M
)—»— q; —1eQq7"d;j (3.186)

a;
oi1 i, j désignent les couleurs des quarks et Q, est la fraction de charge des quarks (Q,; = 2/3 pour les
quark up et Q; = —173:pour les quarks down).

L’amplitude et sori complexe conjugué sont donnés par,

ie*Q ) i
“ it pzﬂ i 00 (p2) " u(p1) i (p3) vu0;(pa) (3.187)
i ie>Qq . i i}
M= g e i o P o (p2)o (pa) v (pa) (3.188)
Le carté deYamplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’écrit,
—_ 1 o
YIMP=23 ) MM (3.189)

spin coul
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On néglige les masses des fermions, et on utilise les relation suivantes,

Y u(p)a(p) =Y v(p)o(p) =4 Y ui(p)aj(p) = Y vi(p)oj(p) =6 ¥ (3.190)

spin spin spin spin
(3.191)
Alors,
42
1 e*Q / _
Y IMP = i+ Pz)i T i/\]25ij5i'j'5ii'5jj’Tf[ﬁﬂ” Py e[ sy payie]
P1-pP3p2-Pa+ P1-pap2-p3
=8¢"Q:N 3.192
< (p1+p2)* (3452
Le facteur de couleur,
(51’]‘(51'/]'/(51'1'/(;]’]'/ = 51'1‘ =N=3 (3193)
On ré-exprime 'amplitude en fonction des variables de MandelStany.on a
t u
pl'PBZPZ'}M:—E pP1-Ps+ pz'pg,z—E (3.194)
dong,
Y IMJ? = 2¢*Q2NI- —i“— (3.195)
Dans le référentiel du centre de masse (f; + o = 0);en a,
- —%[1 — cos(6)] = —%[1 +cos(0)] (3.196)
alors,
Y IM? =4 02N + cos?(8))
= 16°a* QN (1 + cos®(6)) (3.197)
On calcule maintenant la section efficace,
. 1 1 4 Bp; P, o
= (- —
Y (1.pa)? 27)2 /° PP == pa) G oy LM
1 1 d d®
P ero: /(5(E1 B, Es— E)O(B1 + B — P — Pa) 253 25421 (3.198)
On a,
s -
Epr="Ey = \2[ Es = E4 = | 3] (3.199)
alors,
~ 1 1 = 3/ = = d3 d3p4 ~— 2
= 5 e | SVE - ABDE (B ) B T IM
1 1 PP =
= & @y /-2 TMe| (3:200)
Pa=ps
Dans les “oordonnées sphériques, on a
dS
=d|ps|sin(0)dOdg (3.201)

|73 !2
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et
) :ZW donc 5(v/s —2|ps)) =5(ﬁ3‘_2\/§/2) (3.202)

La section efficace devient,

1 1 oo
0= — —> p3|o(p: 2 w2
"= 16 a2 /O d|ps|o(Ps| = Vs/2) / sin(6 d9/ dpY |7 i
Q2N
_ TN / sin(0)d6[1 + cos()]
2s 0
me?QIN
_ 2
-— [ dX(1 + X2)
4o’ Q>N
q
_ 2
s (3.203)
3.6.3 Processus:qj—q'q
Considérons la réaction suivante,
4(p1) +d(p2) = q'(pay<4'(p4) (3.204)
ou g et ¢’ sont deux quarks différents.
Le diagramme de Feynman décrivant cette réaciion esi;
9(p1) q'(p3)
\i k
g
P WTO000y (3.205)
Y/ 7+ p2
] [
q(r2) q'(pa)
On rappelle que le vertex quark-gua+k-gluon est donnée par,
8y
0
?—» 4 — gy (To)ji (3.206)
qi
L’amplitude et:son complexe conjugué sont donnés par,
M=~ - (T");i(T")ia®j(p2) v ui(p1) ik (p3) vuoi (ps) (3.207)
(p1+p2)>+ir 7 !
02
N Zg / ! _ ! —
M= (pl T p;)z T in (Tﬂ )Z-/]-/(Ta )l/k/l/li/(pl)’)/y v]-/(pz)vl/(pél)'yy/uk/(pg,) (3208)
Le carré de-’amplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’écrit,
2 _
Z|M| 4N2 Y. Y MM (3.209)

spin coul
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On néglige les masses des fermions, et on utilise les relation suivantes,
Z “i(P Z vi(p 51] Y (3.210)
spin spin
(3.211)
Alors,
Y IMP? = 8z 6611 0:ir65r (T™) it (T (T ) e (T™ Yt
4N2 [(p1 + p2)2 + iAJ2 0O OO ] j
X Te[p7" 1y 1T [Py Bari]
' ' 1°P3p2 4+P1VI42'3
- 81%;251](51 ]/(511’5]']"(Ta)ji(Ta)kl(Tu )]‘/i/(Ta ) P1Psp (51 T Uz) pap2"p (3.212)
Le facteur de couleur,
81011883 (T) i (T (T ) it (T™ Yo = (T*)ji(T* )iT") (T )35
= Te[T*T|Te T T |
_ fr‘uu/éaa'
4
b
4
N+ -1
== (3.213)
On ré-exprime I'amplitude en fonction des variables.de NMiandelStam, on a
t u
PLop3=p2-ps=—3 Prpa=p2p3=-—35 (3.214)
dong,
2 2
~— 7 4N - 1 t + u
YIME=g o g (3.215)
Dans le référentiel du centre de masse (p1.-= p2 = 0), on a,
t= —%[1 — cos(67] = —%[1 + cos(8)] (3.216)
et on remplace par la constante de céiplage de la QCD,
2
oy = f—; (3.217)
alors,
= N? -1
Y IM* =4rad NE (1 + cos?())
2 zCF
= 8w SN (1 + cos?(0)) (3.218)
avec
N? -1
Cr= N (3.219)
On calcule maintenant la section efficace,
. 1 d°p3 P Pa=
o= ;W 27_[ /5 P1+P2 ps — P4 ZE 2E Z‘
, 1 3 d P a0
= 25 Ej E4)5 (p1 + p2 p3 p4 2E; 2E, Z’M‘ (3.220)
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Ona,
Elezz\f Es = Ey = |73 (3.221)
alors,
0= 5 e [ A= 2+ 7o) S AP
85 2n /5 —2|fs)) |df|§Z|My (3.222)

1=P3

Dans les coordonnées sphériques, on a

3
|dp’2 = d|p3|sin(0)d0d e (3.223)
et
O(x —x; - o(P3| —+/s/2
) = 2¥ donc 5(\/s =2|F3)) = (P3| — v/s/2) (3.224)
~ g/ (xi)] 2
La section efficace devient,
1 1 oo T 27
b= ——— [ d|ps|6(s| — V/E/2 -;pmde/ Aoy | M2
o= gy AP~ V5/2) [ Smioyan [ dgY M -
mxg Cr [T 2(\1
=% N o sin(0)d6[1 + cos”(6)]
2 +1
s Cr >
= — AdX(1+ X
4s N J_1 (1+X7)
_ 27 Cr
3 N
8 ma?
=5 (3.225)
Processus : g7 — g7
On consideére la réaction suivante,
qrr) +q(p2) — q(ps) + 4(ps) (3.226)
ot les quarks de I'état initial‘et final sont identiques.
Les diagrammes de Feynman decrivant ce processus est,
(p1) (p3)
T T ap) L)
M
o r1— s (3.227)
— ; 4 l —
q(p2) ] q(ps)

72 7(pa)
Les amph’rad\ s associées a ces deux d?agramme sont, respectivement, données par, L'amplitude et

son complexe conjugué sont donnés par,

_ ig3
(ptp2)? i
i3
(p1—p3)? +iA

(T%)ji(T")0; (p2) " ui(p1) i (p3) vuvi(ps) (3.228)

My = (T)xi(T) jiag (p3) " ui(p1)9;(p2) Yuor(pa) (3.229)
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O
N

Les complexes conjugués de ces amplitudes sont les suivants,

- (p1 +pz) +iA

" (p1—pa)tir

_lgs ( )

_lgs

(T Vot (pr )y vp (p2) 0 (pa) Yyt (p3)

(T )i (T )yt (p1) 7" e (p3) 3y (pa) Yoy (p2)

Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins et les couleurs s’éct,

Z:|M|2 Z|M1 M,|> =

4N2 Z Y (My — Mp)(M; — My)

spin coul

4N2 Z Z M1M1 + MzMz — 2Re(M1M;)J

spin coul

L’amplitude M; est égale a M de la section précédentes, alors,

Y My =

4AN2? [(p1 + p2)? + iA)?

4 i ,
! 85 T[T T T T°T TTe[ oo™ 47" TTeL v By

pap2 - pa+ p1-pap2 - p3)

8 S a ﬂ aa
1\3;2 T[T | Te[ro7e] PL

gsCF 2+ u?
N 52

Dans le référentiel CM, il s’écrit,

(pikp2)?

T = FEECE 1 4 cos(o)

Le carré de I'amplitude M; sommé et moyer.ié-cur les spins et couleurs est,

Y IMaf? = ﬁ\spnmm T T

giC s u?

N £2

Dans le référentiel CM, il e’écrig,

YIMaf? =

Tr[ g37* l'jz'Yyl]Tr[lﬁz’)’u ?ﬁ4’Yy’]
(p1—ps)?

_ %Tﬂ v Ty o] (PL"P2P3 P4t P papz - ps)

(p1—p3)?

1677 DCZCF [4+ (1+ cos(6))?]

(1 —cos(6))?

On calcule, maintensint, le terme d’interférence,

2Re) MM, =

gs

2N2(p1 + p2)2(p1 — p3)?
:Vl

Y Y (Ti(Tu( (T (T )y

spin coul

=/ =/

x B;(p2) " ui(p1) i (p1) v

4
_ 8s arra’ raray W W ,
2N2(}71 + pZ)Z(pl - PB)Z Z(T T 1°T )]]Tr[;'fz’)/ pl’)/ p?)’)’}l }647}1]

s

" 2N2(p1 + p2)2(p1 — pa)?

up (p3) ik (p3) Y01 (pa)r (pa) Yoy (p2)

coul

T[T T T T ITe[f,7" i7" Bavu Pave]

(3.230)

(3.231)

(3.232)

(3.233)

(3.234)

(3.235)

(3.236)

(3.237)
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on a,
T[T, T T.T 1 Te[ 7" 17" B3vu Bavw] = —32p1 - papa - p3
= —8u?
et
T[T T = o0
4N
N1
- 4N
__Cr
2
Donc,
4 CP 1/[2
2Re) MM, = 2g4 % NZ st

4 Cr (1+c0s(6))>
&N (1--cos(8))

Alors, le carré de I'amplitude totale en fonction des variable de MandelStam est,

Y IMP? = 1672

52 +7t2 N st

Cr [+ u? e;fuz_guj
SN

On ré-exprime le carré de 'amplitude totale en fonction de 6 et pose N = 3, on obtient,

64 1+cos?(f) 4+ (1+cos(f)? 1(1+cos())?
X:|M|2 i 2[ > (1= cos(0))? t3 (1 —cos(0)) }

La section efficace partonique différentieli= est,

do 1
dCOS(Q):327ISZ’ i
2ma? [1+42082(0) 4+ (1+cos(0))> 1(1+cos(0))?
9% ”’{ 2. T T a—cos(0)? 3 (1—Cos(9))}

3.6.5 Processus: gq — qq
On considere le processus d¢ la proauction de deux quarks identiques,

q(p1) +q(p2) = q(ps) +q(ps)

Les digrammes de Feynmari décrivant cette réaction sont les suivants,

p1) 1 ‘ q(p3) q(p1) ; ; q(pa)
= H H
VA R 10 ) 0k )

(3.238)

(3.239)

(3.240)

(3.241)

(3.242)

(3.243)

(3.244)

(3.245)

On peut déduire le carré de 'amplitude du cas précédent en échangeant p, <+ —p4, donc s <> u. Alors

on obtient

2 2 2
Z’M‘2_16 22CF t +S S +u _Ei
SN | u? t2 N tu

(3.246)
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3.6.6 Processus: jj — 4g
On considere le processus de la production de deux quarks identiques,

q(p1) +q(p2) = G(ps) +q(ps) (3.247)

Les digrammes de Feynman décrivant cette réaction sont les suivants,

q(p1) q(ps) q(p1) q(ps)
y -
I i
\‘\géj_‘; (3.248)
, v /‘/5\\
q(p2) J I q(ps) q(p2) k ] q(p3)

On obtient le méme résultats du cas précédent,

Crlt?+s* 24+u> 25
2 2 2 “F o NI
Y IM]> =16r SN [ 3 2 N m] (3.249)
3.6.7 Processus: gg —qg
Considérons la réaction suivante,
q(p1) + 8(p2) — q(p3) +elps) (3.250)
Les diagrammes de Feynman décrivant cette réaction sont représentés dans la figure (3.6).
i j
b v io
k p1+p2 |
c,p
a,p b,v
i ) ] i )
d,(T /y/ 4 d,(T
— P3 p1—ps3
’y’/c:;\)"\\\ ,,A/c,p\“\
a” b a b

FIGURE 3.6 — Diagraimes de Feynman décrivant la reaction q¢ — g¢ dans les jauges covariantes et non-
covariantes. Les deux dertiier diagrammes (fantdmes) sont nécessaires que dans la jauge covariante.

Les amplitudes assotides a ces diagrammes sont données par :

.2
—1 ‘a _ v a *
My = — 55 (T)(T") 0 1(p3)7" iy ui(pr) € (p2)eld (pa)
[ql + l)'J
—1 2 a ~ v a *
= Ezﬁ‘fl(be )ji i (pa)y" dyy"ui(p1) € (p2)es (pa) (3.251)
1 /
.2
—1 a = v a *
Mo = 85 (TPT?) 1 (p3)y " u(pr) €4 (p2)e (pa) (3.252)
93 + iA]
2

My= figs]( N ji faan i (p3) 1 ui(p1) [op — Gy (43,113)] VP (g3, p2, —pa) €5, (p2)es’ (pa)  (3.253)
13
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avec
q1=p1+p2, 42 = p1— Pa, 93 = p1 — Ps3- (3.254)

et
VE (g3, p2, —pa) = 87 (45 — p2)" + 8" (P2 + pa)f — 8™ (pa +45)* (3.255)

On rappelle que la somme sur les polarisations du gluon dépend du la jauge, oiva ;

Y et (k)eb (k) = —bap [Qu — G (k)] (3.256)
A
avec
0 jauge de Feynman (covanante)
Gyv (k,i’l) = kyny+kyny, ] & . Y s (3.257)
T jauge axiale (non-covariante)

Si on emploie la jauge covariante (jauge de Feynman par exemple), on doit prendre en compte la
contribution des diagrammes des ghosts (M4 et M5, voir Figure. 3.6). Les amplitudes associées a ces
deux derniers sont les suivantes :

52
My = % (T%)ji faaviti (pa) 7 velp1 7 Pop (93,13) Py 1als (3.258)
[q5 +iA]
2
Ms = % (T%)ji faav it (P32 ui(en) Pop(g3,m3) Py 1515 (3.259)
[q5 +iA]

On a noté le ghost (anti-ghost) par 1, (1;) car le champ les ghosts sont traités comme des champs
scalaires porteurs d"une charge de couleur comme le gluon. On a donc,

Y 1415 = ap- (3.260)
LC'

Les complexes conjugués de ces amplitudes sont donnés par :

)
Evi 185 a’ b’ p 4 v xa’ v
M = — ""™—" T T a0 Ut ad . f , 3261
1 [q% + l)\] ( )1] Uj (Pl) , d,l’)’ M] (p3) Sy <p2)gv (P4) ( )
)
— 1 ;o , / / wa ’
Mz = ) gs. 7(Tb T‘Z )i/]'/ IZZ', \FH),YV qzr)/]‘ Ll]'/(p3) Slf,l (pZ)s?ﬂ(PD (3262)
[95 +1A]
— 2 ’ / 1o wa! ’
Ms = [qzis ] (T)ijfaraw it (P1)7 15 (p3) Porr (93,13) VP (g3, pa, —pa) €3 (p2)eb (pa)  (3.263)
3
2
— -9 g B o 0 1 1%
My = (T ) vy farav s (p1)7" 1y (P3) Porpr (93) Py 1o 1py (3.264)
7+ i p(pa) P (1) e T
2
— -9 ! B o o
M = ——— 11 i'it Tdtalp Uit U PET’ / 111’]- ’ 3265
5 [q§+i/\] (72) ]fd yiti (p1)y ](Ps) 0 (5/3)174 b ( )

Dans la jauga non-covariante (axiale ou plus précisément cone de lumiére), I'amplitude totale est
donné pat la tomme des 3 amplitudes M;, M, et M3. Le carré de I'amplitude totale sommée et
moyennée sur les spins, les polarisations et les couleurs est donné par :

_ N 1 _ _ _
Z|M| = Z|M1 + M, + M3|2 = m ZZ(MlMl + MyMj + M3z M;
c c s A

(
—|—2Re[M1M2] + ZRE[M1M3] + 2Re[M2M3]) (3.266)
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Par contre, dans la jauge covariante on doit soustraire le carré de chaque amplitude associde aux
ghosts. Le carré de I'amplitude totale s’écrit donc :

Y IM| =Y | My + Mz + Ms[> — Y| My]? = Y| Ms5|? (3.267)

Les carrés des différentes amplitudes sont donnés par,

4 p

Z’Ml|2 = %Tr[TbTaTuTb]Tr[ps’YV ﬂl’Y” /jﬂ’y ﬂl’YV] [8;4;4’ - Gw’(l’zz”ﬂl [gvy — Gy (pasna)]
4

Y |IMy? = &Tr[T“Tb T'T) e[ P37 4oy P17 o™ ) (8w — G (22,754) | 18w — Guw (Pasia)]

Y IMs]> = gs > Ir [TTY] faan faran Te[ B30 517" 1 VP (93,02, — pa) Y2 (93,92, —pa)

[gap - op(q?:/”?))] [ga/p/ - Ga/p/(q3/”3)} [gyy’ y ny’(ﬁZrnZ)] [gvv’ - va’(P4/n4)]
(3.268)

Les termes d’interférence des différentes amplitudes sorii’dorinés par,

e 2 ;1 / !
2Y Re[M;M,] = %Tr[TbT“TbT“]Tr[ b7 it Pt o] [8uw — G (p2,12)] [vvr — Guwr (pasna)]

Ewi N2 4 ard , e "y
2) Re[M;M;] = <—1)§Tr[T” T T faa Te[ sy 7" B1y7 IV (43,02, —P4) (809 — Gorpr (q3,13)]
X [S{y W= Cyu’(PZI”Z)] [8vv — Gu (P4, na)]

2) Re[M2Ms] = (—i) 1 2 S T[T T T | fads T Pr™ o 7" 1V (43, p2,—pa) [orr — G (43,m3)]
X4&u — G (P2,12) ] (v — Guv (pa,na)] (3.269)

Les carrés des amplitudes de fantoimes My et M5 sont donnés par,

4 /
Y iMy|s % Te[TT] faab farab Te[ 377 177 ) op 8o'or PP
4
= & AT T faus fara Te s B P )
4
oAM= S TT T faw foa T B By P ] (3:270)

Pour calculer les facteurs de couleur, on utilise les relations suivantes :

N? —1

(T"T")ij = Crdjj = W@‘jl favefavd = Cadca = NcOea,
1 1
Tr[TTOT¢] = 1 (dape + 1 fave), Te[T°TPT°TY) = — N Opd- (3.271)
c
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Dong, les facteurs de couleur pour chaque terme sont donnés par :

Ciayp = Tr[T'T*TT?] = Te[TP TV T T = (T°T?);;(TT*) ;i = C39;

(N — 1)?

C
Cmap = 4,

Cisss2 = Te[T'T] faap farap = Tr[T'T] Nebgar = NeTe[T9T9) = N2 Cr =

1 N2 -1
_ b b _ —
CM]MZ — TI'[T TﬂT Tﬂ] — _rz\jcdau —_— ZNC 7
_ e rrapbd _ 1
CM2M3 = TI'[T T T ]fd’ab = 1

: i
Cornt, = T[T T T | frap = — - No(NZ = 1).

=0

,]'—/h\ . .
. i . i
(Aapar + 1 fapar) farap = Edabd’fd’ab +1fabduwab = ZLNC(NCZ —-1),

4
N.(N? —1)
C|M4‘2 - 75 P
N:(N? —1)
C|M5‘2 - %.
Dans la jauge du cone de lumiere, on trouve
N.—1)2  8(s®+#
Yl = —gt DD ST
4 N, su

(Ne — 1)

2 4
2|M2’ - gS 4NC

Ne(NE —

> 8{2+u?)

su

) 16 (s? +su+u2)2

=N.Cz=

Y IMsf* = —gt >

ZZRG[M1M2] =—94

1

2) Re[MiM3] = —gi ~N.(NZ — 1)

R
“

— 1
2) Re[MyM;] = —g2 ZNC(NCZ —1)

ot on a choisi np = nz = ny = py.
Le carré de I'amplitude totale est,

. g 2(Ne—1) (s +u?) [(NE -

sut?
(JNZoT 16
su
y 16(2s 4 u) (8% + su + u?)

y 16(s + 2u) (s* + su + u?)

(3.272)
(3.273)

(3.274)

(3.275)

(3.276)

(3.277)
(3.278)

(3.279)

(3.280)
(3.281)
(3.282)
(3.283)
(3.284)

(3.285)

1)s? —2su+ (N? — 1) u?]

My + My + Ms|* = — o

AR
2N2 sut?
N gt 2 +u?
2N2 sut?
B ¢t 2 +u?
2N2 sut?
_ ¢ 2 +u?
2N2 sut?

Alors,

Z\M1+M2+M3|2:g§[

=g§{

[(NZ—=1)s* —2su+ (N?—1)u?]
[((NZ=1)s*+2(N?—1)su+ (NZ — 1) u* — 2NZsu]
[(NC2 —1) (s + 1) —2chsu]

[(NZ —1)# —2NZsu]

s+t N2—1s*+u?
2 2N2

2412 4>+ u?
29

(3.286)

(3.287)

(3.288)
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3.7 Exercices et Problémes

Dans la jauge de Feynman, on

N.—1)> 8u
My = —gt B 1° Bu
Z’ 1| gs 4Nc X s
2 s (Ne — 1) 8s
Z’M2| - gS 4NC X u
No(N2—1)  4(4s®+3su+4u?)
2 alVe
Z’M3| =& ; X 12 N

ZZRG[Mlﬁz] =0
2) Re[M; M;] :gﬁiNc(Nf —1) x —

— 1
2) Re[M,Mj3] :gﬁiNc(ch —1) x —

N:(N2—-1)  2su
Y IMyf = —ge—— o

Ne(N?2—-1)  2su
T gt NN 2

On trouve le méme résultat (3.288) pour le carré de I'amplit:de totale,

My 4 My 4 MaP — S Mal? — S M2 = i
Y M+ My + Mal> = ) |My|* =) [ Ms|* =g

CNZ-18f 4w
sNg 2N2  su

L.

Exercices et Probléemes
Questions de cours

(1) Quels sont les termes invariants sous la transforrtation de jauge non-abélienne locale :

0, A} — aVAZ.
0y ALV By Al & fanc ALAS.
(9" A5 ).
(2) Montrer la relation suivante :
[Dy,Dy] = —igT,Fl,, avec Fi, = 0y Al — 3, Al + g fanc ALAS.

(8) Comparer la QED et la QCD:
(4) Algébre de Grassman. Moziirer que :

oF T 9°F ’F
30, a9, 2 =0
Uil e 8]
.
/ ul/)i = 0, /dl,UllP] = 51]
Ldy;, ¢} =0, {dy;,dy;} = 0.

(5) Intégrale fonciionnelle de Feynman :
(a) Montrer aue

J199)9(x1) - (xa) expli [ d*xL]

Gn(x1,- %) =< O‘T[‘i’(xl) e -@(xn)]lo >= f[d(p] exp[ifd4xE]

ot ¢ est-in champ scalaire neutre et la densité lagrangienne £ est donnée par

1
L= ("9poup —m*¢p?) = V(¢).

(3.289)
(3.290)

(3.291)
(3.292)

(3.293)

(3.294)
(3.295)

(3.296)

(3.297)

(3.298)
(3.299)
(3.300)

(3.301)

(3.302)

(3.303)
(3.304)

(3.305)

(3.306)
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(b) Montrer que :

(=D ez
Gn(x1,"‘x")_ Z[O] 5](X1)5](x71)

. ou Z[]= / ldg) expli / (L +¢)). ) (3.307)

J=0

(c) Montrer que :

Z " )
ZH)} - ;;l!/dxl o dxny G (X1, xn) ] (x1) - J () (3-308)

(d) Montrer que la fonctionnelle génératrice pour le champ Aj, n’est pas invariant sous la transforma-
tion de jauge locale :

Z[]] = / [dA]expli / d*x(L + A, jasa ji}-‘ng”W. (3.309)

(e) Montrer que le propagateur fermionique est donné par :

. < (—i)? AT AN
< Ofpa(x 0> = - A . (3.310)
BB > = 75,00 57 )8 () |,
(f) La fonction de Green connexe est :
- I"WIJ] ' ,
G (x1, %) = (—1)"! —\/, Z[J] =", 3.311
n( 1 n) ( ) 5](x1)---5]\x,)|,20 U] ( )
Calculer les fonctions de Green :
Gi(x),  Gilxi,x2),  Gs(xixo,x3),  Ga(xi,xz,x3,x4),  G5(x1,x2,X3,%4,%5).  (3.312)
Exercices
Exercice 1: QCD
Considérons la densité lagrangienne d’'un guark
_ qr
L= —m)y, v=1{a (3.313)
qo
(1) Montrer que £ est invariant sous 1a transformation de jauge globale
U(ag,ap,...) = e'8staTa, (3.314)

(3) Calculer le courant de Noether correspondant.
(4) Montrer que pour qu= la aensité lagrangienne suivante soit invariante sous la transformation de
jauge locale (¢ = @(x))
L=19(iDyy" — m)ip. (3.315)
il faut que
i

D=2, +igsGy, G, = U(x)G,U " (x) + — (3, U(x))U " (x). (3.316)

8s

(5) Utiliser la transformation infinitésimale pour montrer que

Gy = Gy +0ua’(x) — gsfabcucb(x)G;.
1- = 1

o Gy =T Gy =3T'G] (3.317)
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(6) Montrer que la densité lagrangienne des champs de jauge est invariante sous la transformaiion de

jauge locale

1. = 1
ﬁjuuge = _EGIJVG‘MV = —ETI[G;,VGyV].
ou
1. - 1
Gl’“/ — EGHV . T — EG;VT’Z

Gl = 0,Gi — 9,G5 + g fabcc,ﬁcg.

Exercice 2 : Processus de base en QCD
Considérons les processus de base de la chromodynamique quantique:

(a) 99 —qq
(b) 99 —4'7
(c) qq7 —qq
(d) 99— 499
(e) 99— g8
(f) 88 —4q
(8) 89— 84

(1) Tracer les diagrammes de de Feynman de chaque r4actions.

(2) Ecrire I'amplitude correspondante de chagie diagramme de Feynman.
(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Calculer les sections efficaces différentielles

di 7d(7 do
aQ dcos(0) dt

Exercice 3 : laréactione™ +et — g7

Considérons la réaction suivante :

e Ap1) + e (p2) = a(p3)d(pa).

(1) Tracer les diagrammes de Feyiunan correspondants.

(2) Ecrire I'amplitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le complexe conjuguéde chaque amplitude.

(4) Ecrire cette amplitucie en terme des variables de MandelStam.
(5) Calculer la sectionsefficace totale et différentielles.

Exercice 4 : laréactiorie™ +p—e—+p
Considérons la réaction.csuivante :

e (p) +pk) = e (p') + p(K)

(3.318)

(3.319)
(3.320)

(3.321)

(1) On suppoce grie le proton p est constitué que de quarks de valence u et d. Donner tous les

sous-processus possibles (au niveau partonique).

(1) Tracci les diagrammes de Feynman correspondants.

(2) Ectire an plitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le.complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Serire cette amplitude en terme des variables de MandelStam.
(5) Calculer la section efficace différentielle.
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Exercice 5 : Diffusion gluon-gluon

Considérons la réaction :

g(p1) +g(p2) — q(ps) +q(pa)-

(1) Tracer les diagrammes de Feynman correspondants.

(2) Ecrire I’amplitude de chaque diagramme.

(3) Ecrire le complexe conjugué de chaque amplitude.

(4) Choisir un seul diagramme de Feynman et calculer le carré de son ampiitude.
(5) Ecrire cette amplitude en terme des variables de MandelStam.

(6) Calculer la section efficace différentielle.

Exercice 6 : Réaction en QED et QCD
Calculer le carre de 'amplitude et les section efficaces différentielles £les reactions suivantes :

q(p1) +4q'(p2) = q(p3) +4q'(pa) (3.322)
q(p1) +q(p2) = q(ps) +i4{ps) (3.323)
q(p1) +4(p2) = q(ps) + q(p4)- (3.324)

q et q' sont des quarks différents de masses nulles. Si les médiateurs de réactions sont a la fois le
photon 7y et le gluon G.
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Le m&ﬁ?ndard (SM) est une théorie qui décrit les particules élémentaires et les forces fonda-
mentales g les lient. Il s’agit d’une théorie quantique des champs basée sur le groupe de jauge
S ® Uy (1), ott SUL(2) est le groupe d’isospin faible et Uy (1) est le groupe d’hypercharge. I

unifi

deux interactions fondamentales : 1’électromagnétisme et 1'interaction faible (on 1’appelle
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aussi la théorie électrofaible). Souvent on inclut 'interaction forte dans le modele Standard, dans ce
cas, la théorie est basée sur le groupe SUc(3) @ SUL(2) @ Uy (1) ot SU¢(3) est le groupe'de couleur.
On note que l'interaction forte dans le dernier modéle n’est pas unifiée avec les autres forces mais on
l'inclut ad-hoc [11, 12, 13]. En se basant sur I'ouvrage de T. Morii et al. [11], ce chapitrecuzit de pres
leur approche et utilise leur notation.

Particules et interactions

Particules du SM

Le SM décrit les interactions de toutes les particules élémentaires observées expérimentalement. Les
fermions sont organisés sous forme de doublets du groupe SUL(2),

e | (1) (5) ()

Ve vy Vg

Leptons : . 1 )
les bosons de jauge,
0% sans nwsseg — EM
Bosons de jauge = { W*,Z massifs - W 4.1)
g sansmasse — S

et le boson de Higgs H (responsable de la génération desmasses des particules).

Porté des interactions fondamentales

La porté des interactions différe 1'une de I'autre. Par.exemple, I'interaction électromagnétique est une
interaction a longue portée tandis que l'interactior: faible est une interaction a courte portée. La masse
des bosons de jauge, les porteurs des forces, détermine si la porté d’une interaction est longue ou
courte. D’apres, le principe d’incertitude d’Heisenberg, un processus est indétectable s’il se produit
(particule virtuelle par exemple) a I'int(rieur d< 1'intervalle,

h 1
AtNE_E pour h=c=1 4.2)

n définit la porté maximale d’une réaction par :
On définit 1 té ma le d’un tion

R=cAt= (4.3)

1
m
ou m est la masse du boson/clu Jauge.

Considérons les quaticinteractions fondamentales,
> Interaction électromagnétique :

1 1 e
Rpp=— = 0 — 00 portée infinie
7
> Interaciion gravitationnelle :
1 1 e o
RGray = — = - — 00 portée infinie
mg 0

> Interaction faible :

1

mw,z

Rw = ~ 10" m = fini portée finie
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> Interaction forte :
Rs ~ 10~ ®m = fini portée finie

La portée de l'interaction forte est finie en raison du phénomene de la liberte asymptotique.
Rappelons que la constante de couplage mobile de I'interaction forte est donnée par,

ws(M?)

2\ _
as(Q%) = 1+ s (M2)[33 — 2Nf]In( ;) / (127)

(4.4)

La figure suivante décrit la variation de la constante de couplage en fon{tion de I'énergie.

0_3 TTTTTT T T T TTT] T T TTTT0 T TTTTTT () ‘_'_"
0.25 - i
—~ 0.2 [T 1
ol
&
< 015} |
011 \
5.10—2 Ll Lol 1 Ll Lo il L1l
100 10 i0? 103
Q[GeV]

On voit que a basse énergie (¢.a.d. a longue distance) la constante de couplage devient trés grande, par
contre, a haute énergie (¢.a.d. a courte distante) elle devient trés petite. Ce qui montre que la porté de
l'interaction forte est finie.

4.1.3 Types d’interactions faible

On peut classifier I'interaction faible selondes médiateurs de l'interaction en :

>Irteraction par courant chargé (W)
> Interaction par courant neutre (Z)

ou selon les fermions de I'état initial et final d’un processus en
> Processus leptonique :

[z e vt (4.5)

T T — U+ (4.6)

<y
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n e~ n—p+e ++7, 4.7)

> Processus hadronique :

KT Kt 4+ nt 4+ 7" (4.8)

W

=y

4.2 Modeéle de Fermi

4.2.1

La théorie de Fermi (ou le modele de Fermi) est la premiére tenuitive sérieuse de construire un
modele décrivant I'interaction faible. Ce modele donne des prédict:on théorique trés précises a basse
énergie mais il s’effondre a haute énergie. Il souffre de plusietiz=.problemes notamment la violation de
l'unitarité et la non-renormalisabilité. Dans cette section.on przsente le modele original de Fermi et les
améliorations qu'il a subit pour résoudre ses probléemes.

Modéle de Fermi avant amélioration

En 1933, Fermi a proposé son modele, appelé moadle de Fermi. Dans ce modele, il suppose que
l’électron et le neutrino dans la désintégration § sonv4mis comme le photon dans les noyaux radiatifs,
voir les graphes ci-dessous. Cette théorie se base sur ’hypothese que l'interaction faible est une
interaction ponctuelle, ¢.a.d. interaction courant-Courant. D’apres ce modele, la désintégration 8 est
illustrée par le diagramme suivant,

p p

p—p+7 n - e~ n—p+t+e +71,

% 7, (4.9)

La densité lagrangienne d’int¢raction de ce modéle est donc,

Gr [, _
Lr= _72 [(9”;7’)’”1;071)(1/)67;41/]1/) +h.c

__Gr
V2

ou Gr est la constante.de couplage de Fermi et

JEJE + hc) (4.10)

]E = (Ppy"¢u) courant baryonique
Jii = (Pevutpy)  courant leptonique

La dimens.on >n terme de masse de la constante de couplage de Fermi est,
L1 =4
= [Gr] + 4[y] (4.11)
mais les ¢ (p, Pn, Pe et ) sont des spineurs de Dirac, donc [i] = 3/2. Alors,
[Gr] = -2 (4.12)
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Violation de parité et interaction vectoriel-axiale (V- A)

L'interaction dans la version originale du modéle de Fermi est de nature vectorielle, ¢.a.d. le ceurant ne
contient que des matrices de Dirac y#. Mais apres la découverte de la violation de parité, les physiciens
ont compris que la nature de l'interaction doit étre de nature vectorielle-axiale (V-4), ¢:a.d. il faut
remplacer les matrices de Dirac, dans le courant, par le terme V-A suivant : y# (1~ ¢475). Avant
d’implémenter ce mode d’interaction dans le modele de Fermi, on doit tout d’abord Genner quelques
rappelles sur la chiralité et ’'hélicité des particules.

Chiralité et hélicité
On définit les chiralités gauche (1) et droite (r) d"un spineur de Dirac par,

(e (53
ou Py r sont les projecteurs de chiralité gauches et droites, ils sont définis'rar,
S
Les projecteurs P;, g vérifient les propriétés suivantes,
(P)?=PL (Pr)*> = Pg P} =Py Pi =Py
P Pr =0 PrP;, =0 P +Pr = (4.15)

On peut voir §y, et P (res. P; et ;) comme deux degrés de liberté indépendante du spineur 1 (rep.
), on écrit,

Y=1¢L+Yr E = EL + @R (4-16)
Y1 et Pr annihilent, respectivement, un fermion d’hélicité h = F1/2 et créent un anti-fermion d’hélicité
h==+1/2.

Les spineurs ¢ et g sont des vecteurs propres de 'opérateur chiralité 5 avec les valeurs propres
£1, respectivement. On écrit dong,

Y5Pr = PR YL = —Pr (4.17)

T ) @19

On dit que g est de chiralité positive ou de chiralité droite (right-handed) et i1 est de chiralité
négative ou chiralité gauche (left-ijanded).

avecg,

Exercice : montrer que

Y'Y =P "L+ Py R (4.19)
Py ysp = Py Yr — Py gL (4.20)
P = Prpr + P YPr (4.21)

On dit quurie particule est d'hélicité droite (ot R) si son spin et quantité du mouvement sont dans la
méme directicn, ef d’hélicité gauche (L) si le spin et la quantité du mouvement sont anti-paralléles.
On définit I'operateur hélicité d"une particule par,

I

h=2"F
i
7

=

(4.22)

N =

=
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ot  est 'impulsion de la particule, Sestle spin de la particule et o = (07 02 03) (les o; sont les niatrices
de Pauli).
Pour des fermions de masse nulle, on a

A 1 A 1
hyr = +5 ¥R hyr = —5¥L (4.23)
Pour des fermions avec masse (et pour E > m), on a
N 1 m A 1 m
hpr = +59r+ 5541 hpr=—s¢1 =5 ¥R (4.24)

On voit que 1-hélicité correspond a la chiralité pour des fermions de massenulle, et a I'inverse de la
chiralité pour des anti-fermions de masse nulle. Schématiquement, on peut les représenter par :

(Sl

S
vx: Q— b Q——
— N

<!

Pour la chiralité droite 7 et S sont paralleles et pour la chiraiit4 gduche 7 et S sont anti-paralleles.

Exercice :
(1) Montrer que I’équation de Dirac dans la représentation s diagonale s’écrit sous la forme,

(—i0/0t — it - Wy —my =0
{ (—id/dt +iF - "y —mx =0 (4.25)
avec
YR = <)(§> Yr< (2) Y=9r+Yr (4.26)

ou x et 17 sont les spineurs de Weyl.
(2) Utiliser 1'éq.(4.25) pour montrer les £quations (4.23) et (4.24).

Spineurs et transformation de Lorentz
Pour les spineurs de Dirac, la transformation de Lorentz est implémentée de la maniere suivante :

WA p(x) U (x) = AT p(Ax) (4.27)

ott U(A) est transformation unitaire et
= exp k—lwwsw> , avec SH = i[’y”,'yv]. (4.28)

On rappelle que les matrices de Dirac se transforment sous la transformation de Lorentz comme :
Al‘lyl‘A% = ALy, (4.29)
2

On peut monirer gu’on peut construire que 5 formes bilinéaires qu’ils ont la bonne structure de
Lorentz, les'voici :

Scalaire (spin 0) : P
Pseudo-scalaire (spin 0) : Py
Vecteur (spin 1) : Py
Axial (spin 1) : Py ’YSlP

Tenseur (spin 2) : oYy — ') (4.30)
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Spineurs et parité
L'opérateur parité P (P : ¥ — —¥) transforme l'état 4*(k)|0 > en 4*(—k)|0 >, donc :
Pa* (k)P = n,a*(—k), avec Na ==,
PB*(k)P = n,b* (—k), avec Ny =t (4.31)
On peut montrer que le spineur de Dirac et son adjoint se transforment comme sut :
Pp(t, %) P =17 ¢(t,—%), P(t,%) P =1 pft, ~%)° (4.32)
our, = —1,.
Exercice : formes bilinéaires et parité
Comment les formes bilinéaires, suivantes, se transforment sous la parité :
Py, Py, Py, Ty, P, iy, (4.33)
e Scalaire : ¢y
P(t,2)p(t,X) P = [na|* (") (t, = %) (t, %)
=+P(=X) p(t,—X). (4.34)
e Pseudo-scalaire : iy
Pifp(t, )7 (1, %) B =ja*ip(t,—2)7°1° 7 p(t, - %)
= —ip(t, =)V P(t, ). (4.35)
e Vecteur : PyHy
PG (t,E)y (%) Po= el > f(t, %) 14" 2 (¢, - 5)
_ [ TPt =X)y"yp(t,—X) pour p=0. (4.36)
—p(t, —X)y*y(t,—X) pour u=1,2,3. '
e Pseudo-vecteur : fry" >
Pt RV Y, X) P = [ §(t, —X)1° 1" 2 " (t,—%)
_ 9 —X)y"y°p(t,—%) pour u =0. (4.37)
§ .

La parité intrinseque{voir le cours de physique des particules de M1) des fermions, anti-fermion et

bosons de jauge est donnée par :

fermion : P(f)=+1 f=1,q
anti-fermion : P(f)=-1 f=1%4
boson de jauge : P(V)=-1 V= ’y,g,Wi,Z.

(4.38)

Excrcice :«conservation de la parité en QED
Montrei que la parité est conservé dans le processus : e~ g — e 4.
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Solution : Considérons la réaction e~ g — e~ q. L'amplitude associé s’écrit

M o< J JO¥, Jjo = ey e, J = gy u,. (4.39)

On a

+itgyOuy
—tgY'uy (pouri =1,2,3)

‘H/_le')’oue

—ileyiue (pouri =1,2,3 (4.40)

];’=P];P={ ) F”’zqu"Pz{

Car la composante temporelle des courants est inchangée, alors le produit scalaire (ies 4-courants reste
invariant, ¢.a.d.

LT = g (4.41)

d’ou l'invariance par transformation de parité.

Spineurs et conjugaison de charge
L’opérateur conjugaison de charge transforme 'opérateur d’annihilation d’un fermion en opérateur
de création d’un anti-fermion et vise-versa :

Ca*(k)C = b*(k), Ch*(k)C = a* (k). (4.42)
On peut montrer que le spineur de Dirac et son adjointce transforme de la maniére suivante :
Cy(x)C = —i(Y") ==1(PY°7¥),
Cp(x)C = (—iv*Y) v = (=i v)". (4.43)

Exercice : formes bilinéaires et conjugaison de charge
Montrer que les formes bilinéaires se transforment de la maniére suivante :

C(yw)C=+9y (4.44)
C(ipy 9)C = +ipy y (4.45)
CP i y)C = —pr'y (4.46)

C(PA 7P )C =~y (4.47)

Généralisation de Gamow et Teller
La conservation du moment cinétique dans la désintégration p requiert,

To=Tp+ v (4.48)

ot [, fp et Jo, = L + S sont les mipments cinétiques total du neutron, du proton et du systéme e — v.
On distingue deux cas :

Se-pn=0 AJ]=0  électron et neutrino sont anti-paralleles
Se—+ =1 A]=0,1 électron et neutrino sont paralleles

La premiere trarcitiori{] est inchangé) est expliquée par la nature vectorielle de 'interaction donc
le modéle de Fermi (¢n/1’appelle transition de Fermi). La deuxieme transition (] est changé) ne peut
étre pas expliquer par'le modele de Fermi, elle est expliqué par la nature axiale de I'interaction (on
I'appelle trarisition vie Gamow-Teller).
George Gamov: et 2dward Teller ont généralisé (entre 1934-1936) le modéle de Fermi en remplacant la
nature vectoriel de l'interaction (la matrice oy dans le courant) par une combinaison d’interaction de
type scalaire. pseudo-scalaire, vectorielle, axiale et tensorielle. Ils ont proposé la densité lagrangienne
suivanic,

Gr

ﬁ pum—
)

[(¥,089,) (¥, OLpy) + h.c] (4.49)
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La forme la plus générale de O est,

0= Oy (4.50)
j=S,P,V,AT
avec

Oy nature notation

I scalaire S

s pseudo-scalaire P |

y* vectorielle |4

YHys ' axiale A

o' = 5[y",7"] | tensorielle T

o ys pseudo-tensorielle PT.._ |

(1)- Montrer que dans le mode de désintégration de Fermi, la natuse de l'interaction doit étre vectoriel
(V) et dans le mode de désintégration de Gamow-Teller, la 2ature/de 'interaction doit étre axiale (A).
(2)- Est ce que la transition de Fermi peut étre scalaire (S)?

(3)- Est ce que la transition de Gamow-Teller peut étre tensorielle (T)?

Violation de parité

Les physiciens Lee et Yang ont proposé, en 1956, la.violation de parité pour résoudre le probleme
connu a I'époque par 6-7 puzzle. Les hadrons 0 et 1-ant les mémes masses, charges électrique, spins et
demi-vies moyennes, mais ils désintegrent différemment avec des parité différentes,

+ A0 _
{9—>7‘[ + 7T np=+1 (451)

T—>7T++'/L4_+7T_ ﬂp:—l

Mais pourquoi les parités sont différentes ™Iee et Yang ont proposé I'hypothese suivantes (en 1956) :
les hadrons 0 et T sont la méme particule (app<ié plus tard K) et que la parité et violée par I'interaction faible.

Kt (yp = ~1) % wt 4+ 70(pp = +1) 21.1% 452)
Kt(pp=w1)V—nt+nt +1 (yp=-1) 5.6% '
Y4
: mirror
~NE w—0
T
%0Co

\

FIGURE 4.1 — Expérience de Wu (figure taken from ref. [11]).
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La violation de parité a été prouvée expérimentalement dans la méme année en étudiant la désintégra-
tion B par I'expérience de Wu et al. Dans cette expérience, ils ont observé la désintégration’cies atomes
du Cobalt-60 (atome instable), aligné par un champ magnétique uniforme, en Nickel-60 (atome stable)
via la désintégration 3, voici la réaction

0Co(JF =57) — ONi(JF =4") +e™ + 7, (4.53)

ol un neutron 7 du noyau du Cobalt ®Co se désintégre pour donner un proton p;=in électron e~ et
un neutrino 7, et un atome de Nickel-60.

Les électrons émis font un angle 6 avec le spin des atomes ®°Co. Si la parité est gonservée, il faut que la
probabilité de trouver des élections produits avec un angle 8 = 0 est égale aia probabilité des électrons
émis par un angle 6 = 7. Mais Wu et al ont observé le contraire, il ont trot1ivé que la probabilité de
trouver des électrons émis par un angle 6 = 7 est plus large que la probabilité.de trouver un électrons
par un angle 6 = 0. Ce résultat implique que la parité n’est pas conservé dans 'interaction faible.

Les résultats de Wu et al impliquent que l'interaction faible est un miélange entre interaction vectorielle
et axiale (ou interaction vectorielle-axiale V-A).

Modeéle de Fermi et interaction V-A
La violation de parité a conduit les physiciens Feynman, Gelltiwwiin, Sudershan et Marshak a suggérer
la généralisation suivante du modele de Fermi,

£1= = L (L= 8479)t) (87 (1= 7)) + e (454

ot les courants leptonique et hadronique sont donnes.vat :

I o< Py (1 —"y5) e (4.55)
T o< Ppy" (L = ga7Y5) Pn (4.56)

Exercice : Violation de parité dans l'interaciiciaV — A
Montrer que la parité est violée par les inicractions de type V — A.

Solution : Considere un processus 2 — 2. L'amplitude associée est
Mo [, ], L=y, (1= u=], -] (4.57)

ol ]]Y et ];f‘ sont, respectivement, lezparties vectorielle et axiale du courant. On montré ci-dessus que :

JV =pJVp= +y. JiA=PJAP = I (4.58)
iz z 1V (1+1,2,3) z " +JA4 (1=1,2,3) '

On voit que le produit'scalaire;des courant de la méme nature est invariant sous parité, ¢.a.d.
Vv Vv 1A T1A ATA
JIVE = TV TV, JIAT A = TATAR, (4.59)
mais l'interférence entre ]IQV et ];’f‘ n’est pas invariant, ¢.a.d.

T = =LA T (4.60)

Donc, l'infercction 'V — A viole la parité.

4.2.3 Problénies dumodeéle de Fermi
Violation-4e I'unitarité
Considérors la réaction suivante,

e (p) + ve(k) —> e (p') + ve(K) (4.61)
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Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,
ve(k) e (p')
- e (p) o ve(K)
L’amplitude correspondante et son complexe conjugué,
Gr . _ .
M = =S [i(p) 7 (1= s () [a(kK) 7" (1 = 75 )u(p)] (4.62)
—  Gr . _ _ 1)
M= 2 [(0) (14 75) vy (p )] [7(p) (1 -+ 15)7" )] (463)
Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins,
YIMPP = FTr [/ (L= vs) K+ 3) o Te[K o (1= s) (1 + 75)7" ]
(32 /
= S T #y (1= vs) K| Te (K" (1= s) )]
G2 - ! !
= S (B[ v ] = Telys v B ) (GHE™ #y"] = Telys # K7') (4.64)
Dans l'équation (4.64), on a négligé les masses des f¢zmioris et on utilise
PA+7s5)=(1—75) P (1—75)*=2(1—7s) (4.65)
Voici quelques propriétés des matrice 7,
75 =1 {1577} =0 (4.66)
Tr[ys) =0 (4.67)
Tr[ysvu) =€ (4.68)
Tr[ys7u ] =9 (4.69)
Tr[ysyuyvyal/= (4.70)
Tr[ysyurvYays) = 418;41,04; (4.71)
(4.72)
Propriétés du tenseur ¢ ;
e Le teneur ¢ est antisymétrique par I’échange de deux indices :
PV = —gPUY = PV — _gPrva (4.73)
e Contractiore.
s"‘ﬁ”"eaﬁpg = —Z(gﬁgg — gf,’g%) (4.74)
ePeypue = —63Y (4.75)
ePVep,, = —24 (4.76)
Alors,
— G2
YIMP = ZE(T{) — T (T — To) 4.77)

1 up! Hp
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avec,
T;,,} Te[ /vy K]
T( ) = 4:18]5/”/1//’1
T ~Te[f'y" po]
(4) _ giepn'Wu
TW/ = 4ie (4.78)
ou
Skxy/;//y = k“P/'BEDm/‘By Sﬂy klﬂ = p kﬁﬁaﬂlﬁy (479)

Les tenseurs T() et T sont symétrique (par 1'échange de u et ') et lesitenseurs T(?) et T sont
anti-symétrique (par I’échange de y et '), alors,

(1) (4) _ () (37
T Ty =0 T T =0 (4.80)
Donc, Y| M|? devient,
e _ GF () @) i
Y IM* = (T TOm 4 1 v ) TR (4.81)
on a,
T )T =3[k - pk' p’ -k p - ) (4.82)
TOTW =32k pk s’ =k K'p - p] (4.83)
on obtient,
Y IM[? =32Gk - pk - p' (4.84)
£ 8G2s? (4.85)

La section efficace est,

11 e
L1 l5al5¢ 2) de/ doY |M
T (27_[)2/0 |3|8(7a] =~ s/ /sm (pZ| B -
T [ sin(o)do} w2
- 327s Jo S Zul ]
Gt
= (4.86)

On voit que la section efficace est proportionnelle au carré de 1'énergie du centre de masse, donc elle
augmente rapidement avec!’énergie. Pour /s > la probabilité peut dépasser le 1 ce qui implique
la violation de I'unitarité. Donc, a haute énergie le modele de Fermi viole I'unitarité. En général, la
section efficace doit sitisfaire la condition de Froissart :

A haute énergie, le comportement de la section efficace totale est proportionnelle au In*(s)

(0 xIn(s)).

En plus, la théorie de-Fermi n’est pas renormalisable car la constante de couplage a une dimension
[G] = [m] ™% = ~2¥oni ne peut pas éliminer les divergences par redéfinition des parametres).

Non-renor nai'sablité

Les théories de jarige sont des théories quantiques des champs renormalisables, ¢.a.d. les divergences
ultravisiettes qui apparaissent dans les diagrammes de Feynman avec boucles peuvent étre éliminer
par la prolédure de renormalisation a condition que la constante de couplage soit sans dimension. En
QED par exemple, on peut toujours éliminer ces divergences par la redéfinition des champs et des
cotiplages de maniere que la densité lagrangienne devient £ <— £ + 6L, out L est le lagrangien des
contreternes.
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4.2.4 Modéle de Fermi avec un boson de jauge intermédiaire

On peut améliorer la théorie de Fermi en supposant que l'interaction se fait via 1’échange a“«n boson
de jauge massifs (comme en QED mais avec un boson de jauge massifs). On recalcule la section efficace
pour la réaction,

e (p) + ve(k) —> e (p) + ve(K) (4.87)

Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

e (p) ve(K')

ve (k) e (p)
L’amplitude correspondante et son complexe conjugué sont,
2— v (_ v+ /sz\r— -
M = & la(p)y (1= )u(k)] - (K (1= 1s)u(p) (4.88)
8 -M
q W
_ 2 _ o (— / /—|—q 1q //1‘742”) 8 ,
¥ = S 1) (1) ulp) =TI () (14 9s) )] 489)
AL
avec
GF gz
g=p-—k — = (4.90)
V2B,
Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins est,
— 4 X - p kl . p/
Y IMPP=g (o Ve 4.91)
o §2
& A (4.92)
4
= 8 (4.93)

[1+ cos(8) +2M3, /s)?

A haute énergie (s >> 2M?2)), le carre de 'amplitude devient,
g W p

4

2 8
~—° 4.94
LIMER G sop (4.94)
La section efficace différentielle est,
dcos(8) 32%52’M|
¢* 1 1

= B 1+ cos(@) ™ s (4.95)

On voit que/a section efficace est finie pour s — oo, donc 1'unitarité n’est pas violée dans ce processus

grace au bosons de jauge.

L'introciaction d"un boson de jauge intermédiaire résout le probléme de violation de 'unitarité pour
certains niocessus mais cette procédure ne résout pas ce probleme dans tous les cas. On peut montrer
¢a par l'exerriple suivant. Considérons la réaction,

Vu(p) + v (p") «— WH (k) + W™ (k) (4.96)
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Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction est,

vu(p)

7u(p')

L’amplitude associée a ce diagramme est,

M= quzﬁ(pwu — ) (1= s)u(p)el (Kt
= £ (1= 25) dru(p 00 @.97)
Son complexe conjugué est,
W= Ealp)r 1+ 39 oMl eu (4.98)

Le carré de I'amplitude sommé et moyenné les spins,

= (tu =M,
ymp =51 o i) (4.99)

On montre que la section efficace totale,

Gf
- F 4100
" T n’ (4.100)

La section efficace est proportionnelle a s, donc l'unitarité est violée.

Modeéle de Glashow-Weinberg-Saiam

Le modele de Modéle de Glashow-Weinberg-Salam (GWS) est une théorie de jauge non-abélienne
basée sur le groupe de symétrie SUy (2) ® Uy(1). Elle unifie les deux interactions fondamentales :
I'électromagnétisme et 1'interaction faible. Les masses des bosons de jauge et des fermions sont
générées par le mécanisme de Higgs [11].

Courants & Isospin & Hvpercharge

Dans cette théorie, on suppose que tous les fermions sont massifs sauf les neutrinos . On suppose
que seuls les chiralités gauches des leptons et les chiralités droites des anti-leptons sont sensibles a
lI'interaction faible {&.cause de la violation de parité, voir le modele Fermi amélioré).

D’aprés le modéle ae Fermi amélioré, les courants chargés sont donnés par :

1._
Ju= 5 vu(l = 75)¢e = T (4.101)

1.
Ji= 581+ 75)vutpre = Ji0 (4.102)

1. T2 SM prédit I'existence des neutrinos de masses nulles mais des expériences récentes (Super-Kamiokande) montrent
le contrairg;, les neutrinos possedent des masses trées petites (1, ~ 17 —40eV,...)
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Exercice : montrer que les courants s’écrivent sous la forme : N\
i = PuLYuter (4.103)
i = PeLVutpv.L (4.104)
avec
g = 1Ty, g = LK, (4.105)

On réarrange les leptons de chiralité gauche sous forme de doublets de SU(2),

1—
L — ( 75) (Ve> — (VE) = <V8L> (4106)
2 e e/, er
Par analogie avec la théorie de l'isospin du nucléon présenté dans le chapitre 2. Le courant de Noether
d’une théorie basé sur le groupe SU(2) est

2 i Y
Ju={J? avec ]},):q)%{ilp (4.107)

ou 0; (pour i = 1,2,3) sont les matrices de Pauli,

01 " N 1 0
o = (1 0) 0y = (i o) 03 = <o _1> (4.108)
Dans notre cas, le courant s’écrit sous la forme':
(L5, 990 _ 7
I L'YHEL = LnyiL (4.109)

ou I; = 0;/2 sont les 3 composantes de l'isospin.

. . S . . 1 2
Exercice : montrer que les courants ciiargés s’expriment en fonction des courants | ](4 ) et] }(, ),

=" i (4.110)
o= — i (4.111)

Le courant neutre est,

1Y = Ly, L
1 1
= Eﬁg'yyvg — EEL'yyeL (4.112)

on suppose que les neuirinos ne possedent que des chiralités gauches (car on a supposé qu’ils sont de
masse nulle), donc vy= v,1.
L'isospin (cotrant de Noether, générateurs de SU(2)) est défini par,

i= / P (4.113)
avec

1, ;] = ieijedi (4.114)



132 Chapitre 4. Modéle Standa:d

donc, la 3¢me composante de 1'isospin est,
A 1 1
Iz = /d3x [ﬁﬂol/e — EL'YOeL]
= /d3 [ 1/ Ve — e{eL] (4.115)

La chiralités gauches des champs n’interagissent pas faiblement, donc ils sotit.des singlets de SU(2),
alors,

1
R= (+275)eR (4.116)

En fonction des chiralités gauches et droites, le courant électromagnétique (cie ia QED) s’exprime sous
la forme,

Ju" = —eLyuer — er'yuer (4.117)
Alors, la charge électrique est
0= /d3x [—e{el — e}r{e&J (4.118)
A Taide de la formule de Gellman-Nijishima, on définit’hypercharge par,
Y =2(0- 1) _2/ By jt 2/d3x]0
= /d3x [—1/:1/6 —elep — 26};34 (4.119)

Les opérateurs isospin, charge électrique et hypercharge sont donnés par,

:3 = [a*=[3v} 1/6 eter]
0= f 3 [ eLeL — eker] (4.120)
Y 7= [@®x[—viv. — efer — 2eher]

Dans le tableau suivant on donne le< valeurs de ces 3 nombres quantiques pour chaque chiralité,

N Q (1, 15) Y
AT 121
er, IR, TR | —1 (0,0) -2
On voit que les généiateurs Y et [; commutent,
[Y, 1] =0 pour i=1,2,3 (4.122)

Donc, le modale dont les courants sont définis ci-dessus est invariant sous 1’action des éléments du
groupes généres par Y (Uy(1)) et [; (SUL(2)). Le modele est invariant sous les transformations,

— L' = e (X)L doublet

L
A singlet (4.123)
L — L =Y/ = (i/2B)L  doublet
Uy(1): R — R =e"1Y/2BH)R = ¢hR singlet (4.124)
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Lagrangien de la théorie

On considere qu'une seule génération de leptons, la premiere génération par exemple (la génsralisation
pour les autres générations est tres simple).

L= <VE> R =er (4.125)
€/

La densité lagrangienne des fermion est
Lr = Liy*D,L + Riv"D,R (4.126)
La forme générale de la dérivé covariante est donnée par,

| Y\
D,y = (ay —igW, — zzg’BH> ¢ (4.127)

ot la matrice des champs de jauge W, = [; W;'{ et Y I'hyperchiarge du champ ¢. On a,

| =1 pourL ~ [ 1/2 pour L
Y= { —2 pour R I= { 0  pour R (4.128)
Alors,
DuL=Y2, igLWi + ig'B, )L
phe= (B 185t 28 B (4.129)
D,R = (9;/+ig'B,)R
avec
> W;'l : sont les champs de jauge associés aux groupe SU(2)
> By : est le champ de jauge associée au groupe Uy (1)
> ¢ :estla constante de counlage associée au groupe SU(2)
> ¢’ : estla constante de couplage associé au groupe Uy (1)
Exercice :
(1) Montrer que Lr est invariant sous les transformations de jauge locales :
SUL(2): Uz =e7m)] (4.130)
Uy(1): U =e @3 '

(2) Montrer gue les courants de Noether associé aux groupe SUp(2) et Uy (1), respectivement, sont
donnés par;

I\ = Ly, LL (pour SUL(2)) (4.131)

Ju= R’yng (pour Uy(1)) (4.132)

(3) Donner la forme matricielle des opérateurs [, Q et Y et calculer les nombres quantiques associés
aux fermions et aux champs W, Wﬁc et Wﬁ’.
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Solution de I’exercice :

(1) et (2). Voir le chapitre (2). Dans ce dernier, on a étudié les théories de jauge basées surle groupe
SU(2) et U(1), on a montré I'invariance de jauge locale et on a calculé les courants.

(3). Isospin, charge électrique et hypercharge des bosons de jauge.

Les trois composantes (1, >, [;) de 'opérateur isospin sont identifiés aux génératetrs du groupe
SUr(2). Alors,

T I () Rt A
et
=1(1+})
5 3 (10
i 1 (0 1) (4.134)
On a,

r(3, 1093
b(1),~ (),

Donc, dans 'espace d’isospin, les parties gauches des fermions sont représentés par les vecteurs
d’états |I, I3 > suivants :

L (4.135)

Ver = [1/2,41/2 > ep=1/2,-1/2> (4.136)

L’opérateur charge électrique doit prendre la forre matricielle suivante

se=(0 0

o=, _1> (4.137)
Car

A (1:> - <((E)11;ee> L (4.138)

Donc, I'opérateur hypercharge est

Y=2(0-I)= (‘01 _01> (4.139)

P(e) = (), e

Concernant le singlet eg. Ce dernier est un singlet de SU; (2), donc son isospin est nul (I =0). Alors,

donc

N | =

Q= (4.141)

avec

Q(er) = (=1) (er) Y (er) = (—2) (er) (4.142)
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La densité lagrangienne des bosons de jauge s’écrit,
1 . 1
Lo = _EW;WWZW — EBWB”V (4.143)
avec
Wi = 0 Wy — 0y W, + gege W, Wy (4.144)
BI/“/ - a”BV - aVBV
Exercice : Montrer que L est invariant sous les transformations de jauge [
W/ = Wi — gqai(x)WE — 9,0 (x)
K H K] H e (4.145)
Exercice : On définit les bosons de jauge chargés WHi par: D
Wi+ iW!
wt=-Fr—"F (4.146)
V2
(1) Calculer les courants de Noether associés aux bosons Wf’ et By,
(2) Calculer les charges de Noether.

Remarque :

> On note qu’on ne peut pas rajouter le terme de masse pour les fermions dans Lr et le terme des
masses des bosons de jauge dans L, car ces derniers brisent I'invariance de jauge.

> Dans ce modele, pour générer la masse ces bosens-de jauge, on doit briser spontanément la
symétrie par le mécanisme de Higgs. La brisurg spontané de la symétrie par le mécanisme de
Higgs (oti mécanisme de Brout-Englert-Higgs) est schématisée par :

SUL(2) @ Uy(1) . v~ 246GeV Ueps (1)

Pour briser la symétrie, on introduit unjydoublet de champs scalaire complexe appartenant a la
représentation fondamentale du groupe $11(2),

.
¢ = (Z()) (4.147)

ol ¢ est un champ scalaire complexe chargé positivement et ¢ est un champ scalaire complexe neutre.
L’isospin et ’hypercharge de ces nouveaux champs sont donnés par :

et (1/2,+1/2)
(I15) : { N (1/2,-1/2) (4.148)
NI AT AR

Y=2(Q—1I3): { A (4.149)

La densité lagrangienne aa-champ ¢ (doublet de Higgs) est,
Ly = (Dugp)(D*¢) — V(|¢]*) (4.150)

avec

Peb= (a” gl = ég,B“)") (4.151)

— 4
V(I9?) = =129 + Alg|
ot u? et'A sont.des parametres réels, A > 0 et |¢|> = p¢p.
Dans la suite; on va discuter la brisure spontanée de la symétrie (S5B) en détail pour une théorie basée

sur e groupe U(1) (car c’est plus simple) puis pour le modele standard. Mais avant de discuter SSB,
on expligue d’abord comment les fermions interagissement avec le doublet de Higgs.
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Interaction de Yukawa
L’interaction des fermions avec le champ scalaire ¢ est donné par le lagrangien de Yukawa,

Ly =—Ge(L¢R + RPL + h.c) (4.152)

ol G, est le couplage de Yukawa et le champ ¢ est défini par,

0%
¢ =iogp* = (_qoq)) (4.153)

Exercice :
(1) Montrer que Ly est invariant sous la transformation de jauge du groupe SUp (2) ® Uy(1).
(2) Montrer que la charge électrique, I’hypercharge et I3 sont conservés daas. L.

Finalement, la densité lagrangienne du modele de GWS avant SSB s’ecrit,
Lows=Lc+ Lr+ £¢ + Ly (4.154)

Pour compléter la théorie, il reste de briser spontanément la symétrie et quantifier le modele.
Remarques :
> Tous les champs introduits jusqu’a maintenant sont des ciidmps de masses nulles, ils sont non-
physiques car ils sont définis dans la base électrofaible./LLes champs physiques vont étre définis
dans la base de masse, ils acquirent des masses apres SSB.
> On peut inclure ad-hoc I'interaction forte dans le SM, dans ce cas la théorie est basée sur le groupe
de jauge,

SUc(3) @ (Z) @ Uy (1)
ot SU¢(3) est le groupe de couleur. Dans cecas, la densité lagrangienne du modele est,
Love = Lows + EQCD (4.155)

Dans ce modele, I'interaction forte n’est.pas unifiée avec les autres forces mais on 1'inclut a la
main.

> Jusqu’a maintenant, on a pas étudi4’I'interaction faible des quarks. Dans la suite, on va montrer
comment inclure les quarks dar.s le modele standard.

4.3.3 Brisure spontanée de la symétrie
Théoréme de Goldestone (grour2.1i(1))
Considérons la densité lagrangienne d'un champs scalaire complexe ¢,

1 » +i
— 9. At 2 _Pr1Tigo
Lo =504 ¢" V(|97 v (4.156)
Lo 1 —i
= S p13"p1 + 53,920 92 — V (9} + 93) pt=""17 ﬁ“"z (4.157)

ot le potentiel V'¢’écrii;

V(p'e) = —12p'p+ A(pT9)?
2 A
1

= =S (gt +03) + 7 (o1 + 93)° (4.158)

Exercice : montrer que Ly est invariant sous la transformation du groupe O(2) (ot U(1)),

=t = (@) e e
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On suppose que A > 0. On définit la valeur moyenne dans le vide de ¢ (vev ol vaccum expectation
value) par,

Po =< 0]¢|0 > (4.160)

ol ¢ correspond a Iénergie la plus basse de ¢.

Pour dire qu'une théorie est invariante sous une transformation, il faut que les conaitions suivantes
soient satisfaites,

L' =L soitinvariant
{ ¢y = ¢o soit invariant (4.161)
L’état d’énergie la plus basse est appelée vev. Il correspond au minimundu potentiel V :
{ OV/0p1 = 0= —p2g1 + Ag1(¢] + ¢3) (4.162)
OV/9gy =0=—p’p2+ Ag2(9] + 93)
On distingue deux cas :
> (1) — y2 > 0etA > 0:dans ce cas, la solution est uniqje,
¢01 = @2 =0 ¢o =0 Phase de Wigner (4.163)
Le développement limité du potentiel autour de ¢ =L@01, o2) est donné par,
= (VY
Vigrg2) = V(gmgn) + /3. (57 (®a — Poa)
a=1,3.991/ p=¢
1 < 2V
+5 7) (Pa — Poa) (@6 — Pob) + -+ (4.164)
2 a,l;,Z aqo“a‘f)b Po=¢ Pa ™ Poa)1P 4
On définit la matrice de masse (coefficient du terme quadratique en ¢;) par,
2
IV m2, (4.165)
99a9Qp
Pour ce cas,
PV 2 2
374) v . Vz 2 m* 0
— YA —
377% = m-=—pu (ms) = ( 0 m2> (4.166)
2y
991997
Donc le potentiel s’écrit,
L o 2
V(p192) =V(0) + >M (91 + 92) (4.167)

ot m est la 1masse’des bosons ¢; et ¢;. On appelle cette phase (|¢o|> = ¢3; + 93,=0) phase de
Wigner, voir Fig. (4.2).
> (2) —,uf <’etA > 0:dans ce cas ¢y n’est pas unique, le minimum du potentiel correspond a

AV /091 =0 <= 1> = A(¢? + ¢3) (4.168)
IV /3¢y =0 = p? = +A(¢7 + ¢3) '
Paiic,
2 v? 2
RPN ofoh e
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FIGURE 4.2 — Potentiel V pour —u? >0 et A > 0, ici on a fixé '3 = gy et tracé V en fonction de ¢;.

On appelle cette phase phase de Numbu-Goldestone. Le potentiel dans ce cas prend la forme
du chapeaux mexicain, voir Fig. (4.3). On voit qu= tous les points définis par le cercle |¢g|> =
®3, + 93, = v* de rayon v minimisent le potentiel V. Alors, on peux choisir ¢ comme suit,

Po1 =0 @01 =0 (4.170)

On développe le potentiel V autour de (¢o1*= v, g1 = 0). On obtient donc,

PV = 12+ (@2 + ¢3) + 273

997 2
2 { 2 A0 0
S = 1+ A9l + 93) + 2003 m@:(o 0) (4.171)

V. _
dp1dgy 22192
Remarque : Une fois ¢ (ol1 @o1 et @gz) est fixé, la symétrie originale de la théorie n’est plus
respectée mais elle est brisée car ¢o;'n’est pas invariant sous la transformation de jauge définie
dans 1’éq. (4.159), ¢.a.d.

o = €y # o (4.172)
On fait le shift suivant,
J— —
{ Pr=9170 (4.173)
@ = 92
Alors, la densité lagrangienne devient,
1 AY, 1 /1\2 1 2N\ 12 ! 2 2 A 2 1272

Ly= E(au(,’?ﬂ + E(ay(l’z) - 5(2/\0 o1 + Avgi(@f + ¢5) — 1(4’1 +¢5) (4.174)

Le champ ¢} correspond a une particule de masse 2Av? appelée bosons de Higgs, et ¢, correspond a
une particult de 1nasse nulle appelée boson de Goldstone. On peut montrer que la nouvelle densité
lagrangienhe .’y n'est pas invariante sous la transformation O(2). Donc, la symétrie est brisée d’apres
le théoreme de ;oldstone.

Résurié au théoreme de Goldstone :

e On pari pas un lagrangien L4(¢1, ¢2) invariant sous O(2)
«.On impose la contrainte —u? < 0

o Orichoisit gg; = v, o2 =0
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e On fait le shift ¢} = ¢1 —vet ¢}, = ¢
e On obtient un nouveau lagrangien Ly (¢}, 5) nest pas invariant sous O(2).
e Le boson de Higgs ¢/ est de masse 210 et le boson de Goldstone ¢}, est de masse ntille.
Paramétrisation utile :
On peut paramétriser le champ complexe ¢ comme suit,
¢ = ip(x)eie(ﬂ/v (4.175)
V2
Alors, la densité lagrangienne devient
Lp= 20,0 + ~p(x) (3,0)% — V(¢ 4.176
¢ = 50up)” + 550(x)(0,0)" =V (¢5) (4.176)
On shift p par p = v + 7, alors, la densité lagrangienne devient
Lo= 2@+ 20,07 + 2y(x) 0,0 -y (X) (0,02 + ~V(R)  (@177)
¢ 2 \TH 2 \TH v K 202 H
avec
2y _ Ly oy o s a1 o5
V(%) = 5 @uo)n” + Ao+ — i (4.178)

Dans cette paramétrisation, le boson de Geldstoi= est 0, il est de masse nulle et le boson de
Higgs est 77, il est de masse +/2u2.

10 |- -

—
—

V(3 + ¢5,)
o
I

—4 -2 0 2 4
(¢1)

FIGURE 4.3 — Potentiel V pour —u? < 0 et A > 0, ici on a fixé @, = @, et tracé V en fonction de ¢.
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Mécanisme de Higgs (groupe U(1))
On considére un modele basé sur le groupe U(1). La densité lagrangienne de ce dernier ezt donnée
par,

£ =—3FuF" + (Dyg)"(D'g) = V(¢7¢)
{ V(<l>+<l>31 Z —u2|p|? fA|q>|4 (4.179)
avec

{ B = 0uAy = 9,4y (4.180)

D, =9, —ieA,
L est invariant sous les transformation de jauge,
(P/ — e—izx(x) ) (
4.181)
{ A=Ay — 19,a(x)
Le minimum du potentiel correspond a

02

[pol* == = % (4.182)
On paramétrise le champ ¢ comme suit,
1 o
= —(v+n(x))ete (4.183)
V2

On choisit une transformation de jauge particuliére apneléeiauge unitaire en imposant a(x) = 0(x) /v,
alors

(P/ — e*i@\,‘.’)/v(l) (4184)

Dongc, les champs de la théorie deviennent,

/ S
{fPl(X) A1) (4185)
Dans la jauge unitaire, le lagrangien Gevient,
,C—la Hn — 2 2_1F/ )R 1( )ZA,A/V—i—le/AIV < )( ( )+2 )_)L 3( )_& 4
= OO — I T g Bt T 5 (€0) Ay R A AC AU A v on\x) = 4
(4.186)

Ce nouveau lagrangien décrit i“interaction d’un boson de jauge A/, de masse ev est d’un boson de
}l

Higgs 7 de masse /242 Doni, on voit bien que le boson de jauge acquiert une masse apres la
brisure spontanée dezvmétrie via le mécanisme de Higgs. On voit aussi que le boson de Goldstone
0 est disparu. En fait, il est-absorbé par le boson de jauge Aj;, pour compenser ces degrés de libertés
superficiels.

SSB dans le modeéle SU; (2) ® Uy (1)
On a montré que = potentiel de Higgs posséde un minimum différent de zéro pour —u? < 0, on a

2
|go| = \2 v= % (4.187)

La brisure cpontanée de symétrie se produit quand on choisit une valeur moyenne de ¢p. On prend

$o =< 0|0 >= <8> (4.188)

V2



—
v
RAN

4.3 Modéle de Glashow-Weinberg-Salam

On voit que les opérateurs I3 et Y n’annihilent pas le vide ¢y, ¢.a.d.

1 0 0
k%Z%Q 4><%>:—%0 (4.189)
Yo = ¢o

Donc, ¢ n’est pas invariant sous ces transformations car :

—iagl3
{ e~ "By # o (4.190)

e~ 1Py # o

(rappelons que e =35 =T — inz I3 + - -+).
Dong, les générateurs I3 et Y sont brisés. Par contre, I'opérateur dela charge électrique n’est pas brisé.

19
Qg0 = (I +Y/2)¢ (O N (0 )
/2
. \
efzszq)O = o (4.191)
On dit que la symétrie SU; (2) ® Uy(1) est brisée a lasymniétrie Uey(1).

Maintenant, il est plus pratique d’écrire le doublet sealaire sous la forme

_ (9" :”iaifi/(2y)< 0 )
’ <%> i (v+H)/V?2 (4.192)

Les champs ¢; (pour i = 1,2,3) sont des bosczis de Goldstone et H est le boson de Higgs physique, v
est le vev (v = 246 GeV). Les valeurs moyennes sur le vide des champs §; et H sont nulles,

{<0@m>:0 (4.193)

<O0/H|0>=0

On voit que les bosons de Geidstone ¢; vont absorber les composantes longitudinales des bosons de
jauge W= et Z,.

Exercice. Considérons ia depsité lagrangienne suivante,

5¢=%¢@W%+—VUW5 (4.194)
avec
V(@'p) = —1p'e+ A(p"9)? ¢ = (ﬁ;) (4.195)
ou A >0
(1) Montrex que Ly est invariante sous SU(2).

(2) Montrer que pour —u? > le vev est nul et pour —u? < le vev correspond a un hyper-cercle a
4-dimensions.
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Solution.
(2) Calcul du vev. Le doublet ¢ est un champ complexe, donc on peut I’écrire sous la foririe.:

_ (97 = 901“4’2) 4196
’ <4’0>_<€03+i¢4 (3196)
ou ¢; (pour i =1,2,3,4) sont des champs réels. Alors, le potentiel V' s’écrit,

V(Ipl) = =12 (91 + @5+ 93 + ¢3) + A @] + 95 + 95 ¥ 91)2 (4.197)

Les extremums de V (maximum ou minimum) correspondent aux racines/de sa dérivé premiere.
Alors,

W — 2121 + 47 @1 (R + @} + PF + 92) =9

S = 21792 4202 (97 + 5+ 93 +7) =0 21198
IV _ 942 4N 2 2 2 402) = () (4.198)
303 porps +4A g3 (97 + @3 + @390 =

9 = 2120 + 41 94 (9} + P393 +97) =0

D’apres (4.198), on doit distinguer deux cas :
e A>0et —yz > 0 : dans ce cas la solution est unique, elle est donnée par ¢1 =0, g2 =0, 3 =0 et
¢4 = 0. Donc,

<, o
N—

b = ( (4.199)

e A>0et—u?<0:dans ce cas est

2 2 2 2 7/‘2_”2
A, ,
P17+ 93 903+904—2A— 5 (4.200)

L’éq. (4.200) est une équation d’un'ri7oer-cercle a 4-dimensions. On peut choisir la solution
suivante : 91 = @ = ¢4 = 0 et 3 = v:/+/2. Dong,

¢o = <0> (4.201)
V2

Pour aller au monde réel (base de masse), on introduit la transformation de jauge unitaire suivante
u(E) = e 10ii/ (20) (4.202)

Alors, les champs dans 1a.base de masse sont donnés par,

r_ 1 0
o =@ =5, ) (4.203)
L' =U(&)L (4.204)
2 Wi = U@OZWUT (@) — @U@ (@) (4205)

Les champs.R €t B, restent inchangé par la transformation U(¢).

R =R (4.206)
B, = B, (4.207)
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Alors, les membres de la densité lagrangienne du modéele GWS s’écrivent,

Lp=L'iy"D,L" + R'iy* D, R’ (4.208)
1 1

Lo=— 4w;;vw”w — ZLB;WB’”V (4.209)

Ly= (D¢ )(D*¢") = V(I¢']) (4.210)

Ly =—G(L'¢'R"+R'¢'L' + h.c) (4.211)

Dans la suite, on montre comment le mécanisme de Higgs génere les masses des particules.

Masse des bosons de jauge
Le premier terme de Ly, celui qui contenant la dérivé covariante donne les termes de masse des
bosons de jauge, on a

Emasse ( ) (D‘u(lb)

1

5(0 v) [‘ng; + gBH] <g) + termes en fonction de H . -

2

2
= % (P (WIWH - W2W2H) 4 (gWIIW — ¢'B])] + termes en fonction de H + -+~ (4.212)

On définit les bosons de jauge chargé par,

WL w2
wh=_#£ 7 (4.213)
PSR
Le premier terme de la derniere ligne de (4.212).doni:= le.terme de masse des bosons de des jauge
chargg, il s’écrit

+ 1 _
‘anvasse = EgZUZWIjW ! (4.214)

Donc, la masse des bosons W+ est My = 1_ av.
Le terme qui reste dans (4.212) on peut |'exorimer comme suit,

o - 2 —oo! w3
Lifhe = (A ;f‘B’)( S gg/2g> <Bl*) (4.215)
N p
On peut diagonaliser ce terme par lo‘transformation unitaire suivante,
cos(fy) —sin(6w)\ (W,
\Al,,) <sm (Ow) cos(6w) By, (4.216)
ou By est I'angle de Weinberg {cu angle de mélange).
Alors, LZ2  devient,
2 2 2
Z,A v g°+g° 0\ /[Z
‘Cmasse g(z Aﬂ) ( 0 0) <Az
2
%(g + 92 Z,ZF + (0) x Ay AV (4.217)
avec
: N ¢ _ 8 _ g
SII’I(GI/\,) = W COS(QW) = W tan(QW) = g (4218)

Dong, iainasse du phoron (A,,) reste nulle et la masse du boson Z est

1
— 2 2
Mz =50\/g*+¢' (4.219)
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On note que la masse des bosons Z et W sont liées par la relation suivante,

_ My
Mz= o (4.220)

Remarque : La relation (4.220) est vérifiée expérimentalement a tres grande, pré«ision. Souvent on
définit le parametre p par :

2
My

0 1 (4.221)

- m% cos(Ow)?
ATl’échelle électrofaible (12 ~ m%), on a: sin(fy)? = 0.23120 donc cos (O )2 = 5.7688, et mz = 91.1876 GeV / ¢>
et my = 80.377GeV /2, donc PP =1.0105.

Exercice : Diagonalisation de la matrice des masses

. ‘2 : & Abri — Mt
La matrice de masse associée au boson de jauge neutre est symétrique (Myc = M)

—_ .\
Myc = (_gg O (4.222)

2

Donc, on peut la diagonaliser par une transformation uritaire. Cette derniére est construite par les
vecteurs propres (normalisés) de My, ¢.a.d.

U/ =(vp o) (4.223)

N ., L. !
ol1 v; et v sont les vecteurs propres associés, respectivement, aux valeurs propres Ay = %vz (§*+¢?)
et A» =0 de la matrice Myc.On a:

( Mnc - 91 =A101
{ Nigc -2 = A2 02 (4.224)
avec
1 [“5) 1 (g')
v =[S, . (4.225)
! 92+ g7 \'—8} V& +9*\8
Donc,

ULl - <g, —8 > uut=Uutu =1 (4.226)

Remarque : la transformation U est vu comme une rotation dans le plan ( Wﬁ’, B,) par l’angle 6, avce :

0 = arcos <g> =0y (4.227)

Exercice : Relotioh entre ¢ et les couplages g et ¢’ (unification électrofaible)

Montrer ague la charge électrique e et les couplages ¢ et ¢’ sont liés par :

1 1 1
67 = ? —+ ? (4.228)
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Solution :
Les champs de jauge physiques électriquement neutres (boson Z et le photon) sont obwenu par la
rotation dans le plan W3 — B,

W{f): 1<8 8/) <Zﬂ> 4229
<BH VeEtg?\=g g/ \Au (4.229)

Dongc,
8Zu+8 Ay ~8 Zu + 8 Ay
W3 = ", B, = ————"—. (4.230)
H /gz +g 2 /gz +o™
Considérons le terme d’interaction des fermions L avec Wﬁ et By, ona:
- 03 - 1
LE~ gLy L Wy — g’Lfy”EL B, (4.231)

On remplace 'éq. (4.230) dans 1'éq. (4.232) et on garde que les termes d’interaction avec le photon. On
obtient :

/—’\/—\ /—"\/—\
F 88 1. .03 8 / .1
~ 90 P2 A, — 20 L TAMLA, A+ 4.232
Ly o 15 LA poae LA+ (4.232)
Dong,
252 1 1 1
2= gfng = = :?4_?2 (4.233)

Masse du boson de Higgs
Le potentiel de Higgs V devient apres la brisure spontané de la symétrie,
252

V(') =~ ;{43 + %(Zﬂz)H2 + AvH® + %H4 (4.234)

On déduit que la masse du Higgs-est,
My = \/2p? (4.235)

Le lagrangien de Higgs aprés SSB s’écrit,

1 1 A

— HIT _ A2 192 3 _ trg2
Ly =50, HO"H — MyH" — AvH” — TH
1
2 — 2

+ MiyW, WF + EMZZHZ?‘

8 o 1 +

° (H*+2vH) | —— =~ Z,ZI + 2W,f W 4.236
+ 8( +20H) cos?(Oy) " M ( )

le dernier terme de (4.236) décrit 1'interaction du boson de Higgs avec les bosons de jauge.
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Masses des fermions

Le lagrangien de Yukawa apres SSB devient,

Ly=—Ge(L'¢'R + RFL +hc)

1 1
=—G,|e) —(v+ H)er +&r—(v+ H)e, | +h.c
e L\/E( )R R\/E( )L
Gev Ge
— ge — —Hee 4.237
G 7 ( )

Le premier terme donne la masse de 1’électron, on a donc

_ Geo

me =25 (4.238)

et le deuxiéme terme décrit 'interaction entre 1’électron et le Higgs, ie couplage e-e-H est donné par,

Ge _me (4.239)

N/

Dans le cas général, le couplage du Higgs avec les ferniions est trés petit car il proportionnel a la
masse du fermion m /v (my < v sauf pour le top quark).

Equation du mouvement et vecteurs de polarisatic:y des bosons de jauge massifs :

La densité lagrangienne classique (de Stueckelberg) d'un champ de spin 1 est

Ly = — SRt 4 SR AAY — (0,4 (4.240)

ot le dernier terme est le terme de fixaticn de jauge (jauge de Lorentz 9, A* = 0 dans ce cas). Pour
simplifier la discussion, on considere que-te cas Abélien donc : F,,, = 9, A, — d, A,.

Appliquant les équation d’Euler-Lagrange, on obtient I'équation de mouvement d’un champ massif
de spin 1,

(O+m?) Ay — (1-7)0,(3"Ay) =0 (4.241)

Pour { = 1 (jauge de Feynman), on obtient la fameuse équation de Proca : (O + m?) A, = 0. On note
que le champ A, posséde 3 degrés de liberté car la quatrieme est éliminer par la contrainte 9, A* = 0.
Pour résoudre I'équation (4.241), on prend son 4-gradient on obtient alors,

z [D + "ﬂ (0,A") =0 (4.242)

L’équation (4.242) ¢st vue comme 1'équation de Klein-Gordon pour un champ scalaire (9, A*) de
masse m/7'"?. On peut montrer que le champ A, peut s’écrire sous la forme :

3 3 . .
A, (x) = /g/ (27_(;13 ](CZkO) [a()‘) (k) Eg\) (k) ek 4 a()\)’r(k) SLA)*(k) ezk-x]

Pk o -
+ / 27 (2ka) [ﬂ(m(k)sgf))(k)e kx g O (1) el (k) e* } (4.243)
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(0)

ol g, (k) est le vecteur de polarisation longitudinale, il est donné par :
eV (k) = K (4.244)
! m

Les vecteurs de polarisations ng\) (pour A =1,2,3) sont orthogonalisés et orthogonats«au 4-vecteur ky,
ils vérifient :

M (k)e M) (k) = Sy, M (ki =0 (4.245)
On suppose, maintenant, que le boson se déplace selon 1’axe z. Alors, 3 les vecteurs de polarisation de
ce dernier sont donnés par :

0
- _ 1 1 t = -1 > =1 1
& =7 ransverse sz=—1 [s,e.>=1,-1>
0
E
s]ﬁ =1 8 longitudinale s, =9 |s;5, >= 1,0 > (4.246)
Pz
0
er— 2|1t transverse s/=+1 ls,s; >=11,+1>
u - \/E Z ) S 719z — 7
0

Inclusion des quarks dans SM (voir T. Morii et a’ [11])

Comme dans le cas des leptons, les champs ce quarks de chiralités gauches sont représentés par des
doublets de SUL (2) et les champs de quarks de chiralités droites sont des singlets de SUp (2), alors

a . u
1¢"¢ génération : ( ) UR dr
a);
\ . c
2°M€ génération : <s> CR SR
L
X ) t
3°M€ génération : < b> tr br
L

La charge électrique, 'isospin etl’hypercharge de ces champs sont donnés dans le tableau suivant :

quarks Q| (L) | Y
e NS IES
dise b | =3 (5,—3) [ +3
UR,CR, IR +% 0 +%
dR,SR,bR —% 0 —%

La densité’lag:angienne de Dirac associés aux quarks s’écrit sous la forme
3. " . Oioyqi i
Lr=) Quiv'(0,— ngWV — 28 B, ) Qr
=1

(4.247)
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out Qy, est un doublet gauche de la génération i (pour i = 1,2,3), U, est la chiralité droite d’un guarks
up (singlet) et Dy, est la chiralité droite d"un quark down (singlet).

On mentionne que les densité lagrangienne de jauge L et scalaire L restent les mémes.(y:2.d. comme
dans le cas des leptons). Par contre le terme de Yukawa associé aux quarks prend la forme suivante :

Ly =Y (117 Qu¢Dr, + TV Qr,pUx, + h.c.) (4.248)
ij

ou FZ(]-D) et FE]-U) sont les couplages de Yukawa. Dans le cas le plus général possible, les matrices T'(P) et

T'Y) ne sont pas hermitiennes mais ce sont des matrices 3 x 3 d’éléments complexes.

On remplace les doublets de Higgs dans l'eq. (4.248) par leurs forme dans lajauge unitaire, ¢.a.d.

¢ = \f( v+ H) (0> $= 1;(-(, + H) (é) (4.249)

W =

alors, le lagrangien de Yukawa devient
Zr D Dr + LD;Dg, ) +he
ij L UR; ﬁ L; UR; C.
— ZI"Z] < UL UR + — \JL Ug. > + h.c. (4.250)
On définit les matrices de masse des quarks dans'a base faible, respectivement pour les quarks down
et up, par,
MP) = i 0 MM = 2 (4.251)
on note que ces matrices sont en général des.matrices complexes.

Le terme de masse, ¢.a.d. le terme sans le bosons H dans le lagrangian (4.250), s’écrit sous la forme :

£y0 = -3 Dy, M{P D, — U, M U, + e, (4.252)

i,j

Car les matrices de masse M{(P) et /v{(Y) ne sont pas forcément hermitiennes, alors elles peuvent étre
diagonaliser par des transformations bi-unitaire de la maniére suivante :

UL MPI e = pM(P) Ut MWWy = M) (4.253)
ott les les matrices M7 et M) sont des matrices diagonales et les matrices V et I/ sont unitaire, ¢.a.d

Uty =1 Uhup =1
ViVu=1 Vivp =1 (4.254)

Ces transforimaticns nous amenent de la base faible a la base de masse, ¢.a.d.

D} =U}\Dy D} = ViDg (4.255)
u; =ufiuy Uy = ViUug (4.256)

Donc, dans la base des masses le terme de masse des quarks est donné par,

£¢Q — —D/LM(D)D% _ D}QM(D“D’L _ UiM(u) Uy — U;{M(U)*ui (4.257)
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Dans le cas général, les matrices M (D)

diagonaux sous la forme,

sont diagonales et complexes, alors on peut écrire les eiéments

— m(®) it MW — @) e (4.258)
pour i =1,2,3. Les phases (XZ(D’U) peuvent étre absorber dans les champs de quarks par-une transfor-
mation chirale U(1). Donc, £y° devient

£y° = -D'mP)D - U'mWu (4.259)
Les matrices m(PY) donnent les masses physiques des quarks, on a
mgy 0 O ml 10~ 0
mP) =10 m 0 mW = {0 4.0 (4.260)
0 0 m 0 0 my

et D" et U’ sont les quarks de type down et up dans la base de masge,

d’ u'
D' = | = | (4.261)
4 t

Exercice : montrer que les phases dans eq. (4.257) peav;t étre absorber par les transformations
suivantes pour obtenir 1'éq. (4.259)

(4.262)

Interaction a courant chargé des quarks

Le lagrangien a courant chargé est ¢btenu de 1'éq. (4.247) en gardant que les termes contenant les Wi,
alors ce terme s’écrit sous la forme

Q8 +. 8P -
Lop= ﬁuL'y”DLWﬂ + ﬁDL’y” U, (4.263)
ou les champs Uy r et Dyr sonit vus comme des vecteurs a 3-dimension (chaque composante est
identifiée & un quark <’une génération). On remplace les champs dans la base faible par les champs de
quarks dans la base de masse, ¢.a.d.

Dy =UpDj Dy = Djuf, (4.264)
Ur = Uy, U, =au;t (4.265)
L LY*'u
alors, Egc de rient
£8 = Sy Ufup) DLW + S=D} Ubuu) v U W, (4.266)

V2

On définit la-matrice de mélange par

V2

V =UlUp VT =utuy (4.267)
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Il est claire que cette matrice est unitaire car on a
VIV = WUiuy) Uiup) =1 (4.268)

En terme des champs de quarks dans la base de masse, on omet les primes sur les chamips de quarks
dans 'eq. (4.261), le lagrangien décrivant l'interaction a courant chargé des quarks est donnée par,

d
Q _ & (gepyp s +
Lc ﬁ(uct)’y 7 Vv Z W, +hec. (4.269)

La matrice V est la fameuse matrice CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa), elle décrit le mélange entre
les quarks de différentes génération dans 'interaction courant chargé. Il exist¢ plusieurs paramétrisa-
tions de cette matrice. Dans, la suite on donne deux paramétrisations trés.connu.
e Paramétrisation standard :
C12€13 512C13 s13e” 1013
V = [ —s12c23 — 125235138 12023 — $125235152°°8  sp3013 (4.270)
12523 — C1223513€13  —C12823 — S12025613€°1 (3013

ot ¢jj = cos(0;;) et s;j = sin(0;j) (pour i = 1,2,3). Cette paramérisation est caractériser par trois
angles 61, 6, 03 et une phase J13.
e Paramétrisation de Wolfenstein :
1-A2/2 A S AN (o — i)
V= ~A 1A%/ 172 4.271)
AN(1—p—ip)  —AA2L

avec A ~ 0.22 et les parametres A, p et 7 sont d’ord= 1.

Exercice :
(1) Dévirer la paramétrisation standard de la matrice CKM.
(2) Dévirer la paramétrisation de Wolfenstein de la matrice CKM.

Interaction d courant neutre

L'interaction a courant neutre est décrite par,

L¥c= ef," Al m(ﬁ — sin” Oy J;") Z" (4.272)

avec

2 1. 1, - _
]‘Zm — gu’)’}lu — DD ]ﬁ = E(uL’YVuL — DL’YMDL) (4273)

3R
Finalement, le couplage du hosoi du Higgs avec les quarks est proportionnel a la masse de ces
derniers, on a
g = —%(muﬁu—l—)mdd_d + ms8s + mybb + mccc + mytt) (4.274)
On rappelle que
Régles de Feynmwun de SM

La généralisation ce la théorie pour les autres leptons et tres simple, il suffit juste de rajouter les termes
Lr et Ly potr chagze génération. On note les doublets et les singlets par

1%

Le:<€€>L ReZER

L, = <””> R, = pr (4.275)
/L
v

L= ,; R =1




—_

N

4.3 Modéle de Glashow-Weinberg-Salam

alors,
Lr=LO+ W 40 (4.276)
Ly=LY + 4+l (4.277)
Finalement, la densité lagrangienne du modele de Glashow-Weinberg-Salam s’écrit'cous la forme
_ /. m —ard
Lows = Lo+ Ly + Y T (zw‘a,, — g — 7"H) (T, Wit THFW)
k

—otA & g
eJom Ay 2cos(9w)]ZZ”

_ 8
2V2
(4.278)

La densité lagrangienne L apres la brisure spontané de symétrie et aprez.la diagonalisation de la
matrice des masses (¢.a.d. dans la base de masse) est

foe Ya qw Ly o Ly & WiW, W]
6=~ gAnA" — GZuZ = W+ | P

1 gzglz N+ -V " AV U VTAT L TA
_§g2+g,2 [2A,AFWSWTY — AFAYW,. W, - — AV AYW, W, |

!/

W[

9 (5 ) ) 2 s )]

(AW = W) — AW — WY A (wiwy - W) |

i

V&t

2. /2102
1 a
zgg [ZZVZVW:_W_V _ ZVZVI/V[-JrVVV— _ ZJZVW;FWVJr]

g2+
- gf fg [2A,ZFWI W™ — A ZYWHHIN— A, ZYW MW ] (4.279)
avec
Ay 23,4, — 3,4, (4.280)
70 50,7, — 3,7, (4.281)
Wi =0, W, — 9, W, (4.282)

> Propagateur du Higgs :

oo S - (4283)
) p*— M; +iA
> Propagateur du fermicn :
i
> Propagateur des.bosons V=W, Z :
U e~~n~n~e v _l< VV_kaV> (4.285)
. R-MZ+iA\S T M '
> Vertex lepton-neutrino-W : ’
—i8,, 10 4.286
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> Vertex quark-up-quark-down-W (méme génération) :
Wﬂ

u(c) - i\g@ cos(fc)vu L (4.287)

d(s)

ol O¢ est I'angle de Cabibo.
> Vertex quark-up-quark-down-W (différentes générations) :

M
. . L= s
f ¥ 1\% sin(6c) 2~ 5 (4.288)
f
> Vertex fermion-fermion-Z :
M
—ie fl—7s fl+s
: —— 4.289
f sin(Ow’) cos (%) e R 2 ( )
avec f
a{ = —% + sin? (B ) a{; —'sin?(6y) pour f =e, 1, T
a{ =1 q£ =0 pour f = v,, vy, Vr
af—l—zsin2((9 f = —2sin2(0 =
L=2 3 w),  up=—3sin“(6w) pourf=u,c,t
a{ = —1+ Lsin?(6w) a£ = lsin?(6y) pourf=d,s,b

> Vertex fermion-fermion-Higgs :

. e my
—— - 4.2
/’ f 2sin(fw) Mw (4.290)
. )
> Vertex W—-—W — A:
W, (k)
}VW Ap(k3) ie [guv(ki —k2)r + gua(ka — ka)y + gapu(ks — ki) ]
W= (K1) (4.291)
> Vertex W—-W = A—A:
Aq Ap
}( i [gup — Guips — Soup]  4292)
> Vertee H-W — W : Wi Wy
W,

ie
} --——- H — M g (4.293)
Sw
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n
o

> Vertex H—Z7Z — 7 :

> Vertex H—H—-Z—-Z7: ZP‘

> Vertex H—H—-W —-W:

> Vertex H— H— H :

> Vertex H—H—-H—H:

> Boson V=W, Z entrant :

> Boson V =W, Z sortant :

a, oo~

4.4 Calcul des processus a I'crdre de Born

44.1

Désintégration du boson W e ieptons
Considérons la désintégration suivante :

W™ (q) —nedp1) + Te(p2) avec

Le diagramme décrivar:t cette réaction est le suivant :

Wi (q)

L’ampiitude associée a ce diagramme est,

2SWgVV

—3iu’e

2M3, 2,

—3ip2e?

4 M2, s2,
€, (k)
€, (k)

q=p1+p2
e (p1)
7e(p2)

M= —izf/iﬂ(Pl)')’H(l — v5)v(p2)en(q)

(4.294)

(4.295)

(4.296)

(4.297)

(4.298)

(4.299)

(4.300)

(4.301)

(4.302)

(4.303)
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Son complexe conjugué est,

N = i=E=0(p2) (1 + 75)7" u(p1)ess (9) (4.304)
2v2'
Rappelons que,
)i el (q) = —gu + LI (4.305)
= M,

Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins et polarisations est,

_ 1 Tt
Y IMP = 3g8 Te[( 4y + me) Y (1= 75) Fo(1+75)7"] (‘gf” X ZCF )
W/

1g° / Ly
= S+ (=9 ") =+ )

2
_ 18 S-Tr[(fy + me)y" (1 —5) 7" ]< Sy T 6];4%)

34 y
L8 (g, + mr g - T s by Tuy
34 t[(fy +me) Y Py | = Te[(fy + me)i"ys Pv"]) —g;w+M7%v
1 L I
= 35 )= Tl s ) (s +
li(T[ o] = Telys By sy 4 Iulv 4.306
34 T Pty s By By )| —8uw + Mz (4.306)
ona
/ q qv . ! Ny quqv
TI‘[’)/5 ﬁz’)’; ﬁl')m]( gyv ]\P/}W> :418;/27"”/1'P <_gﬂv+ ]\Z%\,)
=9 (tenseur symétrique fois tenseur anti-symétrique) (4.307)
Dong,
TIMP = 2 iy ) (g + B
3 4 1 2 v M[2/\/
1 02
~ 32{_1}[?&1’)’” Povul + Te[fy 4 P, !’f]/M%v} (4.308)

Les traces sont donngées/par :

Te[ P17 Yyvul = —8p1-p2 (4.309)
Te[ 4y f Py f] = 4mZ p1- p2 (4.310)
mais
p1-pa=[(p1+ p2)> — mZ]/2
= [q* — mg]/2
= [Mjy, —mZ]/2 (4.311)
Alors,
2_ & | pp2 1, 1 i
YIMP = | My — om? — 5 v (4.312)



4.4 Calcul des processus a |'ordre de Born 195
On calcule, maintenant, le taux de désintégration, on a
1 &y d°p 454 g2
I= 2 —p1— .

on utilise

a3y

SE = [dtpsth - md) (4314)

1
alors,
1 1 PPaoy 0 o VA2

Grace a la fonction 64(q — p1 — p2), on peut intégrer facilement sur ie.4-vecteur p;, on obtient donc,

1 1 [P

_ + o Ee 20 2

(4.316)

On se place dans le référentiel du W et on suppose que e et 7, se déplacent suivant I'axe Z, alors

My Eq E,
o 0 10 . 0
q= 0 p1= 0 p2 = 0
0 \Pz, —Pz
7> = Miy pi=m; p5=0

o r,\/f')

0F(q — p2)? — m?] = 67 A2, —2q - pa — m?]
= 0 I M2y — m2 — 2My E,]
=[p: — (M3 — m?)/(2Mw)]/ (2Mw)

Dans les coordonnées sphériques, an'a

+o0 +7 27
/a P _/ pzdpz/ sin(6)d6 ; d¢

alors,
o 2 2 NIV
- — Mz  pedp. / sin(6)d00[p. — (M3, — m2)/ (2Mw) || M|
vz ] Peiveol )/ (2Mw)| L IMP
1 M, —m? 2
- M
STMZ, 2Myy LM
S A(Miy, mz,0) o 1, 1m
T BnMw M, WM T e,
avec

)\(x/]/zz) = xZ + yZ + 22 — ny —2xz — 2yz

(4.317)

(4.318)

(4.319)

(4.320)

(4.321)

(4.322)
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4.4.2 Désintégration du muon en leptons

Considérons la réaction,

o (p1) = viu(p2) + e (p3) +7e(pa) (4.323)
Le diagramme décrivant cette réaction est,
vu(p2)
K
p(p1) ~ e (ps) (4.324)
W= (q)
Ve(pa)
L’amplitude associé a ce diagramme est,
= T (= () a1 L e )o(po) [ — 2]
8 2 — M2, P2 5)u(p1)u(ps) 5)0(P4) |&uv M2,
= L At = )4, (- 19000
= 8q2—M%,V p2)y V5 )U(P1)UFR) T Y5)0 (P4
1
— ) A0 = 3)upr)a(pa) 01<55)o(s) | 4325)
W
avec
q=p1P2=ps+ps (4.326)
on peut simplifier M en utilisant les relation suivantes (pour p? = m?):
pulp) =m po(p) =—m (4.327)
a(p) p=m o(p) p=—m (4.328)
alors,
Z(p2){fa— P2) (1 —v5)ulp1) = myui(p2) (1 + ) u(p1) (4.329)
2(pa){fat’ Pa) (1 —75)0(pa) = meit(ps) (1 — 75)v(pa) (4.330)
Donc, I'amplitude devient
ig* 1 _ " _
=8 2 2 a(p2) 7" (1 = vs)u(p1)a(ps)vu(l — v5)v(pa)
q W
My _ )
T 1p2) (14 s)ulpr)i(ps) (1 = 75)v(ps) (4.331)
W
Le complece conjugué est,
- —182 1 _ ]4/ _
M= =g~ g, | P17 u(p2)o(pa) (1 +75)0m(pa)
My, _ )
— . M) —7s)ulp2)o(pa) (1 +75)u(ps) (4.332)
W
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Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spin est,
___ 2 g4 1 1 T " 1 1 }l/
Z|M\ = QEW [y (1 —5) (P +myu) (L + rs5)7" ]
XTe[(P5+ me)vu(1 = 75) Py(1+75) 7]
mym _
N J\Zz “Tr[ Ay (1= 75) (1 + my) (1= 95)]
_myum .
P Te[( B3+ me) (1= s) Py(1% 7))
W
m}%m‘2
Te[ 4, (1 +v5) (By + 1) (1 =(75)]
W
+ M, Tr[(#5 4+ me) (1 — 5) pull+ 'y5)J} (4.333)
Montrer que
SIME =S Tap pupn et e (P! - P23 1pa — 2Miypa - m)} (4.334)
2 (> — M3y)? My
4.4.3 Processus:h— f+ f
Considérons la réaction suivante :
H(q) — f(1) +£(p2) (4.335)
Le diagramme de Feynman décrivant cette réaction.est F(p2)
H(q) ----~== -- (4.336)
i ) ) ) f(p1)
L’amplitude et son complexe conjugue associés a ce diagramme :
m
M= —z%M—fu(pl)v(pz) (4.337)
_ 8"
M =i My o(p2)u(p1) (4.338)
(4.339)
Le carré de I'amplitude sonimé sur les spins est,
2
2 _
LoIMP = 5 5 el ) (4 = )
i
2
=g (p-p2—m
M2, ( f )
2 m2
_8&f 2 2
s (mH — 4m f) (4.340)
La forme générale du taux de désintégration pour la réaction A(m4) — B(mp) + C(mc) est
\/A(l,m%/mi,m%/mi) _
_ 2
[(A—=B+C)= rmin Y M| (4.341)
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Dong,
2 2
A1, 5
MH gsz(z 42>
IH—=f+f)= X S — (my —4m
16 tmy 2 M3, f
2 mim m2\¥?*  m2m 2 N3/?
_ & fMH f _ fTH f
- 32r M3, (1_4111%{ ~ 8702 (1_4,:ér) (4.342)
ouv=2Mp/g.

Remarque : si les fermions sont des quarks, alors

_ .8 My .
M——ZEMi (Pl)vj(P2)5l]

z%%u (p1)vi(p2) (4.343)

ou i et j sont les indices de couleur des quarks et la fonction dij assure la conservation de couleur. Le
carré de 'amplitude s’écrit donc,

2 m2
TIMP = & T ]y ) (i mplait i
W
$ M
= & L Tel( )y — my)) i
4 M%v 1 2 f
g M
=4 vz l(PyAomp) (fy —mg)] Ne (4.344)
W
Dongc, on peut déduire la taux de désintégratioride I'équation (4.342) juste en la multipliant par N, = 3.
On écrit,
N 2 My m2 3/2
T(H—q ) =<1 <1 - 4f> (4.345)
8 v? m2,

444 Processus:v,+ 7, — Z+Z
On calcule le carré de 'amplitude-ct la section efficace de la production d"une paire de bosons Z
dans la diffusion neutrino-anti-neutrino dans les cas suivants : les bosons Z sont (i) transverses, (ii)
longitudinaux et (iii) non-poiaricés. Donc, on considere les 3 réactions suivantes :

Ve(p1) + Ue(p2) = Z1(p3) + Z1(p4)- (4.346)
Ve(p1) + Te(p2) = Z1(p3) + Z1(pa). (4.347)
Ve(p1) + Ve(p2) = Z(p3) + Z(p4)- (4.348)

ou Zj, et Zr désignent, respectivement, un boson Z polarisé longitudinalement et transversalement.
Les diagrammes a2 Feynman dérivants ces réactions sont les suivants :

7e(p2) Zy(pa)
ve(p1) Zu(ps)

U p2)
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avec q; = p1 — pz et g2 = p1 — pa.

Les amplitudes associées a ces deux graphes sont les suivantes :

2
_ 8 - vl _ (1 — ) 4
M 116CW(q%_m3)v(Pz)v (1 =5)(dy + my )Y (1 = ys)u(p1) e, (po)e) (ps) (4.350)
2
— ; g = L v x C'*
M, = T Toon (@ _m%g)v(r)z)v} (1= vs5) (dy + mu )y" (1 = ys)u(p1) €, (p3)£5(pa) (4.351)

On utilise la relation de commutation {7#,5} = 0 et (y5)?> = 1 pour montrer/que :

iy, (1 —5)7y"(1 = s5) = my, (1= 5)(1+95)7* =0 (4.352)
(1—95) i7" (1 —vs5) = (1= 5) 4,1+ 95)7" = (1 — 5)? d,7" =201 + 7vs) 47" (4.353)

Donc, les amplitudes deviennent :

2
— 4 g =5 b, [ o¥ *
My = —ZWU(PZ)’YVO —s) Ay u(pi)e; (ps) ) (pa) (4.354)
2
— : 8 = V., L * *
My = —ZWU(PZ)WG —s) do i {p1) €, (p3) €, (pa) (4.355)
Les complexes conjugués associés a ces amplitudes sont dor=és par,
2
— . g _ ! v
M, :lmu(i’l)’ﬂ gy (Vras)y" o(p2) g (p3) e (pa) (4.356)
2
N — i 8 = v/ - !
My = ZW“(M)’Y (Lt v5)7" 0(p2) € (p3) €v (pa) (4.357)
Le carré de I'amplitude sommé et moyenné sur les spins et polarisations est
— — 1 — <
> IM| =Y My + Mp| =[5 IM]? + )| Mof* +2Re ) My M (4.358)
avec
4

My ? = z(tg—uszr [£7"(1=5) v £v" 0+ 7507

Ve

x Z e Np3)el)? (pa) Z 5™ (pg)el (py) (4.359)

Az=1 Ag=1
Z!M2|2=

4

Py Vﬂ"(l —15) 7" P o1+ )0 |

Q Z € AS (p3)e P3 Z ;M) )(p4) (4.360)
nz=1 Ag=1
_ g4 / !
Nip= V(1 — H v H
2Re) MiAi, 522, (F = m2) (= )Tr[ﬁzv (1 =5) i7" A7 do(1+75)7 }
X Z &, (p3)el)? (pa) Z &5 (p)el (py) (4.361)
Az=1 A=1

On rappelle que un boson de jauge massif (V = W, Z) possede 3 polarisations. Deux polarisations
transverses aont le vecteur de polarisation vérifie

Z EP‘ 8# = 8w (4.362)
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et une polarisation longitudinale correspond a A = 3, avec

On suppose que m,, = 0, on obtient :
g (tu—Mjy )
4c2, 12

2 g (tu—M},
Z’Mﬂ B 1(60‘2/\,Mf;1\/,\/)

pour

pour

g4 (—AMS, + My H(7t+4u) —4ME 12 (t+u) +u )

our
163, My, £2 p
et
4 4
g (tu—MW)
74&,\,142 pour
4(tu—M, )
|M|* = g*(tu—Miy) pouk
2 16¢2, M3, :
g4(—4M§\,+M§\,u(4t+7u)—4M%,Vu2(t+11)+tu3)
16 2 M4 2 pour
ciy My u
et

&M, (t+u—2M2, )
c2 tu

2Re Y My M, = g ()

8¢z, M3,

s (16M§V—SM3\, (t+u) =7 M tu-+4Myptu (t4u) —tzuz)

8C%VM%V tu

;'\‘173 — ZT + ZT

Volp 2+ Z

pour V.V, — Zr + ZT
pour V.V, — Zp + Zp

pour V.V, —Z+Z

Diffusion de bosons de jauge VV — V'V est ie réle du boson Higgs

(4.363)

(4.364)

(4.365)

(4.366)

Le but de cette sous-section est de moritrer le réle du boson Higgs pour restaurer 1'unitarité de
I'amplitude de diffusion de deux bosoris de jauge. Considérons la réaction suivante par exemple :

W™ (p1) 45 (p2) = W™ (p3) + W (pa).

Les 7 diagrammes de Feynman contribuant décrivant cette réaction sont les suivants :

W, (p2) Wy (pa)

v/ Z

>

(4.367)

La validité du développement perturbatif exige que I'amplitude d’onde partielle pour | = 0 soit plus
petite gu< 1'unité, c’est-a-dire |ao| < 1. Cette derniere a haute énergie (/s > m;) s’écrit :

1 +1

0= 3m )

dcos(60), M(+/s,cos(8),{m;})
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ou M est 'amplitude de diffusion pour une hélicité et une polarisation fixes a l'ordre de l'arbre, 6
est ’angle polaire (entre p; et p3) dans le référentiel de centre de masse et {m;} désigne ies masses
impliquées dans I'amplitude.

A trés haute énergie (/s > m;), on peut négliger les polarisations transverses des bosons de jauge et
considérer que la polarisation longitudinale 2. Donc, le processus qu’on doit calculerest :

Wi (p1) + W (p2) = Wi (p3) + W (pa)- (4.368)
oit Wy, désigne le boson W polarisé longitudinalement. On rappelle que &} (k) = k* /my.
On note que pour cette réaction, les contributions de | = 0,1,2 ne peuvent étre-différenciées. Par consé-
quent, il est nécessaire de conserver la partie transverse (avec g,,) des.propagateurs des bosons de
jauge. Par conséquent, dans ce calcul, le propagateur complet est conseryé, v-compris la contribution
des diagrammes avec échange d"un photon. La compensation entre les.différentes contributions se fait
naturellement.

Le propagateur interne du boson Z est remplacé par

4.369
(& =& +iA) (4:369)
Les amplitudes des 2 diagrammes, obtenus par 1’échainge du boson Z, sont données par :
iM, _ezﬂ plpzpspf —$ T 4141/ my VIWZ () YWWWZ () )
S%V m%v (t — mzz) A P1,—P3,—q1 vBp P2, —P1,91
_ Pt(s—u) P mit(s—u)  Pt(s—u) & mit(s—u) (4.370)
4 my dmy,(t—mzy 4 myyss, 4 my(t—m%)sy, '
c2 A2s 02
: PPPP—8A+’7£]/M
iMp = 2 PLP2IsPs Z8h0 TIRT T Wz () by ) ,IZZVZ(—Psz—PMz)
W myy (s—m2)
_ 2 2 (sl 2o (f 2 P
_ st ) _g]ﬁfs\ t;) Lestzy) o m 25( ) 4.371)
4 iy 45 —m3) 4 myst,  4m (s —m%) sy
ouqgr=p1—psetgo=p1 +pret
Vzgzvz(kbkt, k3) 2= Qup(k1p — kop) + 8po(koa — k3a) + Spa(kap — kip) (4.372)
Les amplitudes des 2 diagrammies, obtenus par 1’échange du photon, sont données par :
p
ML — 2P1 PaPsPs &) YWz YWz
iMs = o (= nB) Viar “(p1,—p3,—91)Vigo ~ (P2, —p1,41)
et . u) (4.373)
4 my,
p
A 2P1 P2P3P4 8Ap YWz
My = Y Py Vir 2 (p1, 02, —=02) Vg * (= P3, —P4,42)
iM (4.374)
4 my,

2. Dapres le théoreme de Goldestone, les bosons de jauge se comportent comme les bosons de Goldestone a haute énergie
(qui sont responsables de leurs composantes longitudinales).
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L’amplitude associé au diagramme avec vertex quartique (4-W) est

| e pipspsph
iMs = _ST% (2gwcg;4;3 — Svp8ap — gl“’g“ﬁ)
w My
2
e 1
~ 2 (2P1Pap2ps = pLpsp2cpa— P1op2pspa)
w Mw
1e* 1
- - 4P (Qu—s—t
4s§vm%v[u ] s )
_ Pmpy—t—u)(t—u) e (4mby —s—u)(s—u)
4 my, s3, 4 My Sty
o e*s(t—u) et(s—u)
T4 mi, s%, 4 ot (£575)

wSw
Les amplitudes M3, My et M5 se compensent avec les termes d’ordre 17/ M%V de M; et M, donc la

somme de ces 5 amplitudes se réduit a :

‘ . 1e2 t(¢—u) 1¢2 s(t—u
1M12345EZ(M1+M2+M3+M4+M5):17 2( 7/2 422()2
sy My (fwms) sy My (s —m7)

(4.376)
On note que pour exprimer les amplitudes sous les Tormes précédentes, on a utilisé les relation
suivante :
2 2 _ 0 L4 2 4.2 _ 2
sw+eow=1, s+t +u=4my, myy /my = ciy. (4.377)
Les amplitudes associées aux diagrammes, obtenu pazl’échange du Higgs, sont données par :

e 1 pr-psp2-pa 1162 1 (t—2mi)?

v & L pipsprops (1e 1 (8= 2my) 4378

e s2, mi,  t—m? 45 md,  t—m? ( )
2 1 ETIPAN 1e¢2 1 (s—2m%)?

Z.M7:€T a P Pjszﬂzf%T% (4.379)
Syy My S my 4sw my, S — my

Dans le référentiel du centre de masse, ies-variables de MandelStam ¢ et # sont données par :
5
= =2 B 1~ cos(0)]
0= —% B2 [1 + cos(6)] (4.380)

ot B2, =1—4m?, /s.

Exercice :
(1) Montrer qua haute énergie (/s >> m?,), 'amplitude totale s’écrit :

t
M = 2Grm? i . 4381
meH(S_m%ﬂ_m%) (4.381)

(2) Montrer que dans eette région, |ag| est donné par :

2 2 2
e my _ Grm¥;

= <1 4.382
327ty myy,  Am2 T ( )

|ao| —

ou Gpest la constante de couplage de Fermi, qui vérifie :

2 2
_,2_ & _ ¢ _
V2Gp=v2= Tl = I avec e=gsw. (4.383)
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L’équation (4.382) impose la limite supérieur suivante sur la masse de Higgs,
4
”\f = (1234.36 GeV)2. (4.384)

ott Gr = 1.16639 x 10> GeV 2.

4.4.6 Modeéle de Fermi comme limite du modeéle standard

Dans cette sou-section, on montre que le modeéle standard et la théorie de Fermi donnent les mémes
résultats a basse énergie. Considérons la diffusion élastique suivante :

e (p1) + ve(p2) — e (p3) + ve(pa), (4.385)
Le digramme de Feynman décrivant cette réaction a courant thargg est le suivant :

ve(p2)

e (p1)

L’amplitude associé a ce diagramme est :

=] =]t

~

27 1— 10 (=g +kuky/m3,) T J1—
M: —% u(p:s)r)/]‘ V5 ( L( gﬂ " W) l/l( 4) 75“(}71)
g

ulr
2 M T e i

2 P — Jenle, Voim2
7]—yl (=& + Kk fimiy) . (4.386)

2 K2 — a4 iA

ot k = p1 — pa. Dans la limite k% ":?/v — 0 (basse énergie), le propagateur interne du boson W se réduit

L . Ny
a ri’z‘v. Dongc, cette amplitude s’écrit sous la forme :
w

_;Cry T (4.387)

M=- '3

ZmW

On peut obtenir le:méme amplitude (4.387) de la densité lagrangienne effective suivante :

_4Gr
f

clemi — T (4.388)

Cetia densité lagrangienne est de type Fermi, elle est obtenue a partir du modele standard apres avoir
intégré 1¢'boson de jauge.
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Exercice : Densité lagrangienne effective a courant neutre

Utiliser I'amplitude a courant neutre (échange du boson Z) de la reaction e (p1) + ve(p2) =€ (p3) +
Ve(pa), voir le diagramme de Feynman ci-dessous, pour montrer qu’on peut obtenir cette amplitude a
I'aide de la densité lagrangienne effective suivante :

4GN

V2
avec Gn/ V2 = g2/ (8m%c2;) et J% est un courant neutre & determiner.

Vve(p2) ve(pa)

L5 = ——= "] (4.389)

e~ (p1) e (p3)

Exercices et probléemes

Section efface et taux de désintégration

La section efficace de la reaction 1 +2 — 3 +4 + ... + n est G4finie par
1 d3 ﬁ3 d3 ﬁ n

do—: 2 cee - -
W(Pl'r’z)z—m%m%z' s aRE;

(27)*6*(p3+ pa+ o+ pu — p1— p2) (4.390)

ol p; est I'impulsion de la particule i et M est I'amplivude de la réaction.

Le taux de désintégration d’une particule de masse m; et d'impulsion p; : 1 — 2 4 3 4 ... + n est défini
par

ir— 2 |M|? 2, AP 2m)*6 (p2+ps + .+ pu — p1) (4.391)
~2my " (2m)32E, " 2m)32E, P2 P T PP '
notons que
4°p
[EPr / A p st (p2 — m) (4.392)
7525,

Questions de Cours

(1) Décrire le modele de Fermi
(2) Décrire le modele de Fermi amélioré
(3) Pourquoi l'interaction’par courant chargé est de nature V-A?
(4) Discuter le puzzel duméson 6
(5) Définir le mécanieme de Goldstone pour les modeles U(1), SU(2) et SU(2) x U(1)
(6) Définir le mécanisme de Higgs pour les modeles U(1), SU(2) et SU(2) x U(1)
(7) Pourquoi on‘a besoin de la jauge unitaire?
(8) Extraire les inasses‘des bosons de jauge et des fermions.
(9) Généraliser le mudele GWS pour les 3 générations de leptons
(10) Commentinciure les quarks dans le modeme GWS

Exercices
Exercic= 1 : Modéle de Fermi
(1) Caicullr, dans le modele de Fermi, le carré de 'amplitude de la réaction :

Ve(p1) +d(p2) — e (p3) + u(pa). (4.393)

(2) Calculer la section efficace, et montrer qu’elle viole 'unitarité.
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Exercice 2 : Réaction v,(p1) + d(p2) — e~ (p3) + u(ps) avec 'échange d’'un W

Calculer le carré de cette réaction et la section efficace, et montrer qu’elle ne viole pas l'unitasité.

Exercice 3 : Désintégration du boson W en leptons

(1) Calculer le carré de I'amplitude de la réaction

W(q) = e (p1) + 7e(p2) (4.394)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.

Exercice 4 : v, i, - WTW—

Calculer les carrés des amplitudes des réactions

ve(p1) + Te(p2) = Wi (p3) + WL (pa). (4.395)
ve(p1) + Te(p2) = Wi (p3) + Wz (pa). (4.396)
Ve(p1) + Te(p2) = W (p3) - W pa). (4.397)

S

ot Wi© et W sont, respectivement, les parties longitudinale 2t transversale de W.

Exercice 5 : Désintégration du muon

(1) Calculer le carré de I'amplitude de la réaction

uo(p1) = vu(pr) + €5 (p3) + ve(pa) (4.398)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.

Exercice 6 : Diffusions élastiques v.e= ef v,e

Considérons les diffusions élastiques suivanies

Vee  —Vee (4.399)
Vo~ — Tee™ (4.400)

(1) Tracer les diagrammes d€ Feynman de Born de chaque réaction.
(2) Calculer le carré de I'amplituae’de chaque réaction.

Exercice 7 : Désintégraticn du Higgs en pair W W~

(1) Calculer le carré de I emplitude de la réaction
H(q) = W™ (p1) + W (p2) (4.401)

(2) Calculer lertaux-de désintégration de cette réaction.

Exercice ¢ : D3sintégration du Higgs en pair fermion anti-fermion

(1) Calculer le carré de I'amplitude de la réaction

H(q) = f(p1) + f(p2) (4.402)

(2) Calculer le taux de désintégration de cette réaction.
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Probléme : Processus Drell-Yan
On consideére la diffusion :
P(P)+P(P) = u () +puT (L) +X, (4.403)

c’est a dire la production d"une paire de muons dans les collisions proton-proton. L'exercice consiste a
calculer, dans le cadre du modeéle des partons, la section efficace de production d"ure paire de muons

de masse invariante /(I1 + I)? = 1/ Q%

On suppose les protons formés de quarks de saveur u, d et d’antiquarke i, d. L.~ distribution des

quarks et antiquarks dans un proton est notée respectivement u(x), d(x) #(x), d(x) ot x est la fraction
d’impulsion du proton portée par le parton. Les invariants du probléme an.niveau hadronique sont :

s= (P + D)% t=(P—h)*=(P.—h)% u=(P— L) =P —h)? (4.404)
et au niveau partonique :

S=(p+p)5  t=p1—h)P=(p2—h)?%  d=(prrb)=(p2—h)? (4.405)

Calcul de la section efficace au niveau partonique

- Tracer le diagramme de Feynman au niveau partonique pou=!’21nihilation d"une saveur de quark;
- écrire I'élément de matrice M correspondant;

- calculer, en fonction des invariants partoniques, le carré de ’élément de matrice, sommé sur spins
finals et moyenné sur spin et couleur initiales;

- calculer la section efficace partonique dé/dQ? pour une saveur.

Calcul de la section efficace au niveau hadronigue

- Dénotant x; et x2 I'impulsion du quark ou antiquark dans le proton P; et P, respectivement, exprimer
les invariants partoniques en fonction de x; et des invariants hadroniques;

- écrire la section efficace hadronique commie convolution des distributions partoniques et la section
efficace partonique;

- quel est le domaine de variation des vasiabics x;?

Utiliser les relations suivantes :
e Somme sur les polarisations d"un boson de jauge massif, de masse m et d'impulsion p :
3
Y el (p)el™ () = —gp + LB (4:406)
A=1

e Propretés des matrices de;Dirac et la matrice 7° :

{y5a°) =0, (1°)? =1, 7P =195. (4.407)
TI'( 5)_1 (~5 =T S HAV T S HAVAT =0 T SAHAVATAA — —i4 HVOA 4.408
7)) =1l y?) =Te(yy"yY) = Te(vYy"r"y7) =0, Te(y’v"7"777") = —ide!™". (4.408)

Tr(77y") = 48", Te(v" "7 ") = 4(8"g™ — 878" + 8" (4.409)
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Pouwprencdre en compte les corrections quantiques, nous devons considérer les ordres supérieurs de

la série a2 perturbation de la matrice de diffusion et donc de I'observable physique en question, ¢.a.d.
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les diagrammes de Feynman a une boucle, a deux boucles, ...etc [9, 10]. En général, un diagramme
de Feynman a une boucle avec N propagateurs internes, dans un espace temps a 4-dimensions, est
donné par l'intégrale suivante :

_ [ dY E(I)
=/ COr (P(1) - +iA) - (@ () — md, + i) 1)

ou [ est la 4-impulsion tournant dans la boucle, g; est la 4-quantité du mouvemeiit portée par le
propagateur interne i et m; est la masse de la particule associé & ce propagateur~E (1) est une fonction
de [, g;, m; et les parameétres de la théorie de jauge (les facteurs de couleur en QCD par exemple).

Cette intégrale peut diverger dans 1'ultraviolet (divergences UV) quand [y et/ou m tendent vers
I'infini ou dans l'infrarouge (divergences IR) quand Iy tend vers zéro (divergences molles) ou si deux
propagateurs non-massifs deviennent colinéaires (divergences colinéaires).IDans ce chapitre, on montre
comment calculer les diagrammes de Feynman a une boucle en QED ¢t QCD et comment traiter les
divergences UV et IR. Ce chapitre s’inspire de plusieurs sources [9, 1v,14], en particulier du cours de
J-Ph. Guillet [14] dont la notation est adoptée.

Divergences et régularisation

Considérons le diagramme de Feynman a une boucle (cor-
rection au propagateur du photon), voir figure (5.1). Il cot

respond a une intégrale sur 1’énergie-impulsion tournant | +k
dans la boucle (I) dans un espace-temps a 4-dimension.z.
Ona Ay(k) ‘\NQ\/\/\- Av(k)
d*l 1 1
4 2
e /(2n)4Tr[w,_m+M%]+ k—m+f1] l
500 [di
Z / T (5.2)

FIGURE 5.1 — Diagramme de Feynman a une

Cette intégrale diverge d’une maniére quadiatique quand Poucle a deux points en QED.

I tend vers l'infini, ¢.a.d.
B2 125 (ool (5.3)

On rappelle que dans l'espace de Minkowski ona > = [3 — mz On peut avoir un cas ambigu quand
I'énergie (Iy — o0) et la quantité du mouvement (7] = o0) divergent au méme temps mais l'intégrale
reste finie (1> — fini). Dong, il.est plus convenant de travailler dans un espace euclidien que dans un
espace de Minkowski. Pour faire c¢la, on doit effectuer une rotation de Wick.

Rotation de Wick

On peut écrire I'intégraia précédente sous la forme

14~/ d*l Ty (f+mp)vp(J+ K+ my)] (5.4)
2 (2m)4 [12 — m2 +iA][(1 + k)2 — m2 4 iA] ‘
Les poles de I'intégrande sont les suivants :
112 +m2 —iA
o, = | ‘fm Z (5.5)
' —\/ 1112 +m? +iA
T4+K)2 +m2 — ko — i)
iy = U0 m? ko~ (5.6)
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On voit que les deux poles ont une petite partie imaginaire

+iA, donc ils ne sont pas situés exactement sur 'axe réel Imllo]

. N ~ . [~
R[lo] mais tres proches. Les deux poles [j; (pour i = 1,2) ont X
des parties réelles positives, donc ils sont situés sous 'axe
[lo] par contre, les deux pdles [; (pour i = 1,2) sont situés 4
au-dessus de 1’axe réel car ils possedent des parties réelles
. . . , ) . I, I
négatives. Au lieu d’intégrer sur ’axe réel, on peut faire une o o

v

rotation dans le plan complexe sans rencontrer les pdles, voir Rello]
figure (5.2). Selon le théoreme des résidus, l'intégration sur ce ;
contour fermé est nulle car les poéles sont situés a I'extérieur Y
du contour. Cette astuce, que 1’on appelle rotation de Wick,
nous ameéne a intégrer sur les I’axe réel. La rotation de Wick

consiste donc a faire le changement de variable suivant : B

lo = ily (5.7) FIGYRE 5.2 — Rotation de Wick

Dong, le carré du 4-vecteur [ devient : [ = —[3 — mz = —[?.10On voit.que [ est un vecteur dans l'espace

euclidien R*. Alors, apres rotation de Wick, l'intégrale I3 se comporte comme

.
I§~/dl_zl:/l'dl'~l'2

On voit bien que l'intégrale I3 diverge quadratiquément guand I'énergie et/ou la quantité du mouve-
ment tendent vers l'infini.

— (00)? (5.8)

[0

Exercice 1. Rotation de Wick

(1) Montrer que I'intégrale sur le contour fernié dans la figure (5.2) est nulle.

(2) Montrer que l'intégrale sur les deux quaiis-di cercle sont nulles.

(8) Déduire que l'intégrale sur 1’axe réel est.égal & 1'intégrale sur I’axe imaginaire.

Dans les théories de jauge, ces divergences sont éliminées grace a la procédure de renormalisation,
mais avant de montrer comment cette procédure fonctionne, on doit régulariser les intégrales a une
boucle de maniere a travailler avec dés-quantités finies. Il existe plusieurs méthodes de régularisation,
la méthode la plus utilisée et la plus etricace est la régularisation dimensionnelle qu’on doit discuter dans
les sections suivantes.

Comptage de puissance

Le degré superficiel de divergence UV d'un diagramme G est donné par :

dcznl+25v—2n3—np (5.9)
v

n est la dimeiwsion'de 'espace-temps.

[ est le nomkire de boucles dans le diagramme G.
Oy est ]e noresbre de dérivés aux vertex v dans G.
np est le nombre de lignes bosoniques internes.
nr est le riombre de lignes fermioniques internes.

A uneborclepar exemple (¢.a.d. I =1),ona:
e Sid; <0, le diagramme G est fini.
«.5idg= 0, le diagramme G est logarithmiquement divergeant.
e Siug > 0, le diagramme G diverge en puissance (quadratique, ... etc).
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On suppose qu'un vertex v est associé a un lagrangien d’interaction £; décrivant l'interaction entre Ep
champs bosonique et Er champs fermioniques. A chaque vertex, on associé la quantité w, Géfinie par :

3
wU:EB+§Ep+5U (5.10)
A T'aide de la quantité w,, on classifie les théories quantiques des champs en trais Ciasses :
e Siwy, > 4, la théorie est non-renormalisable.
e Si w, =4, la théorie est renormalisable.
e Si wy, <4, la théorie est super-renormalisable.

Régularisation dimensionnelle

La divergence UV vient de la région [ — oo. Pour donner un sens mathératique a cette intégrale,
il faut I’écrire comme une limite d"une intégrale convergente, ce qu’en awpelle la régularisation de
cette intégrale. On note que cette intégrale (convergente) n’est pas unige, elle dépend du schéma de
régularisation utilisé. On note aussi, qu'une théorie basée sur une 11itégrale régularisée, peut violer
quelques exigences physiques, par exemple, l'invariance de Loreniz, la symétrie de jauge, unitarité
...etc. Donc le meilleur schéma de régularisation c’est celui gui dwit préserver le plus possible ces
principes. Dans ce cours, on va utiliser le schéma le plus utilisé, introduit par t'Hooft et Veltman, c’est
le schéma de régularisation dimensionnelle. L’idée de base du.ce schéma est de faire une continuation
analytique de l'espace-temps a n dimensions, ot on baisse les dimensions dans le traitement des
divergences ultraviolettes. Donc, on remplace l'intégrale divergente a quatre dimensions par une autre
convergente a n dimensions. Par exemple, 'intégrale suivante :

B/ & o, W (5.11)
27 ) (2m)% (12 — m25iA) (U 4k)2 — m2 4 i)) '

(avec F(I) = Tr[y, (} 4+ ms)vu(}+ K+ my)]), a n dimensions, elle devient

n drl F(I)
12 _/ (27'()" (12 -~ mT—|— 1/\)(([+k)2 —m2—|—i/\)' (5.12)

Quand [ — oo, elle se comporte comme

AnT _ _ m—2
I / ’Z_le / =347 ! . (5.13)

n—

qui converge pour n < 2. En pratigize, on augmente ou on baisse la dimension de 1'espace-temps
légerement (continuation analytiaue), alors on écrit

n=4-—2¢ avec e—0 (5.14)

On choisit € > 0 pour les intégra'es qui divergent dans la région UV (Ip — o0) et e < 0 pour les intégrale
qui divergent dans laregion IR (Ip — 0). Dans la suite, on donnera des exemples.

Dans ce schéma, toutes ies indices de 'espace-temps sont de 0 a n — 1, alors les composantes de la
4-impulsion devienrient,

p]" — (Porpll.”’pnil)- (515)
La métrique
glﬂ/: (11_11_1/'”1_1) (516)
N —————
n—1fois

La métrique contractée,

gh=gug" =n. (5.17)
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L’algebre de Dirac reste inchangée

{'Yyr')’v} =28 (5.18)

La contraction des indices dans les chaines des matrices gamma, par exemple,

Tyt = n
YuveY' = 27+ (@ —n)7a
YuYeYpY' = Agup— (4—1)Yavp
YuYaYpYsY' = —27%57pYa + (4 — 1) YaYpYs (5.19)

Le choix de la mesure d’intégration est arbitraire, dans notre cas, on la fixe4.

4 n
TR — T (5.20)
On normalise la trace de deux matrices de Dirac comme suit :
Tr[yuye] = 48 (5.21)
et donc
Tr [YaYpVuYv] = 4 [8ap8uv 1 8iv8pn — Sangpy] (5.22)

Le fait que la mesure d’intégration est arbitraire ct la trace des matrice de Dirac dans (5.21) est nor-
malisée a 4g,, (d’apres l'algebre de Clifford Tr[..v, | =2 2"/2g,,), cette méthode souffre de quelques
ambiguités, il faut donc préserver les convenions (5.20) et (5.21) pour ne pas rencontrer des problémes.

Dans un espace-temps de dimension 1, les dimensions en unité de masse des champs, des constantes
de couplages et d’autres parametres de la thésrie sont modifiées. On suppose toujours que 'action est
sans dimension, i.e.

5] =0 Yvec S— / d"x L. (5.23)
Car la dimension de la mesure [d"x] = —, alors la dimension de la densité lagrangienne est égal a n :
[L]=n (5.24)

La dimension des champs est imposée par le fait que chaque terme du lagrangien doit avoir la
dimension n. En QED par exeniple, le terme cinétique pour les champs a la dimension 7, ¢.a.d.

[EwF!'] =mn avec Fy = 0,A) — 0, A, (5.25)
alors
n
Fur s O Ay — 3 Ay =
=1+ [AY] —  |[a¥]= g —1 (5.26)

La méme chose pour le terme cinétique pour les champs de Dirac (de matiere), il a la dimension ,
¢.ad.

gyl =142l =n = |)="] 527)




172 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisution

Dans un espace a n-dimension les constantes de couples controlant I'interaction acquiert une dimen-
sion. En QED par exemple, on peut calculer la dimension de la charge électrique a partii-du terme
d’interaction, ¢.a.d.

[EA;NI}')’H‘/’] =n
= [e] + [Au] +2[y]
:[e]+g—1+n—l — [e]:2—g et [{l=4-—"Tn (5.29)

Pour pouvoir faire le traitement perturbative, plutot que de travailler avec des constantes de couplage
ayant une dimension, on doit introduire une échelle de masse arbitraire ([ji| = 1) pour absorber cette
dimension, ¢.a.d.

e — eoyz_g (529)
w — aout" (5.30)

ol ey et ag sont la charge électrique et la constante de coupiage sans dimension. Dans la suite, on
enleve I'indice "0" et on les remplace tout simplement par :'eg —€ ¢t ag — a.

On note que les regles de Feynman ne changent pas quand on fravaille dans un espace a n-dimensions,
il faut juste multiplier la charge électrique (ou les constantes.de couplage) apparaissant dans les vertex

par p?73.

Exercice 3. Dimensions des propagateur

(1) Calculer la dimension en unité de masse du' propagateur du photon a 4 et n dimension.

(2) Calculer la dimension en unité de masse du propegateur du fermion a 4 et n dimension.

(3) Est ce que la dimension dans le systéeme d’unité naturelle depend de la dimension de 'espace-
temps?

Solution. Les propagateurs du photon et du fermion sont donnés par,

Duv(p) = J/d'fﬂ-c*iiﬂx < 0| TA,(x)Ay(x)]0 > (5.31)
Se(p) [ a'xe 7 < O TH(x)p(x)]0 > (5.32)
Alors N\
(D] = nlx] + [e77*] 4 2[A,]
:—n—i—O—l—Z(g—l)E—Z (5.33)
et

[Se] = nlx] + [e7""] + 2[y]

:—n+0+2<ng1>5—1 (5.34)

On voit guu dans;les deux cas la dimension des propagateurs ne dépend de la dimension de
I’'espace-temgs, ¢ a.d. les dimensions des propagateurs sont les méme qu’a 4 dimensions.

Il existe'd’autres méthodes de régularisation. Par exemple, la méthode de Pauli-Villars consiste a mettre
I'intégrale’coavergente en remplacant le propagateur interne par

1 R 1 B 1 _ A% — m? (5.35)
k2 —m2+i) 2—m24+id 12— AN2+id (m2—12)(A2—12) ’
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ol A est un parameétre arbitraire qui a la dimension de masse. A la limite A — oo, on retrcuve le
propagateur original. Pour régulariser une intégrale par cette méthode, on doit faire le calcul complet
avec le propagateur modifié puis on prend la limite A — co.

Exercice 3. Régularisation de Pauli-Villars
Considérons l'intégrale a une boucle (dans la théorie A¢*) suivante :

2y (=iA)> o dtl i i I
F(P ) - 2 / (271.)2 12 —m2 +iA (p _ l)z —m2 4 (536)

(1) En remplacant les propagateurs par (5.35), montrer que pour A > m, I'intégrale I'(p?) devient

Fp) = A [ i 1 i
PO="70 ] o2 (B = m2 +iN) (2= A2 = m2 +iM)[(p =)= m2 + iA]

(5.37)

(2) Montrer que cette intégrale est finie.

Pour évaluer les intégrales de Feynman a une boucle, il faut mieix linéariser le dénominateur, la
méthode la plus élégante est de travailler dans 1'espace des paraz:>tres de Feynman.

Paramétrisation de Feynman

Cette méthode nous permet de transformer notre intégrale &n dimensions dans l'ouvert | — oo, 400, &
une intégrale sur l'intervalle bornée [0,1]. Cela, facilite le calcul. On définit deux variables x et y, tels
que x, y € [0,1] et x + y = 1. On peut montrer que,

1 ! 3
ab /0 ax [ax + (1 — x)]? (5.38)

Si on dérive successivement eq. (5.38) par rapport a a et b, on peut montrer que

1 T(psa) ' xP~1(1 — x)1t

b1~ T(pyEiq)Jo “ (ax + b — x))P 539
Pour les intégrales avec trois propagateuirs internes différents, on utilise
1
— — d )
abc 2/ W/ axy+by (1—x)+c(1—y)* (5-40)

La formule générale qu’on utilise pour calculer les fonctions a une boucle avec N propagateurs
internes est la suivante :

/ Hd M (5.41)

(TR axze)N

Hk 1ak

Revenons, mairitenant, i 'intégrale (5.12). On utilise (5.38) pour linéariser son dénominateur, on

obtient 0
d"l F(I
Iz = / dx/ [(14+kx)? + k2x(1 — x) — m? +iA]? (-42)

Intégration sur .a 4-impulsion tournant dans la boucle

Car cette ilitégrale est convergente, alors on peut faire le changement de variable suivant (shift) sans
probléme

I'=1+kx (5.43)
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on trouve

1 nyl I
g;/m/glnﬂ I — (5.44)
0 (270)" 1" 4+ K2x (1 — x) — m2 + iA]

Les intégrales qu’on doit calculer maintenant sont de type

anr (l/Z)r
/ (27‘[)11 (1/2 _R2 + i)\)m (5.45)

avec r,m > 0. Le numérateur des intégrales a une boucle, en général, s’écrit ou peut se ramener a la
forme suivante :

F(I'—kx) =Y a, (1) (5.46)

Dans la suite, on suppose que R? > 0 (si ce n’est pas le cas, on doit faire e continuation analytique
quand va discuter plus tard).

On considere la quantité suivante :
B drl ( lZ)r
{rim) = /Qmwﬂ—m¢mw

dr-1] /+oo (72_|Z’|2)r
= - dl Ll 5.47
/(271)” o o (2|2 = R2 4+ i)™ (547)

Les poles de I(r,m) sont les suivants :

Sz £R2 — A
I+ AR~ (5.48)

0 - f o
{ — /12 + R2+iA

A Taide du théoreme de Cauchy, on effectue iritégration sur

lp. On doit déformer le contour comme dans.la figure (5.3) pour Tmllo]
éviter les poles. Car il n'y a pas de poles a1 intérieur du contour, sl
I'intégrale sur ce dernier est nulle, ¢.2.d. G
+P —i Y
dzz+/dzz+/ ';‘z+/dzz:0
[, 4@+ [ def@)+ [ Sief) + [ dzf(e) i
(5.49) P — > P
W Rello]
avec
22 _ |T]2)
Flaye 2 =D 650 |
(72 = |I]2 = R+ iA)™

Lorsque P — oo les intégrales sur C; et C; s’annulent pour 2(m —

r 1, on a donc
) > FIGURE 5.3 — Rotation de Wick dans le

plan complexe de l'intégrale I(r,m).

LD +iP
jl,p dzf(z) :LiP dzf(z) (5.51)
alors
+oo 2 712y +oo 2 T12\r
/ﬁ PR Cibl U :i(—1y=”i/ dx— +1IH) (5.52)
—o (x2—[l]2=R24ir)" —o (x24|I]2+ RZ2—iA)m

Alors, I'uiitégrale I(r,m) devient
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N Ry
I(r,m) = i(—1) /(2n)n(z‘2+1(zz)_m)m (5.53)

ott [ est un vecteur dans l'espace Euclidien R" (> = I3 + mz), voir la discussion dans la section rotation
de Wick. Cette intégrale converge pour 2(m — r) — n > 0, ce qui implique n > 1.

Pour effectuer l'intégration sur /, on utilise les coordonnées sphériques daris K";«alors

/d”T: /|z‘y"—1du‘|dan (5.54)

ott (), est I’angle solide a n dimensions. Le vecteur [ en coordonnées sphériqies peut s’exprimer sous
la forme suivante :

[ = |I|(cosB1,cos B, sinfy,sinb sinhy cosbs, - - - ,sin s - -sinf, 1) (5.55)
L’élément de 1’angle solide s’écrit
T T 21
/ a0, = / (sinf;)"2d6; / (sifi02)"73d6, - - - / 6,1 (5.56)
0 0 0

Pour calculer f dQ),, on utilise la formule suivante :

/n(' 6)"do i) (5.57)
sin =N/ .
0 L("3%)
alors,
71 ([ f(ﬂ;2) r(ﬁ)
dQ, = 2 X/ 2>>< x(ﬁ 2 X 271
Jao < ) \reE M)
272
(5.58)
TT(3)
Intégrant I(r,m) sur ’angle solide,.on trouve
(_1)r—m s |l‘|2r
e e A L 5.59
L'intégrale sur [ est sous io.forme :
co p (P — P
[ = e[GO ) (5.60)
o (42 m I'(q)
On trouve fir.aleme;it le résultat suivant :
(=1 yremtg Dr+ ) T(m—r—3)
I(r,m)=i——— (R" —iA 2 5.61
o) =gy (K =) F3I(m) Gon

Avant de conclure cette section, on donne quelques properiétés de la fonction I'(z) et B(z).
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FonctionI'(z) et B(a,b) :
e Pour z = n entier positif, ona:

I'(n) = (n—1)! (5.62)
I'(n+1) = nl(n) (5.63)
ra =1 (5.64)
e Pour Re(z) >0,0ona:
T(z) = / et (5.65)
0
e Relations utiles :
I(z+1) = zI[(z) (5.66)
T
1 ) o1
r(2z) = —2%720(2)[{z+ 5 5.68
@) = —=2iTElE ) (5:65)
/ 2 2
I'(1+z2) 20 1—yz+ | 'y:+n> = (5.69)
4 6 )2
ou 7 est la constante d’Euler :
= li 1—1—1—1—1—# ; —f—}—l (n) | =0.5772156649
= 2 3 n D\\ -
e La fonction B(a,b) est définie par :
1
B(a,b) = [ dxx®1(1—x)b1 (5.70)
£0
00 ta—l
= dt——— 71
/0 (1 + t)a+b (5 )
_ I(@)r)

5.2 Boucles en QED

Pour calculer les corrections quantiques (corrections virtuelles) au premier ordre pour la réaction
e~ +et — pu~ +ut, on‘deit prendre en compte les diagrammes de Feynman a une boucle suivants :

e Correction au propagateur du photon :

e~ (p1) u(p3)

e (p2) #h(ps)

o Coirection au propagateur du fermion :
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5.2 Boucles en QED w7

e (p) i) PV HR
+ ><
AN
et +
et (p2) w(pa) (p2) Nigs e p)
e (p1) Moy (p3) e (p) i (p3)
>< . \v\
e (p2) y uh(ps) et (ps) wh(ps)
e Correction au vertex : o Mus
e~ (p1) >_< n(ps) em) M 1 (p3)
e (p2) u(ps) et (p2) wr(ps)
Mv6 Mv7
e Les diagrammes de boites :
e (p1) n(p3) e (p1) #h(ps)
7/
//
_|_
e (p2) ph(ps) e*(p2) u(ps)
Mvg Mv9

Dans la suite, on va doriner le calcul détaillé de la correction au propagateur du photon a une boucle
(opérateur de polarisation), correction au propagateur du fermion (correction fonction d’onde) et la
correction au vertex, en suivant étroitement le cours de J-Ph. Guillet [14].

Opérateur dv pelarisation
L'opérateur de  clarisation a ’ordre « est représenté par le diagramme de Feynman a une boucle (5.4).
Il est doiné par l'intégrale suivante :

4
(1) :_2(4—n)/dk 1 1
iy (q) = —ep (zn)nTr (0 s W e (5.73)
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On note qu’on a inclus un signe "-" supplémentaire caractérisant

les boucles fermioniques fermés. On suit les étapes présentées k
dans la section précédente pour intégrer sur I'impulsion k tour- 1
nant dans la boucle (dans un espace-temps a n-dimension), on )’\N\M
trouve 1 J 1
(1 it 1 k—
i) (0) = —i— (¢ — 4ud0) [8 +In(47) — v AL
1 m? — (g® +iA)x(1 — x)
_6/0 dxx(1—x)In < 12 )] : FIGURE 5.4/~ Opérateur de polarisation
(5.74)
Démonstration :
On écrit 'opérateur de polarisation sous la forme :
P I n)/ ! K+m K=+ m)
IT = —1Ir 57
iy (q) = —e*p @myn | e = w2 AiA) k= )2 — m2 £ iA)
_ —62‘11(4711)/ d"k Tr[’yy(k—?—m)’)_ (K — 51"‘7”)] (5.75)
(2m)m (k2 —m? +iA)[(k - q)? — m? +i)A]

Etape 1 : paramétrisation de Feynman
A l'aide de la paramétrisation de Feynman (5.38), ondinéc+ise le dénominateur de la maniere suivante :

ZH()( 4 n / / d"k ( u(k‘f‘m)'YV(k_ﬂ("‘m)]
270)1 [x(k2 — w2 +id) + (1 — %) {(k — q)2 — m2 + ir}]?
d”k Trfyu(K+m)y (K= f +m)]
. (4—n LIH
=~ / dx/ —2k-q(1—x)+¢*(1 —x) —m? +iA]? (5.76)
La trace dans le numérateur de (5.76) est un tenseur de rang 2, il s’écrit sous la forme :
T [y ()3 (oA )] = Ag + BY 3 = Ty (5.77)
On contracte le tenseur T, par ¢"” et;/'4", on montre que
Ty — Twq'q" /9
_ K w
A= =1 (5.78)
nTuwq'q"/q* — Ty
(n=1) 5.79)
Apres simplification, on obtient ! :
A= [(n—1)m* — (n—3)k* + (n — Vk.qg — 2(k.q)*/ 4] (5.80)
B= n% 2n(k.q)*/q* — 2(n — 1)k.q — 2k? (5.81)

Pour le moment;.on garde que l'intégrale sur k de 'opérateur de polarisation. On définit I'intégrale
tensorielle su.vante:

I ( ) o / d"k AgW’ + BcIVqV/qZ
w1 = | 2y (k2 —2k-q(1—x) +¢*>(1 — x) — m? +iA)?
=10 + 1) (5.82)

1. Pour calculer A et B, utiliser le package hip en fixant la dimension de I'espace temps a n par la commande
SpaceTimeyimension = n.
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ol I;(lf) et I,Slj) sont les parties du tenseur I, contenant les quantités A et B et donc
i1l (q) = —e2ut" / dxT, (q) (5.83)

Etape 2 : translation k = [ + g(1 — x)
Pour écrire le dénominateur de I,,, sous la forme (I> — R?), on fait le changement de veriable suivant :

k=1+qg(1—x) (5.84)
Alors, le dénominateur devient
=R2
1 — [m? — g*x(1 — x) — iA] (5.85)
Les quantités A et B s’expriment en fonction de I comme suit :
S N A n—3, _ L2 (g
A= 4{ m- —q°x(1 x)+n—1l +(1—2x)-g~ -1 P (5.86)
B=8|—¢°x(1—x)— . + (1 —2x)I- 47”,,’& (5.87)
- q n— 1 q —M qz .

On utilise le fait que, dans un espace-temps a n dimension, p'n¥%= ¢"'p?/n, on écrit le terme (I - g)?
comme suit :

(I-q)* = (I"g,)?

=1rg,1"q,
= (I"1")(quqv)
12 q Zz qZ ZZqZ
w il o1 ="
. gw, - Sy = o (5.88)

et prenons en compte que les termes en puissance paire de [ (g.a.d. [ - g) donneront une contribution
nulle, donc on peut les enlever. Alors les quantités A et B se réduisent a :

AD4 |m? +gx(1=x) — 11—3—1—E .
n)n—1

12

=4 [R2 F2i°x(1—x) — (n—2) n] (5.89)

B> —8a%x(1—x) (5.90)
Dong, les intégrales tensorielles Ip(lf) ot I}(,Zj) s’expriment comme suit :

a) il w? —g?x(1—x)—1?(n—2)/n d'l 2g%x(1—x)
W= s || i i |

[ ’\'T,)n [12 _ RZ]Z 27-[);1 [12 _ RZ]Z

B d"l' R —1>(n—2)/n d'l 2¢%x(1 — x)

=48 (/(z,z) - R +/(27T)" - R ] ©91)
(B) _ . ot [ d"l q*x(1—x)
I / G T R (5.92)

Remarques :

(4)

* Le premiexterine de ;" contient une divergence uv quadratique car pourn =4, ona:

2
/ d4l§—4: / l3dl— / 1l =122 o (5.93)

¢ Le second terme de I;(f) ainsi que l'intégrale I}(w) contiennent des divergences uv logarithme car

pourn=4,ona:

= [T =) =S e (5.94)

/ dil lgﬂ dl =00
A l
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Etape 3 : intégration sur la 4-impulsion !
On utilise l'intégrale I(r,m) donnée par I'éq. (5.61) pour effectuer I'intégration sur la 4-inippulsion /.

On peut montrer que le premier terme de IP(,‘,?) est nulle. On a,
d'l R>—Pn-2)/n _, n—2
[y oy =R 102 -5 <02
i 1 (n—2 n n
= — — )T -
(47-[);1/2 (RZ)l—n/Z 2 I (1 2) : (2 2)]
i 1 (n—2 n" n
@y | 2 Pt (1-3)
i 1 (n—2 2—117ﬁ/1 n
@Ry |2 AT E)
—0 (5.95)
Donc, l'intégrale I,([;‘) devient
A _g d'l ¢*x(1—x)
uv w (27-[);1 [12 _ Rz]z
=8gwg*x(1—x)1(0,2)
i n ) Py 1—
= WF (2 - E) 8x(1 — x)[m? < g*x(1 — x) — iA] 2+”/2q2gw (5.96)
De la méme maniere, on montre que :
i n 1
I}(ﬁ) = —WF <2 - §> 8x(1 — x)im? — g*x(1 — x) —iA]72""/24,q, (5.97)

En remplagant les deux derniéres intégrales dunc-’eq. (5.83), on montre que 'opérateur de polarisation
prend la forme :

, _ n
ZHLV (q) = —(717;,172 el T (2 - §> (nguv — qudv) (5.98)

X / dxx(1— x)[m2 — qzx(l —x) — i/\]72+n/2
0

On voit que
0 (4 g — quiv) = (490 — 3 4v) =0
7 (68w = 0uv) = (%9 — 7°4,) =0 (5.99)
donc l'opérateur de polarisation est transverse, ¢.a.d.
g1, () =0 g1 (g) =0 (5.100)

Remarques :
* Les diyergee uv de I'opérateur de polarisation sont cachées dans la fonction I' (2 — 5 ). On peut
voir ¢a si onnprend n = 4, on obtient I'(0) — co.
e Grace a larégularisation dimensionnelle (¢.a.d. n =4 — 2¢,,), on peut isoler ces divergences de
la'partie finie par un développement limité de Taylor autour de ¢, =0.On a:

r(2-3) =Tlew) = — = 7+ Ofeun) (5.101)

af =1+ eypIn(a) + O(ew) (5.102)
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ou 7y est la constante d’Euler et a est une fonction analytique arbitraire (indépendante ae.g,,).

Grace a ce développement, on peut écrire I'opérateur de polarisation sous la fornie
_ a
i) (q) = by + Ofew) (5.103)
uv

ol le premier terme contient que les divergences uv et le deuxiéme terne acnne la partie finie.
Dans la suite, on va calculer explicitement les quantités a,, et by,.

Etape 4 : Extraction du terme divergeant et calcul de la partie finie :

Comme on a mentionné dans le dernier paragraphe, on pose n = 4 — 2¢,,, puis on fait un développe-
ment limité autour de €,, = 0 en gardant que les termes divergeant (¢.a.d. les termes de pole 1/¢,,,) et
les termes constants (¢.a.d. les termes en £, ). On obtient donc :

. 8in 1
ZH1(411/)(‘7) = _Ea[l — ey + €upIn(477)] (‘72 uv ‘7#‘71/)
1 2 2001 — x) 2 S
></ dxx(1 —x) [m q x(12 x) L‘J
0 "
in 1
= =5 (08w — 9u0) {8 Hin(4r) -y
1 20 2 _
—6/ dxx(1—x)In [m \ +12)‘)x(1 X)H (5.104)
0 H
Il nous reste donc qu’a calculer la derniére intégrale, §we 1'on note par I. On a:
2 (g2 —
(g, m?,u?) / dxx(1—x) |L (g +V12A)x(1 x)] (5.105)

Pour calculer I, on doit distinguer 3 cas possibles':
e Casel:g*°<0
Dans ce cas, I'argument du logarithme est positif Vx € [0,1] (¢.a.d. m? — g?x(1 — x) > 0), donc
on peut enlever la partie imaginaire iA. Cn réécrit 'argument du logarithme comme suit :

m? — g?x(1—x) ( q2> ( ’ m2>
=(-—5||—x4+x——
12 2 7

_ (_qz> (x—x_) (s — ) (5.106)

VZ
avec
1- 1+
XN Tﬁ Xy = Tﬁ (5.107)
et
2
B= 1—4;;>1 (5.108)
Ona
/ qz
\_V2> >0 (x—x-)>0 (x;y —x)>0 (5.109)

Car l'argunient du logarithme s’écrit comme le produit de trois termes positifs, donc on peut,
sans prob'eme, décomposer le logarithme dans I'intégrale I, cf. eq. (5.105), en somme de 3 termes,

(5;5 A,

In [mZ — (4" +yi2)\)x(1 — x)] =In <—Zi> +In(x —x_) +In(x; —x) (5.110)
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et I'intégrale I devient

1(g?,m2, 12 :/1 _ 7 _ _
q°,m",u’) ; dxx(1—x) |In 2 +1In(x —x_) +In(xy — x) (5.111)

On integre sur x, apres simplification on trouve :
1 —q Ny B
2 2 2y _ 1 q B(,_F BN _a f[i
I(q,m,y)—6[ln(4yz>+ln(ﬁ 1)] < 3>ln</2_1 51 ¢

L P
9

Be() 40 ()

e Case2:q%>>0etq® > 4m?
Dans ce cas l'argument de la racine dans la variable p reste positit 1ais car 0 < 4m?/q* > 1,
on déduit que f < 1. Alors, le logarithme In(f — 1) dans (5.112) pesejun probléme car sont
argument est négatif. Pour cela, il faut faire une continuation anaiytique’de la formule (5.112) en
remettant la partie imaginaire iA dans la variable B, alors

+1 (5.112)

4m? 4mA
ﬁZ\/l—q2+iA:\/1 p (5.113)
et donc
In(B—1) "= In(|p=1]) +im
In(B+1) "= In(j84 1)
In (gi) =0 (|;i ) i (5.114)

Apres le prolongement analytique, I s’écrit

I(q?,m?,u?) = 1ln(y> ’8(1-—3>[ <'£i—1> in}—;l-l—ﬁ; (5.115)

* Case3:q%>>0etq® < 4m?
Dans ce cas, la variable 8 est puremetitimaginaire car I’argument a l'intérieur de la racine est
négatif. En changeant p — i avec

. 2
B= 4ﬂ2 1 (5.116)
q
on trouve ) 5 - -
1 m B B ~ 4 B
2 2 Wy, 1 m- P _*_P
I(q°,m=.u )_6ln<y2>+2 <1+ 3>arctan(ﬁ) 5 & (5.117)
Finalement, on a :
; (1)7 i 5 1 2 2 2
i (9),= =3~ (4" — 4u4v) {SW +1In(47) — v —6I(g°,m", u )} (5.118)

Considérons, maintenant, le propagateur du photon modifié. Dans la jauge de Landau (¢.a.d. ¢ = 0),
ona:

_ZGaﬁ<q) _ZG“,B<q) _iGaP‘(q) (1) v _ZGvﬁ(q)
g2 i) — 2+i) P2+il [ZH (‘1)} Prid (5.119)
avec
Gap(q) = (gaﬁ - q‘:’ﬁ ) (5.120)

Schématiquement on représente le propagateur modifié par le diagramme suivant :
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eV VeV VoV — NN + o ...
« B « B a p vip
On réécrit I'opérateur de polarisation sous la forme :
™ () = (g"q" — g% g™ 1Y () (5.121)
avec
= (1) ad 1 2 2 o)
MY(q) = .= { = +In(4m) — v — 61(¢*,m*,u*) (5.122)
37T  €uo N

On remplace dans I'équation (5.119). On note que la partie en g#q" dans.leq. (5.121) ne contribue pas
car:

dadq
q”GW(q) =q" <gtw - qzy) =0

v v [%/f
7'Gup(q) =1 <gv/5 - qf) =0 (5.123)
et
8" Gup(9)Gup(q) = Gup(q)G ( q)
c/w q"qp
(5 (o)
= (ga,s T 7”‘% ) Gap(q) (5.124)

Dong, I'équation (5.119) devient

_lGﬂé,B(q) _ZG"‘.Biq) _iG‘W»(q) wv 277(1) _ZGVﬁ(q)
Frid | Prir @ +iA g (g)| 2 +iA

—iGap(y).f 277(1) 1

A T (q)q2+i/\}

—1 704/3((1) _ ()

— L {1-1(g)}
_ZGaﬁ(q) 1
FFid 1+110(g)
_lerﬁ(Q)

(5.125)

LR +id+ g (g)
Pour montrer la formule dans la derniere ligne de (5.125), on a utilisé I’approximation suivante :

1

1-1Y(g) ~ ——— 5.126
qui est justific par le'fait que T1(q) est d’ordre & (¢.a.d. TIV (g) o) et a < 1.
Le propagateur du photon a une boucle sera donc :
- 'sz - 'Gac
iGup(q) iGup(q) (5.127)

Pid T @0 (g)] i

Remurques :
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* Le propagateur du photon modifié (5.127) possede un pole a g> = 0. Cela signifie que la-masse
du photon n’est pas modifiée par les corrections a une boucle. En d’autres termes, lamasse du

photon reste nulle.

¢ La fonction d’onde du photon est affectée par les corrections a une boucle. Le resida au pole
7% = 0 du propagateur est modifié et devient 1/(1 + 11 (0)).
¢ Seul le propagateur transverse est affecté par le calcul a une boucle (et a fousies ordres).

5.2.2 Correction fonction d’onde

L’opérateur de masse ou la correction a la fonction d’onde (ou le self energy du fermion) a 1’ordre « est
représenté par le diagramme de Feynman a une boucle (5.5). Dans la jauge de Feynman, il est donné

par l'intégrale suivante :

—ixMW(p?) 2 (4—n)/ Ak v(p—K+m)y, g"
2n)" (p— K2 —m2+iAK2 +id
(5.128)

On suit les étape présentées dans la section précédente pour
intégrer sur 'impulsion k tournant dans la boucle (dans.un
espace-temps a n-dimension), on trouve

£0) = A(p)m + (§— m)B(p?) ¢.129)

(5.130)
B(p) = - (L fin(an) — v+ Ini i
PO~ "4 \em rT \ 2
a /1 1 / 2
- <2 + ; dx(1—x)In \.x— —x(1—x) —zA))
(5.131)
Démonstration :

p—k p

|

| va
- - -
p

FIGURE 5.5 — Self-energy du fermion

Dans la suite, on donne e caicul complet de I'opérateur de masse. On utilise les relations (5.19) pour

montrer que

Y= K+m)yu=Q2—n)(f—K +nm (5.132)
on trouve
. _ d"k (2—n)(p—¥) +mn
@2y —  _i,2,4-n)
£ () et | @) (7= k)2 = m2 +iA] (R +iA) (5.133)
Etape 1: param$irisation de Feynman
Pour hinZariser le dénominateur de cette intégrale, on utilise la relation (5.38), on obtient :
. _ d"k 2—n)(p— K +mn
12y — _ 2(4n)/
=) ey 2 (=R —m e+ i+ Rrid—op 13
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On écrit le dénominateur de (5.134) sous la forme :
(p— k)2 —m? +id)x + (K +id) (1 —x)]2 = [(k— xp)? — xm? + p?x(1 — x) + ir]?
= [(k — xp)* — R?]? (5.135)
on obtient
" d”k + mn
s(?) = —iult / / _(x’;) ) R (5.136)
avec
R? = m*x — p*x(1 — x) —iA (5.137)

Etape 2 : shiftk =1+ xp
On fait le changement de variable k = [ 4- px, on trouve

e Mgy [ @=m)(L = p+nm

(1) (,,2 — _ip2 (4—n) 1-—x%)
ZV(p%) ie“p /0 dx/ ) o)
. _ 1 "l (2~n)}
2. (4—n) (4
+ie“u /0 dx/ (271)n (12 % R2)2 (5.138)

On note que la derniére intégrale est nulle car le numérateur 2st une puissance impaire en /. Dong, il
reste que

n 1_ +
50 (p2) = —ie2ult- /dx/ 2n>n ( 1;‘2);3 e (5.139)

Etape 3 : intégration sur / en utilisant I(r,m)

L'intégrale dans 1'eq. (5.139) est de type I(r,m) (avec r = 0 et m = 2) voir la formule (5.61), alors on
obtient

2,,(4—n) 1 — (1 —
M2y = 2H AN 2-n)(1—x)p+nm
A (P ) (47_()% r (4 2) Jo dx (lex . pz.X(l _ x) o i/\)z—H/Z (5140)
= A(p*)m+ (- m)B(p*) (5.141)
avec
2 (4*'71) v 1 2 1 . ) + nx
2y _ EH iy / (1—x
A(p?) 2 2) 0 X lmtx = Rx(1 = x) — A2 (5.142)
24, (4=n) 1 _ B
2 o eru - B E (2 Tl)(l X)
B(p?) = = r( 2)/0 O o = (1 — x) — A 72 (5.143)

Etape 4 : extraction du terme alvergent

Par un simple comptaze de puissance on s’apercoit que cette intégrale diverge dans la region UV. On
pose donc n = 4 — 2¢,,, et Givfait un développement limité autour de €,, = 0 en gardant que les termes
jusqu’au l'ordre euv (c.a.. les termes de pole 1/¢,, ainsi que les termes constants lorsque &, — 0). On
a

28”0|£uv_>0 =1 + Euyl (]/lz) + 0(8%12})

(47r) “tew leyo—s0 = [1+ eyoIn(4r)] + O(Eiv)-

1
(47r)?
1
T(eun) le—s0 = e ¥+ O(euo)-

uv
2

= pzx(l - x) - Z'A]_suv‘guv‘)o =1- 8”71 ( )
2
—eppln|x — %x(l —x) —iA| 4+ Oew) (5.144)

[m
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En gardant que les termes en 1/¢,, et les termes constants, on trouve

Alp?) = Li’:‘([1+1n(4n)—7+ln<;i>]

Euv
p? ..
_27r[ —|—/ dx( 1—|—x)1n<x—2 (1—X)—1.L>] (5.145)
B(p?) = —ﬁ Ll%—ln(él-_n)—’y—kln( )}
+27r[ +/ dx( 1—x)ln(x—px(1—x\ —iA)] (5.146)

avec a = 2/ (4r).

Remarque : terme de jauge

Le calcul qu’on fait précédemment est dans la jauge de Feynnan (§'=1). Si on aurait garder le terme
dépendant de jauge dans le propagateur du photon (¢ arbi‘rairej, ¢n aurait obtenu

2 (p?) = A(p*)m + (P — w)B(*) + Bz (p?)] (5.147)

avec

Be(p?) = 1 (1-0) | - + T - 7+1n(5;>

47-( LIU
p? :
—5—2/0 dx(l——x)ln(x—mzx(l—x)—z)\)
ool x(—x)p?+xmp
+/0 dx<_x/m2x—p2x(1—x)—i/\} (5.148)

Exercice 4. terme dépendant de la jauge
(1) Montrer que

(7o (P = K+ m) % = =((p = k)* = m*) K+ (= m) [K(F + m) — ] (5.149)
(2) Montrer que le terme dépendant de la jauge peut s’écrire sous la forme :

| L ik m) —
== () 0= (5 —m) | @) ((p — k)f (—ﬁn—; +)i/\)(k2 A2

(5.150)

(3) Apres paramétrisation de Feynman et le changement de variable k = I + xp, montrer qu’on trouve

nl _ 2.2 2
iz (p?) = 22 (1 &)~ m / dxx/ a P(;;jg;;*m?) (5.151)

(4) Intégrer sar I 'et montrer qu’on trouve

e2q,(4—n) n
() = mr (2 1) [Lax -

(477)2
. (RZ)i—n/z [Z * (2 B E) s X)Ifz . xmﬁ] (5152
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(5) Faire un développement limité autour de ¢,,, = 0 et montrer que

2
20 () = {2 (- D= m) | - +Intgm) —+1n (1)
2

—;—2/01dx(1—x)1n<x—f:lzx(l—x)—i)\>

1 x(1—x)p>+xmp
+/ (1) _M] (5.153)

avec

= (p) = (¢ — m)Bz (p?). (5.154)

Correction du vertex

La correction au vertex, en QED, est obtenue par 1'émission et ’avcorption d’un photon virtuelle
(de 4-impulsion k) par les deux fermions (de 4-impulsions p; et p3j,voir la figure (5.6). On note que
le vertex a une boucle, n’est pas comme les autres diagramzaes qu’on a déja calculé dans les deux
sections précédentes, il diverge a la fois dans 1'ultraviolet e: l'infiarouge.

Le vertex propre a l'ordre €3 est une fonction ou une intégrai~ de Feynman a 3 points (3 vertex QED).
La conservation de I"énergie-impulsion implique que :

g=p2—p (5.155)

ol p; et g sont des 4-impulsions entrantes et p, une 4-tinpulsion sortante. On suppose que les deux
pattes fermioniques sont sur couche de masse 72, = p}= m? (¢.a.d. elles sont associées aux fermions
réels de masse m).

2

—ieyy + —ie /Ay +--

FIGURE 5.6 — Correction au vertex propre a 'ordre e°.

Dans la jauge de Loren’z et pour un parametre de jauge arbitraire (¢ est arbitraire), le vertex a une
boucle (a 'ordre €) s’écrit sous la forme :

. (oen 1 N d"k — K+ m
—ien® AN (g, p1, pa) = —pPE 2 Ve fz 5 T
(271) (p2 — k) m? 4+ iA
b—K+m [ 8" Kk (5.156)

ol sy ey WA e ey Wl G A oy

Dans la jauge de Feynman (¢.a.d. ¢ = 1), qu’on va adopter par la suite car le calcul dans cette jauge est
plus simple; or.a ;

(1) _ 2 (4711)/ d"k
Np’(q,p1,p2) = —iep 20

Ya( Py — K+ m)vu( Py — K+ m)y"
[(p2 — k)2 —m? 4+ iA][(p1 — k)% — m? +iA][k2 + iA]

(5.157)
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Pour simplifier le numérateur de 1'éq. (5.157), il vaut mieux prendre en compte le fait que.les-pattes
fermioniques du vertex représentent des fermions physiques (le photon est virtuel dans ce'cas), donc
leurs spineurs vérifient les équations de Dirac suivantes :

1(p2) Py = mii(p2) pru(pr) = mu(pr) (5.158)

Un diagramme de Feynman contenant un vertex dans des processus 2 — 2 (Comme ¢ et — u—u™,
voir le début de cette section) prend la forme suivante :

a(p2) A (g, p1,p2)u(pr) () (5.159)

Contractons, tout d’abord, le numérateur de 1'éq. (5.157) sur les indices/& en utilisant les relations
(5.19), on obtient

N:’)’a(ﬁz - k‘l‘m)’m(iﬁl — K+m)y"
= 7By = K) 1 (B = OV + mya(By = 1™ + myalbs = OV + v,y
= _2(ﬁ1 - k)')’y(ﬁz —K)+(4- n)(ﬁz - k)'ht(ﬁl — })+am p2 — k]y
— (@ —nmm(fy— K)vu+4mlpr — Ky — (4 —n)myu (g K) + (2 - n)m>y, (5.160)

Pour employer les équations de Dirac (5.158), on anti-com1ate-p, et p, pour que p, apparaisse a
gauche et g, a droite. A 'aide de {y,, 7/} = 48, on montre que

byudy = 029 (“mms) = g3qb (— YeYuYd ¥ 48anYp — 48ap Yy +48upYn)

= — Vot iz ﬂl — 441 Q7+ 491 1, (5.161)
Ave = 9" vavn = 4" (Vo +48g)= —vud +4qu (5.162)
Yudl = T VY = " (= VeV T4ua) = — v + 444 (5.163)

donc

N==2(4,— K)vu(¥y — 1)+ 8 PZy_k 1(# = K) —8(p1—k) - (p2—k)
+8[p1u —kul (P — 1) +4 =) (P — ) vu(Py — )
+4mpy — k| + (4= 1) (4 = K)vu —4(4 — n)[p2p — Ky
+4mpr — k| + (4 2 n) (P — §) —4(4 = n)[pry — Ky
+ (2 = n)mPy, (5.164)

Utilisons les équations de Dirac (5.158), alors

(p2) Nu(pr) = =2(m = %) yu(m — K) + 8[p2y — k] (m — K) — 8(p1 —k) - (p2 — k)
+ 8lpau —ky|(m — ) + (4 — n)(m — )y (m — )
+4m [p2 — K]y + (4= n)(m — K) vy — 4(4 — n)[p2u — ky]
wdmipr — Ky + (4 —n)yu(m — §) — 4(4 —n)[p1, — k]
+(2— n)mz'yy (5.165)

Apres simplificaticiy,.on trouve :
N = {ppr+ (n=2)k —4(p2+ p1)k] " +4(ph + pY) K= 2k" 2m + (n —2) §) (5.166)

Etape 1: pararaétiisation de Feynman
On linéarise le denominateur a 1’aide de la relation (5.40), alors on a :
xyDrry(1—x)Da+ (1 —y) D3 =k*> — 2yk - [xpp + (1 — x) p1] +iA

={k—2yk-[xp2+ (1 =x)p1]}? —y* - [xp2+ (1 —x) p1 ] +iA
(5.167)
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ol
Di = [(p2 — k)* — m* +iA], Dy = [(p1 — k)* — m* +iA], Ds = [k +iA], (5.168)

Alors, l'intégrale A,(}) devient
1 1 A%k
AW — (H)/z / /7
po(p2prg) = —iep™ " R 2ydy | dx [ oo
N
3 - 5.169
B o () e R Y Y () i
Etape 2 : translation [ = k — y [pox + p1 (1 — x)]
Nous introduisons le changement de variable suivant :

I=k—y(pax+p1(1—x)). (5.170)

En conservant uniquement les termes avec un nombre pair de puissances de /, le numérateur devient :

S (”—2)2 2 g 2
N = ="+ [4pa.p1 — 4y (m” + prp1) + (n = 2)y

X (pax +p1(1—x))%] +4y[(p2+ p0) P, x + P (1 —x))
—m(phx+py (1—x))] —2(72)* (pyx + p} (1 —x))

X (Pyx+ Py (1—x)). (5.171)
= al’+b (5.172)

avec
o= ;2)27” (5.173)

b=n"[4p2.p1 — 4y (m* + po.pr) + (1 —2)y*(p2x + p1 (1 — x))?]
+4y [(p2+ p)" (Px 408, (1 —x)) —m (phx + py (1 —x))]
—2(n=2)y* (Phx + 911~ x))(fox + #, (1 —x)). (5.174)

Le dénominateur peut étre simplifié et-A(1) devient :

; 1 1 arl al>+b
AV = it [Caydy [Cax [ . 17
" (p2,p1,9) 2 0 yay 0 X )" [I2—RZ+iA? (5.175)
avec
R*=y*[m* — ¢*x(1—x)]. (5.176)
La partie en al? engeridrera une divergence ultraviolette car dilélz = dl%l = ls% ~1In(1) |50 —
(nous prenons donc n =.—2¢,,), tandis que la partie constante (en b) engendrera une divergence
infrarouge car ‘%l = ‘ﬁl = 13% ~1/1%|;_0 — o (nous prenons n = 4 4 2¢;,). Ainsi, nous exprimons

A comme la sGmme d/une partie n’engendrant que des divergences ultraviolettes (noté Al(ll) (€uv))

et une partie n’engendrant que des divergences infrarouges (noté Ag) (€ir))

A (P2, p10) = AP (euo) + AL (e1r) (5.177)
avec
1 1 nj 12
(1) — 2 (4711)/ / / d a
Ay (euo) ie“u ; 2ydy ; dx 20 - R iAP (5.178)

Doy 2 (4-n) /1 /1 / d"l b
Ay (eir) ie“u ; 2ydy ; dx 20 - R AP (5.179)
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Etape 3 : Intégration sur !
L'intégration des deux contributions par rapport a la 4-impulsion /, a I'aide de la formule (5:41), nous
fournit :

ALl)(Suv) = ¢? (Z(:;Ziz (n —22)27@(2 - g) /01 dx(m? — g?x (1 —x) —iA)"/272 /Olﬂvy”3 (5.180)
AV (e;) = —e? pi PG=") [ dx(n? — x(1—x)—iAy/22 [ au™SEw) 5.181
w (Eir (4772 > /0 gx(l—x)—i /O vy F(y (5.181)
avec
F(y) =4p2.p17" +4y [= 9" (m* + papr) + (p2 + p)! (B %+ (1 - x))
—m(pyx+p) (1=x))] + (n=2)y* [v* (p2x + pr (1 = =)
_Z(ng + Pq (1—x))(Fpx+ P (1 - x))]
=a,y* + a1y + ao. (5.182)
ou

i =(n—2) [y (pax+p1(1—x))*

—2(phx+pf (1 —x)) (x+ p(1-x))], (5.183)
a1 =4 [= " (m? + p2p1) + (P2 +01)" (B x + P (1 — %))

—m(pyx+py (1—x))]. (5.184)
ag = 4p2.p17* (5.185)

L'intégration par rapport a la variable y s’effectue ade;manitre aisée. Pour la composante uv, le résultat
est le suivant :

Al o, 4 n—2

w (eww) =e WTW”FQ - %) /0] dx(m? — g?x (1 —x) —iA)"/272 (5.186)

Concernant la contribution A,(}) (eir). Cette intégration va induire une divergence infrarouge, on a :

(4=n) 1 1
MW,y — 2 K n ) 2 . /2-3 _5 ’
AP‘ (Szr) = —¢€ Wr(3—2)/() d,v(m -q x(l—x) —1)\)" /O dyyn [ﬂzy +a1y+ao]
= —¢? P rG3-5) /’ld"’mz— 2x(1—x) —iAy/23 |22, ;0
(47)"/2 2/ g A n—2 n-3 n—4

(5.187)

ot le terme en ag est le responsable ue la divergence infra-rouge (car n — 4 = 2¢;;).

On note qu’on peut substituer systématiquement g, et p, par m dans les coefficient, car les fermions
externes sont sur couche de mapse. Donc,

ay = (n=—2) [7" [pax + p1 (1 — x))* —2m[ph x + pk (1 — x)] }. (5.188)
ay =4 =" (m* + papr) + m(p2+ p1)! —m(phx+pi (1-x))}. (5.189)
an =4m.p17" (5.190)

Il n’en reste qu’a intégrer sur x (dans les deux contributions Aﬁ,l) (euv) et A;,l) (¢jr))- L'intégration sur x

revient a calculer les trois intégrales suivantes :
1
I :/ dx[m? — g x (1 — x) — iA]"/?>2, (5.191)
0
1
Jo= [ dxlm® — g2 (1= x) = A2+ (1 - )] (5.192)

J3 :/01 dx[mz _ qzx(l — x) — iA]"/Z_B’[pzx +p (1 _ x)]Z. (5.193)
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En fait, on peut rendre l'intégrale ], sous forme de J; en effectuant le changement de variavle x —
(1—x),ona:

1
2h =T+ 0 —/O dx[m?* — g*x (1 —x) —iA]"23[phx + p (1 — x)]

1
—|—/ dx[m?® — g*x (1 —x) —iA]"273[ph (1 — x)k pf 2]
0

1
= /0 dx[m® — g*x (1 —x) —iA]"23[ph 4 pi] (5.194)
Dong,
J2= %[Pz +pi] / dx[m? — @ x (1 —x) — i A]"/2 7~ (5.195)
1
= 5Py +pilh (5.196)

On utilise le fait que g = (py — p1)? = 2m? — 2 p1 - p2, on montre que/s peut s’écrire sous la forme :

JE :/Oldx[m2 —g?x(1—x) —iA"23[m? = *x (1 — x)] (5.197)
Donc, on peut remplacer les coefficients ay, a; et ap pars
ay — (n—2) {y"[m qzx (L<x))—m[p} +ph]}. (5.198)
a1—>4[—'ﬂ‘ (Zm ——/ ,)(h+p1)”m] (5.199)
ag =2 (2m? — g*)y* (5.200)

Nous obtenons l’expression suivante pour la partie infra-rouge :

(4- 7z
Mg )= _2 M / _ B n/2—3 2 2 7
Ay (i) (47T n/2 dx(7 7> x(1—x) —i)) {Z(Zm q )n—4

+ni3[ v <2m Z)*‘l\ﬂﬁpl)ym} hy(mz_”’zx(l_x))_m(p2+p1)y]}
(5.201)

Etape 4 : extraction des termes direiz=ant et calcul des termes finies

Pour A; )(euv), on fixe la dimersiena n = 4 — 2¢,,, ol £, est un parametre de régularisation ultra-
violet. On développe I'expression.autour de ¢, = 0. On ne garde que les termes qui contribuent a la
limite &,,, — 0. En suivant ces etapes, on obtient 1’expression suivante pour la partie ultra-violette :

Mg yo & uld 1
A (eun) e [8uv v+ In(dm) —1 13} (5.202)
avec : 1 5 ) )
13:/ dxln[m — (4 72)‘)’6(1_")} (5.203)
0

Pour A;S ) (€4, on tive la dimension a n = 4 + 2¢;,, Ol €, est un parametre de régularisation infra-rouge.
On développe 'expression autour de ¢; = 0. En suivant ces étapes, on obtient ’expression suivante
pour la partie in‘ra-rouge :

AP (e = fo{@nt =@ | (- o +intam) 7 ) -

r

— " +2(p+p2)* 7"k —m(pz+p1)”h} (5.204)
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avec:

1 1
ho= [ dx—— P P (5.205)

op 1n[{m —(q +id)x(1—x)} /]
ko= /od —(P+iM)x(1-x)

(5.206)

On calcule, maintenant, les parties finies I3, I et I3 dans les régions : 4% < Get g* >/4m?>.
e Regiong®> <0:
Car g% < 0, le polynome m? — g2 x (1 — x) est toujours positif, alors la partie imaginaire peut étre

supprimée. Le polyndme admet deux racines réelles que nous pouvens noter x et x_, il s’écrit
donc:

m? —g?x(1—x)=—g*(x —xp) (x[~x_). (5.207)
avec:

1£8 4m?
Xy = - avec B=14/1— 7 (5.208)

On réduit en éléments simple les intégrandes dcz.integrale I et I, on obtient :

1 1 1 1 7
h= [la IN{TY,
YT e —x0) o [— =

1 1]
= ﬁ/ [x_x+ — (5.209)
1
L= Z/y ﬁ/ L_x+— o~ } {In(—¢*) + In[sx(x — x4)] + In[s(x — x_)]}.
(5.210)
— 1
=1In (yz) + / dx (Infsy{x — x4)] + Infsy(x — x_)]) (5.211)
0

ol s, = signe(x — x; ) = signe(x — x_) = +12

Les intégrales qu’on doit caiguler sont de type,
/dx1 - In(a+bx). (5.212)

a+bx b '
In(ceex) 1 b(c+ey) e(a+ bx)
/dxia by b {Lu <bc . +1In(c + ex)In e —be |- (5.213)
/na}: In(d4 +bx) =xIn(a+bx) + alnwb—kbx) - (5.214)
on trot.ve pour I
(N1, [1=x7)
n= (o) =],
1 B+ 1)
— (-2 )im (5.215)
(7)5n (5

2. Dansla suite, on fixe sy = +1 car les parties réelles des arguments des logarithmes ont toujours les mémes signes.
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et pour I, on trouve

S N i PV e AN
12_(—612),5[ ln<yz>ln(x x)+1n< 2>ln(x x+)+le<x—x+> le(x—x+
X — X4+

H
+ln[x—x]ln( ) In[x — x| ln(x )
X — X4+ X — X4+

x4 Il m}
() p (55 (e (52) o (255)) 2 () -2 (51}
et pour I, on obtient
omu() 2oon (1) o)

ln<7;12>+,81 (gfi) 2. (5.217)

On rappelle que la fonction Li; est définie par :

rl _
Lis(z / dtln =~ 1=zt (5.218)
0 t

avec
Z

Lip{1) =
e Region ¢* > 4m?:
La région g2 > 4m? nécessite un prolongement analytique. Dans cette zone B < 1, on écrit donc :
nB—1)—=>In(1—-p)+in

Cependant, la fonction Lis (z) dévelgppe une composante imaginaire pour z > 1, comme illustré
dans I’équation (5.218). Lorsque. B est inférieur a un, (B + 1)/ (2B) dépasse un. En utilisant la
définition de la fonction Liy, il 'est facile de démontrer que :

L2<ﬁ2+ﬁl z')AQO L <52f1>—;1n2<52f1>+3—|—17'cln<‘62f1> (5.219)

Lorsque g2 >> m?, les termeslogarithmiques In" (m? /g?) dominent I'intégrale. En ne gardant que
les termes logarithtniques dominants, on obtient I’expression suivante :

. 2 m?
. 1 7> m? 5 [(m? 472
I, ~ EIZ{Zln <}£Z> In (qz> + In <L]2) +3} (5.221)
qz
I ~ In (;ﬂ) -2 (5.222)

ou I] sont parties réelles de I; pouri=1,2,3.

Peur exprimer le courant fermionique en termes de facteurs de forme électrique et magnétique,
on utiiise la décomposition de Gordon suivante :

ia(p2)(p1+ p2)lu(pr) = 2ma(p2) y" u(pr) — ia(p2) o™ g, u(p1) (5.223)
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Ce qui nous permet de mettre A sous la forme suivante :

i
A;(f) (p2,p1.9) = 1 F1(4*) + 5—0q"B2(9%) (5.224)

2m
ot Fi (%) et F>(g?) sont les facteurs de forme électrique et magnétique du ferniion, respective-
ment. Ils dépendent du carré de la quantité de mouvement transférée 4> Les expressions de
Fi(g?) et F2(g?) peuvent étre obtenues en utilisant les équations (5.202) et (5.2U4), on obtient :

o 1
R(f) = - {S —y+In(dr) —2—-L+20Bm* —¢*) L
+(2m* —¢%) [(—81 +1In(47m) — ’y) I~ 17} } (5.225)
14
BE(?) = EmZIl. (5.226)
et .
1
Oy = E[W’%]' (5.227)

On note que le calcul du vertex et des autres boucles s’est iaspiré etroitement de la référence [14].

Renormalisation de la QED

La procedure de renormalisation consiste a modifier la/densité lagrangienne originale de la QED en
rajoutant une densité lagrangienne, dite des contre-teriiics, pour compenser les divergences ultra-
violettes. Alors,

L=Lg+¥L. (5.228)

ol la densité lagrangienne renormalisée L ¢t la densité lagrangienne des contre-termes 6L sont
données par :

1 v < h h

OL = = 1 6Z3Fu B +08 2919y — 0Zom i + ey SZaipy" 9 Ay (5.229)
1 - _

Lr= _1FWFW + @ (tgd=m)y +ep Pyt pAy. (5.230)

Les contre-termes 0Z; = Z; — 1 (pour/i = 0,1,2,3) sont fixés d"une maniere a éliminer les divergences
uv a tous les ordres. Dans la suite, on montre comment les fixés pour compenser les divergences uv
des diagrammes a une boucle caicuids dans la section précédente.

Renormalisation de I'opérateu: de polarisation : calcul de Z;

A une boucle, on a besoin gue du premier ordre de "6£ = 6L + ... et des contre-termes ”5ZZ.(1) +
--”. Le terme qui éliniine les divergences de 1'opérateur de polarisation est

ool = —%(zgl) —1)F,, F". (5.231)

Vu la structure de I'opérateur de polarisation, on peut facilement montrer que la regle de Feynman
associée a ce vontre-terme est :

A =i (Z8) = 1) (P g — 000 (5.232)

On rajou’e ce contre-terme au diagramme a une boucle :
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o p v B

L’'opérateur de polarisation se modifiera de la maniére suivante :

iPily) (%) — i1 () — (28" — 1) (gw - q“"”) (5.233)

et donc IT(V) renormalisé s’écrit comme suit :

= (1 - 1
M () — 0 (@) + (2" - 1)
— ?;in {81 + In(4m) —y — 6I(q2,m2,]/12)} (2P 1) (5.234)
Alors, le propagateur du photon renomalisé a une boucle prend la fortiie suivante :
—iGy
Dup = 2 2 (1)ﬁ(q) -
P [1+110(g)] + i
_ZGaﬁ(Q)

= — (5.235)
7 [1 +T10(q) + (24" —1)| +iA
Car la constante Zél) va éliminer les divergences de I'operateur de polarisation, elle doit prendre la
forme suivante :
) _q_ R
37T €

z SRR (5.236)

ou Y3(1) sont des termes constantes arbitraire qui ne diveregent pas lorsque €,, — 0. Il existe plusieurs

choix pour définir v

, chaque choix détermine vn schéma de renormalisation.

Il existe plusieurs schémas de renormalisation pour fixer les contre-termes. Ces schémas ne changent
pas les observables physiques (jusqu’a quergues incertitudes théoriques). Dans ce cours, on va dis-
cuter deux schémas trés connus : le schémea.sur couche de masse ot on-shell (ON) et le schéma de
soustraction modifié (MS).

Schéma sur couche de masse (ON)
Dans le schéma ON, on demande que le propagateur du photon garde sa forme de 'ordre de Born au

voisinage de g% = 0, ¢.a.d.
igocﬁ
72 +iA

Dy

(5.237)

g?—0

ot d’autre terme, le résidu au pole > = 0 de la partie transverse du propagateur a une boucle soit
celle du propagateur/iihre. Donc,

RN = [ﬁ(” (q) + (25" — 1)} =0 (5.238)
7*=0 72=0
Ce qui implique que
z{V =1 -110(0)
=1/61In(m?/u?)
-2 ) — g — 6 10,0212
- 37.[ suzj r), 7 /l’l

=1- lx{l—l—ln(éln) —7+In <:;>} (5.239)

SMU
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Donc,
PPACILTD (S N Y U (5.240)
3 37 | €uo m? '
et
20 bt m?
H]({l)ON(qZ) — _;I<q2,m2,‘u2> + Eln (VZ) (5241)
Alors
2 +1 2
{81 8)m(B) - 4+)
~ 2 2
M) = R (-5) In([F5]) i -+ 6} @ sar Gon)
< < - A2 A _
—2l b1+ 5 arCtaf‘(ﬁ)—%—%} g7 Uet ¢° < 4m?
Remarque :

Le schéma ON est appelé aussi schéma physique car l'opérateuvi.de polarisation ne dépend pas de
I’échelle non physique y (introduite par la régularisation din ensionnelle) mais il dépend des variables
physique comme la masse des fermions et la 4-impulsion du pnoton, voir I'éq. (5.242).

Schéma on-shell (MS)

Dans le schéma de soustraction minimale ou MS (introduit par Buras, Bardeen, ...), on soustrait la
partie divergente (le pole en ¢,,) avec la constante artiticielle In(477) — v (qui vient de la régularisation

. . 1 NG .
dimensionnelle). Dong, le contre-terme Zé ) prend;, simpieinent, la forme suivante :

(1);\45 . © l_ 1
Z =———V—+In(4dm) — 24
0Z3 A n(47) — (5.243)

La fonction TT()) renormalisée & une borcle ¢ans ce schéma est donnée par

M@ 2 a0 + (2 - 1) (5249
20
= “ZUE ) (5245

Finalement, le propagateur du prioton renormalisé a une boucle, en gardant que la partie transverse
(c-a.d. en jauge de Feynman) 3, s*¢crit sous la forme :

_igozﬁ _igzxﬁ 1
e
24 24 =(1
g +id q —1—1/\14_1—[1(2)(@
—igap 1

‘ - (5.246)
9> +id 1 4110 (g) + 678
Schématique ment,!e propagateur renormalisé a une boucle est représenté par :
NS — e -+ + W%/V\,

« B « B a p v B

3. car s;elle qui donne une contribution non nulle dans les observables physiques
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5.3 Renormalisation de la QED

Renormalisation de la constante de couplage «

Une des conséquence la plus importante de la renormalisation est la dépendance de la corctante de
couplage ainsi que la charge électrique en fonction de 1’échelle non-physique y (souvent on appelle
la constante de couplage constante de couplage mobile). Pour montrer cela, on consid¢re ia diffusion
élastique de deux particules chargées (electron et muon). Les diagrammes de Feynmian décrivant ce
processus (e~ i~ — e~ ) al’ordre de Born, a une boucle ainsi que le diagramine dela contre-terme
sont représentés dans la figure suivante :

Pour calculer I'amplitude associée aux trois digrammes de Feynman (Bein, boucle et contre-terme), il
suffit d’écrire I'amplitude du diagramme de gauche en remplacant le propagateur du photon par sa
forme renomalisée donnée par éq. (5.246). On écrit donc

_18 v 1 / v
Mg = exii(p3)y" u(pl)qzﬁ}\l :_ﬁg)w)u(m)v u(pa)
2
ER _ —l -
= —— = 1(p3)Y'u(p1) 5y @(pa) vuri(p2) (5.247)
1411 (g) Rt '

ou eg est la charge renormalisée. On définit la ckarge physique er par

2

2= “27) (5.248)
1411 (q)
Alors, 'amplitude devient
M = e m(p3) () oy (e vun(p2) (5.249)
On peut montrer que la section efficace différentielle (voir le chapitre (2))
dc apd+[1+cos(6)]? (5.250)

dcos(0) 2 [1—cos(0)]2

Avant de comparer la charge eiectrique avec I'expérience, on donne sa formule dans les schémas ON
et MS. Dans la limite classique.ou les particules sont statiques (qo = 0) et a langue distante § <, on a:
&

- ~ - +O(g%) (5.251)
1+ (q)  1+411(0)

On a pu montrer Gens lo'section précédente que :

Iy (q) (5.252)

0 dans le schéma ON

= S 2 J—
=0 0%5 In (%) dans le schéma MS
Alors, la_charge électrique physique en fonction de la charge renormalisé dans les deux schémas

s’écrit!:

e2 = ¢2 dans le schéma ON
{ FoON (5.253)

e%—e /{1+“M51n<2>} dans le schéma MS
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et la constante de couplage

XF = AON dans le schéma ON 054

ap = am/ [1 + % In <f”1—22” dans le schéma MS (5.254)
Si on inverse (5.254), on obtient :

KON = KF dans le schéma ON

Ayrs = [Jq:/ [1 — 3t In (Z—i)} dans le schéma MS (5.255)

Remarques :

¢ Dans le schéma ON, la charge électrique renormalisée ne dépend pas de ’échelle non-physique
1, c’est pourquoi on appelle ce schéma, schéma physique.

* Dans le schéma ON, la charge électrique renormalisée est égale® la charge physique (¢.a.d.
er = eoN et ap = xon).

¢ Dans le schéma MS, la charge renormalisée ne correspond »as a la charge physique, elle sont
liées par les équations (5.254) et (5.255) et ap — aj;5 ~ O(a?).

¢ Dans le schéma MS, la charge renormalisée et la constante de couplage dépendent de 1’échelle u
mais une dépendance faible (n’est pas comme dans les zéories de jauge non abéliennes), voir
tigure (5.7).

Variation de 1/« en fonction u

1/«

1280

1275 T

\ )
]
{

127.0 L ﬁ
|

1265

o HlGeV]
1 10 100 1000 0

FIGURE'&/7 — Variation de 1/« en fonction de 1’écehlle p.

On peut comparer la seciiexi efficace différentielle, donnée par 1'éq. (5.250), et la comparer avec les
mésures expérimentales pour déterminer la constante de couplage. D’apres la revue Particle Data
Group, la valeur de la evanatente de couplage dans le schéma ON est

1
= 5.256
“ON = 137 085999074(44) (5:256)
et dans le schén 2’ MS pour 12 = m% = (91.1876 Gev)? et m, = 0.5 MeV est
pour Z
1/137.035999074 1
fps = /137.0359990 1 (5.257)

1/137.035999074 m’ 128
1= In (ﬁ)
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5.3 Renormalisation de la QED

Renormalisation de I'opérateur de masse : calcul de Z; et Z,

A une boucle, on a besoin que du premier ordre de "6 L = 6LY 4 ... et des contre-termes "(5Z1.(1) +
--”. Le terme qui élimine les divergences de I'opérateur de masse est

oL =6z pigy — 5z mpy
= 6ZV (i — myp + (625 — 67§ ym py
= (Z) = 0)p(ig - myy + (ZY -z ymy (5.258)

Les regles de Feynman associées a ces contre-termes sont les suivantes :

X ——

i(ZV —1)(p—m) iz MW ym (5.259)
On peut facilement montrer que l'opérateur de masse renorni.iisee devient

) =m|A(p?) — () = 20| + (= m1BUR) + Be(p?) — (230~ 1) (5:260)

L

Dong, le propagateur fermionique renormalisé a tine boucle s’écrit :

1

B p—m —Z}{l)(p)Jrie

Sk (5.261)

Il existe plusieurs schémas pour fixer les conuze-termes. Ces schémas ne changent pas les observables
physiques (jusqu’a quelques incertitudes.theeriques). Dans ce cours, on va discuter deux schémas tres
connus : le schéma sur couche de masse £fON) et le schéma de soustraction modifée MS.

Schéma sur couche de masse :

Dans le schéma ON, on demande/qu-~.le propagateur fermionique garde sa forme de 1’ordre de Born
au voisinage de p =m, ¢.a.d.

~_ b (5.262)

SN~ :
R f=m p—m+ie

ce qui implique que 1’opérateur de masse est nulle dans cette région de ’espace des phases, ¢.a.d.
q plhique q P & P P

~0 (5.263)
f=m

On voit que le'propegateur fermionique renormalisé a un pole a g = m, ce qui implique que la masse
renormalisé ¢st la 1iasse physique (pour 1'électron par exemple m = m,).

Zg)(p)‘

1) (1)

Pour trouver les .contre-termes Zél) et Z(() , on doit calculer ¥, au voisinage de g = m (ou p> = m?).

On a

azy (p)

R (f—m) 420 (5.264)
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avec
2| = A om0
—0 (5.265)
oz (p)|  _ [0A(A) 2 (1)
= Lf_m— 5B + 87| |~ )
0A(p?
- [P ) 4B | 2l 1)
p=m
—0 (5.266)
Dong,
20~ 2 = awi)
31 \
= _$+In(47t) ’y+ln\ 7 I
—“_1+/1d (14 x)In(x* — 1A
27 |2 ; X X)In(x=—1 )J
3a [ 1 o a [l 5
- H _a +ln(47-[) _’)’_Fl’l\ m2>:| - E |:2 - 2:|
« [3 2
= — | — 4
yeel e +3In(47) ~3y + 31n< ) —|—4} (5.267)
et
zZV —1=2 paA(”z A R— B(m?) + Bg(m?) (5.268)
avec
A (p?) o 1 12
B(p?)] S i+1n(4n)—y+1n © +2 (5.270)
p2 o2 47 | &0 2 .
| 1
Be(P*) s = 7( —¢) {8 - s} (5.271)
u i
avec n = 4 + 2¢;, (¢, €st le pole infrarouge). On trouve
() -z = ﬁ {83 +3(In(47) — ) + 3ln< > } (5.272)
(7 & ;C 3— (: ‘LL
z,) ~1) = {&w o 3(In(4) —7) ~3In ( L (5.273)

Dong, les conti=-termes dans la jauge covariante sont donnés par :

(52(()1)01\1 _ ";T { —3-¢ + 3 _ ¢ _ 6(In(47) — 7) — 6In <r;:122> — 8} (5.274)

47
5Z§1)ON = ﬁ {—C + 3-6_ 3(In(47t) — ) — 3In (5;) — 4} (5.275)

Eyp Eir
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Dans la jauge de Feynman, on a

mon_ & [—4 2 e ()
62" = {EW + - —6(n(47) —7) —6In <m2 8 (5.276)
mon_ & [-1 2 . PN 4
62y = {euv + o 3(In(47) — ) — 3In <m ; (5.277)
Exercice 5. R
(1) Calculer les quantités 813;;; ) - B(m?) et Bz(m?).
(2) Montrer que la divergence dans ag;;f) o et d’origine IR et pas'IV.
Solution :
A (p?) _euln) ny [1 n
I e (2-2) /O dx(2(1 - %) +nx) (5 -2)
X (=x(1 = x))(m*x? — iayn/2-3
62y(47n) n 1
= T (35 ) (m* £ iny/23 {2/ dxx" (1 — x)?
T (3-3)¢ ) i (1-x)
! n—4 1
+n/ dxx"*(1 - r)|
0
2., (4—n)
T 7 r(3- 2 )Gt - iy
2
rm T'(n—3)T(2)
n—
I'(n—1)
= L(n—4)
e ny I'(n
. 2 )\ n/2731—~ - o 2 2
(4n)§ G = i) (5 2>r(n—1)(” )
a 01 ‘uz
b Fjr— —In(4m) +vy—In (rnZ) — l} (5.278)
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termes constants, on obtient.

Bg(PZ)‘pzzmz =

o

1

7_|_7

Lu-0{s

On note que les termes constants des deux contribution se compensent.

1
Eir

} + O(euv,&ir)-

Le terme avec I’ (2 — %) donne une divergence UV (donc n =4 — 2¢,,,) et le terme avec I'(n - 4 <donne
une divergence IR (donc n = 4 — 2¢;,). On fait un développement limité autour du pole ¢, pour le
premier terme et autour du pole ¢;, pour le deuxieme terme et on garde que les termes de pole et les

(5.280)

Schéma de soustraction modifiée MS :

Dans ce schéma on se demande que les contre-termes compensent les pdles UV associé avec le terme
In(47t) — 7. Alors a partir de la formule (5.260), on obtient

6z, — oz = =

Alors,

MS 14
575 = _(3 4 O 4r [

(1)MS a |1 ‘
ZOMS — _x T | = AR —
07, g47r[s,w+l (47) ’Y}
Dans la jauge de Feynman on a
1
57 OVS _ &ALy }
0 T |\ €yp n( ) 7
WM e« [ 1 _
0Z, = Luv +1In(4t) — v

5.3.4 Renormalisation du vertex en QED

3

On rappelle que la correction au vertex s’scrit :

Suv

uv

suv

Ag,l)(l?o_,-lﬂl,q) =Yu Fl(qz) +

[1 +1In(47) — 'y]
1
5Z§l) = —5% [s + Infdr) - o

|

J

L +1In(4m) — 'y}

i
m ‘7#1/‘71/5(‘72)

(5.281)

(5.282)

(5.283)

(5.284)

(5.285)

(5.286)

(5.287)

La divergence ultraviolette esi'eaché dans le facteur de forme F; (g?). Cette derniere peut étre compen-

ser par le contre terme suivart.:

— (2 =) e 2P (x) Y p(x) Au(x)

Donc, on doit rajouter 14 régle de Feynman suivante :

FIGURE 5.8 — Contre-terme associé au vertex en QED.

c—ie(Z

_ 1)7”

Schématijuement, le vertex renormalisé est représenté par :

(5.288)
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Il
_|_

. (R , : (1
—zeA,S ) = —ie Ay —ieyy (14 ) 1)
FIGURE 5.9 — Renormalisation du vertex propre a l'ordre 3,

. A (R s .
ol A;, ) est le vertex propre renormalisé a 1’ordre 1. On écrit, donc

i v
AP (p2,pra) = [ + (2 = D] + 5t Fa). (5.289)
Donc,
m_x1 -~
67, rE=r + (5.290)

oi1 CV) est une constante qui dépend du schéma de renormalisation.

Exercice 6 : 67\") dans les schéma ON et MS
(1) Dans le schéma On, on impose la condition suivante
() + (AU )| =0 (5:291)
- Montrer que
szMoN — . f 1 o1 atin(an)— ) —3In B2 _ 4\ = szow (5.292)
1 47 Euv Eir m2 2
- Montrer que le facteur de forme dans/ce schéma devient :
ON _ & s 2 1
FPY = — < [24dg=2m*) ] | — —In(4m) + v
47 ir
a2 2 2_ 2
6— n.\mz ILi—(2m"—g° )L +23m"—q°) L (5.293)
(2) Montrer que, dans le schéma MS, on a :
sz IMs _ & <1 — y+1In(4 7'c)> = 57{)M5 (5.294)
: 47\ eyp
- Montrer que le fiacteur de forme dans ce schéma devient :
Ms = & (> —2m*) I 1o In(47m)+
! 4m Eir
2L 2 —P)b+20B3m2— P L } (5.295)

Boucles en QCD

Poturle caleul des boucles dans cette partie, nous nous sommes basés sur les résultats obtenus dans les
références [9] et [14], sans approfondir les détails du calcul.
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k k
N
a, o ( ) b, B a, o ™ b g
q q q 2'91 ‘\ U z'glg q
~
k —1q k —1q
(@) (Pigeh) (b) (Pg)
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q q q q
k—q
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FIGURE 5.10 — Corrections au propagateur du gluex en QCD

5.4.1 Corrections au propagateur en QCD

En QCD, le propagateur du boson de jauge (gluon) regoitia contribution des 4 digrammes de Feynman
a une boucle, voir fig. (5.10).

On rappelle que le diagramme a une boucle de fantéine (ct. fig. (5.10) a droite ci-dessus) est nécessaire
que si on travaille dans la jauge covariante (de Lorentz par exemple).

e Boucle de quarks:

ipaa _ (5.296)

aB,ab
€ a e L~ €uo ) T(1 — €uo
—g e T 6 T(ews) (—4 = i) 1 1“(2—)2<s ) |

(475)%Euw

20([3_.04"2\ é_é
< (s "‘7)<3 9‘9“”)

avec

N
Tr=TrNp=—

e Boucle de fantouie :

PR (5.297)

«Bab
2, (2ew) ab ; A2 AN —Ew F(l — Ellv)r(l - guv)
&H N¢ (477)2ew I'(ewo) (=g~ —1A) (2 —26m0)

11 1 1
2 ap * Y Y B e Nl
. [qg (12+18€”U> 74 ( 6+18€”U>]
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e Boucle de gluon (vertex 3-g) :

p(1)gg _
Pt = (5.298)
2. (2eu) NT 5ab i 42 i) "Ew F(l _ s’w)r(l _ ?lvl
g NG e T Ew) (=7 —iA) T(2— 2¢u0)
19 1 1 1
2 a8 =7 - Y -
X [‘7 8 (12+ 188“”) 7 <6 * 188’“’)
1
_ 2508 _ qagB) [ 2
+(1 C)(q 8" —a"q ) (2 2€uv>
1 N2 (2,48 -« fB
+,(1-¢) (778" = 40" eu
e Boucle de gluon (vertex 4-g) : On peut facilement montrer que
(1 dk 1 ol k.k
P, = §Cat [ Gy |~ = Vgt (1<) (00—
_ 2 l’l - 1 o o /‘lﬂk 717
= g5Cadap " ( n+1 C) (27_[)” 2
=0 (5.299)
car %A
/ a2 0
On voit que les contributions ’Pi?ff et Pilﬁ)%( ne scnt pas transverse, voir la section 3.4. Mais la somme
des trois contributions est transverse. La contribution totale des 4 digrammes représentés dans fig.
(5.10) est :
Pl = (5.300)
(
13 ¢ 4
s cab 2 up w8 - In(4 _ 2 -
ot (P =t (o =) (v [ -] -7e3)
1

5.4.2 Correction au propagateur du fantome

La correction au propagateur du fantome est obtenu par 1’émission d’un gluon virtuel, voir fig. (5.11)
(le diagramme a gauche).

FIGURE 5.11 — Corrections au propagateur de fantome (gauche) et de quark (droite)
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Il correspond a I'intégrale suivante :

—iii},) (p) = gZV(4*n)fcdbfc/ad’(5dd/(5cc’

d’k p'(p—k)* , RO
X/(27T)”((P—k)2+iA)(k2+i/\) <g” _(1_5)W>\)' (5.301)

On suit les mémes étapes de calcul (voir la section QED), on obtient :
& (1) X \rcap 2 1 _ 1 1_E>
2 (p) = -N&%p [(s + In(47) 7) ( T
2
IR O et § }
+ln<_p2_m> <2+ 1 >+1 (5.302)

Correction au propagateur du quark

La correction au propagateur du quark est obtenu par I"émission d"uw'gluon virtuel, voir fig. (5.11) (le
diagramme a droite). Il correspond a l'intégrale suivante :

(1) _ b ak d"k
_Zz‘jj (p) - _g ]/l 1k <T I( & )n
o zf o (g Kk
K z 3 g)M> (5.303)
On suit les mémes étapes de calcul (voir la section QED), on obtient :
ZZ(].l) (p) = 6;;Ce(Am = B p) + termes finis (5.304)
avec
Wy 1
A= ——(4—7_5(3 +7) [euv — 7+ 1n(47r)} (5.305)
SIS I R e (5.306)
(47)° | euo -7 )
(5.307)

Correction au vertex quark-quark-gluon

Les deux diagrammes de Feynman contribuant a la correction vertex sont représentés dans la figure
(5.12). ,
Fnb,q

= R N

i. 1 j/ pZ pl

00 =

FIGURE 5.12 — Correction au vertex quark-quark-gluon

La contribution totale contient une contribution qui diverge dans la région uv (notée A ) et contri-



5.4 Boucles en QCD 2397

bution qui diverge dans la région IR (notée Agz)ﬁ ), avec :

Kg 1 2 l/\
APy = 4p 8T e )T2(1+ ;) (4mu2\~ "
IR 4 (14 2¢;) Q2

1 1 Q? [ <
el il —In( —=_ P T .2
) Liaﬁeir (al & n(—v/2—iA>> TSR A

+% In? (_quiM)] (5.309)
et
b= CrtNe—(1-8)Cr— (1-EN.
by = CrtdNe— L (1-§)Crt Z(1- DN
ap = —2Cp+Nc—(1—§)CF+%(1_5)1\".
- 4Cp+2(1—§)Cp—g(1—§)Nc
ay = —9Cp—13—3(1—C)CF+¥(1—J)NC—%(1—§)2NC (5.310)

Voir la rétérence [14] pour plus de détail.

5.4.5 Correction au vertex 3-gluon

Les diagrammes de Feynman a une contribuant a la correction au vertex 3-gluon sont représenté dans

la figure (5.15).
a,u, ki
= 3 + g +
' y a2
) o
\ﬁﬁEEQL & T TR ?B>&w§%Qw@
b,V, k2 Cl)\’l k3

FIGURE 5.13 — Correction au vertex 3-gluon

La contribution de ces diagramnies est donnée par :

abe N 2 3. 17\ 2
Aylf/)t(klszlh) =<igsJave Viwa (k1,k2,k3) { & {Nc (@ - 12> + Nf]

(47m)? 4 3
X <eiv +In(47) — ’)f) } + termes finis. (5.311)
avec
Viwatks ko ks) = g7 (k1 — ko)™ + g+ (ko — ka)¥ + g (ks — k)Y (5.312)

5.4.6 Correctior a1 vertex 4-gluon
La contribuiion des ces diagrammes est donnée par :

\ 2 2\ 2
Ai]ﬁ;ﬂ?’i4 (k1/k21k3/k4> - _gg W‘Lll‘uz}lg,‘u4 (kllkZ/k3/k4) { (4g7;)2 |:NC <€ - 3> + 3Nf:|

X <1 +1In(4m) — 'y) } + termes finis (5.313)

SUU
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ai,m11, ki 4,14, kg :
= + + \’% +
2]

FIGURE 5.14 — Correction au vertex 4-gluon

a2, ko as, 1z, ks

avec

Wiasjiopsps (K1 k2 K3, ky) = fE00 fe0 (@12 gIOT — glilts gl215)
_|_f€ﬂla4 feﬂzﬂs (g}ll,'° oM3Ma/_ gmm gﬂzm)
+ f€ﬂ1az f€ﬂ3ﬂ4 (2}41 M3 g}lz Pa _ g}ll Ha g#z P‘3) (5.314)

5.4.7 Correction au vertex fantome-fantéme-gluon

La contribution des ces diagrammes est donnée par :

- , 2 as (1 .
Af}’c = —igs fabe Pu [(4‘%)2 N 7;— <€uv +In(4m) — 7)] + termes finies (5.315)

a,u, kl

blvlk2...' A..'C//\/kg . '.W. + -" .'>.. .A.

FrGUKT.5.15 — Correction au vertex fantdome-fantdme-gluon

5.5 Renormalisation de'la QCD

On redéfinit les ckampss et les parametres de la théorie comme suit :

Gy 2, Gy, X2 =22 xi 0 y— 2%y,
S = Zg8s, ¢ — Z3¢, m— Ly m. (5.316)

Dong, la densité lagrangienne de la QCD devient

EQCD — »CQCD -+ (S,CQCD (5.317)
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ot la densité lagrangienne des contre-termes d Locp s'écrit :

8Locp = — (Z3— 1)1 (0,Gy —0 GZ) (0" G*™ — 9" G™)
+ (Z3 =13, xi"0" x2
+ (Zo=1)9i(ig — m)ypi — (ZoZy — 1) mpiyp;
— (Z1 =D fue(2,GL —3,G}) GL G
— (Z1 = 1V)igs farc ("X X5 G,
+ (Zir=1)g i (T )1]7”¢]Gf¢
2
- (Z-DE G Ghem e (5.318)
Les constantes Z1, Z1, Z1r et Z4 sont liés aux contre-termes introduits dans I'éq. (5.316) par :
7y =2,73%, 7y = £y7s23/?
Zip = ZZ0 7Y%, Z4= 72373 (5.319)

Ces 4 constantes ne sont pas indépendantes, elles sont controler par 'identité suivante :

Z1_§_21P_Z4

P . 5.320
77, 5320
cette identité est appelé de identité de Slavnov-Taylor.
Contre-terme du champ de gluon Z; :
On peut écrire le terme dans la premiére ligne de (5:318) sous la forme :
1 ,
(Z3—1) 5 G™ bapAgyn0” — 00y) Gt (5.321)

Donc, dans l'espace des impulsions, le contre ierme associé au propagateur du gluon (a une boucle)
est

a, QQQ)I&QQJ b —i(z{) —1)6% (k2 g"P — k”‘kﬁ) (5.322)
Donc, I'opérateur de polarisation renvrmalisé s’écrit :
zP(ﬁ)tZt —> P;?;Zt — (Zé ) 1) 6% (q g — q“qﬁ) (5.323)
Dans le schéma MS, on a
(ZM 1) = 4”“—; <€iv +In(dn) — 7> [(163 - g) N, — éNf] (5.324)

ol Ny = est le nombre de=aveur de quarks.

Contre-terme ¢ criomp de fantéme Z; :
On peut écrire le ternie-dans le deuxieme ligne de (5.318) sous la forme :

(Zs — 1) X300 (—i0%) x5 (5.325)

Donc, dans I'espace des impulsions, la regle de Feynman du contre terme associé au propagateur du
fantdme (a une Loucle) est

...... S i(Z8) = 1) %6, (5.326)
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Dongc, I'opérateur de masse du fantome devient :

=2y M (p) = g (p) +i(Z3) — )p? (5.327)
Dans le schéma MS, on a:
() gy %o (1 )2
(Zy' —1) = 47_[NC( — + In(4m) 'y> g (5.328)

Contre-terme du champ 7, et de masse Z,, de fermion :

Dans 'espace des impulsions, la regle de Feynman du contre terme associ4au propagateur du quark
a une boucle (associée au 3éme terme de (5.318)) est

V% i(Z8) — ) (5.329)
e
sk i(Z) — 1)ms;. (5.330)
L’opérateur de masse renormalisé est donné par
S ) = =)+ (- Do — (A 2 —1)8m (5.331)
Dans le schéma MS, on a:
2V 1)< cr| L~y £ n(an) (5.332)
2 (477) Eup
(1) _ bV s L —
(ziV -1 1y Cr Lw v+ ln(47r)] (5.333)

Contre-terme du vertex quark-guark-gluon 7 :

Dans l'espace des impulsions, la regle de Feynman du contre terme associé au vertex quark-quark-
gluon (6eme ligne de (5.318)).est

H,a
—ig(Ziy — 1)y (%), (5.334)
j i
Le vertex rencrmalisé devient
AL (@) = A (9) + AR () + (Zir — 1) (5.335)

Donc,

(Zip —1) = _:% <1+ln(47t) —7> <CFE§+NC [i+i]) (5.336)

EMU
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Contre-terme du couplage Z, :
D’apres I'équation (5.319) et I'identité de Slavnov-Taylor (5.320), on a :

Z1p
Lo=———+ 5.337
§ 7,712 (5.337)
Donc, dans le schéma MS, on a:
M _q__ (1 ) [y N
Zy —1= e <€uv +1In(4 1) 'y> [ g N 3 (5.338)
Contre-terme du vertex 3-gluon Z; :
On a,
Z1=2,73* (5.339)
Dong,
2 V4
W 48 S, 17\ 21 _
z —1= (any? [NC <4C o)t 3NfJ keuv +In(47) — (5.340)
b, B
q
1
< 2s/fabe (Z§ )~ 1) [gaﬁ (p—q) (5.341)
T g (g =)+ g7 (r = p)P]
a, X
p
Contre-terme du vertex 4-gluon 7, :
On a,
Zy=7373 (5.342)
Dong,
2
(1) _q___8& 2y, 2 1 _
Z, =1 C LNC <g 3) + 3Nf] <€uv +1In(47) — 7y (5.343)
a, b, B
(z{M —1)x
02 geac gebd (LB 50 _ ox0 By
igs [ fN (8P QT — g gPT) 5.344
g3 feu febe (gP g7 — g7 gb?) (534
ig7 fert fod (g7 g0 — g0 gP7)
C Y d, o

Contre-terme au vertex fantdme-fantéme-gluon Z; :

En fonction des attres contre-terme, le contre terme du vertex fantome-fantome-gluon Z; s’écrit sous
la forme :

71 =27175/74 (5.345)

Dong, &.22ne boucleon a :

2
ZUI P VY (1 T In(4n) - 7> (5346)

SLIU
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%‘"' c 8s fave P (Z1 1) (5.347)
p

Finalement, on peut montrer que 1'identité de Slavnov-Taylor a une bouc’e dans le schéma MS est
donnée par :

7y 7y Zip 4 g> 1
A4 _ L _ g PO n(4n) ey ) 4 34
7 Z, Z 7 (47_()2 N, 1 + 1’1( ) Y]+ (5.348)

Exercices et probléemes

Probléme 1 : Renormalisation a une boucle de la théorie A¢* on 4 dimensions

Dans ce probléme, on veut renormaliser la théorie A¢* en 4 dimensions ot ¢(x) est un champ scalaire
réel. La densité lagrangienne en fonction des quantités nues (vaies ) de la théorie est

1 my ‘B4
L= 50uppd"pp — —"dp(x) ~ 7 95(x)
On travaillera en n = 4 — 2e dimensions pour régulariser les divergences et effectuer la renormalisation.
On travaillera dans le systéme d"unités ot est i = c =1, et on dénote y I’échelle de masse induite en n

dimensions.

(1) Calculer la dimension, en unité de masse: des différents parametres du lagrangien (¢p, mp et Ap)
dans 'espace en 4 dimensions, puis en 7 dinensions.

(2) Introduisant la relation entre quantités nugs (¢p, mp, Ag), et renormalisées (¢, m, A)

V4
¢p = 23", my = —=m?*, Ap = Z—;Ayze.
2

Ecrire la densité lagrangienne (5.542) en fonction des ¢, m, A et des contre-termes 0Z; = Z; — 1, et
montrer que qu’elle s’écrit sous laforme :

L=Lr+6L. (5.349)
(3) Expliquer pourquoi la constante de couplage renormaliser s’écrit sous la forme suivante
Ape, (5.350)
(4) Calcul de Zy+Considérons la diffusion p1 + p2 — p2 + pa.

- Tracer lesdigrammmes de Feynman a une boucle décrivant cette réaction.
- Montrer que lc. premiere boucle vaut

(Ap2) 2 {(4”)6“”6) —/Oldx1n<m2_sifx(1_x)_i€>}. (5.351)

32772 € yz

ol Sl']' =y3;t,u.
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Fermion

Scalar
u (—ig)v-

- — 5 —

S

Probléme 2 : Modéle de Yukawa

On considere une particule scalaire ¢ de masse M et un fermion f de masse-71. Les deux particules
interagissent via un couplage de Yukawa comme dans la figure :
La densité lagrangienne de ce modele est :

. 1 1 ) —
L= §—mp)p+ 59.99"p — SM>p™ - 29y

On considere l'insertion d"une boucle de fermion sur le propagateur du scalaire et la renormalisation
de ce propagateur :

P -P

i

1. Quelle est la dimension du couplage g en n-dimensions avec n =4 — 2¢
2. En appliquant les régles de Feynman montrer que la contribution de la boucle s’écrit :

2 2
. 0 o [ d" pi—p-p+m
1H5(p2>:4g’4</(27f)1” 2 2 1 1 2f 2 4
(pl—mf—i—u—:) ((pl—p) —mf+ze>

3. Utilisant les formules‘en.appendice montrer que la contribution de la boucle devient :

2.,2¢ 1 2\ ¢
) — g SN F(1+£)3—2£/ o\ [ 4y
Ll ) =4 = 1= Jo *CI e

avec C(p?).= ti= f? — p?x(1 — x) — ie.
4. On suppose itwwintenant pour simplifier que le fermion est de masse nulle m; = 0. Il est alors
possible.de faire I'intégrale [ dx. Montrer que la boucle se réduit alors a :

2 2
7 =28 T o (Y,

5. Dénotant'6Z3 le contre-terme de fonction d’onde du scalaire ¢ et 6Zj le contre terme de masse
aerp exiraire de I'expression ci-dessus la valeur de ces contre-termes dans le schéma MS en

s’aidant de :
dlls(p?)

2y ~ fini



214 Chapitre 5. Corrections radiatives et renormalisution

M?(6Zo — 6Z3) + s (p?| o_pre ~ fini

On utilisera les formules suivantes :
e Réduction du dénominateur pour le calcul de boucles :

e Intégrale sur I'impulsion de la boucle :

/ d'k K _ (1) [ 4w \° C2rom T(24r—g)(m—r—2+¢)
(2m)" [k2 — C + ie]™ (4m)?2 \C—ie r2—e) I'(m) '
e Relations entre fonctions I :

T(z+1) =2l (z) %_8) =1+ 0(&) (5.352)

e Intégrale sur la variable de Feynman x dans une boucle :

L p-1_ L(a)1(o)
/dex (1—x) T +0)
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Abstract :

This course is aimed at master’s students in theoretical physics. It was taught at the Univer-
sity of Jijel between 2017 and 2023. It constitutes an accessible introduction to-any student,
whether master or doctoral, wishing to discover the fascinating world of particle physics and
high energy physics.

The course focuses on the following experimentally verified gauge theories : electromagnetic
interaction theory (QED), strong interaction theory (QCD) and the unisied theory of electro-
weak interactions (Glashow-Weinberg-Salam model). This course pravides a solid foundation
for a deep understanding of gauge theories, which form a pillar oi"modern particle physics.

Keywords : QFT, QED, QCD, Standard Model, Feynman diagrams;ioops, regularisation and
renormalisation.

Résumé :

Ce cours s’adresse aux étudiants en master de physique théorique. Il a été dispensé a 1'uni-
versité de Jijel entre 2017 et 2023. Il constitue une introduction accessible a tout étudiant, qu’il
soit en master ou en doctorat, souhaitant découvriile imonde fascinant de la physique des
particules et de la physique des hautes énergies.

Le cours se focalise sur les théories de jauge vériiides expérimentalement : la théorie de
l'interaction électromagnétique (QED), la ti:éoriedelinteraction forte (QCD) et la théorie
unifiée des interactions électrofaibles (Modéle de Glashow-Weinberg-Salam). Ce cours offre
une base solide pour une compréhension approrondie des théories de jauge, qui constituent
un pilier de la physique des particules moderne.

Mots clés : QFT, QED, QCD, Modeéle Standard, digrammes de Feynman, boucles, régularisa-
tion et renormalisation.
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