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Chapitre N°2
Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

II.1. Introduction

Ce chapitre concerne 1'é¢tude des systémes oscillatoires a un degré de liberté, dont leurs
vibrations sont représentées par une seule coordonnée généralisée q, qui est 1"écart par rapport
a sa position d’équilibre. De plus, les oscillations étudiées sont libres, c’est adire pas de forces

d’excitation.
11.2. Définitions
I1.2.1 Systémes linéaires

La coordonnée généralisée q(t) dun systeéme linéaire a un degré de liberté, obéit a une

equation differentielle du second ordre lineaire a coefficients constants de la forme :
1+ Bq+xrq=F(t) ¢))

e u > 0: Cosfficient d'inertie du systeme, qui représente, soit la masse m (cas de
mouvement de translation des systémes mécaniques), le moment d’inertie I (cas de mouvement
de rotation des systemes mécaniques) ou l'inductance L ( dans le cas des systémes électriques).

e B > 0: Coefficient de frottement du systeéme, qui représente le coefficient de
frottement f (dans le cas des systémes mécaniques) ou la résistance R (dans le cas des systémes
¢lectriques).

e Kk > 0 : Constante d’¢lasticité du systeme, qui représente la constante d’élasticité
K ou la constante de torsion (dans le cas des systémes mécaniques), ou 1'inverse de la capacite
1/C (cas des systeémes ¢€lectriques).

I1.2.2 Oscillations libres ( F(t) = 0)

Les oscillations sont libres en absence de toute force d’excitation, ¢’est a dire F(t) = 0.

Dans ce cas "équation differentielle devient homogene :

g+ pBq+Krq=0 2
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I1.3. Oscillations libres des systémes non amorties (f = 0)
I1.3.1 Etude généralisée

L’équation différentielle régissant de tels systémes est de la forme :

pi+Kq=0 = §+wiq=0 3)
Avec wgy = \/% : La pulsation propre du systéme.

w , . .
fo = 2—; : Fréquence propre des oscillations.

La solution de 1"équation differentielle (3) est une fonction sinusoidale du temps :
q(t) = Acos(wyt + @) 4
A et @ représentent respectivement, 1’amplitude des oscillations et la phase initiale, qui

sont calculées a partir des conditions initiales :

{Q(t =0) =4
q(t) =qo

11.3.2 Exemples

e Pendule simple filaire

\ Ec= %mlzéz Ep = mgl(1 — cos 0)
\ L= %mlzéz —mgl(1 — cos )

. 1

21

e Pendule simple a ressort

Yy
e Ec = Smy? Ep = ky? L =>my? - ky?
‘:\ K _x 1 |k
= y+ny=0 Wo = fo=5- |~
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e Circuit électrique LC

C
_1.,.9 1 - _ly.2 1 2
el L Ec=3Lq Ep =31 L=3L9" -4
. 1 1 1 1
I q+,,:9=0 Wo = |17 fo=5-1c

I1.4. Oscillations libres des systémes amortis (f + 0)
I1.4.1 Equation de Lagrange

Dans le cas d’oscillations libres de systémes amortis (présence de forces de frottement),

I’equation de Lagrange s’écrit sous la forme :
d (dL\ aL .
i (5q) ~ 5 = P )
11.4.2 Equation differentielle

L’equation differentielle qui régit les systémes amortis dans le cas d’oscillations libres
s’écrit sous la forme :

Hg+BGg+rKq=0= §+284+wiqg=0 (6)

6 > 0 : Facteur d’amortissement défini par : § = %

* wy= \/% : La pulsation propre du systéme.

I1.4.3 Résolution de 1"équation differentielle

La résolution de 1"équation differentielle (6) permet de trouver différentes solutions qui

dépend de la valeur de & par rapport a wy :

e § > wy: Systéme fortement amorti

Dans ce cas, la solution de 1’equation differentielle (6) s écrit :

q(t) = =% lAe'J‘SZ""g ‘| Bel® ¥ ‘l 0
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A et B sont des constantes déterminées par les conditions initiales .

Dans le cas des conditions initiales : {q(t. =0)=qo {q(t - q) =4 + B =40
qi&)=0 q®) = qo

q(t) est une fonction exponentielle qui tend vers zéro. Le systéme est non oscillant et le

régime est apériodique (fig. I1.1).

q(t)

o} temps

Fig. I1.1 : q(t) cas du régime apériodique

e 6 = wg : Systéme en amortissement critique

Dans ce cas, la solution générale de 1’equation differentielle (6) est de la forme :
q(t) = e* (A+ BY) ®)

t=0) =
Dans le cas des conditions initiales : {q( O )_ 0 Qo q(t) est une fonction exponentielle

qui tend vers zéro. Le systéme est non oscillant et le régime est critique (fig. 11.2).

o T-

ql(t)

0 temps

Fig. IL1.2 : q(t) cas du régime critique
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e § < wy : Systéme faiblement amorti
Dans ce cas, la solution générale de 1"equation differentielle (6) est de la forme :
q(t) = Ae % cos(w,t + @) 9)
wy = /wﬁ — 8%, Aet ¢ sont des constantes déterminées par les conditions initiales.
q(t=0)=qo

q)=0

sinusoidale qui varie entre les deux valeurs —A4 e % et A e 9. Le systéme est en régime

Dans le cas des conditions initiales : { q(t) est une fonction

pseudopériodique (fig. I1.3).

Gop,

q(t)

\/"" temps—

Fig. I1.3 : q(t) cas du régime pseudopériodique

Remarque : On définit le décrément logarithmique qui représente la rapidit¢ de

décroissance des ¢longations par:

Ez 2né . (10)
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