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Chapitre N°3
Oscillations forcées des systemes a un degré de liberté

II1.1. Introduction

Ce chapitre concerne 1'étude des systémes oscillatoires a un degré de liberté, dont leurs

oscillations étudiées sont forcées, ¢ est a dire en présence de forces d’excitation.
I11.2. Equation différentielle
I11.2.1 Etude généralisée

L’équation de Lagrange des oscillations forcées des systémes a un degré de liberté est

donnée par :

%(Z‘E)‘Z—ﬁﬁqﬂ(t) (1)

Dans ce cas, I’équation differentielle du mouvement s’écrit sous la forme :
pi+Bq+xq=F(t) = §+256¢+wiq=F() )
II1.2.2 Résolution de 1"équation différentielle

La solution de 1"équation differentielle (2) est la solution d une equation differentielle du

second ordre avec second membre :
q(t) = qu(®) + qp(t) 3)
e gy (t) est la solution homogeéne :

» & > w, (Systeme fortement amorti - régime apériodique):
822 2_,.2
qu(t) = e % [Ae V790t | ge® @0 tl 4)

» & = wy (Systéme en amortissement critique - régime est critique) :

qu(t) = e (A + Bt) ®)
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» & < wy (Systéme faiblement amorti - régime pseudopériodique) :
qu(t) = Ae " cos(w,t + @p) (6)
Elle est toujours proportionnelle a e~%t (pour les trois cas de valeurs de &).
Apres un intervalle de temps :

t > oo e—Bt

- 0et qy(t) » 0alors q(t) — qp(t) : C'est le régime permanent.
Si la solution homogene n’est pas négligeable : le régime est transitoire.
» qp(t) est la solution particuliére qui dépend de la forme de F(t).
II1.2.3 Excitation harmonique (sinusoidale)
Une force d’excitation sinusoidale est de la forme :
F(t) = Fycos(Qt + @) @)
L’ équation differentielle des oscillations s écrit :
4+ 26q + wiq = Fy cos(Qt + ®) t))
La solution particuli¢re de cette équation différentielle est donc :
qp(t) = Apcos(Qt + @p) 9

La détermination de 1"amplitude Ap et la phase initiale ¢p est possible grace a la méthode

des nombres complexes.
En utilisant les nombres complexes :
La force d’excitation s écrit sous la forme :
F(t) = Fyel@t+®) (10)
La solution particuliére (permanente) s’écrit comme suit :
@(t) = Apel@+ep) = 4, elor gi0t — Ap o0t (11)
Ap = Ap €'?? est I'amplitude complexe.

En remplacant dans 1"équation (8), on trouve :
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Ap = L (12)
J(wg—92)2+(269)2
260
@p = ® — arctg [W] a3)
La solution permanente s’écrit donc :
qp(t) = Fo cos (ﬂt + ® — arctg [%D (14)
2_

J(wg—92)2+(269)2
II1.2.4 Excitation périodique

Dans le cas ou F(t) est periodique de période T, nous utilisons son développement de

Fourier :
F(t) = % + Y1 a, cos(nQt) + b, sin(nQt) (15)
L"équation differentielle s"écrit alors :
4+ 26q+ wiq=F(t) = % + Y%, a, cos(nQt) + b,, sin(nQt) 16)

La solution permanente peut étre calculée sous la forme :

a, cos(nQt+¢@)+b, sin(nQt+¢)

17)

ap co
qp(t) = 5+ X1
20 J(w5—92)2+(259)2

I11.3. Impédance mécanique

On appelle impédance mécanique, le rapport des amplitudes complexes de la force F(t)

et de la vitesse v(t) : F(t) = Fycos(Qt + ®) v(t) = vycos(Qt + 0)

Z=5="2ei"% =2[cos(8 — @) +i(6 — P)] (18)

Vo Vo

Cette impédance mécanique est donc sous la forme : Z = R + iX ou R est la partie réelle

résistive et X est la partie imaginaire réactive.
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