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Chapitre N°3 
Oscillations forcées des systèmes à un degré de liberté 

 

 

III.1. Introduction 

Ce chapitre concerne l´étude des systèmes oscillatoires à un degré de liberté, dont leurs 

oscillations étudiées sont forcées, c´est à dire en présence  de forces d´excitation. 

III.2. Equation différentielle 

III.2.1 Etude généralisée 

L’équation de Lagrange des oscillations forcées des systèmes à un degré de liberté est 

donnée par : 

                                                 
𝒅

𝒅𝒕
ቀ

𝝏𝑳

𝝏𝒒̇
ቁ −

𝝏𝑳

𝝏𝒒
+ 𝜷𝒒̇ = 𝑭(𝒕)                                              (1) 

Dans ce cas, l’équation differentielle du mouvement s´écrit sous la forme : 

                         𝝁𝒒̈ + 𝜷𝒒̇ + 𝜿𝒒 = 𝑭(𝒕)     ⇒  𝒒̈ + 𝟐𝜹𝒒̇ + 𝝎𝟎
𝟐𝒒 = 𝑭(𝒕)                         (2) 

III.2.2 Résolution de l´équation différentielle  

La solution de l´équation differentielle (2) est la solution d´une equation differentielle du 

second  ordre avec second membre :  

                                                 𝒒(𝒕) = 𝒒𝑯(𝒕) + 𝒒𝑷(𝒕)                                                  (3) 

 𝒒𝑯(𝒕) est la solution homogène : 

 𝜹 > 𝝎𝟎 (Système fortement amorti - régime apériodique): 

                          𝒒𝑯(𝒕) = 𝒆ି𝜹𝒕 ቈ𝑨𝒆
ିට𝜹𝟐ି𝝎𝟎

𝟐 𝒕
+ 𝑩𝒆

ට𝜹𝟐ି𝝎𝟎
𝟐 𝒕

቉                             (4) 

 𝜹 = 𝝎𝟎 (Système en amortissement critique - régime est critique) : 

                                    𝒒𝑯(𝒕) = 𝒆ି𝜹𝒕 (𝑨 + 𝑩𝒕)                                                 (5) 
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 𝜹 < 𝝎𝟎  (Système faiblement amorti - régime pseudopériodique) : 

                             𝒒𝑯(𝒕) = 𝑨 𝒆ି𝜹𝒕  𝐜𝐨𝐬(𝝎𝑨𝒕 + 𝝋𝑷)                                         (6) 

Elle est toujours proportionnelle à 𝒆ି𝜹𝒕 (pour les trois cas de valeurs de 𝜹). 

Après un intervalle de temps : 

 𝒕 → ∞  𝒆ି𝜹𝒕 → 𝟎 𝑒𝑡 𝒒𝑯(𝒕) → 𝟎 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  𝒒(𝒕) → 𝒒𝑷(𝒕) : C´est le régime permanent.  

Si la solution homogène n´est pas négligeable : le régime est transitoire.  

 𝒒𝑷(𝒕) est la solution particulière qui dépend de la forme de 𝑭(𝒕). 

III.2.3 Excitation harmonique (sinusoïdale) 

Une force d´excitation sinusoïdale est de la forme : 

                                         𝑭(𝒕) = 𝑭𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝚽)                                                       (7) 

L´équation differentielle des oscillations s´écrit :  

                                 𝒒̈ + 𝟐𝜹𝒒̇ + 𝝎𝟎
𝟐𝒒 = 𝑭𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝚽)                                            (8) 

La solution particulière de cette équation différentielle est donc :  

                                         𝒒𝑷(𝒕) = 𝑨𝑷 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝝋𝑷)                                                  (9) 

La détermination de l´amplitude 𝑨𝑷 et la phase initiale 𝝋𝑷 est possible grâce à la méthode 

des nombres complexes.  

En utilisant les nombres complexes : 

La force d´excitation s´écrit sous la forme : 

                                          𝑭(𝒕) = 𝑭𝟎𝒆𝒊(𝛀𝒕ା𝚽)                                                              (10) 

La solution particulière (permanente) s´écrit comme suit : 

                        𝒒𝑷(𝒕) =  𝑨𝑷𝒆𝒊(𝛀𝒕ା𝝋𝑷) = 𝑨𝑷 𝒆𝒊𝝋𝑷 𝒆𝒊𝛀𝒕 = 𝑨𝑷 𝒆𝒊𝛀𝒕                               (11) 

𝑨𝑷 = 𝑨𝑷 𝒆𝒊𝝋𝑷  est l´amplitude complexe.  

En remplaçant dans l´équation (8), on trouve : 
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                                            𝑨𝑷 =
𝑭𝟎

ට൫𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟐൯

𝟐
ା(𝟐𝜹𝛀)𝟐

                                                      (12) 

                                         𝝋𝑷 = 𝚽 − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ൤
𝟐𝜹𝛀

𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟐

൨                                                    (13)  

La solution permanente s´écrit donc :  

                            𝒒𝑷(𝒕) =
𝑭𝟎

ට൫𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟐൯

𝟐
ା(𝟐𝜹𝛀)𝟐

𝐜𝐨𝐬 ൬𝛀𝒕 + 𝚽 − 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 ൤
𝟐𝜹𝛀

𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟐

൨൰                (14) 

III.2.4 Excitation périodique  

Dans le cas ou 𝑭(𝒕) est periodique de période T, nous utilisons son développement de 

Fourier :  

                                       𝑭(𝒕) =
𝒂𝟎

𝟐
+ ∑ 𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬(𝒏𝛀𝒕) + 𝒃𝒏  𝐬𝐢𝐧(𝒏𝛀𝒕)ஶ

𝒏ୀ𝟏                           (15) 

L´équation differentielle s´écrit alors : 

        𝒒̈ + 𝟐𝜹𝒒̇ + 𝝎𝟎
𝟐𝒒 = 𝑭(𝒕) =

𝒂𝟎

𝟐
+ ∑ 𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬(𝒏𝛀𝒕) + 𝒃𝒏  𝐬𝐢𝐧(𝒏𝛀𝒕)ஶ

𝒏ୀ𝟏                 (16) 

La solution permanente peut être calculée sous la forme : 

                         𝒒𝑷(𝒕) =
𝒂𝟎

𝟐𝝎𝟎
𝟐 + ∑

𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬(𝒏𝛀𝒕ା𝝋)ା𝒃𝒏  𝐬𝐢𝐧(𝒏𝛀𝒕ା𝝋)

ට൫𝝎𝟎
𝟐ି𝛀𝟐൯

𝟐
ା(𝟐𝜹𝛀)𝟐

ஶ
𝒏ୀ𝟏                                  (17) 

III.3. Impédance mécanique 

On appelle impédance mécanique, le rapport des amplitudes complexes de la force 𝑭(𝒕) 

et de la vitesse 𝒗(𝒕)  :   𝑭(𝒕) = 𝑭𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝚽)      𝒗(𝒕) = 𝒗𝟎 𝐜𝐨𝐬(𝛀𝒕 + 𝛉) 

                        𝒁 =
𝑭

𝑽
=

𝑭𝟎

𝒗𝟎
𝒆𝒊(𝛉ି𝚽) =

𝑭𝟎

𝒗𝟎
[𝐜𝐨𝐬(𝛉 − 𝚽) + 𝒊(𝛉 − 𝚽)]                            (18) 

Cette impédance mécanique est donc sous la forme : 𝒁 = 𝑹 + 𝒊𝑿  où R est la partie réelle 

résistive et X est la partie imaginaire réactive. 


