Cours 02 : Analyse vectorielle

2.1 Introduction

En physique, on distingue deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires (par exemple, la
masse, la longueur...etc.) et les grandeurs vectorielles (comme la vitesse ¥ et la force F).

e Grandeur scalaire : elle est caractérisée par un nombre (scalaire) et une unité (exemple
m=5kg).

e Grandeur vectorielle : elle est définie par un nombre, une unité, et une direction
(exemple : ¥=5m/s 7).

2.2 Definition d’un vecteur:
Un vecteur est un segment de droite orienté présentant les caractéristiques suivantes :

- Origine : le point A
- Supprt: (A4) (8)
- Direction : de A vers B H

- Module : ||E|| = AB

Deux vecteurs AB et CD d’origines différentes sont :

-Egaux : si ils ont le meme module, le meme support ou des supports paralleles et le meme
sens.

-Opposés : si ils ont le meme module, le meme support ou des supports paralléles et des sens
opposés.

2.3 Vecteur unitaire :

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme (le module) est égale a 1 (|| = 1). Tout
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vecteur V peut étre associé a un vecteur unitaire U , tel que : V = |V|d = Vil ou le vecteur U

. . = A . . A b4 s A A
partage les mémes caractéristiques que V : méme origine, méme direction, et méme sens, a
l'exception de sa norme.
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2.4 Addition vectorielle :

Graphiqument, la somme de deux vecteurs U et U est W obtenue en utilisant le parallélogramme :
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Régle de Chasles :

La reégle de Chasles énonce que si A, B, et C sont trois points dans l'espace, alors le vecteur
allant de A a C est la somme des vecteurs allantde AaBetdeBacC:

AC = 4B + BC
C
AC
A
1B B

2.5 Produit d’un vecteur par un scalaire

Le produit d’un vecteur ¥ par un scalaire @ donne le vecteur av, ce vecteur a le meme support
que .

Le sens de av est le meme de U si @ = 0 et 'opposés de v si a < 0.
Le module de av est donné par |av| = |a]|V],

Le produit d’une somme de vecteurs U + ¥ par un scalaire a(d + ¥) = au + av et le produit
d’un vecteur ¥ par une somme de scalaires (@ + f)u = au + Bu.
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2.6 Systéme de coordonnées cartésiennes :

av,a <0

- Systéme de coordonnées cartésiennes unidimentionnel 1D :

Ce systéme permet de reperer un point sur un axe (Ox), muni d’un vecteur unitaire 7.

Exemple : Soit OM = xyT. 0
T
Sixy =5cm,Donc OM = 57 57
X M

- Systéme de coordonnées cartésiennes bidimentionnel 2D :

6



Ce systeme permet de reperer un point dans le plan (Oxy), il est composé de deux axes (Ox)
et (Oy) munis de deux vecteurs unitaires 7 et J.

Exemple : Soit OM = xp1 + ymJ

Sixy =5cm,etyy =6cm,

Donc OM = 57 + 6]
- Systéme de coordonnées cartésiennes tridimentionnelles 3D :

Ce systéme permet de reperer un point dans I’espace, il est composé de trois axes (Ox), (Oy) et

> > g
(Oz) munis de trois vecteurs unitaires 7, J et k.

Soit x, y et z les projections du point M sur les axes Ox, Oy et Oz, respectivement. Le point m
est la projection du point M sur le plan (Oxy).

OM = Om + mM M

om = xyi+ yu]
{ tT _})’M] Vur y
mM = zyk b
Donc : OM = xyl + yyJ + zyk X i

Et x5, yu et zy; sont les coordonnées cartésiennes du point M.
Exemple : Soit OM = xy7 + Va] + zuk
Sixy =5cm, yy =6cm et zy, =8cm

Donc OM = 51 + 6] + 8k

2.6.1 Somme de deux vecteurs

Dans un repére R(O,x,y,z) on definit deux vecteurs 4 et B, tels que A = x40+ ya] + 24k et

B = xzi + yp] + zgk. Donc :

A+B = (xa+x5)T+ a +¥5)] + (24 + 25)k

X Xp X +xB
Oubien A+ B = ()&4)+(3’3> = (3&1 + }’B)
Zy Zp Zp +ZB

2.6.2 Produit scalaire de deux vecteurs



Soient deux vecteurs 4 et B faisant entre eux un angle 8, Le produit scalalire A.B =cavecc
est un scalaire tel que AB= |/_f| |§| cos(/_f, §) et (ﬁ, §) = 0.

X4 Xp
SiA <}’A> etB (}’B). Alors, A.B = x4. x5 + V4. Yp + Z4Zp
Zy Zp

-

- Le produit scalaire est commutatif A.B=B.A

SAA =A% = A2

-(A+£§'i.§5+p)=Z.5+EB+§5+§5

Remarque : le produit scalaire de deux vecteurs unitaires identiques est égalea 1: 7.7 =1,
j.j =1, k.k = 1. Le produit scalaire de deux vecteurs unitaires differents est nul: 7.7 = 0,
jk=0ki=0.

Exemple : 57.3] # 15 7. plutot 5. 3] = 0. De plus, 57. 37 = 15.
2.6.3 Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs A et B est un vecteur Cet s’ecrit C = AAB.
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Le vecteur C est perpondiculaire au plan formé par les deux vecteurs A et B. Sa direction est
tel que le triedre soit direct comme le montre la figure suivante :

;’r dans Ia direction du pouce.

3 dans Ia direction de I'index

E dans ia direction du majeur

pour former un triédre direct

Régle de la main droite



Le module du vecteur C est calculé comme suit : € = |5 | = |/T | |§ | sin(/i, §), il represente la

surface du plan formé par les deux vecteurs AetB.

- Le produit vectoriel n’est pas commutatif : ANB=—-BAA car sin(/f, E) = — sin( B ,Zf).
-ANB,+B,) =(ANB, +AAB,)

-AA (B AB,)# (ANB))AB,

Remarque : dans une base orthonormée (1,7, E), Le produit vectoriel de deux vecteurs
unitaires identiques estnul: TAT=jAJ=kAk =0.

Le produit vectoriel de deux vecteurs unitaires différents est donné par :

IAf =k, 7 IAk=—j 7

k=1 C+—) knj=—1 C—.)

k U k

Xa XB

Pour calculer le produit vetoriel de deux vecteurs A ()’A) et B (}’3), on doit appliquer le
Zp Zp

determinent comme suit :

2 = v J k Ya 24
ANB = x4 y, ZAzyB iy
Xp YB Zp

XA Zp

2 |XA Ya
XBp Zp

X YB

l |
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ANB = (yazp — 2ayp)i — (XaZg — 2a%)] + (xa¥p — Yaxp)k
Sachant que ANB=-BAA
Exemple :
2.6.4 Produit mixte
Le produit mixte de trois vecteur A,B et C est une quantité scalaire m donnée par :
m=(AnF).
avec m est le volume du parallélogramme (cube) formé par ces trois vecteurs.

Le produit mixte est commutatif (A) AB ) ¢ = A. (§ AC )
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Exemple :

Calculer le volume du parallélopipede de cotés U= (1,1,3), V= (2,1,4) et W= (5,1,-2)

Solution : le volume du parallélopipéde est donné par le module du produit mixte : |l7 VA W’|

1 1 3
Volume=|[2 1 4| =|-6+24—-9|=16cm?
5 1 2

2.6.5 Dérivée d’un vecteur :

Soit un vecteur V(t) = x(t)7 + y(t)] + z(t)E, sa dérivée par rapport au temps est donnée

— av(t)  di(t)-  dy(t) -,  dit) 7
par: V'(t) = T 1+ -~ + = k

Exemple :
Soit le vecteur V(t) = 4¢tT + t2] + 4k, la dérivée de V (¢) est donnée par :

_4 dv(t
V'(t) = % = 47+ 2t}

Cours 03 : Les opérateurs différentiels

3.1. Introduction

Les principaux opérateurs différentiels utilisés en physique sont :
e Le Gradient: m)
e La Divergence : div()
e Le Laplacien 4()
e Le Rotationnel : Rot ()

3.2 Gradient



Soient le repére R(0,1,],K) et le champ scalaire f(x,,z), le gradient du champ scalaire f
est un vecteur défini par :

— s 3 df , df., df-
gradf—V.f—a1+d—y +Ek
Avec

d
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V représente 1’opérateur nabla en coordonnées cartésiennes.

3.3 Laplacien

Le Laplacien d’un champ scalaire f(x, y, z) est un champ scalaire donné par :

de de de
Af =V = a2 dy? " dz2

Le Laplacien d’un champ vectoriel I7(V,U Vo Ve Vil + Vyf + Vzl_c) est un vecteur donné par :
AV = V2.V = V2. Vi + V2.V,j + V2. k
3.4 Divergence

La divergence d’un vecteur 17(Vx, V,,V;) est un scalaire exprimé par :
av, adv, dv,
- +

3.5 Rotationnel

Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur exprimé par :

d

rotV =VAV| — Al i
dy v it
d 2/ \k
dz

En résumé :

V. f Scalaire Vecteur
V2. b Scalaire Vecteur
V2.V Vecteur Vecteur
V.V Vecteur Scalaire
VAV Vecteur Vecteur
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