Chapitre 1 : Intégrales multiples

1.1 Rappels sur I'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives.
Non satisfait de la théorie de I'intégration de Cauchy portant sur les fonctions continues qui
lui parait insuffisante pour manipuler certaines séries de Fourier (pour des fonctions « peu »

régulieres), il publie (1854) une rigoureuse théorie de |'intégration pour les fonctions bornées

(continues ou non) sur un intervalle fermé. D’autres théories de I'intégration ont vu le jour

plus tard : intégrale de Stiltjes, intégrale de Lebesgue...etc. On sait depuis Mercator (1620-
1687) et Leibniz (1646-1716), que si une fonction est positive, l'intégrale de cette fonction sur

un intervalle [a ; b] évalue l'aire « sous la courbe ». L'idée de Bernhard RIEMANN (1826-1866)

(Allemagne) a été de repartir de cette évaluation de I’aire en montrant qu’elle pouvait se faire

méme pour des fonctions non continues... et qui donc ne possédent pas de primitive.

1.2 Intégrales doubles
1.2.1 Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R?

Définition : On appelle description hiérarchisée du domaine D, une partie fermée bornée de
R? : I'existence de 2 réels a et b et de 2 applications continues sur [a,b], notées u et v tels que

a<bet

Vx € [a,b], u(x) < v(x), avec Y C.=Vv(x)

X € [a,b]

(xy)ED {y € [u(x),v(x)]

.
—
—
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1.2.2 Intégrale double de f(x,y) dans le domaine D

On appelle intégrale double de f sur D (déja défini par sa description hiérarchisé) :

1=ffD ) dxdy=fbﬁx)f<x,y)dy dx

u(x)

NB. L’integrale contenant les deux fonctions contours (v(x) et u(x)) doivent etre a

'interieur

Changement de bornes (Théoréme de Fubini)

On peut réaliser la double intégration a partir de 'intervalle bornée sur I'axe y

y
ar o) d U
1= || femaxdy=[| [ reoyyx|ay By)
b c la(y)
C .........
"X
1.2.3 Calcul des surfaces connues a partir des intégrales doubles
Pour le calcul des surfaces, la fonction est prise_f(x,y) = 1.
Y ,
Rectangle y & : vix)=d= cst E
D
ol | I
| ulx)=c=cst |
g X
a b

v(x) b[ d
1dy dxszldy dx=(b—-a)(d—-rc)
a c

b
Srecsz 1dxdy=f
b a

u(x)

YJL

Triangle
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(d=c)
b[ v(x) b l[(b—g)(b‘x)“ 1
Sm—ff 1dxdy=f[f 1dy dx=f| f 1dy|dx
b a |ulx) a l c
b (@9 b 2\ 1P
—<(b—x)+c (d—-c¢) (d—-c) X
= (b—a) — _ _ X
Stri jD’]C dx b= (b—x) dx ) bx 7)|
a a

_M<b2 il +a2>—(d_c)1(b2—2ba+a2)

(b—a) 2 2] (b—a)2
Finalement
_(d-01 , (d—-—0ob-a)
Sm'—mi b—a)* = 5

D’ou la surface du triangle est la moitié que celle d’un rectangle.

CERCLE y

v(x) =R*—x?

v(x) R| VRZ2—x2
dx

b
SCercsz 1dxdy=f fldy dxzf f 1dy
D
a

u(x) —R | =vR2—x2
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R R
— +VRZ—x? 5 _ — 2 cin-1 (% .
Scerc = f[y]_wdx = f R? —x? dx= [x\/RZ —x2 + R*sin (E)]—R
“R “R

Scerc = 2R?sin1(1) = R%*n

1.2.4 Changement de variables

Théoréme: ¢ :% — 7 declasse €', % et Z deux ouverts de R?.

D et A deux fermés bornés de R2, Dc%,et, ACZ.

De plus: ¢(D)=A.

On suppose que les points de A qui ont plusieurs antécédents sont de surface nulle.
D(x,v) D(x,v)

D(u,v) D(u, ) la valeur absolue du

On note : (x,v) = ¢(u,v), le jacobien de ¢ en (u,?v), et,

jacobien.
Alors : Jf flx,v)dxdy = J] glu,v)
} A D

D(x,v)
D(u,v)

Idu dv

On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification.

On rappelle que :

dx 0x
D(x,y) |ou v
D(u,v) |0y dy

ou v

Notons qu’on fait un changement de variable :
¢ pour simplifier le domaine, ce qui est nouveau
e ou pour simplifier le calcul des primitives emboitées. Notons enfin que le

domaine change et donc sa description hiérarchisée aussi.

a. Changement de variables en coordonnées polaires

En coordonnées polaires, nous avons les relations suivantes

{x = p cos(6)
y = psin(0)

Le jacobien dans ce cas s’écrira sous cette forme

ox Ox
D(x,y) |op a6] _ |c039 — psin
D(p,0) |0y 0dy| Isin® pcos6

dp 06
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Le passage entre les intégrales doubles du cartésien en polaire se fera

ffD f(x,}’)dxdy:ﬂ; g(p,ﬁ’)pd,odﬁ'=ffA f(pcosO,psinB)p dp do

ds = (pd0)dp
(pdo)

do

Exemple calcul de la surface d’un cercle en coordonnées polaire

Le passage des coordonnées cartésien aux coordonnées polaires par changement

de repére s’effectue comme suit :

bp[ v(x) R 2m
Sewe= || 1dxdy:f[f vaae= [ [ 100000
b a |lu(x) 00
R|2m R 2
SCeTC=J j 1d0 pdp=2njpdp=2n7=nR2
0 Lo 0

NB

Le calcul de la surface d’un cercle par les coordonnées polaire est beaucoup plus
simple car les variables et les bornes d’intégration sont simultanément
indépendants contrairement au méme cas en coordonnées cartésienne (passage

de D aA.
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1.3 Intégrales triples

1.3.1Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R3

A un fermé borné de R3, une description hiérarchisée de A est de la forme :

X € [a,b]
(x,y,2) €A ¥ € [uX),v(X)]
z € [a(xy), Bxy)]

On peut avoir les variables dans un autre ordre, 'important est que les bornes de chacune
ne soient définies qu’en fonction des précédentes.

On définit alors I'intégrale triple de f continue sur A par :

f j f(x,y,z)dz|dy|dx

v(x) [ B(x,y)
u(x) la(xy)

I=H f(x,y,2) dxdydz=jb[
A a

B(x,y)

I/ a(x,y)
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1.3.2 Changement de variables
Sous les mémes hypothéses que celle en 2D

(x,y,2) = p(u,v,w), (x,y,2)eD & (u,v,w)el, et f(x,y,z) = glu,v,w)

On a alors
D(x,y,2)
» d d d = y Y, -~ - N d d d
J.fD f(x,y,2) dx dydz fﬂ; g(uvw)‘D(u,v,W) u dvdw

Le Jacobien dans ce cas

dx O0x 0y

du Jdv oJw

D(x,y,z) |dy 9y dy
D(uw,v,w) |ou odv ow

dz 0z 0z

du Jdv oJdw
1.3.3 Calcul des volumes a partir des intégrales triples
Pour le calcul de volume, la fonction est prise_f(x,y,.z) = 1.

Cube ‘z
e
d I
c -
d ’ I R
b / ,;’
x« T rTTTT=

Sszf 1dxdydz=ffff1dz dyldx =(b—a)({d—c)(f —e)
A a |c |e



Cylindre

Pour le cylindre, on adopte le changement de variable adéquat.

x = pcos(0)
y = psin(0)
zZ=2z

Le jacobien dans ce cas :

dx
ap
dy
ap
0z
ap

0x
26
dy
26
0z
26

dy
9z
dy
a7z
0z

az

D(x,y,z) _
D(p,0,2)

[ =[] o= |

Sphére
Pour la sphére, on a

X = pcosfsing
y = psin@sin@
Z=pCcose

En appliquant le jacobien:

0x
ap
dy
ap
0z
ap

0x
26
dy
26
0z
26

D(x,y,2) B
D(p,0,9)

ﬂj 1dxdydz=Uf 1pzsinq0dpd9dq0=fj
D A
o [o
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A

cosf —psinf 0
=|sinf pcosf Of=p \\T;
0 0 1 X

2| R
j [J p dp‘ d@} dz = hrR?
o |o

/""—-’_i —\\

/ 37 \ ,»sm“f- Al

t ‘ -
J ','i"' ,,1sm & Av }
[ - k. ’Tt—_‘j-‘y' --_;“L /’" | AV P sIn g A{l Ad A0
s T R e W7 o S
\ ; pSind $ /‘I Y
\ /
/
/
| /
— e
cosfsing —psinfsing pcosbcose
= |sinfsing pcosfsing psinbcose|=p?sing
cos @ 0 —psing
| 2n

R3

R
lfpzdp do|sinpdy = 4n 3
0
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Exemples Associées a ce chapitre

Exemple 1

On veut évaluer l'aire de la surface que délimitent les courbes décrites par les
fonctions f(x) = x? et g(x) = x> — 2x? + x entre les trois points d’intersection
des deux courbes. On commence par esquisser les graphiques des deux courbes
dans un plan cartésien

Surface délimitée par f(x) = x2 et g(x) = x® — 2x% + x

y

Les points d'intersection des deux courbes se trouvent la ot les deux fonc-
tions sont égales, ¢'est-a-dire lorsque f(x) = g(x). Or,

Ny .

=x3=-2x24+x = x¥X=-3x24+x=0

= x(x2-3x+1)=0

3-8 3+45
ou x =

- -

= x=0,x=

3-5

2

o

. la fonction g(x) = x? = 2x? + x domine, alors

Sur l'intervalle l().

3-J5 3+45
"

-

que sur l'intervalle [ ] c’est la fonction f(x) = x? qui domine.

Par conséquent, on obtient I'aire cherchée en additionnant les aires des surfaces
A et B.On a ainsi
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3-/5 3+/5

2 [x3-2x2+x 2
[ rawa- | [ [Ciarfae [
Aire
0 x2

3-5

2

x2

| 1dy‘dx

x3-2x2+x

3445

il

3—v

2 2
= J (x3—2x2+x—x2)dx+ J (xz—x3+2x2—x)dx
0 3-J5
2

T
o7

3445

Il
r
S C— 1

2
(x3 —3x2 + x)dx + j (—x3 + 3x2 — x)dx
3-\5
2
3-8 3+45

(%x“—x3+%x2)l7+(_%x4+x3_y2x2)|ﬁ
2
A )
2 2 2 2
_1(3+\/§)4+(3+«/§]3_1(3+J§)2
4 2 . 2 2 2

=~ 2,82

Exemple 2 Fonction a intégrer est en valeur absolue

o f(x,y)=|x—1y| sur le domaine D, ={(x,9)|x=>0,x2<y<1}
Ay f
Jy=x

/
u.n/

Yo

\\4

Solution
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16:ff|x—y|dxdy=ﬂ(—x+y)dxdy+ﬂ(x—y)dxdy

Ix—yl=—x+y
/\\w /
y=x?
Dl
/
D y/ x—yl=x—y
// \(}
Dy
11 1 x
ff( x+y)dydx+ff(x— y)dydx
0 x 0 x2

1 x 1 5 4
X X
I6B=]](x y)dydx—j[xy—— =](7—x3+7>dx
0 x2 0
/ x> x* X3 1
87110 4 ' 6 60
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Exemple 3 Interprétation de volumes

Tracer les volumes suivants

o 4 ={(xy2)|0<x<2 x<y<2 0<z<y?}

).

LR

o A, ={(xy,2)|0<x<2 —x?<y<2 0<z<2}
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Exemples de calcul des fonctions dans les volume

1- f(x,y,z) = 4x*+y+z

Dans le domaine
A ={(x,y,2)|0<x<2 x<y<2 0<z<y?

2 2° 2 2 S ¥?
z
I =jff(4x2+y+z)dzdydx=Jf[4x Z+yz+2] dydx
0 x 0 0 x

0
2 2
Y
JJ<4x2y2+y + )dydx—
0 x

[32x 16 4x° x4 l 43x5 x4 32x2 36
+4 f

4

LY yo°
I-l‘ﬁlxdx

- T

2
1=
0

I [43366 x5 32x3 36x]° [43><64 32 256 72

180 20 9 T3 |7 180 20 9 '3
688 72 1280 6487 1168

25 a5 25 Ta5lT a8

2-

flx,y,z2) =x—1y dans

D, ={(x,y,2)|0<x<2  —x?<y<2 0<z<2}
2 2 2 2 2
zj jJ(x y)dZdydx—j f(x y)z]3dydx
0 —x20 —x2
2 y? ? ‘ x*
I =][2<xy—7>] dx=2f<2x—2+x3+7>dx
0 —x? 0

Is = [2x? 4+x4+x52—72
N 5|5



