
Chapitre 1 : Intégrales multiples  

 

  

1.1 Rappels sur l’intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives. 

Non satisfait de la théorie de l’intégration de Cauchy portant sur les fonctions continues qui 

lui paraît insuffisante pour manipuler certaines séries de Fourier (pour des fonctions « peu » 

régulières), il publie (1854) une rigoureuse théorie de l'intégration pour les fonctions bornées 

(continues ou non) sur un intervalle fermé. D’autres théories de l’intégration ont vu le jour 

plus tard : intégrale de Stiltjes, intégrale de Lebesgue…etc. On sait depuis Mercator (1620-

1687) et Leibniz (1646-1716), que si une fonction est positive, l'intégrale de cette fonction sur 

un intervalle [a ; b] évalue l'aire « sous la courbe ». L’idée de Bernhard RIEMANN (1826-1866) 

(Allemagne) a été de repartir de cette évaluation de l’aire en montrant qu’elle pouvait se faire 

même pour des fonctions non continues… et qui donc ne possèdent pas de primitive. 

1.2 Intégrales doubles  

1.2.1 Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R2 

Définition : On appelle description hiérarchisée du domaine D, une partie fermée bornée de 

R2 : l’existence de 2 réels a et b et de 2 applications continues sur [a,b], notées u et v tels que 

a < b et  

     ∀x ∈ [a,b], u(x) ≤ v(x), avec  

      (x,y) ∈ D ⇔        {
𝐱 ∈  [𝐚, 𝐛]

𝐲 ∈  [𝐮(𝐱), 𝐯(𝐱)]
  

 

 

 

 

 

 

 

 

= v(x) 

= u(x) 
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1.2.2  Intégrale double de f(x,y) dans le domaine D  

On appelle intégrale double de f sur D (déjà défini par sa description hiérarchisé) : 

𝐼 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫[ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
𝐷

 

NB. L’integrale contenant les deux fonctions contours (v(x) et u(x)) doivent etre à 

l’interieur 

Changement de bornes (Théorème de Fubini) 

On peut réaliser la double intégration à partir de l’intervalle bornée sur l’axe y  

 

𝐼 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ [ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝛽(𝑦)

𝛼(𝑦)

𝑑𝑥] 𝑑𝑦

𝑑

𝑐
𝐷

 

 

 

1.2.3  Calcul des surfaces connues à partir des intégrales doubles  

Pour le calcul des surfaces, la fonction est prise 𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝟏. 

Rectangle 

 

 

 

 

𝑆𝑟𝑒𝑐 = ∬ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫[ ∫ 1

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥 = ∫[∫ 1

𝑑

𝑐

𝑑𝑦] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
𝐷

= (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) 

 

Triangle 

 α(y) 

 β(y) 
D 

  d 

  c 

  y 

  x 
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𝑆𝑡𝑟𝑖 = ∬ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ [ ∫ 1

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥 = ∫

[
 
 
 
 

∫ 1

(𝑑−𝑐)
(𝑏−𝑎)

(𝑏−𝑥)+𝑐

𝑐

𝑑𝑦

]
 
 
 
 

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
𝐷

 

𝑆𝑡𝑟𝑖 = ∫[𝑦]𝑐

(𝑑−𝑐)
(𝑏−𝑎)

(𝑏−𝑥)+𝑐

𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫
(𝑑 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏 − 𝑥)    𝑑𝑥 = [

(𝑑 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏𝑥 −

𝑥2

2
)]

𝑎

𝑏𝑏

𝑎

 

𝑆𝑡𝑟𝑖 =
(𝑑 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)
(𝑏2 −

𝑏2

2
− 𝑏𝑎 +

𝑎2

2
) =

(𝑑 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)

1

2
(𝑏2 − 2𝑏𝑎 + 𝑎2) 

Finalement   

𝑆𝑡𝑟𝑖 =
(𝑑 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)

1

2
(𝑏 − 𝑎)2 =

(𝑑 − 𝑐)(𝑏 − 𝑎)

2
 

D’où la surface du triangle est la moitié que celle d’un rectangle. 

  

CERCLE  

 

 

 

                           

 

𝑆𝐶𝑒𝑟𝑐 = ∬ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ [ ∫ 1

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥 = ∫ [ ∫ 1

√𝑅2−𝑥2

−√𝑅2−𝑥2

𝑑𝑦] 𝑑𝑥

𝑅

−𝑅

𝑏

𝑎
𝐷
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𝑆𝐶𝑒𝑟𝑐 = ∫[𝑦]
−√𝑅2−𝑥2
+√𝑅2−𝑥2

𝑑𝑥

𝑅

−𝑅

= ∫ √𝑅2 − 𝑥2    𝑑𝑥 = [𝑥√𝑅2 − 𝑥2 + 𝑅2 sin−1 (
𝑥

𝑅
)]

−𝑅

𝑅
𝑅

−𝑅

 

𝑆𝐶𝑒𝑟𝑐 = 2𝑅2 sin−1(1) = 𝑅2𝜋 

1.2.4 Changement de variables 

 

On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification. 

 On rappelle que :  

𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
= |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| 

  Notons qu’on fait un changement de variable :  

• pour simplifier le domaine, ce qui est nouveau  

• ou pour simplifier le calcul des primitives emboîtées. Notons enfin que le 

domaine change et donc sa description hiérarchisée aussi. 

 

a. Changement de variables en coordonnées polaires 

En coordonnées polaires, nous avons les relations suivantes 

{
𝑥 = 𝜌 cos(𝜃)

𝑦 = 𝜌 sin(𝜃)
 

                             Le jacobien dans ce cas s’écrira sous cette forme 

𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝜌, 𝜃)
= ||

𝜕𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝜕𝜃

|| = |
cos 𝜃 −ρsin 𝜃
sin 𝜃 ρcos 𝜃

| = 𝜌 ≥ 0 
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Le passage entre les intégrales doubles du cartésien en polaire se fera 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
𝐷

∬ 𝑔(𝜌, 𝜃)𝝆 𝑑𝜌 𝑑𝜃 = ∬ 𝑓(𝜌 cos 𝜃 , 𝜌 sin 𝜃)𝝆 𝑑𝜌 𝑑𝜃
∆∆

 

 

 

 

 

Exemple calcul de la surface d’un cercle en coordonnées polaire 

Le passage des coordonnées cartésien aux coordonnées polaires par changement 

de repère s’effectue comme suit : 

 

𝑆𝐶𝑒𝑟𝑐 = ∬ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ [ ∫ 1

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥 = ∫ ∫ 1

2𝜋

0

𝝆𝑑𝜃𝑑𝜌

𝑅

0

𝑏

𝑎
𝐷

 

𝑆𝐶𝑒𝑟𝑐 = ∫ [∫ 1

2𝜋

0

𝑑𝜃]𝝆𝑑𝜌 =

𝑅

0

2𝜋 ∫ 𝝆𝑑𝜌 = 2𝜋
𝑅2

2

𝑅

0

= 𝜋𝑅2 

 

NB  

Le calcul de la surface d’un cercle par les coordonnées polaire est beaucoup plus 

simple car les variables et les bornes d’intégration sont simultanément 

indépendants contrairement au même cas en coordonnées cartésienne (passage 

de D à Δ.   
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1.3 Intégrales triples  

    1.3.1 Description hiérarchisée d’une partie fermée bornée de R3 

 

∆  un fermé borné de R3, une description hiérarchisée de ∆ est de la forme : 

(𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ ∆↔ {

𝐱 ∈  [𝐚, 𝐛]
𝐲 ∈  [𝐮(𝐱), 𝐯(𝐱)]

𝐳 ∈  [𝛂(𝐱, 𝐲), 𝛃(𝐱, 𝐲)]
 

 On peut avoir les variables dans un autre ordre, l’important est que les bornes de chacune 

ne soient définies qu’en fonction des précédentes.  

On définit alors l’intégrale triple de f continue sur ∆ par :  

 

𝐼 = ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧
∆

= ∫[ ∫ [ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝛽(𝑥,𝑦)

𝛼(𝑥,𝑦)

𝑑𝑧]

𝑣(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑑𝑦] 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
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1.3.2 Changement de variables 

Sous les mêmes hypothèses que celle en 2D 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤), (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜖𝐷 ↔   (𝑢, 𝑣, 𝑤)𝜖∆, 𝑒𝑡 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤)  

On a alors 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∭ 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤) |
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝑢, 𝑣, 𝑤)
|  𝑑𝑢 𝑑𝑣𝑑𝑤

∆

 

Le Jacobien dans ce cas 

𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝑢, 𝑣, 𝑤)
=

|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|

|
 

 

1.3.3  Calcul des volumes à partir des intégrales triples  

Pour le calcul de volume, la fonction est prise 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟏. 

Cube  

 

 

 

 

 

 

 

𝑆 = ∭ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧
∆

= ∫[∫ [∫1

𝑓

𝑒

𝑑𝑧]

𝑑

𝑐

𝑑𝑦] 𝑑𝑥 = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)(𝑓 − 𝑒)

𝑏

𝑎
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Cylindre  

Pour le cylindre, on adopte le changement de variable adéquat. 

{
𝑥 = 𝜌 cos(𝜃)

𝑦 = 𝜌 sin(𝜃)
𝑧 = 𝑧

 

Le jacobien dans ce cas : 

𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝜌, 𝜃, 𝑧)
=

|

|

𝜕𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝑧

𝜕𝜌

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝑧

|

|

= |
cos 𝜃 −𝜌 sin 𝜃 0
sin 𝜃 𝜌 cos 𝜃 0

0 0 1

| = 𝝆 

∭ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∭ 1𝝆 𝑑𝜌 𝑑𝜃𝑑𝑧
∆

= ∫[∫ [∫ 𝜌

𝑅

0

𝑑𝜌]

2𝜋

0

𝑑𝜃] 𝑑𝑧 = ℎ𝜋𝑅2

ℎ

0

 

 

Sphère  

Pour la sphère, on a  

{
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃 sin𝜑
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 sin𝜑

𝑧 = 𝜌 cos𝜑
 

En appliquant le jacobien: 

 

𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷(𝜌, 𝜃, 𝜑)
=

|

|

𝜕𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜑
𝜕𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜑
𝜕𝑧

𝜕𝜌

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜑

|

|

= |

cos 𝜃 sin 𝜑 −𝜌 sin 𝜃 sin𝜑 𝜌 cos 𝜃 cos𝜑
sin 𝜃 sin𝜑 𝜌 cos 𝜃 sin𝜑 𝜌 sin 𝜃 cos𝜑

cos𝜑 0 −𝜌 sin 𝜑
| = 𝝆𝟐 𝐬𝐢𝐧𝝋 

∭ 1 𝑑𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧
𝐷

= ∭ 1𝝆𝟐 sin 𝜑  𝑑𝜌 𝑑𝜃𝑑𝜑
∆

= ∫ [∫ [∫ 𝜌2

𝑅

0

𝑑𝜌]

2𝜋

0

𝑑𝜃] sin 𝜑 𝑑𝜑 = 4𝜋
𝑅3

3

𝜋

0
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Exemples Associées à ce chapitre  

 

Exemple 1 
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∬ 1 𝑑
𝐴𝑖𝑟𝑒

𝑥𝑑𝑦 = ∫ [ ∫ 1 𝑑𝑦  

𝑥3−2𝑥2+𝑥

𝑥2

] 𝑑𝑥

3−√5
2

0

+ ∫ [ ∫ 1 𝑑𝑦  

𝑥2

𝑥3−2𝑥2+𝑥

] 𝑑𝑥

3+√5
2

3−√5
2

 

 

 
 

 

Exemple 2 Fonction à intégrer est en valeur absolue 

 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|               sur le domaine                        𝐷1 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ≥ 0, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1} 

 

 

 

 

 

 Solution 
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𝐼6 = ∬|𝑥 − 𝑦|

𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬(−𝑥 + 𝑦)

𝐷𝐴

𝑑𝑥𝑑𝑦 + ∬(𝑥 − 𝑦)

𝐷𝐵

𝑑𝑥𝑑𝑦 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

𝐼6 = ∫∫(−𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

1

𝑥

1

0

+ ∫ ∫(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑥

𝑥2

1

0

 

 

𝐼6𝐴 = ∫∫(−𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

1

𝑥

1

0

= ∫[−𝑥𝑦 +
𝑦2

2
]
𝑥

1

𝑑𝑥 = ∫(
𝑥2

2
− 𝑥 +

1

2
)𝑑𝑥

1

0

1

0

 

𝐼6𝐴 = [
𝑥3

6
−

𝑥2

2
+

𝑥

2
]
0

1

=
1

6
 

 

𝐼6𝐵 = ∫ ∫(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑥

𝑥2

1

0

= ∫[𝑥𝑦 −
𝑦2

2
]
𝑥2

𝑥

𝑑𝑥 = ∫(
𝑥2

2
− 𝑥3 +

𝑥4

2
)𝑑𝑥

1

0

1

0

 

 

𝐼6𝐵 = [
𝑥5

10
−

𝑥4

4
+

𝑥3

6
]
0

1

=
1

60
 

 

𝐼6 = 𝐼6𝐴 + 𝐼6𝐵 =
1

6
+

1

60
=

11

60
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Exemple 3 Interprétation de volumes 

Tracer les volumes suivants 

 

 𝛥1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2,   𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 2,   0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦2} 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝛥2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2, −𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 2,   0 ≤ 𝑧 ≤ 2} 
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Exemples de calcul des fonctions dans les volume 

1-                                 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  4𝑥2 + 𝑦 + 𝑧      
 

Dans le domaine 

𝛥1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2,   𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 2,   0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑦2} 

 

 

 

𝐼 = ∫∫∫ ( 4𝑥2 + 𝑦 + 𝑧)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦2

0

= ∫∫[4𝑥2𝑧 + 𝑦𝑧 +
𝑧2

2
]
0

𝑦2

𝑑𝑦𝑑𝑥

2

𝑥

2

0

2

𝑥

2

0

 

 

𝐼 = ∫∫(4𝑥2𝑦2 + 𝑦3 +
𝑦4

2
)𝑑𝑦𝑑𝑥 = ∫[

4𝑥2𝑦3

3
+

𝑦4

4
+

𝑦5

10
]
𝑥

2

𝑑𝑥

2

0

2

𝑥

2

0

 

𝐼 = ∫ [
32𝑥2

3
+ 4 +

16

5
−

4𝑥5

3
−

𝑥4

4
−

𝑥5

10
] 𝑑𝑥 = ∫[−

43𝑥5

30
−

𝑥4

4
+

32𝑥2

3
+

36

5
] 𝑑𝑥

2

0

2

0

 

𝐼 = [−
43𝑥6

180
−

𝑥5

20
+

32𝑥3

9
+

36𝑥

5
]
0

2

= [−
43 × 64

180
−

32

20
+

256

9
+

72

5
]

= [−
688

45
−

72

45
+

1280

45
+

648

45
] =

1168

45
 

 

2-  

 

 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 − 𝑦         dans                                   

 

𝐷7 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2, −𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 2,   0 ≤ 𝑧 ≤ 2} 

 

 

𝐼 = ∫ ∫ ∫( 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥

2

0

= ∫ ∫[( 𝑥 − 𝑦)𝑧]0
2𝑑𝑦𝑑𝑥

2

−𝑥2

2

0

2

−𝑥2

2

0

 

 

𝐼 = ∫ [2( 𝑥𝑦 −
𝑦2

2
)]

−𝑥2

2

𝑑𝑥 =

2

0

2∫( 2𝑥 − 2 + 𝑥3 +
𝑥4

2
)𝑑𝑥

2

0

 

 

𝐼5 = [2𝑥2 − 4𝑥 +
𝑥4

2
+

𝑥5

5
]
0

2

=
72

5
 


