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 Équations différentielles linéaires 

Equations différentielles linéaires du premier ordre  

1.1 Présentation du problème  

On se donne deux fonctions a et b définies et continues sur un intervalle I de ℝ à valeurs dans ℝ 

ou ℂ et on s’intéresse à l’équation différentielle linéaire du premier ordre 

 
Résoudre l’équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions f dérivables sur I vérifiant 

 
b est le second membre de l’équation différentielle (E). L’équation différentielle homogène (ou « 

sans second membre ») associée à l’équation différentielle est : 

 
 

1.2 Résolution de l’équation y ′ + ay = b par la méthode de Lagrange  

On se donne a : x → a(x) et b : x → b(x) deux fonctions continues sur un intervalle I de ℝ à 

valeurs dans  

On veut résoudre sur I l’équation différentielle y ′ + ay = b . Puisque la fonction a est continue sur 

I, la fonction a admet des primitives sur I. On note A une primitive de la fonction a sur I. Enfin, on 

fixe un réel x0 de I. 

Soit f une fonction dérivable sur I. Puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas sur ℝ. 

 

  
Ce qui conduit à  

(𝑒𝐴(𝑥)𝑓(𝑥))
′

= 𝑏(𝑥)𝑒𝐴(𝑥) ⇔ 𝑒𝐴(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝐶 + ∫ 𝑏(𝑥)𝑒𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

𝑥0

 

⇔ 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑒−𝐴(𝑥) + 𝑒−𝐴(𝑥) ∫ 𝑏(𝑥)𝑒𝐴(𝑥)𝑑𝑥 

(Sans conditions initiales) 

D’après le théorème de Cauchy, pour tout (x0, y0) ϵ I, il existe une solution de f de                                        

vérifiant f(x0)= y0 

(Avec conditions initiales) 

                                                

𝑦(𝑥) = 𝑦0𝑒−𝐴(𝑥) + 𝑒−𝐴(𝑥) ∫ 𝑏(𝑥)𝑒𝐴(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

𝑥0

 

 

Avec A est la primitive de a, s’annulant sur x0 

Exemple 1 

Soit l’équation différentielle y ′ + y = 1 sur I = R*  et   y0=y(x0)=1 (avec conditions initiales) 
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Solution 

 a=1, donc A(x)= (x-x0)¸= x    

 

𝑦(𝑥) = 1𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 ∫ 1𝑒𝑥𝑑𝑥 =  𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥(𝑒𝑥 − 1) = 𝑒−𝑥 + 1 − 𝑒−𝑥 = 1
𝑥

0

 

Exemple 2 

Soit l’équation différentielle 2xy′ − y = 3x2 sur I =]0, +∞[  (sans conditions initiales) 

Solution 

L’équation s’écrira sous la forme  

𝒚′ −
𝒚

𝟐𝒙
=

𝟑

𝟐
𝒙     avec     𝒂(𝒙) = −

𝟏

𝟐𝒙
           et        𝒃(𝒙) =

𝟑

𝟐
𝒙      

 

𝒂 = −
𝟏

𝟐𝒙
           , donc    𝑨(𝒙) = −

𝟏

𝟐
𝒍𝒏(𝒙)        

 

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒−𝐴(𝑥) + 𝑒−𝐴(𝑥) ∫ 𝑏(𝑥)𝑒𝐴(𝑥)𝑑𝑥     

 

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒
𝟏
𝟐

𝒍𝒏(𝒙) + 𝑒
𝟏
𝟐

𝒍𝒏(𝒙) ∫
𝟑

𝟐
𝒙 𝑒−

𝟏
𝟐

𝒍𝒏(𝒙)𝑑𝑥 

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒𝒍𝒏(√𝒙) + 𝑒𝒍𝒏(√𝒙) ∫
𝟑

𝟐
𝒙 𝑒

𝒍𝒏(
𝟏

√𝒙
)
𝑑𝑥 

𝑦(𝑥) = 𝐶√𝒙 + √𝒙 ∫
𝟑

𝟐
√𝒙 𝑑𝑥 

𝑦(𝑥) = 𝐶√𝒙 + √𝒙
𝟑

𝟐
[
𝟐

𝟑
√𝒙𝟑]  

𝑦(𝑥) = 𝐶√𝒙 + 𝒙𝟐 

 

1.3 Structure de l’ensemble des solutions 
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En générale on note r à la place de z pour distinguer les solutions de l’équation caractéristiques oà les 

solutions peuvent etre réelles ou complexes, on note 

  

(I) 

(II) 
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En résumé 
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Résolution de L’équation complete (I) 
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Exemples et exercices 

 

 

Exemple 1 

 

 
 

Solution 
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Exemple 2 

 

 
 

Solution 
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