Chapitre 4 : Equations Différentielles Linéaires

Equations différentielles linéaires

Equations différentielles linéaires du premier ordre

1.1 Présentation du probleme
On se donne deux fonctions a et b définies et continues sur un intervalle I de R a valeurs dans R
ou C et on s’intéresse a I'’équation différentielle linéaire du premier ordre
y'+ay=>b
Résoudre I'équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions f dérivables sur I vérifiant
¥x € 1, f'(x) + a(x)f(x) = b(x)

b est le second membre de I'équation différentielle (E). L'équation différentielle homogéne (ou «
sans second membre ») associée a I'équation différentielle est :

y'+ay=0

1.2 Résolution de I’équation y ' + ay = b par la méthode de Lagrange
On se donne a : x = a(x) et b : x = b(x) deux fonctions continues sur un intervalle /de R a
valeurs dans
On veut résoudre sur I I'équation différentielle y ' + ay = b . Puisque la fonction a est continue sur
1, la fonction a admet des primitives sur I. On note A une primitive de la fonction a sur I. Enfin, on
fixe un réel x0 de I.
Soit f une fonction dérivable sur I. Puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R.

A f(x) = blx)e™™ (car ¥x € 1, eM™ #£0)

f'(x)+a(x)f(x) = b(x) &¥xel, e*™f'(x)+alx)e
Ce qui conduit a

(eA(")f(x)), =b(x)e® o AW f(x) = C + fxb(x)e“‘(")dx

X0
& f(x) = Ce™® 4 e‘A(")J b(x)eA®dx
(Sans conditions initiales)

D’aprés le théoréme de Cauchy, pour tout (xo, yo) € I, il existe une solution de f de y'+ay=>
vérifiant f(xo)= yo

(Avec conditions initiales)

pe
y(x) = yoe 4@ + e‘A(")J- b(x)e*®dx

X0

Avec A est la primitive de a, s’annulant sur xo
Exemple 1
Soit I'’équation différentielley '+ y =1 sur I = R* et yo=y(x0)=1 (avec conditions initiales)
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Solution
a=1, donc A(x)= (x-xo),= x

X
y(x) =1le ™ + e‘xf le*dx=e*+e ™ (e*—1)=e*+1—-e*=1
0

Exemple 2
Soit I’équation différentielle 2xy’ — y = 3x? sur | =]0, +eo[ (sans conditions initiales)
Solution
L’équation s’écrira sous la forme
y’—zy—x=;x avec a(x) = —i et b(x) =%x
a=-+  ,donc A(x)=-iln(x)
2x 2

y(x) = Ce ™™ 4 74 [ p(x)eA®dyx

y(x) = Ce%ln(x) + e%l"(") J. ;x e_%ln(x) dx
1
y(x) = Celn(V® 4 eln(ﬁ)f ;x eln(ﬁ)dx
3
y(x):(j\/}+\/}f E\/?dx

y(x) = CVx + \/E;Ex/;]

y(x) = CVx + x*

1.3 Structure de I’ensemble des solutions

Théoréme 2. Soit a une fonction continue sur un intervalle I de B a valeurs dans K =R ou C.

Les solutions de (Ey) : y'+ay = 0, sur I, sont les fonctions de la forme Cfy ont fo est une solution non nulle quelconque
de (En) surlet C € K.

DEMONSTRATION .
x

Les solutions de (E) : y'+ ay = b sur I sont les fonctions de la forme x — Ce™ A 4 e'”"] b(t)e™" dt. Quand b est la fonction

X0
nulle, on obtient en particulier le fait que les solutions de (Ey) : y’ + ay = 0 sur I sont les fonctions de la forme x = Ce~AY),
On note que la fonction x — ¢™*™) n'est pas nulle. Donc, si on pose f; = e™?, f; est une solution non nulle de (En) sur I et

8y ={Cf;, CeK).

Si maintenant, fo est une solution non nulle quelconque de (Eg), alors il existe Co € K\ {0} tel que fo = Cofy. Mais alors,

{Cfl. CeK)l= {éCth Ce K} = {Cgofo. Ce K} C {C'fo‘ (e € K}

et {Cfo, C € K} ={CCofy, C € K} C {C'f1, C’ € K}. Finalement § = {Cfo, C € K}.
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Théoréme 3. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de B a valeurs dans ¥ = R ou C.

Les solutions de (E) : y’ + ay = b sur I sont les fonctions de la forme Cfy + f; on fo est une solution non nulle
quelconque de (Ey) sur I (on (Ep) est 'équation homogeéne associée y’ + ay = 0), f; est une solution particuli¢re de
(E)surTet CeK.

DEMONSTRATION . D'aprés le théoréme 1, 'équation (E) admet au moins une solution sur 1. Soit fi une solution particuli¢re
de (E) sur I Par construction, la fonction fy vérifie f] + afy = b sur 1. On note aussi fo une solution non nulle de (Ey) sur L.

Soeit alors f une fonction dérivable sur I.

fsolution de (E)sur 1 & f' 4+ af =b & ' 4 af = f] +af)
&(f=f) +alf=f)=0
& f — f1 solution de (En) sur
& 3C e K/ f—f = Cfy (d’aprés le théoréme 2)
& 3ICe K/ f=Cfo+ 1.

On a 'habitude de dire que la solution générale de 'équation différentielle (E) est la somme d'une solution particuliére de
I'équation (E) et de la solution générale de I'équation homogeéne associée (Ey) :

sol gén de (E)

sol part de (E)

+
sol gen de (Ey).

Exemple 1. Soit (E) I'équation différentielle xy’—2y = 0 sur [ =]0, +ocol. Sur I, I'équation (E) est équivalente a I'équation
y' - %y = 0. Puisque la fonction a : x = —= est continue sur 0, 400/, les solutions de I'équation (E) sur I sont de la

X
forme Cfy, C € R, o fp est une solution non nulle de (E) sur L. La fonction fo : x = x? est bien siir solution de (E) sur
I et donc les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x = Cx?, C € R. Q

Exemple 3. Soit (E) I'équation différenticlle xy’—2y = 1 sur I =0, +o0l. Sur I, I'équation (E) est équivalente a I'équation
y'—=y= = Puisque les fonctions a @ x— —=et b : x +— = sont continues sur |0, +ool, les solutions de 1'équation (E)

x X
sur I sont de la forme Cfy + fy, C € R, on fy est une solution non nulle de (Ey,) sur I et f; est une solution particuliére

de (E). La fonction fo : x — x? est bien siir solution de (Ey) sur I et la fonction fy : x — -3 est bien sir solution de

(E) sur I. Done, les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x + —-;- +Cx%, CeR. (=]
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1.5 Meéthode de variation de la constante

Dans ce paragraphe, on suppose connue une solution fo sur I de 'équation homogéne (Ey, ), non nulle sur 1. Pour résoudre
I'équation différentielle (E) sur I, il ne manque plus qu'une solution particuliére de (E) sur I. Le théoréme suivant fournit
un moyen d'en obtenir une.

Théoréme 6. Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs dans ¥ = R ou C. Soit (E)
I'équation différenticlle y’ + ay = b. Soit fy une solution sur I, non nulle, de I'équation homogéne associée (Ey).

11 existe une solution particuliére de (E) sur I de la forme fy : x = C(x)fa(x) on C est une fonction dérivable sur 1.

De plus, la fonction C vérifie C’' = fﬂ
0

DEMONSTRATION . Soit C une fonction dérivable sur I puis f; = Cf,.

fi+afi =b& C'lo+Cfi+aClo=b& C'fo+Cx (fo+afs) =b
& C'fp = b (car fy est solution de y’ + ay = O sur 1)

ac = fz (car fo ne s'annule pas sur I).
0

Maintenant, les fonctions b et fo sont continues sur [ (fy est continue sur I car dérivable sur 1) et la fonction fo ne s'annule pas sur

1. Done, la fonction ?l_)_ est continue sur 1. Par suite, la fonction r admet au moins une primitive sur I. On en déduit 'existence de
0 0

la fonction C. o s g

Exemple. Considérons I'équation différentielle (E) : y'—y = cosx sur I = R. Les solutions sur R de I'équation différentielle

y' —y = 0 sont les fonctions de la forme Cfp ou fo est la fonction x — e* et C € R,

Déterminons une solution particuliére de (E) sur I par la méthode de variation de la constante. Soient C une fonction

dérivable sur I puis f; = Cfy.

f1 solution de (E) sur [ & ¥x € R, C'(x)e* 4 C(x)e* — C(x)e* = cosx & Vx € R, C'(x) = cosxe™™

Icosxc"‘ dx = Re (J e Xel* dx) =Re (j elmtHi)x dx)

[=14+i)x - S R 3
=Rc(e_)+A=Rc(e (cosx +isinx)(—1 l.))+A

-1+ 2
_ e_‘{—coszx + sinx) i,
La fonction C : x e""(—coszx h Kini%) convient et fournit la solution particuliere fy : X = ———n cosx2+ sinx.
Les solutions de 'équation différenticlle (E) sur I sont les fonctions de la forme x — Ce®* + b s x2+ ot x' CeR.

1.6 Principe de superposition des solutions

Théoréme 7 (principe de superposition des solutions). Soient a, by et by trois fonctions continues sur un
intervalle I & valeurs dans K = R ou C. Soient Ay et Az deux nombres réels ou complexes.

On suppose que f; est une solution particuliére sur I de I'équation y’ + ay = by et que f; est une solution particuliére
sur | de 'équation y' + ay = by. Alors, la fonction f = Ayfy + Azf2 est une solution particuliere de I'équation

différentielle y’ + ay = b oit b = Ayby + Azbs.
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Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
ay” + by’ + cy = g(x)

On s'intéresse maintenant aux équations différentielles du type (E) : ay” Hlpy’ + cy = g(x) on a, b et ¢ sont trois
constantes complexes (a # 0) et g est une fonction continue sur un intervalie i de R 4 valeurs dans C. Cette équation est
une équation différentielle linéaire du second ordre 4 coefficients constants (les coefficients du premier membre ne varient
pas quand x varie).

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions f, deux fois dérivables sur I & valeurs dans C, vérifiant :
Vx € I, af”(x) + bf’'(x) + cf(x) = g(x).

L’¢équation homogéne (ou « sans second membre » ) associée a 'équation (E) est I'équation (Ey) : ay” + by’ +cy =0.

(1)
Résolution de I’équation ay” + by’ +cy =0, (a,b,c) eC*xCx C

Le cas général ou a, b et ¢ sont complexes

On se donne trois nombres complexes a, b et ¢, a ¢tant non nul. On veut résoudre sur R I'équation différenticlle ay” +
by’ +cy =0 (En), c'est-a-dire on veut trouver toutes les fonctions deux fois dérivables sur R & valeurs dans C, vérifiant
pour tout réel x, af”(x) 4 bf’(x) + cf(x) = 0.

Découvrons le résultat, Par analogie avee le premier ordre, cherchons des solutions f de la forme x v+ e**, z € C. f est
deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,

af”(x) + bf'(x) + cf(x) = az?e** + bze™* +ce*™™ = (az? + bz +c) e**,
f solution de (E) sur R & Vx € R, (az? + bz +c) e™
& az? +bz+c =0 (car Vx € R, e** #0).

L'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0, d'inconnue une fonction f, s’est « transformée » en une équation algébrique
d’inconnue un nombre complexe z.

DEFINITION 1. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes, a étant non nul. Soit (Ey,) I'équation différentielle ay” +
by’ +cy =0.

L'équation caractéristique de I'équation (Ey) est I'équation (E¢) :

azt+bz+c =0,

d’inconnue un nombre complexe z.

En générale on note r a la place de z pour distinguer les solutions de I’équation caractéristiques oa les
solutions peuvent etre réelles ou complexes, on note

ar*+br+c¢=0
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1. A=# —dac>0

L'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes

~b+JA -6-A
2a

et =
2a %
La solution générale de (II) est

Ysaun = G+ G avee (G.G) e #

[1‘=

2. A=t —4ac=0

L'équation caractéristique admet une racine réelle double

b
r=——0
2a

La solution générale de (II) est

Ysoun =€ (Gx+ G) avec (G, G) € Vid

3. A= —4ac<0

L'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées

b
soit en posant o.= Fartie réelle de r (ou de ) = g
a

B = Valeur absolue Partie imaginaire de 5 (ou de r

_|M
R e s
2a

—b-A-A
2a a

=—b+2——A:0t+1B et = o-f
a

4
La solution générale de (II) est

Yscumn = (G cosPx+ GsinPy) avec (G, G) € V'a

En résumé
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Solutions de I'équation caractéristique Solution générale de I'équation différentielle (Ey)
7 ions réelles " ;
A>0 | 2solutions réelles ry et ry v=Ce" + C,e™, C, et C; constantes réelles
= -b:JX = -b:ﬁ quelconques
- -
UL -
= , » y=(Cx+C,)e", C et C; constantes réelles
A=0 1 solution réelle double ry = ry =-— :
2a quelconques

A <0 2 solutions complexes conjuguées

nEa+PBi, n=a-pi y=e"(C, cos(fix) + C,sin(fix)), C, et C, constantes

réelles quelconques

aveca= -2 etf= -4
2a 2a

Théoréme 3 : Pour toute équation différentielle du second ordre, il existe une et une seule solution qui
vérifie deux conditions initiales données.

Résolution de L’équation complete (I)

La solution générale de 1'équation compleéte (I) est la somme
e de la solution générale de 1'équation sans second membre (II)

e et d'une solution particuliere de I'équation compléte (I)

Ysoin = Ysoun t Vs
C'est le principe de superposition des solutions (d a la linéarité de 1'équation différentielle)

RECHERCHE d'une SOLUTION PARTICULIERE de L'EQUATION

COMPLETE (I)
e ¢(x) = ™A (x) avec £, polynome de degré 7 et me &

ou bien, on effectue le changement de fonction inconnue y= ™z avec z fonction de x

ou bien

m non racine de 1’équation caractéristique Vs =€ Q)
m racine simple Yspm =€ xQy(x)
m racine double Y =€ QD)

avec (J, polynome de degré »
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* ¢(x) = A (x)cos pxr+ K, (x)sin pr peR
avec 7/, polynome de degré = et A, polynome de degré »/

+/p non racines de l’équation caractéristique
Ysomn = @i(x) cos px+ Sp(x)sin px
t/p racines de l’équation caractéristique
Ysomn = MGy (x) cos pr+ Sy(x)sin px)
k= max(n, )
Uy et S; polynémes de degré £
o ¢(x) = €™ (Acos px+ Bsin px) ,(m, p)€ £ (mou ppeut étrenul) et (4 8 € &

on effectue le changement de fonction inconnue

y=¢"z avec z fonction de x
¢ (N =20,1 /=12,..n
5

et si W,(x) est une solution particuliere de @y’ + oy + cy= ¢ (¥)
Z‘P,-(X) est une intégrale particuliere de ay” + &y + ¢y = Zq) A0
/ i

5.1.. Méthode de variation des constantes.

Nous devons résoudre une équation différentielle de la forme
ay’ + by +cy=09(x) (/) avec a#0

Lorsque le second membre n'a pas l'une des formes indiquées précédemment, on emploie la
méthode dite de variation des constantes.

Soit J; ef y, deux solutions linéairement indépendantes de

I’équation homogene associée ay’+ by +cy=0 (II)

Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, on suppose que les

constantes Asont des fonctions de x dérivables.

On cherche une solution particuliere de 1’équation complete (I) sous la forme
I=h A +1(0 5

Dot ¢/ =Mp+Aops+MJ+hoth
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Lagrange (Frangais 1736 —1813) propose d’imposer aux fonctions inconnues A, ez A,

la condition supplémentaire 1]y +A%5 5 =0

il reste alors ¢ =LA, J{ +A, 5 et en dérivant

V' =MA RS+ M+ Ao )y

En reportant dans 1’équation (I) en tenant compte du fait que y; et
sont solutions de 1’équation (II), aprés simplification il reste

aJ+ Mo gh) = o()
D’ou le systeme qui détermine A] et A}

i ngs = 28

a
AMy+Ao =0

Exemples et exercices

Exemple 1

Trouver la solution de I équation différentielle

X

y'+2y' +y=2e
vérifiant y(0)=3 et y'(0)=1

Solution

y'+2y'+ty=2e¢ * (E)
Equation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants

soit y"+2y'+y=0 (Egy) I équation sans second membre

et r2+2r+1=0 1 équation caractéristique

qui admet une racine réelle double r; =1, =-1

YsG(Eg) = (Cix+Cp)e™ avec (C;,Cy) R
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—X

le second membre @(x) =2e™* est de la forme e™ avec m=-1=r=r,

il existe donc une solution particuliére sous la forme y = Ax%e ™ avec A constante réelle

a déter miner

y= Ax%e7X
y'=A@2x—-x%)e™*
y'=A@2- ax+x%)e™*

en repor tant dans I' équation différentielle, on obtient
y'+2y'+y=2Ae *=2¢* dou A=1
9
Ysp(g) =Xx“€
d'apres le principe de superposition des solutions

YSG(E) = (X2 + CIX + Cz)e_x avec (CI'CZ) eR 2
pour déter miner les constantes,on utilise les deux conditions initiales

y(x) = (x2 +Cix+ Cz)e-x =y(0)=C, =3
y' (x) = (—x%4 (-C1+2)x+C;—Cy)e *=y'(0)=C;-C, =1 soit C; =4
et la solution Y du probleme avec conditions initiales est

Y(x) = (x2 +4x +3)e X

Exemple 2

Résoudre I' équation différentielle

yn +y| _zy = xze—-Zx

Solution
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y'+y' -2y =x’e?* (E)

equation sans second membre y"+y'-2y=0 (Ep)

equation caractéristique r24r-2=0

Racines réelles =1 et 1, =—2 et ysg(g,) =Cie" +Cpe 2% avec (C;,C,p) eR 2

pour rechercher une solution particuliere, on effectue le changement de fonction inconnue
y=e—2xu avec u fonction de x

apres simplification par e 2X>0 VxeR

on obtient I'équation différentielle

u"-3u' = x*
et I'on cherche une solution particuliere de 1' équation en u (c=0 et b=-3) sous la forme

u=ax3+bx2+cx

u'= 3ax® + 2bx +c
u'= 6ax +2b
=S S . 1 1 2
et par identification, on obtient a=—— b=-—et c=——
9 9 27

la solution particuliere de I'équation complete (E) est

_p 13 1o 2 | %
YSP(E)—( 9x 9x 27x)e

en appliquant le principe de superposition des solutions

1 1 2 .
YSG(E) = YSG(E,) T YSP(E) =Cle"+(—§x3-§x2-2—7X+Cz)e 2% avec (Cy,Cp) €R




