
Chapituefl

Suites de nombres réels

3.1 Définitrons
Définition 3.1.1 Unc su'itc récllc (u,,),,.N cst la donnée
I'ensemble des enti,ers naturels N ti ualeurs dans iR.

'u: AI -+ 'R
n r_r u(n):un

o u,, est appelé terme général de la suite (r,,)r,.x et us est appelé premier terme
de la suite.

o (z,"),"em est dite suite arithmétique s'il existe o € IR,, tel que un+r - Ltrn : &,,

dans ce cas on a i urn: tl,o * na; Vzz € N.

o (u,r),rex est dite suite géométrique s'il existe a € iR, tel que

CA"S OÛ A i U,n:ll,O.An; Vff, € N.

un+7
Un

: o, dans ce

3.2 Monotonie d'une suite réelle

Définition 3.2.L Soi,t (u,,),,.x une su'ite réelle,

. (u,,),,.w est di,te cro'issante (resp. strictement croi,ssante) si, :

Vne N; iln+L-un)0 (resp. siYn€ N;u",+r -u">0).
o (zrr),rex est di,te décroi,ssante (resp. strictem,ent décroi,ssante) si :

Vn € N; un+r_- un 10 ( resp. si,Yn e N;r",*t - u" < 0).

. (u",),rex est di,te monotone si elle est so'it cro'issante soi,t décroi'ssante.

o (ur,.)rrex est di,te strictement monotone si, elle est soi,t strictement cro'issante

s oi,t stri,ctement décro'iss ante.

Exemples 3.2.2 1. Pour un: î12 - 2n, ne NIa sui'te (un)ncry €sl croissante.

Lt4*4 {!_
un+l - un : (n+ 1)' - 2 (n + L) : rt4.+1 ) 0,Vn € N.F

f,., n e N; la szife (r",),,-.* est décroi'ssante.

-nlLn+I - 'Lln : j----:--:l ( 0, Vn € N.
(rù + r/:

d'unc appli,cat'ion u de

En effet;

2. Pour un:
En effet;
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3.3 Suites réelles et relation d'ordre

Définition 3.3.I Soi,t (r",)r,.* une sutte réelle.

. (u,,),,.x est di,te majorée si, : fM € IR';Vn € N; u,, ( M.

o (u",)r,ex est di,te mi'norée si' : )m e R;Vn € N; rn 1un.

o (ur.)r"ew est d,i,te bornée si, elle est majorée et mi,norée ou s'il eri,ste M > 0 tel

que lu"l I M. /

Exemples 3.3.2 1. Si,Vn € N, 't^lr,: cosrl, alors la sui,te (un)n * est bornée'

En cffet; lu"l < 1,Vn e N.

2. Si,Yn€ N*, u^: iS, alors la suite (u,,)r,.x. est majoçée par 2'
k:1

En effet; on a Vk e N. :

k>k-1<+ k2>tç(k-1) >oe #=d-",1 "

d'où

L#=Ld=*F-]-<1+L;=
o'çft4:*T-f,'d'où

unlr+É(*-*)
k:2

è1Ln<r+(r -i+}-*+â- -*+*-*)
et par conséquent 

un ..2- : = 
2,Vn € N*.

n

3.4 Sous-suites

Définition 3.4.L Soi,t (u,,.),,.w une su'ite réelle et ç une appli,cati'on stri,cte:ment

cro,issante de N dons N, la iuzte (rr(,,)),,.* est di,te sous-su'i,te ou su'i,te extrai'te de ,

(r,,),,.x.

Exemple 3.4.2 Soi,t (un)n.p* u??8 sui,te réelle telle que Itrn : C#, on peut en

ertra'ire les deur sous-su'i,tes (u2",)rr.N. et_(u2na1)nr* telles que :

'u,2n: *,rr€ N* ef 'ti,2n+r:5;r\,Or, a *'
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46 lch.3

3.5 Convergence d'une suite

Définition 3.5.L Soit (ur,),,.x une su,ite réelle, on d,i,t que (u,Jnr* est conuergente
s'il crtstc un réel I e 1R., tel que

Ve > 0,-n.. eN,Vn e N; (n ) n, + lu" - ll < e).

on note _ l\ry - u": I et on di,t que I est la limite de (u,,),,.*.n -+ +oo

Exemple 3,5.2 On consi,dère la sui,te (Lrn)n€N, telle que u,: I * #.
Montrons que (un)n.* est conuergente aers L

(, IT*r" : 1) <+ (Vu > 0,)?n,€ N,Vn € N;(n Zn" è lu" - tl < e))

lu.- rl< 6<+ fi ., o?.r" o tï(Ë) .'
aLors iL suffit d,e prend,rerr, : [FG)ll * ,.

L IND I

Théorème 3.5.3 ,92 (2,),.* est une suite conuergente alors sa li,mi,te est unique.

Preuve :

Supposons par I'absurde que (ur,),r.x est convergente vers deux limites différentes
l1, /2,telles que 11 f 12, alors on a :

(,, {T_r,: lr) <+ (Or t 0,lnu € N,Vn € N;n } n,+lr.-lrl .Z)

(, 1ï-r,: lz) <+ (Vr r 0,3n',€ N,Vn € N;n ) n'u+ 1""- trl .;)
Comme

ll, - ltl: l(u" - lr) + (lz - u*)1,

alors si on pose n'! : max(r*n'r), on a

Ve > 0, 1n'! eN;,Vn e N;(n t n'! +ltz- ttl1l(u,- rr)l+ l(u^-tr)l < e).

d'où
Ve > 0, -n'! eN;,Vn e N;n ) n'! + ll2 - Il < e

par conséquent 11 : lz; absurde. tr

Remarque : IJne suite est dite divergente si elle tend vers I'infini ou bien si elle
admet plusieurs limites différentes.

Suites de nombres réels

Damerdji Bouharis A USTO MB
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3.6 Suites divergentes
Définition 3.6.L Soi,t (rr",),,.x une su,ite réelle,

/\(- \"f -Ln: +*)<+(VA )O,-na€N,Vn€N;n )nn+un> A)
\t-+oo /
/\
[_ ti"] ^^1trn: -oo ) <+ (VB <0,1np € N,Vn€N;n ]npèu,< B)
\t-+oo /

Proposition 3.6.2 ,9i (u,,)r,.^ est une sui,te di,uergente, telle que

llq ,":*oo (resp. li* un:-æ),
n -+ +oo n -+ +oo
et (o,r),r.^ une su,ite telle que LLn I ,t)n (resp. un 2 un), Vn e N; alors la sui,te

(t rr)rr.x est d'iuergente et on a
lit] un: *æ (resp. lim un: -æ).n -+ +oo 17 -+ +oo

Preuve :

En effet, on a
VA> 0,3n6 € N,Vn € N;n ) naè un) A

et
'l-Ln 1'un,Vn e N

alors
VA > 0,1na€ N,Vn € N; n ) nn è an ) A,

d'où
lim 0n: *oo.

n -+ *oo

Proposition 3.6.3 Toute suite conuergente est bornée.

Remarques :

1. Par contraposée; une suite non bornée est divergente.

2. La réciproque n'est pas vraie, une suite bornée n'est pas toujours convergente.

Exemple 3,6.4 Soi,t un: (-1)' ,Yn e N, olors la suite (r,,),,.^ cst bornée car

Vn e N; l(-1)"1 < 1.

ef (zrr)rr.* est di,uergente car elle ad,met d,eun limi,tes d,i,fférentes :

r:_ | ! s'inestpai,r

", 
lll-" : 

| -r si n est impa'ir

Proposition 3.6.5 ,9e (u,),.^ est une su'ite conuergente alors toutes ses sous-su,ites
sont conuergentes uers la même limite.

Remarque : Par contraposée, il suffit de trouver deux sous-suites qui ne convergent
pas vers la même limite pour dire qu'une suite est divergente.

+t
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48 Suites de nombres réels lch.3

3.7 Opérations sur les suites convergentes

Théorème 3,7,L Soi,ent (u",),r.* ef (urr),,.* deur sui'tes conaergentes reysect'iue-

ment uers les li,mi,tes \,12 et soi,t À € IR, alors les suites (u, + on)",eN , (Àu,r),r6ry ,

/". \
(r",.r",),".ru , \i),n* , (lr,l),,€N conaergent auss'i et on a :

1. lim (un+un):h*lz'
n --) +oo

2. *lj\*(Àu") : 17r.

3. , 11_ (u,.r,) : h.lz.

4. ,r]^**T : fr si' lz * o.

5. lim lrr"l : lltl .

Remarques :

1. La somme de deux suites divergentes peut être convergente.

2. La valeur absolue d'une suite divergente peut être convergente.

Exemples 3,7.2 1. Soi,ent les sui,tes (r,,,)r,.x et (u,,)r,.*, telles que Vn e N

Un:2n etUn: -2n*e-n,
(u,r),,.x et (u,")rr.^ sont di,uergentes or la su'ite (u"+ u')"r.ex est conuergente

cI,r LLn *'un :8, Vn e N.

2. Soi,t un : (-l)n , Yn € N. .[a sui'te (u,")n * esf di'uergente or on a lunl : L,

Vn € N, d,'où la sui,te (lu"l),r.^ esl conuergente.

Propriétés 11 1. Si, (ur),.* esf une oui,te conuergente telle que un > 0, Vn e N
(resp. un ( 0, Vn e N/, alors

,l]\*u,) 0 (resp.n lim_u,, 
-( 

0).

2. Si, (uo)*.* el ('urr),r.* sont deur sui,tes conuergentes telles queun ( urr, Vn € N
alors

lim u_ I lim 1)-.
n -+ +oo '" - 7t, -+ +oo -

Preuve :

1. On àLLn) 0, Vn €N et soit l:r l1*u,r' Montrons que I > 0.

Supposons par l'absurde que I < 0, et soit ,:V > 0 alors on a:
Y

1n, €N, Vrz € N; (n ) nu è lu, - tl. 9i,
d'où
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. lll trlt-ï<un<t+l<0,
ce qui est absurde cat un > 0, Vn e N.

2. On à un l un,Vn € N, soient 11 : {T_r, et 12: n\\*un,
Supposons par l,absurde que t, a ir,et soit u : b*> 0 alors on a :

lnu eN,Vn € N;n 2 n, è lu, - Irl . r, : r? 
.2'

d'où

tl-+ <un<tr+!]_J? *+ <un<
etona

t"; 
" 

...{r)

J4 eN,Vn € N;n > n!, + lrn _ Irl . +,
d'où

6-h,:lz <an<lrah, - lz *3lz-lt - ^. -lt]_lz tr\- 2 \vn \az | 
2 -_ Z_{an{_ ) ...\-)

posons n!! : max(n,,4), alors de (1) et (2) on a 
,

frt! eN;Vn e N; (n > nlJ + ,n . !JJ! a un)

donc un 1,un, ce qui est absurde cæ un< urr, Vn € N .
ou bien on peut simplement voir cette propriété comme conséquence directede la première, où il suffit de poser IDn:,un _,t;n.

un ) 0, Vn € N * 
,, ]i1_r,.> o

o, gT." (r" - un) > o
o,li1*r,,à,li1-r,.

Preuve :

Soit (a,,),,.^

posons .E

une suite croissante et majorée alors :

Vn e N :1tn /-unp1 et JM eR;un I M
: {iln, n. e N} etr u, : sup.E ; on a alors d,après la caractérisation

Théorème3.7.3Toutesuitecroi,ssante(resp.d,é",ot',,onffi'
mi'norée) est conuergente uers sa bome supérieure (resp. inférieure).

Analyse 1
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Suites de nombres réeis

de la borne supérieure :

Ve>0,3peN,u,-€1l.tpt

et comme (urr), est croissante alors :

orlrn < u, dtoù

par suite on a

VneN:nlpluolun

u-€. <uplztn1u<u,*e,

Ve > 0,3p e N,Vn e N, n ) p è lun _ ul < e

alors _ lim un: sltp E. .n -+ +oo --

Preuve :

Soit e ) 0 alors on a Jn1 e N,Vn. € N; n t nt :

lu"-Il<e<+l-e<un1l*e
etonalrr€N,Vn €N; nlh:

Irn - Il < tr+ I - € I ltrn< / +e
posons Tls : max (no,nr,n2) , alors 1n, € N, Vn € N;n ù ne :

/ -e < u, 1,un { wn <l+e + I _ e < un 1 l*e <+ lun _ Il < e,

Ve > 0,fnt eN,Vn € N;n ) ng =+ lun - ll < e,
donc

lim an: l.
rù -+ +oo

Exemple 3.7.5 un: e{J9J,Vn € N*
OnaVn€N*:

-1 <(_1)"<1++

et

(-1)" ln n

Iim ,. lnn
llm

n -+ -læ Tù

d'où

D

-lnn
n

-lnn

lnn
n

:0,

Théorème 9.7.4 ( Encadrement d,,une suite ) Soi,ent(r,),.* , (r,,),,.* , (rJÀtro'is sui,tes réelles, telles que : Vn / rloi lrn { un 1 un et
u' wtè Dutrbc,ô r eettres, [,eues que : vn Z fLOi 1Jn S un 1 W,,

- litl^^r,, : lim .un: l, alors 5im u|l l.'" - 'n -+ +oo n -+ +oo n -+ +oo

Damerdji Bouha.ris A.
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Opérations sur les suites convergentes

alors

lim
2 -+ *oo

(-I)" lnn
n -0.

Kl Preuve :

Comme (t",),,.x est bornée alors fM > 0, Vn € N: lorl 1 M eton a :

,IT_r,:0+>Ve>0, 1n,eN,Vn€N; n 2n,+lu,l .!.M
d'où

Ve > 0,3nu

donc lim LL2un: e.r, -+ +oo

€ N,Vn e N; n 2 nu è lunurl < e,

Preuve :

On utilise la méthode de Dichotomie. L_a suite (z,r)r,.ru étant bornée, il existeA,B e lR tels que -4 < un 1 B,Vn e N, *.oili;iriider:x suites (/,),,.x er(8")r.* et une appiication strictement croissante p de N dans N telres oue"-

Ao: A, Bo: B, g (0) : 0

L'un des deux intervafleg Ge.sments) i,46, 
e+hl , l^+^,Bo] contient les termesde la suite pour une infinit. cl'indic"! ,,_o,i^"*: î{rl B1l cet interva'e et p (r)un entier tel que ,,!D ,,cp (0) et uegl e [O.!,".r). Bï ,Ëpetu"t cette opération,on a pour tout entier naturel n un intervalru^4*,p") i: r""g"*;-#'li'u'entier ç(n) > ,(:^-11 r:, 9ue uç(n) ,.IA:,.g"t,"'a,"î (rr(,.)i,,.x est une sous

lT|lilirk):i* ,T"'construcrionia'suità t rl"._ "* "à,rrunte et (8,,)",.* est

r 
t 

" 
Je; ;., ;*i#. 4;i îr ;;ij' ",tï ;ïî:#*îJ:tout n € N : 4,, { ur@) ( 8,, alors à,uprès re théorème d.e l,encadrement d,unesuite (3.7.4) 

^\\*urçn4: 
r. 

sv r vuvouruuru'L t u 

o

Remarque : ce théoème est une autre propriété caractéristique de l,ensemble desnombres réels IR. Ce n,est pas vrai dans e.

n

Théorème 9.2.6 Soi,ent (r,,),,.ru et (un),r* a"r@,
, \\*un: 0 et (u,'),,ew et tà|àee; àio"î- nrn ,Llnt)n: e.

Théorème3.7.7(Bolzano-weiestrass)Toutesui'teréellebm
une so,tts su,ite conuergente.

Analyse I
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52 Suites de nombres réels

3.8 Suites adjacentes
Définition 3.8.1 ^gozenf (u,,)r,.* el (ur,),,.* d,eur suites réeiles, teiles que (rr,)",.*
est cro'issante et (ur)nr* est décro'issante.

(zr,),rex ef (u,,)r,.* sont dites adjacentes r,, IT* (u, - un) :0.

Exemple 3.8.3 Les suites (ù,r)r,ex. et (orr)rr.*. telles que; Vn € N* ,.fL

un : Dfi.,et un : 'ttn * fi.; conuergent uers la même li,mi,te car elles sont ad,ja-k:7
centes.

En effet, (zr,)r,.x- est cro,issante, (ur,)rr.*_ est cJécr.oi,ssante et on a
Iim (un-un): lim *:0.n --+ +Oo æ -+ +ôo,c,

3.9 Suites de Cauchy
Définition 3.9.1 Une sui,te réelle (2,,),,.N est dite d,e Cauchy si, :

Ve > 0, -n, e.-N,Vp,q € N; (p 2 n, et q ) n, + luo _ uol < e).

Preuve :

(=+) Etant donnée une suite réelle (u",)r,€N r si (rr,)r,.^ est convergente vers un
nombre réel I alors on a :

Ve >0,1nu€N,Vn€N; n)n,+l"rtll .T.
Soient p,e € N tels que p ) nu et Ç ) n, alors

I rr -e , r " €
lup-rl .r"t luq-LI<i,

or luo - unl : luo - t* / - unl d'où

luo - uol S luo - ll + lun - ll < u,

par conséquent (zrr)rr.* est de Cauchy.

(+) Si la suite (u,o),,.x est de Cauchy alors

Ve > 0, 3n, eN,Vp,q € N; Qa' n,et q ) n€+ lue- unl <! ttl)

Tlréorème 3.8.2 Deur suites réelles adjacentes sont conuergentes uers la même
limi,te.

Théorème 3.9.2 Une su'ite réelle est conuergente s'i et seulernent si, elle est d,e
Cauchu.

Damerdji Bouharis A. USTO MB
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Ra ôlSg.YJ Suites de Cauctrv

d'où

"r-i'<up<uo+|,
pour q ) n. frxé, alors ra suite (tro)o.* est bornée, car même si p < nu alors rasuite (zo)r.N. a pogr valeurs Iuo,ut,...,in"_ry

ro:?ns Am: Iuo,, ()nI: {un,1trn+t,...,..}, on remarque que.,4o, est unensemble borné cax. (u"r),"€N est boinée, d'où 
"op 

A, et inf A- existent, notonsinf A": an et supAr, : ôrr-donc an 3 ut, l bnrylc ) n.
On a Vn € N : Arr",1 C Arr; d,où

{ t"t **'1:u.p,4, e I bn*, < bn

I inf An l inf An*1 - I o", I a'+t

alors (4,"),r.* est une suite croissante et (ôrr)rr.* une suite décroissante.
On a aussit ,

supl,, : bn ëVe > 0,!p e N; p ) n : 0 { bn _ up I } tZt

inf A.:anë Ve > 0,fq e N; q> n:01u0_ anl i tel
Par suite; comme

lb" - o"l : lbn - uo * u, - uq * uq - anl,

lb^ - anl < lb" - uol + luu - uol -r luo _ o*l

alors

d'où

(1) 
^ 

(2) n (s) + lb* - a,l < e
or bn ) an,Yn € N; alors

par suite

Ve > 0, 1n" e.N;Vn )_ n, + bn - an < €,

, lil- (bn - an): g.

par conséquent (o,")rr.* et (h)reN sont adjacentes et donc convergent vers lamême limite /, et comme an I unZ bn,Vk I n, 
",tor" f,rr;r.* est Ëorrrrurg"rrr"aussi vers la même limite l. ' \--'o/'r€N ---

Exemple 3.9.3 La sui,te (r,"),,.N telle qu,err,: flEffi# est conaergente mr elle
k:1 '-\'- ' -/

Analyse 1
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est de Cauchy. En effet, so,ientp,Q€ N, lels quep) q, et so,ite ) 0

l n cosk l
l,o - uol: 

l_I,"@TTl 
* ,"" - unl _ 

ri,lrc (k + r)l 
k=q+r

*tup-,nl< i (+-: \ 1

'= *?-"*,\a-;*t )*l"o-unl< q+1-

k(k+r)

11
p+7 q+L',

alors il suffit que # a e, ce qu'i équi,uaut aq> l-L, et donc,il suffit d,e prend,ren.: ll: - 1l] *r, pour auo,ir :

Ve > 0,)n" eN,Vp,q € N; (p ) n, Aq 2 nu + luo _ unl < e)

Par conséquent;la sui,te (r",),r.* est d,e Cauchy.

Remarque : Pour montrer qu'une suite est divergente il suffit de montrer qu,elle
n'est pas de cauchy, en utilisant la négation du critere de cauchy

3e > 0,Vn e N, 1p,q eN;p > n, A Q ) n, Aluo _ unl )_ e.

3.10 Suites récurrentes
Définition 3-10.1 soi,t f : D c IR -+ lR une foncti,on, telle que f(D) c D. on
appelle su'ite récurrente une sui,te (un)nexi défr,ni,e par Ia doniée âr'"0 e D et la
relation de récurcence, ,unç1: f (u*) .

o si la fonction / est croissante alors la monotonie de (u,r),r.* revient à I'étude
du signe de la différence / (ro) - .uo.

- Si / (ro) - u6 ( 0, alors la suite (2,,),,.* est décroissante.
- Si / (ro) - Lte ) 0, alors la suite (u,,),,.* est croissante.

o si la fonction / est monotone et continue sur D et la suite (u,,),reN est conver-
gente vers une limite I e D alors sa limite vérifie l'équation /"(i) : I (point
nxe l.

3.11 Enoncés des exercices
Exercice 1 :

En utilisant la définition de la limite d'une suite, montrer que :tl,tjy;#: l, 2l^J;yri{- : o, sl,\T**# : r,
4l ,S*,2" : *oo, rl ,Jjy*# : -oor O/,IL ln (ln n) : *oo.

Exercice 2 :

calculer les limites des suites suivantes de terme général :

1 lL - 
co"(zng-s). 2 [I_ : (zn+-e",) ] r, _ B.+(-B)-L. vrtr fi4ffifit z. un: 5}1;;TF, 3.Un: 3. ,
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