Chapitre @

Suites de nombres réels

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Une suite réelle (un)neN est la donnée d’une application u de
l’ensemble des entiers naturels N a valeurs dans R.
u: N — R
n — u(n)=u,
® U, est appelé terme général de la suite (u,), oy €t ug est appelé premier terme
de la suite.
® (Un),en est dite suite arithmétique s’il existe a € R, tel que u,11 — u, = a,
dans ce cas on a : u, = ug +na; ¥n € N.

o (Up),cy est dite suite géométrique s'il existe a € R, tel que “Z*l = a, dans ce
n
cason a : u, = ug.a™; ¥n € N.

3.2 Monotonie d’une suite réelle

Définition 3.2.1 Soit (uy), oy une suite réelle,
o (Un),cy €St dite croissante (resp. strictement croissante) si :
Vn € N; upt1 — un >0 ((resp. si Vn € Njupyq — u, > 0).
o (Un),cy €St dite décroissante (resp. strictement décroissante) si :
Vn € N; Upr1 — u, <0 ((resp. siVn € Njupyq — u, < 0).
o (Un),en €St dite monotone si elle est soit croissante soit décroissante.

o (Un),cn €St dite strictement monotone si elle est soit strictement croissante
soit strictement décroissante.

S
Exemples 3.2.2 1. Pour u, =n?—2n, n € N; la suite (“n)neN est croissante.
En effet;

Zu-A ¥
Ung1 —Up = (n+1)°=2(n+1) =331 >0,¥n e N.
2. Pour u, = -7%, n € N; la suite (un),cy €st décroissante.
En effet;
—1
Uptl — Up = m < O,VTL e N.
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§3.5] Suites réelles et relation d’ordre 45

3.3 Suites réelles et relation d’ordre

Définition 3.3.1 Soit (un),cy une suite réelle.

o (Up),cy €st dite majorée si : IM € R; VneN; u, < M.
o (Up)pey €5t dite minorée si : Im e R;Vn € N; m < uy,.

o (Un),ey €St dite bornée si elle est majorée et minorée ou s’il existe M > 0 tel
que |u,| < M.

Exemples 3.3.2 1. SiVn €N, u, = cosn, alors la suite (un),cy €st bornée.
En cffet; |u,| <1,Vn € N.

n
2. §ivn € N*, u, = 3 4, alors la suite (un),cy- €5t majorée par 2.
k=1

En effet; on a Vk € N* :

1 il
E>k-12kB>kk-1)>08 =< ———
> =0 B k(k—1)
d’ou
| - z 1 Gt LI i z 1
72 = Fn 12 = %
k:zk k=2k(k 1) k:lk k:zk(k 1)
e lc(kl——l):_i_l.—% d’ot
S I3 s =)
k=2
R B e S B Se e

et par conséquent

1
U, <2——<2,Vn e N,
n

3.4 Sous-suites

Définition 3.4.1 Soit (un),oy une suite réelle et ¢ une application strictement
croissante de N dans N, la suite (Up(n)), . €St dite sous-suite ou suite extraite de
(U"ﬂ)neN ’

Exemple 3.4.2 Soit (up),cn- une suite réelle telle que un = o

extraire les deuz sous-suites (Usn)pene €t (Uons1)nen telles que :

, on peut en

1 -1
=3 N* n = e Ry ,V N
Uon Qn,Vn S et Uont1 o n e
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46 Suites de nombres réels [Ch.3

3.5 Convergence d’une suite

Définition 3.5.1 Soit (un),oy une suite réelle, on dit que (u,), oy €st convergente
sl existe un réel l € R, tel que

ve>Ddn.eNmeNnzn=lu~1<e).

on note lim w, =1 et on dit que | est la limite de (up),,cy-
W = 00

Exemple 3.5.2 On considére la suite () e telleque = 1= 32,;
Montrons que (un), oy €st convergente vers 1.

( lim u,=1)¢ (Ve>0,37, e N,Vn e N;(n > n. = |u, — 1| < ¢))

n — +oo

In (£)

2 P
]un—1|<e©ﬁ<e¢>g<5 i =

<n

n(2
alors il suffit de prendre n, = [J%l%ﬂ} +1.

Théoreme 3.5.3 S (up),cy est une suite convergente alors sa limite est unique.

Preuve :

Supposons par ’absurde que (Un),en €St convergente vers deux limites différentes
l1,15,telles que Iy # 5, alors on a :

(e lim w,=h) & (‘v’5>0,3nE€N,‘v’n€N;n2n‘6=>|un—l1] < -€—>
n — +oo

(lim =)< (v5>0,3n;eN,VneN;nzn;:> R PR

=00
Comme
|lz E l1| = ’(Un = ll) I (l2 _un”,

alors si on pose n = max (n.,n.), on a
Ve>0,3n] e N;,VneN;(n>n! = |l — li| < |(un — 0)| + |(un — L)| < &).

d’ou
Ve>0,3n] eN;,VneNn>n! = |lp - )| <¢

par conséquent [; = ly; absurde. O

Remarque : Une suite est dite divergente si elle tend vers I'infini ou bien si elle
admet plusieurs limites différentes.
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3.6 Suites divergentes

Définition 3.6.1 Soit (up),cy une suite réelle,
( lin}r un=+oo>@(VA>O,EInAeN,VnEN;nznA:un>A)
n — o

( lim unz—oo) & (VB <0,3ng e N,Vn e N;n > ng = u, < B)

n — 400

Proposition 3.6.2 Si (uy),cy est une suite divergente, telle que

lim wu, =400 (resp. lim wu,=—00),

et (Vn),en une suite telle que u, < v, (resp. u, > v,), Vn € N; alors la suite
(Vn)nen €St divergente et on a

lim v, =400 (resp. lim v, = —00).
n — +00 n — 400
Preuve :

En effet, on a
VA>0,Inp eNVneNn>ny = u, > A

et
Up < Uy, Vn €N
alors :
VA>0,3ng e N,Vn € Nyn > ny = v, > A,
d’ou

lim v, = +o0.
n — 400

Proposition 3.6.3 Toute suite convergente est bornée.

Remarques :
1. Par contraposée; une suite non bornée est divergente.

2. La réciproque n’est pas vraie, une suite bornée n’est pas toujours convergente.
Exemple 3.6.4 Soit un, = (~1)", Vn € N, alors la suite (uy),oy cst bornée car
vneN; |[(-1)"| < 1.

et (Un),ey €St divergente car elle admet deux limites différentes :

p 1 sin est pair
e . : .
n — +oo —1 st n est impair

Proposition 3.6.5 Si (u,), .y est une suite convergente alors toutes ses sous-suites
sont convergentes vers la méme limite.

Remarque : Par contraposée, il suffit de trouver deux sous-suites qui ne convergent
pas vers la méme limite pour dire qu’une suite est divergente.
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48 Suites de nombres réels [Ch.3

3.7 Opérations sur les suites convergentes

Théoréme 3.7.1 Soient (uy),cn €t (Un)nen deut suites convergentes repective-
ment vers les limites 11,y et soit A € R, alors les suites (un + Un)pen » (AUn)pen >

(e V) s (‘—‘ﬂ) . (Jtn|)nen convergent aussi et on a :

v
n ne

n — 400

lim  (Aug) = M.

n — 400

5 gn}roo (O} = by

nl—l)n—ll-oovn L sily #0.

(G - T A

n =+ +eo

Remarques :
1. La somme de deux suites divergentes peut étre convergente.

2. La valeur absolue d’une suite divergente peut étre convergente.
Exemples 3.7.2 1. Soient les suites (un) ey € (Un)nen, telles que Vn € N
U, =2n et v, = —2n+e ",

(Un)nen €t (Un)pen SONE divergentes or la suite (Un + vn),en €S conuvergente
car un, +v, =8, Yn € N.

2. Soit up, = (—1)" , ¥n € N. La suite (un), oy est divergente or on a |u,| = 1,
Vn € N, d’ou la suite (|un|),cy €St convergente.

Propriétés 11 1. Si (un),cy €St une suite convergente telle que u, >0, Vn € N
(resp. un, < 0, Vn € N), alors
lim u, >0 (’resp lim a4, = 0).
n — 400 — +o0
2. Si (un)pen €t (Un)pen SONt deur suites convergentes telles que u, < vn, Vn € N

alors

T e 1 e <] ek o
N =F 00 n — +o0o

Preuve :

1. Onawu, >0, Vn€Netsoit = lim wu, Montrons quel > 0.

n — +00

Supposons par I’absurde que [ < 0, et soit € = M > 0 alors on a:

\/
dn. € N,vn € N; (n>n5=>!un—ll<|l|)

d’ou
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§3.7] Opérations sur les suites convergentes 49
1] 2]
[—— I+= <0,
3 Uil 5
ce qui est absurde car u,, > 0,VneN.
2.0nau, <v,, Vne N, soient [; = lim Up et Iy = lim w,,
== 1200 n — +o00

Supposons par I’absurde que ly < Iy, et soit & = h;—lg > (0 alors on a :

li—1
e eNYneNin>n, = |u, — | < 12 =
d’ou
4 ¥ I 3
ot lz<un<ll+1 12®1+l2<un<311 12...(1)
2 2 2
et on a ] ]
HnéeN,VnEN;nanﬁlvn—lgl< 1; -
d’ou
Ly, —1 L, —1 lo —1 li+1
Joustios 2<vn<12+ 1’2 2¢>322 1<vn< 1;2...(2)

posons n = max (n,,n.), alors de (1) et (2) on a

HngEN;VnEN;(nzng’:vn<

l
1‘2H2 i

donc v, < u,, ce qui est absurde car v, < v, Ve NI,

Ou bien on peut simplement voir cette propriété comme conséquence directe
de la premiere, ot il suffit de poser w, = v, — u,,.

Wn>0,Vne€N= lim w,>0

n — +4oo
< lim (v,—wu,) >0
n — 400
< lim v, > Ilim {5
n — 400 n —¥ 400

O

minorée) est convergente vers sa borne supérieure (resp. inférieure).

Théoreme 3.7.3 Toute suite croissante (resp. décroissante) et majorée (respw

Preuve :
Soit (un),cy Une suite croissante et majorée alors :

VnEN:ungunHetEMeR;unSM

posons E = {u,, n € N} et u = sup £; on a alors d’aprés la caractérisation

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.



50 Suites de nombres réels [Ch.3

de la borne supérieure :
Ve > O,EipEN,u—s<up,
et comme (u,), est croissante alors :
VneEN:n>p=u,<u,

or U, < u, d’ou
U=—E<U S U, Su<u+e,

par suite on a

V&>O,3p€N,‘v’n€N,n2p=>[un—u[<e

alors lim w, = supE. a
n — 400

rThéoréme 3.7.4 ( Encadrement d’une suite ) Soient (o) 2R » () » (n)an
trois suites réelles, telles que : Vn 2 Mo Un < vy < wy, et

lim w,= lim w,=1 alors lim =1
Preuve :

Soite>0alorsona3n1EN,‘v’nEN; T2 M
i =<z @l—ec<cu, <l+e
et on a Iny € N,Vn € N; =N
rs e ol — e, <] te
posons ngzmax(no,nl,ng), alors 3Ing eEN,VneN;n > ns:

l—£<un§vn§wn<l+5:>l~6<vn<l+6<:>'vn~l[<£,

d’ou
Ve > 0,3ns GN,VnEN;nanélvn—ll < g,
donc
lim v, =1.
n — +o0o

Exemple 3.7.5 u,, = H#@,Vn € N*,
On a Vn € N*;

(=1)"Inn < Inn

-1
-l1<(-I)"<1& i P = === car 7 o 0.
n

e = n
et
. —Inn . Inn
lim = lim — =0,
n — +oo Jan n= +eo N
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§3.8] Opérations sur les suites convergentes 51
alors
—-1)"1
lim \( LD =
n — +oco n

Théoréme 3.7.6 Soient (un )y, ¢ 6t (Vn)nen deuz suites réelles, telles que :

lim w, =0 et (“n)neN est bornée; alors lim Uiy =0,
7 = +0co n =¥ 465

Preuve :
Comme (v,,),, .y est bornée alors IM > 0,VneN:|v,|<Metona:

lim_u, =0 VYe>0,3n. € N,Vn e N; n2n5=>|un]<%

n — +oo
d’ou
Ve >0,3n, € N,Vn € N;n>n. = [unts] <€,

donc lim w,v, = 0. |
n — 400

une sous suite convergente.

| Théoréme 3.7.7 (Bolzano-weiestrass) Toute suite réelle bornée (un), oy admij

Preuve :

On utilise la méthode de Dichotomie. La suite (Un)nen étant bornée, il existe
A,B € R tels que A < un < B,Vn € N, on construit deux suites (A4p), .y et
(Bn)nGN et une application strictement croissante ¢ de N dans N telles que

A():A, B():B, QO(O):-O

L’un des deux intervalles (segments) [A4,, 4otBa] [42%Be By] contient les termes
de la suite pour une infinité d’indices n, on note [A, By] cet intervalle et (1)
un entier tel que ¢ (1) > ¢ (0) et Up(1) € [A1,B1]. En répétant cette opération,
on a pour tout entier naturel n un intervalle [An, B,] de longueur % et un
entier ¢ (n) > ¢ (n—1) tel que Up(n) € [An, By], d'on (tpmm)) e €St une sous
suite de (un),cy - Par construction la suite (An)nen est croissante et (Bi)en &t

décroissante et lim B, — 4 — lim 224 — 0 d’od les suites (A et
n n 2 ; n)neN
n — +oo n — 400

(Bn) ey sont adjacentes donc convergent vers la méme limite [ et comme pour

toutn e N: 4, < Ugp(n) < By, alors d’apres le théoréme de I'encadrement d’une

suite (3.7.4) lim Up(m) = L. O
7.~ 460

Remarque : Ce théoeme est une autre propriété caractéristique de I’ensemble des
nombres réels R. Ce n’est pas vrai dans Q.
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52 Suites de nombres réels [Ch.3

3.8 Suites adjacentes

Définition 3.8.1 Soient (un),cy €t (vn),on deuz suites réelles, telles que (un)
est croissante et (v,), oy €st décroissante.

(Un)nen €t (Un),en SONt dites adjacentes si . Bn}roo (tUn —v,) =0.

neN

Théoréme 3.8.2 Deux suites réelles adjacentes sont convergentes vers la méme
limite.

Exemple 3.8.3 Les suites (Un)pen- €t (Un),en- telles que : Vn € N* ;

n
Uy = > 4.6t vy =, + L; convergent vers la méme limite car elles sont adja-
i H [

centes
En effel, (un),en- est croissante, (vn), . st décroissante et on a
Iim (0, =Us)= lim L=0.
n — +oo n — +oo™

3.9 Suites de Cauchy

Définition 3.9.1 Une suite réelle (uy), oy est dite de Cauchy si :

Ve>0,3n. e N,Vp,geN; (p>n, et q > n. = |u, — Uy <g).

"~ Théoréme 3.9.2 Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de
Cauchy.

Preuve :

(=) Etant donnée une suite réelle (Un)nen > 81 (Un),cy €St convergente vers un
nombre réel [ alors on a :

\ €
Ve>0,3n. e NVneN; n>n. = |u, 21| < B
Soient p,q € N tels que p > n, et ¢ > n, alors

€

|up—l|<2

et |u —l\<E
q 2’
or |up — ug| = |up — I +1 — uy| d’ott
lup = ugl < Jup — 1] +|ug — 1] <&,

par conséquent (up), .y est de Cauchy.

(<) Si la suite (uy),,y est de Cauchy alors

Ve > 0,3n. € N,Vp,q € N; (p2n€ et g > n, = Jup, — uy| < % (1))
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§3.9] Suites de Cauchy 95

d’ou
€ €
uq—§<up<uq+§,
pour q > n. fixé, alors la suite (“p)peN est bornée, car méme si p < ne alors la
suite (up)peN a pour valeurs {ug, uy, ..., Upn,_1} .

Posons A, = {u , k> o= i Bl i i onlf . O remarque que A, est un
ensemble borné car (Un)nen €St bornée, d’olt sup A4, et inf A, existent, notons
infA, =aqa, et sup A4, = bn donc a, < ug < b, Vk >n

OnaVneN: A, C 4, dol

sup An-l—l S sup An = bn+1 S bn
inf An < inf An+1 @i Apt1

alors (ay),cy €st une suite croissante et (bn)nen une suite décroissante.
On a aussi:

supAnzbn<:>V5>O,ElpEN;p2n:Ogbn—up<g...(2)

iannzan@V£>0,3qu;q2n:Oguq—an<—;—...(3)

Par suite; comme
b, — an| = ]bn—up+up—uq+uq—anf,

alors

Ibn iy anl S lbn = up‘ s lup Sk uq‘ + ’uq — Qn

d’out

(HAR)A(B) = lbn — an| < €
or b, > an,¥n € N; alors

V6>0,Eln5EN;VnZnE:bn—an<s,

par suite
lim (b, —a,)=0.
n — 400 ( & n)
par conséquent (an),y et (bn) ey sont adjacentes et donc convergent vers la
méme limite [, et comme a, < U < by, Yk > n, alors (Un),en €St convergente
aussi vers la méme limite /. O

n
Exemple 3.9.3 La suite (U’n)nEN telle que u, = 3 k?,‘;i’i) est convergente car elle
k=1
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est de Cauchy. En effet, soient p,q € N, tels quep > q, et soite > ()

D p D
cosk cosk 1
Iup—uqlz E ﬁiup_uqlgz 3 _"S Z“
= (k+1) i) k(k+1) k:q+1k(k+1)
L g1 1 1 ! 1
élup—uqlgz(E_k+1>:>lup_uq|§q+1hp+l<q+17

k=q+1

alors il suffit que qu1 < g, ce qui équivaut d q > % —1, et donc il suffit de prendre
Ne = Hé = IH + 1, pour avoir :

Ve>0,3n. e N,Vp,g€N; (p>n.Ag>n. = [up — u,| <€)
Par conséquent ; la suite (uy), . est de Cauchy.

Remarque : Pour montrer qu’une suite est divergente il suffit de montrer qu’elle
n’est pas de Cauchy, en utilisant la négation du critére de Cauchy.

38>O,Vn6N,Hp,qeN;pzne/\qzng/\]up—uql > e

3.10 Suites récurrentes

Définition 3.10.1 Soit f : D C R — R une fonction, telle que f (D) C D. On
appelle suite récurrente une suite (un)neN; définie par la donnée de ug € D et la
relation de récurrence unt1 = f (u,).

e Sila fonction f est croissante alors la monotonie de (Un) ey Tevient & Pétude
du signe de la différence f (ug) — uo.
- Si f(up) — up < 0, alors la suite (Un),en €St décroissante.
- Si f (up) — up > 0, alors la suite (u”)neN est croissan:oe.

e Sila fonction f est monotone et continue sur D et la suite (Un) ey €St conver-
gente vers une limite [ € D alors sa limite vérifie I’équation F(l) =1 (point
fixe).

3.11 Enoncés des exercices
Exercice 1 :

En utilisant la définition de la limite d’une suite, montrer que :
1/ lm 2m=%  2/lm =0, 3/ lim 2Zblin) _ o

n—stoo2nt3 27 n—+oo 2" n—+o0
. . —5n2_ .
4/ lim 3" =+oo0, 5/ lim ==2— o5 6/ lim In (Inn) = 4o0.
n—-+0co n—-+00 n n—-+0co
Exercice 2 :
Calculer les limites des suites suivantes de terme général :
cos(2n3—5 2nt—8n?2 ny(_3)n
L= = SRR gy g +{3)
3n°+2n2+17 3nitcosn+ ¢’ 3 )
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