
Chapitre 1

Corps des nombres réels
a

Le résultat essentiel qui fait l'objet de ce chapitre est donné dans le théorème suivarrt :

Théorème L.L L'ensemble d,es nombres réels, noté lR, est un corps commutatif, totalement

ordonné, Archiméd,i,en et, sati,sfai,t à I'axi,ome de la borne supérieure.

La suite du cours consiste à expliquer chaque notion voire lês propriétés fondamentales de

l'ensemble lR introduite dans ce théorème.

1.1 Proriêtês des nombres réels

1.1.1 Dêfinition axiomatiques des nombres iéels

Le corps dep nombres réels est un ensemble IR dans le quel sont définies deux lois de

composition internes : L'addition (notee *) et la multiplication (notée .) représentées par les

schémas

lR x IR,5lR ; IR x IR --+ IR

(*,A)-n+g (n,y)--r.y
et une relation d'ordre notée fr < A ou (r ) g) satisfaisant les axiomes suivants :
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Chapitre 1. Corps des nombres réels

1. (iR, +,.) est un corps commutatif

At) L.loi * est commutative: V(r,g) e lRr, r*y:A tr,
A2) la loi * est associative : V(r, A,z) €R3, (r + ù + z : r * (y + z),
A3) la loi * admet un élêment neutre :Vr €R, u *0 : 0 ! t : n,

Aa) tout élément de R admet un symétrique pour la loi * :yr e lR, r+(-r) : (-r)+r : 0,

A5) La loi . est commutative : V (r,A) eR2, r . A : U. r,
A6) la loi . est associative :Y (r,A,z) e R3, (, .A). 2: r.(A.z),
A7) la loi . admet un élément neutre : Vr € R, r. 1 : 1 . r : n,

As) tout élément de IR* admet un symétrique pour la loi . :yr € R*, / .:::.t: I,
Ae) La multiplication est distributive par rappoït à l,addition :

V(r,A,z) e IR.3, *.(A+z):r.!*r.2,
2. (R, +,., () est un corps totalement ordonné

La propriété 2 signifie pour sa part que < est une relation d'ordre total dans IR.

c'est à dire que

A1e) la relation est réflexive : Vr € IR, e ( z,

All) la relation est antisymétrique : V(z,g) e IR2, (* < A et y z-r) + n: g,

412) la relation est transitive :V (r,A,z) e IR3, (r 1y et A < z) è r { z

A13) larelation ( est totale: V(r,y) e IRr, (r 3A) ot(y <r)
et que cette relation d'ordre est compatible avec les lois * et . , c,est-à-dire que

Atr) V (r,A,") € IR3, z I A + r I z I y * z

Aru) V (*,a) eR2, (r I y et " 
> 0) + r. z I A. z.

Remarque 1.1 Tous ces oniomes sont également uérifiés par I'ensembte Q d,es nombres ra-

ti,onnels. Nous uervons dans la suite que ce qui, le di,sti,ngue de IR, est I'ariome d,e la bor"ne

supérieure.

Remarque t.2 D'aprés ce qu'i précède on a :
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r)Y r,g,z,t € IR, :r <a 
I *, -l z 1g *t (dêcoule de Ara);

".t )
2)"SA+ -r> -A; 3) r>0 + i >0;
a) (" > 0) n (z Sa) + r.z <a'z;
5)("<0)n(s>0)+r'aS0;
6)a>rt0+0< i.i,
7)Ym e N*,0 <r <A +0 <r^ 1A*;
8) i < I+r1s; 9) (, < a) n(z <t)+r- zly-t.
Vérifions quelques propriétés telles que 3, 8 et 9.

et supposons que t. <0+-r-r>0

1Q a -1 > 0, contradiction d'où + > 0.ona

Pour 8 : D'abord si r,y sont positifs (8) est évidente sinon, soit (z : 1) n (g/ : -1)
alors { < 1 (impossible).

Pour 9 : Soient r :!,U :2, z :5,t: -3,on a : r - z: 6 fl A -t:5, par contre

n*z:-4<y*t:-1

L.L.2 Majorant, minorant, maximum, minimum

Définition 1.1, Soi,t E une partùe non uide deR.

o [Jn réel M est un majorant de E si,Yr e E, r 3 M'

o [Jn réel m est un m'inomnt de E si'Yr e E, n ] m.

Remarque 1.3 La parti,e E est di,te majorée (resp. mi,norée) dans IR s'i et seulement si elle

possède au moùns un majorant (resp. mi,norant) et bornêe s'i et seulement si' elle est à' Ia foi,s

majorée et rn'inorée.

Proposition 1.1 Une parti,e E de R. est bornee s'i et seulement s'i, i,l eriste un nombre M > 0

tel oue
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YreE,l*l<M

La dêmonstration est à faire en exercice

Définition L.2 Soi,t E une parii'e non uide deR, on d'ùt que'

oLeréelaestleplusgrand,élêment(ournari'mum)deEsi,a€Eetaestunmajorant

d,e E. Et on note max (E) : s.

o Le réel {3 est le plus petit élément (ou mùnùmnm ) de E si B e E et p est un m'inorant

de E. Et on note min (E) : B.

Proposi,ti,on 1.2 Les maiorants et les m'inorants ne sont pas en général un'iques' par contre

un plus grand, éIément et un plus peti,t éIément s''ils eristent sont un'iques'

Preuae Soi,ent M1 et M2 d,eur plus grand,s éléments d'une parti'e E' Comme Mt e E et

M2 est un majorant d'e E alors M1 I Mz; 'i,nuersement M2 e E et Mt est un majorant de E

alors M2r- M1'Donc M1: Mz' De même' pour le mùnùmum' I

1.1-.3 borne supêrieure, borne inférieure

Définition L.3 Soi't E une partùe non ui'de deR'

o Si, E est majorée, on appelle b-ornp-qppét'tepf9 d'e E et on note sup(E)

le plus petùt des maiorants de E.

o Si, E est mùnorée, on appell" 
-fuy-"Jfl@"*" 

de E et on note i'nflE)

le plus grand des m'inorants de E.

Exemple L,L Tbouuer la borne supérieure, Ia borne i,nféri,eure, l'ensemble des majorants et

m,inorants, le marimum et Ie m'in'irnum s''ils enistent des ensembles su'iuants :

A) E, : [0,1[ ,B) Ez: ]-oo,1[, C) B, : {3 + CY, n e N.} '

Solutions :

A) 1. sup(Er) : l- : en effet, les majorants de Er sont les éléments de [1,oo[. Donc Ie plus
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petit des majorants est 1, max (.81) n'existe pa,s cax L # Et ,

2. inf(E) : 0 : en effet, les minorants de El sont lqs éléments de ]-oo,0] . Donc le plus

grand des minorants æt 0, min(ft) existe car 0 € .81 et on a min (E ) : 0 : inf(Er).

B) 1. Vr € Ez,r ( 1 donc sup(82):1, les majorants de E2 sont les éléments

de ]1,oo[, max(.81) n'existe pas

2. Ensemble des minora"nts est vide et donc .O2 n'admet pas de borne inférieure.

C) Si n est pair (n:2te etk) 1):3 < 3+t<l

Sirzestimpair (r:zk+Letk)0):2<3?fr1 <3<?. \

Donc Vn € N*, 2 < 3+ q# S !, dés lors

sup(.83) : I eE3 ainsi max(.E3) : $ etinf(E3) : min(Es) : 2 car 2 e Es.

L.2 Axiome de la borne supérieure

Proposition 1.3 (Co,ractêri,sation de la borne supêri,eure)

Soi,t E une parti,e rnajoree deR.', alors

M : sup (E) <+

M,

M-t1r1M

De même, si, E une parti,e m'inorée deR, alors

I or€E: r]m,t-m: inf (E) <+ I "tI

I V.t0, lre E;m1r1m*e.
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Proposition I.4 Soi,t E une parti,e majorée d,eR
o Si, E est majorée, alors _E est m,inorée et : i,nfl_E)
o si, E est mi,norée, alors _E est majorée et : sup(_E)
où-E:{_r / seEl .

on étend la définition de sup et inf aux parties non majorées et non
minorées par la convention suivante

2. Si E n'est pas majorée, on écrit sup (.O) : +oo.

3. Si E n,est pas minorée, on écrit inf (E) : _oo.

o Enonçons maintenant le dernier axiome de IR qui fait la spécificité de ce dernierpar rapport à Q à savoir l'axiome de la borne supérieure (,416) qui se traduit en :
o Toute partie non vide et majorée E c rR admet une borne supérieure.
e Toute partie non vide et minorée E c rR admet une borne inférieure.

Exemple L'2 La parti'e-E : {e e Q; ,, < 2} d,e Q ad,met {2, comme bome supérieure d,aræJR, a/ors qu'elle n'admet pas d,e borne supérieure dans e.

,j;:"t 
En effet' supposons qre \/t € Q, alors J (a,b)e (N*,N.) rel q.oe \/r: f , a et b

entre eux (c'est à dire n'ayant pas de diviseur commun autre que 1).Il en résulte l'égalité a2 : 2b2 ce qui montre a2 est pair, donc a est pair aussi
et s'écrit a :2p avec p e N.

on a alors, a2, - 4p2 : 2b2 d'où b2 - 2p2. comme a2, b2 est pair donc ô aussi
qui s'écrit 6:2e, q € N*.

on voit donc que a el b ne sont pas premiers entre eux (à cause du facteur commun 2)d'où une contradiction. r
Disons aussi que dans cet exemple on a montr ê que t/lest un nombre irrationnel et de cefait on a :

: -sup(E).
: -i,nflE).
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Définition !.4 Les éléments de R\Q sont appelés nombres irrçtionnels.

Autres exemples de nombres irrationnels: r, r/8, e, etc

1.3 Valeur absolue et ProPriétés

On appelle valeur absolue, I'application définie par :

l'l , IR --+ IR+

( 
" sir)0

,_. lrl :{ 
^i[ -r sir(0 ,

En d'autres ter.mes, Vr € IR: lrl : max(x,-t).

Propriétés

1)VreR.:lzl :0<+r:0
2)Yr€lR:-lrl<r<lnl
3) V (r,g) e R2 : lr 'ul: l"l'lsl

' 4) V {*,A) € lR2 : l" + Ul < l"l + lgl (premiére inégalitê triangulaire)

5) V (r,y) e R' 
' llrl - lyll < l* - Ul (deuxième inégalitê triangulaire)

6) Vr € lR, Va € IR+ : lrl < o ë -a I r 3 +a

7)Yr elR, Vo € R+ : lrl> o <+ (r 2 +o) où (r 3 -")
8) Vz e IR : rÆ : lrl et l*l' : *'
Preuve Des inêgalitês 4 et 5. On sait que : ,

- l"l < " 3l"let - lsl < s 3 lal.

En additionnant

(l"l +lsl) <r+u<(l"l +13/l)'

puis en utilisant 6, on obtient

lr +ul < l"l + lsl.
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Puisque fi : (r - A) + A) oî ad'aprés I'inégalité 4 :,

lrl : l(r -ù+al3lr-yl+lal.

Donc lrl * lgl S l" - Ul, et en intervertissant les rôles de r et, y, on a aussi

' ' lal-lrl<la-*-l

comme lA - *l: ln - Al, oîa donc

ll"l -lvl.l <lr-al.

rD

Exercices Soient r,A e IR.. Démontrer les relations suivantes :

1) max (-*,-A): - min (*,g); 2) min (-*,-A): - max (r,U);

,7) ^*(r,a): â [(" + a) +lr -al]; 4) -y'(r,,u): il@+ù -lr -yll.
"/

Solutions I
1) si -z < -a urorc o' u{ 1) max (-''-a) - -a

l 2)a<ret min(*,u):a
et donc -U - max (-r, -A) : - min (*,U) .

2) Demonstration analogue

3) Supposons , < g. Alors on a

a) max (r,A) : g et lr - yl: - (r - ù par conséquent

max (r, u) : y : T[@ + ù + - (r - ùl -- *l@ + ù + l" - ul)

b) min (*,9) : r et lr - Al: (y - ") par conséquent

min (r, e) : r : tl(* + a) - (a - ")j 
: *l(" + a) - l" - all

Identités remarquables bien utile

Proposition 1-.5 (Forrnule du bi,nôme)

"L2



Chapitre 1-. Corps des nombres réels

1)Y (r,y) e lR2, Vn e N, on o

( a + b)*: Ë cf akv-k , où cft : {#-w
læ0

2) Yn € N, V (r,A) e IR2, on a

an - bn : (a - u) (o"-t + d'-2b I n'n-362 + ""b'-t)

L.4 Propriêté d'Archimède

Proposition 1.6 iR' est Archimédi,en, ce quù si'gni'fie

Vre IRl, Vge iR, In e N* telque nr)U'

Preuve supposons par I'absurde que 1(*,a) e IRf x R., tel que v n € N* on ait nt < y'

Dêfinissons la partie de lR suivant. n , : { nr, n e N.}. Elle est une partie non vide et

majorée par A.D'après l'axiome de ia borne supérieure A possède une borne supérieure a € IR,

on a alors nr I arV n € N* en pa'rticulier pour n -1- 1'

V n € N* : (rz + 1)z ( a, donc nr I a - fr) cequi signifie que (a - r) est un majorant de

A strictement inférieure à a (comme r ) 0,a,-r ( a) contradiction puisque a est le plus

petit des majôrants.Vr e lRf , f n e N* telque 0 < * 1r,cas particulier delaproposition

L.7. t

1-.5 Partie entière

Proposition t.T Soi,t n € R. 17 eriste un un'ique ent'ier retatt'f f :U tel que : k 3 r < k+t'

Cet enti,er est appelé la parti,e ent'ière de r et est noté'lr) ou E(*).

Exemple L.3 E (Jz) : t, E (-") - -4, E (0,67) : 0'

Remarque L,4 Les d,eun majorations su,iuantes sont souuent uti,les d'ans les ererc'ices :

Vz €lR, E(") 3n < E(r)+L et n -L < E.(r) < r

13
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Densitê dans iR'

Les ensembles Q et R\Q sont denses dans R' ce qui signifie :

proposition 1.g Etant d,onnés d,eun réels n et g uéri'fiant r I a, i'I eti'ste au mo'ins un

mti,onnel et un ùmati'onnel d'an's I'interuolle\''Al'

preuve Soient r eiyde'xréels tels que r#a ettï <gt, alors u -fr €R'], En appliquela

propriêté d.,Archimède (thêorème 1.5) à (g _ r > 0 et 1), on voit qu,il existe un entier r, € N*

tel que h a n, on obtient nr * 1 < ng'

Pour n € N*, r € IR, nr possède une partie entière' soit k cette'quantitê' on a alors :

lç: E (nr) 3nt < le + I

on a alors

1r{.

pulsque

v
n

1rà

dtou:

k1-+-nn
L
n

L*!3r+L
nnn

bkl 1J1r4:1-1r+-<A
n- n n TL

on voit bien qu' il existe un rationnel : * tel que r < r < A'

Remarquons que d,aprés ce qui précède on peut trouver un rationnel r appartenant

l'intervalle ln + Jz,y + Jrl,le nombre ' - tfrest donc irrationnel qui appartient à l*'al'

L.7 Droite numêrique achevée

Dêfinition L.6 (Droite numéri'que acheuée)

on appelle d,roi,te rrumérique acheaée I',ensemble, noté IR' obtenu en ajoutant deua élûnents

àR.:R:lR.U{-oo,*oo}

à

I

R
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