Cours : Probabilités & Statistique Dr. Ahlam GUIATNI

Chapitre 2 : Introduction aux probabilites

L'objectif du chapitre 2 est de :

v' Explorer les espaces probabilisés.

Comprendre les notions d'univers, expériences aléatoires, événement.
Utiliser des notions ¢lémentaires de probabilité.

Exprimer la probabilit¢ d'un événement ou issues.

Calculer des probabilités lors d'expériences aléatoires a une ou deux épreuves.

AN NI NN

Connaitre et savoir utiliser les formules des probabilités équiprobables.

Prérequis

I1 est recommandé aux apprenants de connaitre :
» Lathéorie des ensembles.
» Les espaces et ses propriétés.

2

Mots clés

Expériences aléatoires, Evénement, Probabilité.
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1. Algebre des événements
Une épreuve est une expérience aléatoire " dont 1’issue est incertaine. Les résultats éventuels
d’une épreuve font généralement appel au hasard. L’ensemble des résultats éventuels

(les résultats possibles, les éventualités) s’appelle ensemble fondamental.

2. Définitions

La théorie des probabilités constitue un cadre mathématique pour la description du hasard
et de la variabilité, ainsi que pour le raisonnement en univers incertain.
L'objet de la théorie des probabilités est de fournir un formalisme mathématique précis, propre
a décrire des situations dans lesquelles intervient le "hasard", c'est-a-dire des situations dans
lesquelles un certain nombre de conditions étant réunies (les causes), plusieurs conséquences
sont possibles (les effets) sans que 1'on puisse a priori savoir laquelle sera réalisée.

Probabilités = "mathématisation du hasard".

La théorie des probabilités fournit des modeles mathématiques permettant 1'étude
d'expériences dont le résultat ne peut étre prévu avec une totale certitude. En voici quelques

exemples :
Expérience Résultat observable
Lancer d'un dé Un entier k € {1,2,3,4,5,6}
Questionnaire a 100 question binaires Suite Q de 100 réponses w € {oui, non}°°
Lancer d'une piéce jusqu'a la premiere Un entier : le temps d'attente du premier
obtention de pile succes

Tableau 13: Quelques exemples sur les expériences

3. Espaces probabilisés
3.1. Expérience aléatoire et événements

3.1.1. Expérience aléatoire : On appelle expérience aléatoire (ou événement) toute
expérience dont le résultat est régi par le hasard, lorsqu' on répete l'expérience dans
les méme conditions.

Exemple 7 : Le jet d'un dé [2] a 6 faces et I'observation de la face supérieure est une épreuve.

3.1.2. Espace des événements : (ou ensemble fondamental)

C'est 'ensemble de tous les résultats possibles d'une épreuve, on le notera généralement par Q2.
Exemple 8 : Le jet d'un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}.
3.1.3. Evénements élémentaires et composes

Un événement élémentaire est un sous-ensemble de Q a un seul élément A = {6}.

Un événement composé est un ensemble d'événements élémentaires B = {2,4,6}.
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3.2. Relations et opérations sur les événements :

Le tableau suivant représente la correspondance entre deux langages : langage ensembliste et
langage probabiliste.

Notations Vocabulaire ensembliste Vocabulaire probabiliste
@ Ensemble vide Evénement impossible
Q Ensemble plein Evénement certain
Q Elément de Q Evénement élémentaire
A Sous-ensemble de Q Evénement
wEA w appartient a A L'événement A est réalisé
A= Ensembles A et B sont|Les événements A et B
égaux sont identique
AcCB A inclus dans B (A implique|A ne peut étre réalisé sans
B) que B le soit
AUB Réunion de Aet B (Aou B)|Un au moins des deux
événements est réalisé
ANB Intersection de A et B (A et|Les deux événement sont
B) réalisés
ANB =0 A et B sont disjoints Les événements A et B
sont incompatibles
A=0Q— AouA® Complémentaire de A dans|L'événement A n'est pas
Q réalisé

Tableau 14 : Relations et opérations sur les événements

Remarque :

1. Les opérations logiques (et, ou, négation) sur les événements peuvent bien sur faire
intervenir plus de deux événements.

SiAq,A,,..., A, sont des événements liés a une épreuve d'ensemble fondamental Q:

- Réalisation de I'un au moins des événements A;; UL A; = A; UA, U...U 4,,.

- Réalisation dans tous les événements A;; Nj—; A; = Ay N A, N...N A,.

- Toutes les opérations sur les ensembles restent valables sur les modéles probabilistes
(commutativité, associativité, distributivité, ...)

2.

~

UB=ANB=U" A =n,A,.

ANB=AUB=>n" A =UL A,.

3. Deux événements A et B sont dits incompatibles si la réalisation simultanée des
événements A et B est impossible (A N B = 0).

4. Systeme complet d'événements : une partiton de Q est un systéme complet d'événement,

Autrement dit, des événements (4;);e;forment un systéme complet si :
- A EQVI=12,...,n.
- AiNnA; =0 vi# j(i =1,n;j =1,n) =incompatibles.
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U;l=i Ai = ().

4. Théoréemes généraux de probabilités

4.1.Introduction

Une fois défini 1'ensemble d'événements auxquels on s'intéresse, on va essayer de traduire par
un nombre leurs probabilités de réalisation.

4.2.Mesure de probabilités

4.2.1. Définition
Soit P(Q) l'ensemble des sous-parties de Q.

La probabilit¢ est une application de chaque événement des parties de Q dans R. Cette
application notée P s'appelle « mesure de probabilité ».

P:P(Q) -» R
E; - P(EY)

Le nombre P(E;)s'appelle probabilité de réalisation de I'événement Ej;.

4.2.2. Complément

P(%) =0

P(A) =1- P(A)

- AcB=P(A)<P(B)

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB)

Remarque
VAcCQ:
) P(A) — nombrede cas favorfxbles
nombre de cas possibles
- P(A) =0

- PO =155 p=1)
- 0<PA)<1
- SiAet B sont incompatibles (A N B = @)alors : P(AU B) = P(A) + P(B)

4.2.3. Sigma-algébre

Soit Q I'ensemble fondamental li¢ a une épreuve, un sous-ensemble S de P(Q2) (S © P(Q))est
dit c-algébre de partie de Q si :

- QES

- AES=>AES

- Ay A, .. A, ES=> UL A ES
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