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Chap itre$

Fonctions réelles d'une variable réelle

5.1 Notion de la fonction

Définition 5.7. Une fonctzon d'une uariable réeLLe à, ualeurs réelles est une appli,catzon

.f : D -J iR, où D est une parti,e d,e R. En général, D est un ,interualle ou une réunion
d'i,nterualLes. on appelle D le d,oma,ine d,e d,éfi,ni,ti,on d,e la foncti,on f .

Exemple 5.2. La fonctzon'inuerse :

,f ' ]-*,01U 10, +oo[ --+ R

r n-'+ f(.r):1.x

5.1.1 Opérations sur les fonctions

Soient f t D -+ R et g : D --+ R deux fonctions définies suï une même partie D de
R. On peut alors défrnir les fonctions suivantes :

e Lasommede/ etgest rafonction f +g,D --+ R.définiepaï (,f + g)(r): r(")+g(r)
pourtoutreD;

o Le produit de / et g est est iafonction f x g: D --+ R définie par (,f xg)(r):
f (r) x s(r) pour tour r € D;

o La multiplication par un scalaire À e IR de / est ia fonction À. f t D ---+ JR déflnie par
(f /)(r) : À.T@) pour rout t: e D.
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Notion de ia fonction

5.1.2 Fonctions majorées, minoréeso bornées

Définition 5.3. sor,ent f : D ---+ IR et g: D ---+ IR d,eur foncti,ons. Alors :

o f > q s'iyr € D : f(") Z g(");

c f >0si,Vr€D:T@)>0;
cf>0si,YreD:T@)>0;
o f est dr,te constante sur D si, :lo € IR, Vr € D: f (r): s;

o f est di.te nulle sur D si,:Vr e D: f (n):g.

Définition 5.4. Soi,t T: D ---+ IR zne foncti,on. On d,i,t que:

o f estmajoréesurD silM e IR., Vr e D: f(r)<M;
o f est mr,norée sur D si,)m € iR, Vr e D: f (r) > m;

o f est bornée sur D si, f est à, la for,s majorée et mi,norée sur D, c'est-à,-d,i,re si,1M e
IR,VzeDlf(r)l<M

5.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 5.5. Soi,t f : D --+ lR une fonctton. On d,r,t que:

c f estcro'issantesurD sr,Yr,A€D: rlA=+ f@)<ffu);
o f est strictement cro'issante sur D si,Vr,A € D i r < A - f@) < T@);
c f est décro'issante sur D s,iYr,A € D : r I A + f@) > f@);
o .f est strictement décrozssante sur D si/r,A € D : r < A + f@) > f@);
o f est monotone (resp. stri,ctement monotone) sur D sr, f est cro,issante ou d,écroissante

(resp. stri,ctement cro'issante ou strzctement d"écrozssante) sur D.

Exemple 5.6.

f est une fonction cro'issante (et même strzctement croi,ssante).



5.1. Notion de la fonction q1

Exemple 5.7.

o La foncti,on

est strr,ctement cro'is s ante.

o Les foncti,ons

9 : IR --+ IR.

r +--+ e'

s ont stri ctement cro,is s antes.

o La foncti,on

, h,:]0, +oo[ --+ ]R
et

ï r-+ ln r,

,k :lR. --+ R.

r +lnl ,

n'est n'i cro'issante, n'i décro'issante. Par contre, la foncti,on

k- : 10, +oo[ --+ ]R.

r ---+ lzl ,

est strzctement cro'issante .

5.L.4 Parité et périodicité

Définition 5.8. Soi,t I un i,nterualle de ld'- symétri,que par rapport à0 (c'est-à,-di.re de Ia

formel-o,al, a> 0 ozlR/.

Soi,t f : I ---+ IR zn e foncti,on déf,ni,e sur cet i,nterualle, On dit que :

o f est pai,re s,iYr e I ; f(-r) : f@),

o f est impaire si,Yr e I ; f (-r): -f @).

Interprétation graphique :

/ est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport à I'axe des ordonnées

(figure de gauche).

/ est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport à I'origine (figure

de droite).
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r.i'

o La fonction définie sur IR par f (r) : tr2n (n e N) est paire.

e La fonction définie sur IR par g(r): cos z est paire.

o La fonction définie sur IR par h(r): sin r est impaire.

Définition 5.g. soi,t / :R --+ IR zne foncti,on etT un nombre réel, T > 0. La fonctr,on
f est di,te péri,odi,que de péri,od"eT si,yr e IR : f @+D: f @).

Exemple 5.1-o. Les foncti'ons s'inus et cos'inus sont2n-péri,odiques. La foncti,on tangente
est r -pértodique.

5.2 Limites

Définition 5.LL. (Limite en un poi,nt)

Soi't f : I ---+ IR. zne fonction d,éfi,nie sur un interuallel de R. Sozt rs€ lR un poi,nt de I
0u une ertrémtté de I. soi,t I e IR. on di,t que f a pour limite L en rs si,

Ve >0, 
=ô>0, Yr€I,lt-*ol<ô+ lJ.@)-ll<r.

on di,t auss'i que f (r) tend uers !. lorsque r tend uers rs. on note olor, *\*or@): (..

Remarque.

o L'r,négah,té lr - rol . ô équ,iuaut à r elrs_ ô, ro + ô[

a f @) el(. - e,(. + el.

L'i,négalité lf (r) - (l < , équr,uaut



5.2. Limites
93

Exemple 5.L2.

o lim Ji : Jrs, ts ) 0.
æ----+r'O

o La foncti,on parti,e enti,ère E n'a pas d'e li'mi'te aur po'ints ro e Z'

. it t . ,. 1*.'+
i s{'i
: !-*i'i:,; *-*"{
i:::::.1 Iai : : tl i i*-'*îY:**:*** ***:*

;- ' i .. .. '. .' .,. , ''

Définition 5.L3. soi.t f une fonction d,éfinie s,ur un enserrLble d'e la forme I :fa,rs[u]r6, b['

o On d,r,t que f a Pour li,mi,te *æ en ro si

VA > 0, lô > 0, Vr e I, lr-rol < 6+ f@) > A,

on note alors ,\,o/(r) : +oo.

o On d,it que f a pour li,rni,te -æ en:rs si

VA> 0, fô > 0, Vz e I,lr -"ol < ô + T@) < -4,

On note alors lim /(r) : -oo'

Définition 5.La. (Li'm'i'te en I'i'nfini')

soi,t f : I ---+ R une fonction d,éfi,ni,e sur un interualle rle la forme 1 :la' *oo['

o Soi,t / e IR.. On di't que f a pour l'tmi,te I en *æ sr'

Ve>0, =B>0,Vre 
I,r>B+ l/(')-ll<e'

On note olors ,\1- f @) : (. ou Iim f : l"
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c On di,t que f a pour li,mi,te læ en *oo sz

VA> 0, =B)0, Vr e I, r 1B:9 f@)> A.

on note olort ,\*/(z) : +oo.

On d"éfi,nirai,t d,e la même manière la li,rni,te'en -æ pour d,es fonctions
i,nteraalles du type ] - -, o[.

défini,es sur les

Exemple 5.L5. on a les limi,tes classzques suzaantes pour tout n > r :
(

o lim rn : ræ et lim ,, : )*oo 
si n est pa'ir'

u --)-co J+-æ |

| -oo sr,n est impai,r.

o lim (j) : o et tim (*) : o.
:Ù---++oo \a / c----+-æ \z'l

Exemple 5.16. Soi,t P(r) : an{f,n * en_Lrn-r + . . . + a(L * es aa€c an } 0 et

Q@):b*r^ *b,n-1rm-i +.. ' i_bplbs o,uecb*) 0.

(
l+- sinlm,

.. p(r\ 
|rrm *:i ff. s,in:m,x =+_æ elr) 
|

[ 0 sinlm
Dêfinition 5.77. (Limi,te à" gauche et à, droi,te)

Soit f une Joncti.on défi,n'ie sur un ensemble de la form,ela,rslU)rs,b[.

o on appelle li,mi,te ù droi,te en rs d,e f Ia li,mi,te de la foncti,on f11,o,61 en rs et on la note

Iim T@).
î---+t{

o on défini,t de mêrne la limite à gauclte en rs d.e f ta ti,mi,te d,e Ia fonction filo,,o1 ert ro
et on Ia note ,\;_ f (r).

Remarque. Si,la foncti'on f a une li,mi,te €ï1, rs, alors ses li,rni,tes à gauche et à, d,roi,te en

rs coîncxdent et ualent Iim T .

Réci,proquement, si' f a une li.mzte à, gauche et une li,mi,te à" d"roi,te en rs et si, ces h,m,ltes

uaLent f (rs) (si, f est bi,en défi,nie en rs) aLors f ad"met une lr,mzte €n rs.
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vô

Exempre 5'rg' consid,érons ra fonctzon partie entière au poznt r : 2.o Pour tout,r €]2,gf on a E(r):2, on o ,y_E(r):2.o Pour tout r €1I,2[ on a E(r) :7, on o ,y_E(r):1.
ces deur rimztes étant d,ifférentes, on en d,éd,ui,t que E n,a pas d,e ri,mite en 2.

5.2.7 Propriétés

Proposition b.1g. Soi,t f
li,mi,te alors cette li,rni,te est

une foncti,ons d,éfi,ni,e sur un rnterualle I
unxque.

deR, Si. f ad,met une

Ve)0, ldr>0,Vre l,lr_rol <dr__+ U(r)_{rl<e
De même lim f @) : !2, alors

V6 > 0, ldz > 0, Vr € I,lr_"ol < 62 _ lï(r) _ lzl
Posons d: max(ô1,62), ona pour ce d
lh - tzl : Ih - f(r) + f(r) - {zl < l!,, _ f(r)l + lf@) _ (rl < 2elh - {zl < ll, - l.2l qui est impossible, donc lt : lz.

Proposition 5'20' soi'ent d,eur foncti,ons f et g. on su,pose Que rszo : *oo.

stILTf :( e lR ef limg:l,€R, alors;
o limÀ.f : À .L pour fozf À e lR.

o lim(f+s):{+t,.

'lilUxs):tx{'.
o Si. lf 0,alorslimf : j
De plus, sz lim,f : *oo (ou _æ) alors limi : O.

Proposition b.21. Si liï T : L etltmg : 1,, alors limg o ï : (,

Démonstration. Supposons que ,F admet deux limites 11
Choisisons s > 0 tei que r < JL#
Comme lim f (r) : li, alors

et 1.2 au point ze, avec fi f !2

< Ilt - hl. Ator"

r
est un réel, ou que

(p
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Continuité
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Exemple 5.22.

Vérifi,er, si lim
r ----+aDO

On a lim /(z)I+rO

Soi,t f (r) : 1+ ("(bz *Inu(r) aaec ,l$ou(r):2.
f (r) eri,ste ?

1+ i +1n2.

Remarque.

II y a des si,tuati,ons où I'on ne peut ri,en d,i,re sur les li,mi,tes. par eremple si,lim f : *æ et

119 
: -æ, alors on ne peut pri,ori, ri,en d,i.re sur la li,mi,te d, f + g (ceta d,eïerd arai,ment

de f et ae g) On raccourci cela en *oo - æ est une forrne i,nd,éterm,inée.

Voi,ci une li,ste de formes i,ndétermi,nées :tæ - oo; 0 x oo; f ; 1-; oo0.

Proposition 5.23.

o Si, f 1g et szlim f :!. €IR ef limg-l,€IR, alors{, 1lt.
. Si f 1 g et sz lim,f : *oo, alors hm9 : *oo.ato ro

t si f { g{h et si'llyl:rimh:/e IR, arors g a,tlneri,rnite en:rs etlimg:r.

Exemple 5.24. Vérzfer, ti ]\r# rr,IT_ ff eriste,

o On 
" ]gr#: | (forme i,nd,étermi,née).

)y,#,:JT,ffi:,rg, #:+
l^^^_l. un " l#l< fr,Vz € lR*

D'oùft<ffi.h,Vr€rR*,
pa,ssons à, Ia li,mi,te lorsque r tend uers *æ, on obti,ent,IT." Ë : O.

5.3 Continuité

Définition 5.2b. (Continuité en un poi,nt)

Soit I un ,interualle d,e R et f : I ---+ lR une foncti,on.

o On dtt que f est conti,nue en un point rs e I si,

Ve > 0, lô > 0, Vr e I, l, _ rol< d=+ lf(*) _ f@ùl

c'est-ù-d'ire si, f admet une limi,te en rs (cette limi,te uaut f (rs)).

o on dit que f est conti,nlte su,r I si, f est contznue en tout poi,nt d,e I.

(r,
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5.3 Continuité

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle,

n'admet pas de sauts.

Voici des fonctions qui ne sont pas continues €n /s :

si sa courbe rePrésentative

J{ T

Exemple 5.26. Les foncti'ons su'iuantes sont contr'nues :

o (Jne foncti'on constante sur un znterualle;

o La fonctzon raczne carrée r ê yrr sur [0, +co[;

o Les foncti,ons sin et cos sur IR' ;

o La foncti,on ualeur absolue r + lri sur R';

o La fonctzon exP szr IR';

o La fonctzon ln szr 10. +oo[,

Par contre, la fonctton parti,e entzère E n'est pas contznue aur poznts Js € Z, putsqu'elle

n'ad,met pas d"e li,mi,te en ces potnts. Pour 16 € IR\/, elle est conttnue €fL irs'

5.3.1 Propriétés

La continuité assure par exempie que si une fonction est continue en un point (qui est

une propriété ponctuelle) alors eile n'est pas nulle autour de ce point (propriété iocale)'

Lemme 5.27. Soi,t f , I -,-+ R une foncti,orr. d,éfirLie su:'uTL interualle I et rs un point de

I. Si f est continue €n :xs et si, f (rs) f 0, alors i,l erzste 6 > 0 tel que

Vz elze - 6,!ro + 6l f (r) 10.



Continuité

Démonstration. supposons par exemple que T@o) > 0, le cas r@o) <0 se montrerait
de la même manière.

Écrivons ainsi la définition cle la continuité de f en rs :

Ve > 0, 
=ô 

> 0, Yr € I,r €1r,6 - 6,ro+ôl--+ T@o) _ e < f(") < f(rs) + €.

II srrffit donc de choisir e tel que 0 < E < T ("r). II existe alors un intervalle
J : I))ro - 6,ïo + ô[ te1 que pow tout r dans J, on a /(r) > 0. I
Proposition 5.28. Sozent f ,g t I ---+ IR d,eur fonctzons contznues en un poznt ro e I.
ALors

. 
^. 

f est cont,inu€ €,n i;s (pour tout ), € R);
. f + g est conti,,nLte en rs )

. f x g est contznue en ro ;

o Si, f (r0) f 0, alors j est conti,TlUe erl r,6.

Exemple 5'29. La proposzti,on précéd,ente permet d,e uéri,fier que d,'autres foncti,ons usuelles
sont cont'inues :

o Les fonctr,ons pu'issance r + r" szr IR.;

o Les polynômes szr IR' (somme et prod,uit d,e fonctzons puissance et d,e foncti,ons constantes) ;
o Les .fractr,ons rati'onnelles r --+ ffi tu, tout znterualle où le polynôme e(r) ne s,annule

pas.

Propriêtés 5.30. so'ient f t I ---+ ]R etg:J ---+F-deurfoncti,onstellesque f(I)cJ.
si' f est conti,nue en un point rs e I et si g est continue en f (16), alors go f est conti,nue
€'n Is.

5.3.2 Prolongement par continuité

Déflnition 5.31. soi.t I un i.nterualle, rs un point d,e I et / : 1\{26} --+ IR. une Joncti.on.
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5.3. Continuité

o On di't que f est prolongeable par conti,nui,té en rs si, f admet une li,rni,te fini,e en rs,
Notons alors (.: IrrT/.

o On définit alors la foncti,on f t I --+ R en posant pour tout r e I
(

i@):{ /(") sr'rf rs'

[ / s'i r:ro.

Alors f est conti,nue en x:0 et on I'appelle Ie prolongernent par conti,nui,té d,e f en

Ig.

Exemple 5.32. Consi,dérons la foncti,on f défini,e szrlR* par f (r): rsin !. Voyons si

f admet un prolongement par conti,nui,té en 0?

En effet, Vr € lR*

-1 (sin1at,
r,

d'où

-r1!a",sir>oT

Jg;(-") < lim 'ri,n! 5 rgr(r)
t ';o r 'to'

Ce qui donne Iim,rsi,nj:0. De man'ière si,mi,laire pour r < 0. On en d,écttit ntp f- u--+0+ I ' - r-"'

tend uers 0 en 0, Elle est donc prolongeable par conti,nui,té en 0 et son prolongement est

la fonction i ae6m" szr IR. tout entier par :

(
I rsin j si, r 10.

"f 
(r): { "

|. 0 sir:0.

5.3.3 Suites et continuité

Proposition 5.33. soi,t f : I --+ IR une foncti,on et rs un poi,nt d,e I . Alors

f est continue en rs sx et seulement s'i pour toute suzte (ur) qui, conuerge 1)€rs rs, la su,ite

U("")) conuerge aers f (rs)

Remarque. On retiend,ra surtout l'i,mpli,cati,on si, f est conti,nue sur I et si, (ur) est une

su'ite conuergente de li,mi,te 1., alors (f ("")) conuerge uers f (!) . On I'uti,li,sera 'intenszuement

pour l'étude des sui,tes récurrent€szln11 : l(ur) : si, f est continue et un ---+ l, alors

ru): (.
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Exemple 5.34. Soi,t Ia sur,te déf,ni,e par ug ) 0 et un+L: fÇ. Montrer que (u*) admet

une li,mlte I e IR lorsque n ---+ foo. ,,i I'ai,de de la foncti,on f @) : 1/i, calculer cette

Ii,mtte.

On a f est une foncti,on cont'inue surl0,*æ1. Supposons que (u") est une su'ite conuer-

nemfe rle l,im,ire I nomrne lim Un+r : lim un et COnIIne f eSt COnt,inUe, AIOrS (. :
rt- ++OO 2-tæ

l-Iim ,/'u,: . I lim un, et on o, :
n--l-oo v " 

Vn----++co

(:JVd'oùP-(-o

Donc l. : 0 ou {. : 7, et comme Ln ) 0,Vn à 0, alors | : 7.

Thêorème 5.35. (Tltéorème des ualeurs i,ntermédi,ai,res) Soi,t f ,lo,bl ---+ R zne foncti'on

cont'inue sur un segment.

Pour tout réely compri,s entre f (a) et f (b), i,l enste ce la,b) tel que f ("):a.

Remarque. Le réel c n'est pas nécessa'irement unzque.

5.3.4 Application du théorème des valeurs intermédiaires

Voici Ia version ia plus utilisée du théorème des valeurs intermédiaires.

Corollaire 5.36. Soi,t f ,lo,bl ---+ IR une foncti,on cont'inue sur un segment.

si f (a).f (b) < 0, alors iI enste c ela,bftel que /(") :0
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