Chapitre 5

Fonctions réelles d’une variable réelle

5.1 Notion de la fonction

Définition 5.1. Une fonction d’une variable réelle & valeurs réelles est une application
f:D— R, ou D est une partie de R. En général, D est un intervalle ou une réunion

d’intervalles. On appelle D le domaine de définition de la fonction f.

Exemple 5.2. La fonction inverse :
fi]=00,0[U]0,+00] — R

T = flai=d

5.1.1 Opérations sur les fonctions

Soient f: D — R et g : D — R deux fonctions définies sur une méme partie D de

R. On peut alors définir les fonctions suivantes

* Lasomme de f et g est la fonction f+g: D —s R définie par (f+9) (z) = f(z)+9g(z)
pour tout x € D

* Le produit de f et g est est la fonction f x g : D —s R définie par (F X g)(z) =
f(z) x g(z) pour tout z € D;

e La multiplication par un scalaire A € R de [ est la fonction A f: D — R définie par
(A f)(@) = X f(z) pour tout z € D.
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5.1.2 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 5.3. Soient f: D — R et g: D — R deux fonctions. Alors :
* f2gsiVzeD : f(z) > glz);

o f20sVzeD: flz)>0;

s f>0siNeeD: flz)>0;

[ est dite constante sur D si : 3a € R, Vz € D : Tloi=a

;)

[ est dite nulle sur D si :Vz € D : Fla) = I

Définition 5.4. Soit f: D — R une fonction. On dit que :
e [ est majorée sur D si IM € R,VzeD: f(z) <M,
o f est minorée sur D siIm e R, Vz € D - Fe) = my

» [ est bornée sur D si f est a la fois majorée et minorée sur D, c’est-a-dire si IM €
RANTe D)<

5.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes

Définition 5.5. Soit f: D — R une fonction. On dit que :

o [ est croissante sur D siVz,y € D: z < y= f(z) < f(y)

o [ est strictement croissante sur D siNz,y € D : z < y= f(z) < f(y);
* f est décroissante sur D siVz,y € D: z < y =—> f=) = £y
* [ est strictement décroissante sur D siVz,y € D : z < y= f(z) > f(y);

e [ est monotone (resp. strictement monotone ) sur D si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur D.

Exemple 5.6.

[ est une fonction croissante (et méme strictement croissante).
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Exemple 5.7.

e La fonction
f:[0,4+0] — R

T — 4z y

est strictement croissante.

e Les fonctions
g:R —R ’ h:0,400] — R
T —>e” r —lInz,

sont strictement croissantes.

e La fonction
k:R —R
z — |z,

n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre, la fonction
k+ . [O, +OO[ — R
z — |z,

est strictement croissante .

5.1.4 Parité et périodicité

Définition 5.8. Soit I un intervalle de R symétrique par rapport & 0 (c’est-a-dire de la
forme ] —a,al, a >0 ou R).

Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :
» [ est paire siVe € 1; f(—z) = f(z),

o f est impaire siVx € I; f(—z) = —f(z).

Interprétation graphique :
e [ est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport & I’axe des ordonnées
(figure de gauche).

o f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a Porigine (figure
de droite).
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o La fonction définie sur R par f(z) = 22" (n € N) est paire.
* La fonction définie sur R par g(z) = cosz est paire.

e La fonction définie sur R par h(z) = sinz est Impaire.

Définition 5.9. Soit f: R — R une fonction et T un nombre réel, T > 0. La fonction
[ est dite périodique de période T siVz € R - Fle=Ty="5z).

Exemple 5.10. Les fonctions sinus et cosinus sont 2m-périodiques. La fonction tangente

est m-périodique.

5.2 Limites

Définition 5.11. (Limite en un point)
Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit g € R un point de [

ou une extrémité de I. Soit £ € R. On dit que f a pour limite ¢ en Zo St
Ve >0, 36 > 0, Ve él,|z= g3 <d=|f(z) - ¢ <e.

On dit aussi que f(z) tend vers ¢ lorsque = tend vers zo. On note alors lim f(z) = 4.
T—>20

Remarque.

o Llinégalité |z — xo| < & équivaut & z €]zg— 4, xo+9[. L'inégalité | f(x) — {| < € équivaut
a f(z) €l —e, £+¢l
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Exemple 5.12.
e lim \/_Z\/'SC_(;,CE()ZO

T—>T0

e La fonction partie entiére E n'a pas de limite aux points xo € Z.
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Définition 5.13. Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme I =|a, zo[U]zo, b[-

e On dit que f a pour limite +00 en o St
VA>0, 36>0,Vzel, |z—z| <= f(z) > 4,

On note alors lim f(z) = +o0.

—T0

o On dit que f a pour limite —oc0 en To S
VA>0, 36>0, Vo eI, |z—z| <8= f(z) <-4,

On note alors lim f(z) = —oc.

Définition 5.14. (Limite en Uinfini)
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a,+o00[.

e Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en +00 st
Ve>0, 3B>0,Vzel, z>B=|f(z) - { <&

On note alors 1112 flz) =4 9u Emf =L
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o On dit que f a pour limite +co0 en +oo si

VASO/3B >0, Veed, 25 B—fl1) = A

On note alors lim f(z) = +o0.
T—+00

On définirait de la méme maniére la limite en —oco pour des fonctions définies sur les

intervalles du type | — oo, a].

s definie

!

Exemple 5.15. On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :

. . 400 sin est pair,
e lim z"=+4oc0et lim z"=
z—+00 T———=0 . : .
—00 S1 M est impair.

e lim (%n) = () etee limm (min) =l

T—>+00 T—>—00
Exemple 5.16. Soit P(z) = apz™ + ap_ 12" ' 4+ - + a1z + ao avec a,, > 0 et
Q(x) = bpx™ + by_12™ 1 + - - - + bz + by avec by, > 0.

+o00 st >m,
. P(x)
e i

St =T

b

0 sin<m.

Définition 5.17. (Limite a gauche et a droite)

Soit [ une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, xo[U]o, b].

e On appelle limite & droite en xo de f la limite de la fonction fizo e en xo et on la note

im f(z).

m*}mo
o On définit de méme la limite & gauche en zo de [ la limite de la fonction T €7 Zg

et on la note lim f(z).
Tz

Remarque. Si la fonction f a une limite en o, alors ses limites d gauche et & droite en
xo coincident et valent lim f.

Zo
Réciproguement, si f a une limite & gauche et une limite & droite en zo et si ces limites

valent f(zo) (si f est bien définie en xy) alors f admet une limite en xy.
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Exemple 5.18. Considérons Ig fonction partie entiere au point x = 2.
® Pour tout z €]2,3[ on a Blz) =2, ong Bm E@) =12

z—2+
* Pour tout = €]1,2[ on q E(z)=1,0na lim Eilg)=1.

z—2—

Ces deuz limites étant différentes, on en daéduit que E n'y pas de limite en 2.

5.2.1 Propriétés

Proposition 5.19. Soi I une fonctions définie sur un intervalle J de R, Si f admet une

limite alors cette limite est unique.

Démonstration. Supposons que f admet deux limites ¢ et 45 au point Zo, avec {1 # 4.
Choisisons £ > ( te] que € < @

Comme lzlvron f(z) = 44, alors

Ve >0, 35, > 0, V:cEI,[:c—xo{gél:»Jf(x)—&]Ss
De méme liron f(z) = 45, alors

Ve > 0, ddy > 0, \V/QTE],IQL'—QZ()‘Sdg:'f(x)—gglfg

Posons § = max(d1, dy), on a pour ce ¢
= &) = |4 - f(z) +/@) -6 < |6 - f2)] + 1f(2) - &) < 26 < | — 4| Alors
[ — 4] < [0 — 4] qui est impossible, donc =10 ) B

Proposition 5.20. Sotent deuz fonctions f et 9. On suppose que zo est un réel, ou que
Ty = *o0.
Siimf=/¢cR etlimg=/¢ e R, alors -

Z0 Zo

* imAf=X.¢ poyr tout A € R.
Zo

im(f+g)=v¢40.
Zo

im(f xg)=¢x¢.

® Sil+#0, alors lim% = %
Zo
De plus, silim f = +00 (ou —00) alors limJ% =,
Zg Zo

Proposition 5.21. g; limf=¢ ¢t li‘gng =Y, alors lim g o =¥
zo fiy)
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Exemple 5.22. Soit f(z) = \/1 s T(ITQ' + Inu(z) avec lim u(z) = 2.

(u(z)) T—z0
Vérifier, si Iim f(a:) existe ¢

On a lim f(:c) = lim ,/1+ —15 +Inu(z)
T—>Z0 T—=T0 ( ( ))
. 1 -
_\/1 -+ T G —I—xhrrio_ln u(z)

:w/1+z+ln2.

Il'y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si hm f=4oc0et

Remarque.

hmg = —00, alors on ne peut priori rien dire sur la limite de f+g (cela depend vraiment
de [ et de g). On raccourci cela en +00 — 0o est une forme indéterminée.
Voici une liste de formes indéterminées +oo — 0 ;10X 0o

oo .,
)0071 )OO

Proposition 5.23.
e Sif<getsilimf=¢eR etlimg=/¢ €R, alors £ < 7.
® 5i f<getsilimf =400, alors lim g = +o0.

zg o

o Sif<g<het silim f =limh =/¢ € R, alors g a une limite en Zo et limg = £
xg zo o

2
Exemple 5.24. Vérifer, si lim =% et i 5T eriste.
P Vi Zf ’ Zw o 2—3x+2 = i 1200 NG

e Ona hm 2;4 =0 (forme indéterminée).
3z+2 0

x2—4 {z—2(z+2) _ Botdse
Ilin z2-3z+2 JEIQ (=2 (z-1) — JEIEQ z—1 4
e Ona =< i Vz € R*.
=l coszx *
Dou\/_<\/_<\/_,VmeR

passons a la limite lorsque = tend vers 400, on obtient lim <& — (.
z—+o00 VT

9.3 Continuité

Définition 5.25. (Continusté en un point)

Soit I un intervalle de R et f: I —s R une fonction.

e On dit que f est continue en un point xg € I st
Ve>0,30>0,Vz €1, |z — x| <0 = |f(z) — f(z0)| <&,

c’est-d-dire si f admet une limite en o (cette limite vaut f(=0)).

e On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

ﬂj
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Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle, si sa courbe représentative
n’admet pas de sauts.

Voici des fonctions qui ne sont pas continues en o :

i ‘1 :
i ;
¢ . Lobneath SISk T e -
xO X : xo X

Exemple 5.26. Les fonctions suivantes sont continues :
e Une fonction constante sur un intervalle ;
o La fonction racine carrée T — /T sur [0,+00];

e Les fonctions sin et cos sur R ;

La fonction valeur absolue © — |z| sur R ;

La fonction exp sur R;

La fonction In sur |0, +o0l.

Par contre, la fonction partie entiére E n’est pas continue auz points xo € Z, puisqu’elle

n‘admet pas de limite en ces points. Pour zo € R\Z, elle est continue en Zo.

5.3.k. ‘Propriéetés

La continuité assure par exemple que si une fonction est continue en un point (qui est

une propriété ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale).

Lemme 5.27. Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I et zo un point de

I. Si f est continue en xq et si f(zo) # 0, alors il eziste § > 0 tel que

Vz €]zo — 6,20 + 0] f(z) # 0.
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Démonstration. Supposons par exemple que f(z0) >0, le cas f(xo) < 0 se montrerait

de la méme maniére.

Ecrivons ainsi la définition de la continuité de f en z; :
Ve>0,36>0,Vz €I,z €lwg— 6,20 + 6= f(z) — € < f(z) < f(zo) +e.

I suffit donc de choisir ¢ tel que 0 < & < f(z). Il existe alors un intervalle

J = IN]zg — 6, 2o + 6[ tel que pour tout = dans J,ona f(z)>0. [ |
Proposition 5.28. Soient f,9 : I — R deuz fonctions continues en un point xy € 1.
Alors

e A f est continue en zy (pour tout \ € R);

o f+ g est continue en x, z

e [ X g est continue en z ;

o Si f(xg) # 0, alors } est continue en x;.

Exemple 5.29. La proposition précédente permet de vérifier que d’autres fonctions usuelles

sont continues :
o Les fonctions puissance x — z" sur R 7
o Les polynomes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de fonctions constantes) ;

o Les fractions rationnelles  —s ggg sur tout intervalle ot le polynéme Q(z) ne s’annule

pas.

Propriétés 5.30. Soient f: I —s Retg:J — R deuz fonctions telles que f(I) C J.

Si f est continue en un point xg € I et si g est continue en f(zq), alors go f est continue

en xg.

5.3.2 Prolongement par continuité

Deéfinition 5.31. Soit I un intervalle, zo un point de [ et f : I\{zo} — R une fonction.
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e On dit que f est prolongeable par continuité en zy si f admet une limite finie en x.

Notons alors £ = lim f.
zo

o On définit alors la fonction f: I — R en posant pour tout x € I

f(.’L’) ok f(x) 37’1"#1"07

B =i = 7.

Alors f est continue en xo et on l’appelle le prolongement par continuité de f en

Zo.

Exemple 5.32. Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = zsini. Voyons si
[ admet un prolongement par continuité en 07
En effet, Vz € R*

I
-1 <sin—- <1,
T

d’ou

il .
=g < =< 25250
a7

1
lim (—z) < lim zsin— < lim (z).

z—0 z—0 L z—0
> >

Ce qui donne lin(l)+ a:sm% = 0. De maniére similaire pour x < 0. On en déduit que f
z—
tend vers 0 en 0, Elle est donc prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est

la fonction f définie sur R tout entier par :

_ rsinl siz#0,
f(z) =

0 o — 0k

5.3.3 Suites et continuité

Proposition 5.33. Soit f: I — R une fonction et xq un point de I. Alors

[ est continue en xy si et seulement si pour toute suite (un) qui converge vers xg, la suite

(f(un)) converge vers f(z)

Remarque. On retiendra surtout l’implication si f est continue sur I et si (un) est une
suite convergente de limite £, alors (f(uy,)) converge vers f(£). On lutilisera intensivement

pour U€tude des suites récurrentes un.y = f(u,) : si f est continue et u, — ¢, alors

o=t
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Exemple 5.34. Soit la suite définie par ug > 0 et Upy1 = \/Upn. Montrer que (u,) admet
une limite £ € R lorsque n —> +oo. A l'aide de la fonction f(z) = /z, calculer cette
limite.

On a f est une fonction continue sur [0, +oo[. Supposons que (u,) est une suite conver-

gente de limite £ comme lim wupy; = lim “w, et comme f est continue, alors { =
n—>r+0oo n—-+oo
lim /Ty = lim wu,, etona:
n—>-+oo 2 n—-+oo &

(=VIdouf—L=0
Donc =0 ouf=1, et comme u, >0, Vn >0, alors { = 1.

Théoréme 5.35. ( Théoreme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] —> R une fonction

continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Remarque. Le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.

5.3.4 Application du théoréme des valeurs intermédiaires

Voici la version la plus utilisée du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 5.36. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

si f(a).f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = 0.

i i F
Flaj=0i-~
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