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Exemple 5.34. Soit la suite définie par ug > 0 et Upy1 = \/Upn. Montrer que (u,) admet
une limite £ € R lorsque n —> +oo. A l'aide de la fonction f(z) = /z, calculer cette
limite.

On a f est une fonction continue sur [0, +oo[. Supposons que (u,) est une suite conver-

gente de limite £ comme lim wupy; = lim “w, et comme f est continue, alors { =
n—>r+0oo n—-+oo
lim /Ty = lim wu,, etona:
n—>-+oo 2 n—-+oo &

(=VIdouf—L=0
Donc =0 ouf=1, et comme u, >0, Vn >0, alors { = 1.

Théoréme 5.35. ( Théoreme des valeurs intermédiaires) Soit f : [a,b] —> R une fonction

continue sur un segment.

Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =y.

Remarque. Le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.

5.3.4 Application du théoréme des valeurs intermédiaires

Voici la version la plus utilisée du théoréme des valeurs intermédiaires.

Corollaire 5.36. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

si f(a).f(b) <0, alors il existe ¢ €]a,b| tel que f(c) = 0.

i i F
Flaj=0i-~

¥

1]
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Démonstration. II s’agit d’une application du théoréme des valeurs intermédiaires avec
=10,
L’hypothése f(a).f(b) < 0 signifiant que f(a) et f(b), sont de signes opposés. [ |

Exemple 5.37. .
Soient p(x) = 2° — 3z — 2 et f(z) = 2° +z — 1 deu fonctions définies sur R.
1. L’éguation p(z) = 0 a au moins une racine dans [1,2]. En effet :
p(l) = —4 <0 et p(2) = 24 > 0 avec f est continue sur [1,2], et on conclut grace
au corollaire précédent.
2. L’égquation f(z) =0 a au moins une racine dans [0,1]. En effet :

f(0)=—-1<0et f(1)=1>0 avec f est continue sur [0,1], et on conclut grace au

corollaire précédent.

5.4 Deérivabilité

Soit I un intervalle ouvert de R et f: I — R une fonction. Soit zo € I.

Définition 5.38. (Dérivée en un point)
[ est dérivable en xqg si le tauz d’accroissement f(mi:j:oxo) a une limite finie lorsque x tend

vers xo. La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en zy et est noté f’ (2g). Ainsi

f/(CEO) — i f(l') X f(IO)

T— T T — Zo

Définition 5.39. f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point zo € I . La fonction

z — f () est la fonction dérivée de f, elle se note f ou %.

Exemple 5.40. La fonction définie par f(z) = 2% est dérivable en tout point zo € R. En

effet :
. S A =
fm SO =f) 2o Eom)Eta) z + o = 2.
T—>T0 == ,’EO T—x0 L — _IO T—> T T = :EO T—>x0

On a méme montré que le nombre dérivé de f en xy est 2zq, autrement dit : f (o) = 23

Exemple 5.41. Montrons que la dérivée de f(z) = sinz est f'(z) = cosz. Nous allons

utiliser les deuz assertions suivantes :

B 0kt : . . == +
lim =1 et sinp—sing= 2smucosp
z—0 2 2 2

1,Vp,g €R.
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Remarquons déja que la premiére assertion prouve que lim f(z)_—gm) = Hify 8B — ] ¢
z—0 T z—0 T
donc f est dérivable en zo =0 et f'(0) = 1.
Pour zy quelconque on écrit :
f(x) — f(zo) _ sinz —sinzg i e cog T %o
T — X9 LT =Ty £=o 2

2
Lorsque x — zo alors, d’une part cosf’zﬂ1 — coszg et d’autre part, en posant u =

=5 alors w — 0 et on a S0y 1. Ainsi % — coszg et donc f(z) =

Zo

cosz pour tout z € R.

5.4.1 Equation de la tangente

La droite qui passe par les points distincts (o, f(zo)) et (z, f(z)) a pour coefficient
directeur f(mi:—_f:ém‘” A la limite on trouve que le coefficient directeur de la tangente est

f'(z0). Une équation de la tangente au point (zo, f(zo)) est donc :

y = (z — o) f (z0) + f(zo).

Autres écritures de la dérivée

Voici deux autres formulations de la dérivabilité de f en zg.

Proposition 5.42.

e [ est dérivable en xq si et seulement si hlimo w ezriste et est finie.
—

* f est dérivable en zq si et seulement s’il existe { € R (qui sera f'(zq)) et une fonction

€: I — R telle que lim e(z) =0 avec

T—>xg

f(@) = F(@o) + (z = 20)¢ + (z — z0)e(2).
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Démonstration. Il s’agit juste de reformuler la définition de f (o). Par exemple, apres

division par z — o, la deuxiéme écriture devient

F@) = F@0) _ gt o).

T = &g
|
Proposition 5.43. Soit I un intervalle ouvert, To € I et soit f: I —> R une fonction.
o Si f est dérivable en xo alors f est continue en To.

o Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

Démonstration. Supposons f dérivable en o €t montrons qu’elle est aussi continue en
ce point. Voicl une démonstration concise : partant de D’écriture alternative donnée dans

la proposition 4.42, nous écrivons

f(z) = f(z0) + (& — zo)e + (z = T0)e()

Donc f(z) — f(xo) lorsque £ — Zo et ainsi f est continue en Zo.

On reprend cette démonstration sans utiliser les limites mais uniquement la définition de
continuité et dérivabilité : fixons & > 0 et écrivons f(z) = f(zo) + (z—zo)l+(z— z0)e(2)
grace & la proposition 4.42, ol ml_igr;ge(m) _ Qet £ = f(zo). Choisissons § >0 de sorte

qu’il vérifie tous les points suivants :
o<1,
o 0|l <&,
o si |z — xo| < 6 alors le(z)| <€ (cest possible car £(z) — 0).

Alors Dégalité ci-dessus devient :

1f(z) — (o) = (& — 20}t + (z = z0)e ()|
< |z — zol|¢| + |z — zolle(2)]
< 64| + 6¢ pour |z — zo| < 6
< g Fe = % .

Nous venons de prouver que si |z — 0| < 6 alors |f(z) — f (zo)| < 2¢, ce qui exprime

exactement que f est continue en Zo. [

Remarque. La réciproque est fausse : par exemple, la fonction valeur absolue est conti-

nue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.
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En effet, le tauz d’accroissement de f(z) = |z| en zo = 0 vérifie :

M:m_ 1#i 220

-0 . —1siz <.

On a
i @ =FO) o fle) = £O)

z—07F z z—0~ T
Donc f n’est pas dérivable en xo.
Cela se lit aussi sur le dessin, il y a une demi-tangente & droite, une demi-tangente @

gauche, mais elles ont des directions différentes.

Exemple 5.44. 1. Montrer que la fonction f(z) = 22 est dérivable en tout point
zo € R et que f (z0) = 32

2. Montrer que la fonction g(z) = /T est dérivable en tout point zo > 0 et que

f’(mO) = 2\}@3'

Solution
1. On a
-y ST
lim M = lim % “o
T—>T0 L— Ty z—z0 T — Lo
P (z — z0)(2? + z20 + 77)
z—0 T =TH

= lim z%+ zxo + 22 = 322

z—>z0

La limite existe et est unique alors f est dérivable en tout point zop € R et on a

f, (.To) = 333%
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2
b 9(3) = g(z0) VE = /E
T—>TQ = (EO T—>T0 TEe= [L‘O
= Mlite .
"ot (2 — 20) (V3 + +/0)
il

- 2w/-'170 k
De méme, la limite existe et est unique alors g et dérivable en tout point zg > 0, et

onag(zg) = 2\}30_0.

5.5 Calcul des dérivées

Proposition 5.45. Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout

el

o (f+9)(@) = £ () + ¢ ()

) e 3 ) e s ey
x 9) () = £ (@)g(z) + f(z)g (2);

) @)=~ (si £(z) # 0)
) @

f (@)g(z)—f(2)g () (sz’ g<$) = 0).

(9())?

(Af
o (f

(;
f
. (¢
g
Démonstration. Prouvons par exemple que (f x g)'(z) = f (z)g(z) + f(2)g (z). Fixons
zo € I. Nous allons réécrire le taux d’accroissement de f(z) g(x) :
f(z)g(z) = f(zo)g(zo) _ flz) — f(wo)g(x) 4 9(=) = (o)

T =3 T — Iy T — Ty

— [ (20)g(20) + ¢ (20) f (o).

f (o)

Ceci étant vrai pour tout 2 € I, la fonction f x g est dérivable sur I de dérivée (fxg) (z) =
f(z).9(z) + f(z).d(z).

De la méme maniére ou peut démontrer les autres. &

5.5.1 Dérivée de fonctions usuelles

Le tableau de gauche est un résumé des principales formules & connaitre, x est une

variable.Dans le tableau de droite, u représente une fonction = — u(z).
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Fonction Dérivée
= nz"! (n € Z)
: % @ #£0)
Va 7z, (> 0)

o7

am““l(a<le:cx7é0)v(a21)

x
e’ e~
Inz 2 (z#£0)
cos —sinzg
sinz cosZ
tanz 1+tan’z = =5
Fonction Dérivée
2 nu'u™! (n € Z)
: £, (u#0)
u 2= (u#0)
(e av'u* "t (a<letu#0)V(a>1)
e u'e?
7
Inu s
cosu —u sinu
sinu u cosu
tan u u (14 tan?u) = Coz;u

Remarque.

Si vous devez dériver une fonction avec un exposant dépendant de x il faut absolument

repasser & la forme exponentielle. Par exemple si f(x) = 2% alors on réécrit d’abord

f(z) = e*™®2 pour pouvoir calculer f (z) =In2.e*"2 = In 2.2%.

5.5.2 Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 5.46. Soit f une fonction définie sur un intervalle I, g une fonction définie

sur un intervalle J contenant f(I), et zo un point de I. Si f est dérivable en zo et g

dérivable en f(zq), alors g o f est dérivable en xq et l'on a

(g0 f) (z0) = g [f(z0)].f

/

(o)
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Démonstration. f étant dérivable en zg, on a

f(@) = f(=o) = (z — z0)[f (z0) + €1(z)] avec lim e1(z) = 0.

z—>xQ

g étant dérivable en yo = f(z0), on a

9(y) = 9(v0) = (y — v0)[g (v0) + £2(y)] avec lim e5(y) =0 ety € £(I)

Yy—%o

En remarquant que y — yo = f(z) — f(x0), on a alors

(g0 f)() = (9o Fxo) = (z — zo)[f (z0) + €1(x)][g (w0) + £2(v))],

(g0 f)() = (g0 f)(z0) = (z — 20)[g (%) f (o) + £(2)]

avec £(z) = e1(2)g (yo) + £2(y) f (o) + e1(2)ea(y) et € —> 0 quand z — .

Le théoréme est prouvé.

Exemple 5.47. Calculer la dérivée de In(1 + z2).

Nous posons g(z) = Inz avec g'(z) = 1, et f(z) = 1 + 2? avec f'(z) = 2z.

)

Alors la dérivée de In(1 + z?) = (g o f)(x) est

(90 1)) = UENS @) =g (1423 20 = 2

Remarque. En général si f(z) = u(z)"® ot u et v sont deuz fonctions, on écrit Fz) =

e?@ (@) ensyite on dérive.

5.5.3 Dérivée de la fonction réciproque

Théoréme 5.48. Soit f une application bijective et continue sur un intervalle I et dé-
rivable en un point xoy de I telle que f’(xo) # 0. Alors la fonction réciproque f~1 est

dérivable au point f(zo) et admet pour dérivée

N =y 1
U1l = 5=

Démonstration. Notons h = f=1. Soit yo € f(I) et z € I tel que yy = f(zo). Pour

Y # Yo, on a
h(y) —hlyw) = -1

y—vo  f(z) — flzo)

= Q(z) avec z = h(y)
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Lorsque y — o alors z = h(y) — h(yo) = zo (h est continue) et donc Q(z) — m
Ainsi

5.5.4 Deérivées successives

Définition 5.49. Soi f : I — R une application. On définit les dérivées successives de

f de proche en proche (c-a-d : par récurrence), pour tout n € N*
o ) est Uapplication dérivée de f c-a-d fO) = f.
e Pour a € I, f™(a) est, si elle existe, la dérivée de f=1) en a.

o (™ est application dérivée de f™1.
On appelle application dérivée n-éme de f Uapplication z — f™(z).
On dit que f estn fois dérivable sur I si et seulement si f™ est définie sur I.
On dit que f est indéfiniment dérivable sur I si et seulement si f est n fois dérivable sur
I pour tout n € N*.
Remarque. 1. Onnote : fO = f, fO =7 f@ = " ¢t f = (D) n e N*.

2. Si f est n fois dérivable sur I, alors, pour tout p € N tel que p < n, f est p fois
dérivable sur I et, pour tout (p,q) € N? tel que p+q < n, on a (f®)@ = f+9,

3. 1l se peut que les ensembles de définition de f, f f”.’ -+ sotent distincts.
Théoréme 5.50. Soient A € R,n € N* et soient f,gI :— R deuz fonctions n fois
dérivables n fois dérivables sur I. Alors VYm < n :

1. f+ g estn fois dérivable sur I et (f +g)™ = f™ 4 gm);

2. \f estn fois dérivable sur I et (Af)(™ = \fm™);

3. fg estn fois dérivable sur I et (f.g)(™ = é@’;f(k)g(m_k) (formule de Leibniz) ;

4. Si (Vz € 1,9(x) #0), alors 5 est n fois dérivable sur I.

Démonstration. 1,2 et 3 se montrent aisément par récurrence sur m pour m < n.

Montrons par exemple 3. Soit m <n

e Pour m =1 on retrouve (f.g) = f g+ fg".
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e Pour m = 2, 0on a (fa): = f'lg+2fg + fg". supposons la proprieté vraie au rang
m < n et soient f, g (m+ 1) fois dérivable sur I. D’aprés I'hypothése de récurrence, f.g

est m fois dérivable sur I. Et
(fo)™ = Ck B gt
k=0

. Alors (f. g)(m) est dérivable sur I et :
m ! m 3

(f9™) = (Z GEF g(m—k)> = Zcﬁz UL glm—F) Z Ck 8 glm—k+D)
=) k=0 =0

m+1 m
- 2 Ci;l f(l)g(m+1—l) T Z C:;f(k) g('m+1—k)
k=0

=1

Il

(Cfn-l S C:cn)f(k)g(m+l»—k) 4 f(m+1)g(0) i f(O)g(m+1)

i

1
C’,I;_*_lf(k)g(m%-l—k)-

Il
3
+

=
Il
o

Montrons maintenant 4 par récurrence sur m.

e Pour m=1, ona(g)' :f-l%—gii-

Supposons la propriété yraie au rang m. Comme f, f, g, g sont m fois dérivables sur I,

(fg—f g) et g* sont aussi, d’aprés I'hypothése de récurrence, il en résulte que L gg"gf 9 est

m fois dérivable sur I, et finalement {; est (m + 1) fois dérivable sur I <

Exemple 5.51. Calculer la dérivée n-éme de la fonction h(z) = e (22 +1),¥n 2 0.

Notons f(z) = €® et g(z) =2° + 1. ‘

Ona f(x) = e f =€, f®)(z) =€, Vk e N.

g (z) =21,9 (z) =2 et pour k = gl (x) =0.

Appliquons la formule de Leibniz :

KO (@) = (£.9)P(c) = FO(2)+CA D ()g (@) +CLF D (@)g® (5)4 3> (CE () o ()9 (2).
Done :(£.6)™(z) = €#(2nz +nn — 1) +1). b

Théoréme 5.52. (Théoreme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b], dérivable sur la,b| et telle que
f(a) = f(b). Alors il existe un point c €]a, b| tel que File) =0

Démonstration. Si f est constante sur [a,b], le résultat est trivial puisque

Vz € [a,b] : f{z)=0.
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Sinon il existe zo € [a, b] tel que f(zq) # f(a). Supposons par exemple f(zq) > f(a). Alors
f est continue sur [a, b], qui est fermé et borné, donc elle admet un maximum en un point
c € [a,b]. Mais f(c) > f(zo) > f(a) donc ¢ # a. De méme comme f(a) = f(b) alors c # b.

Ainsi ¢ €]a, b]. En ¢, f est donc dérivable et, admet un maximum donc f (c) = 0. [

fla)=f(b)

Interprétation géométrique :
géométriquement, le théoréme dit qu’il existe au moins un point ¢, distinct de a et b, pour

lequel la tangente & la courbe en ce point est horizontale.
Exemple 5.53.

1. Soit la fonction f définie par : f(z) =23 —z + 1.
Montrer qu’il existe ¢ €]0,1] tel que f (c) = 0, puis déterminer cette constante.
On a f est continue sur R donc elle est continue sur [0,1] et dérivable sur R donc
elle est dérivable sur0,1[, et on a f(0) = f(1) = 1.
Donc d’apres le théoréme de Rolle il existe ¢ €]0,1[ : f'(c) = 0.
Onaf(c)=32—1dotic= F 5
Comme —% ¢]0,1], alors c = %

Théoréme des accroissements finis

Théoréme 5.54. (Théoréme des accroissements finis)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b|. Alors il eziste
c €la, b tel que

f(b) = f(a) = (b~ a)f (o).

Démonstration. Posons ¢(z) = f(z) — f(a) — W(x — a). ¢ est continue sur [a, b],
dérivable sur ]a,b], et ¢(a) = p(b) = 0. Le théoréme de Rolle implique l'existence d’un

point ¢ €]a, b tel que
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Ainsi, f est croissante sur [a, b].
De fagons analogue, si f (z) <0, alors f est décroissante sur [a, b].

Evidemment si f'(z) > 0 (f'(z) < 0), alors f sera strictement croissante(resp.

strictement décroissante).
4

Remarque. La réciproque de (4) et (5) est fausse. Par ezemple la fonction flz)=2" est

strictement croissante sur R sur tout intervalle [a,b] contenant 0, mais f" s’annule en 0.

Exemple 5.56. Considérons

f: Ry; — R
r > flz)=159
La fonction f est dérivable sur R, et : Vz € R, : £ [ = (TIJ:—;Z%, donc on a : f est

strictement croissante si z € [0, 1].

f est strictement décroissante si z € [1,400[.

Corollaire 5.57. Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle ouvert L. 8

eziste une constante M telle que pour tout x € I, |f (z)| < M alors

Vr,y € I, |f(z) — f(y)| £ M|z —y|.

Démonstration. Fixons z < y € I alors il existe ¢ €]z, y[ tel que f(z)—f(y) = fo)(z—
y), et comme |F(0)] < M, alors |£(z) — f(w)| < Mlz — 3. 8

Exemple 5.58. Soit f(z) = sinz. Comme f'(z) = cosz alors |f (z)] <1 Ve eR.

L’inégalité des accroissements finis s’écrit alors :
Vz,y € R,|sinz —siny| < |z —yl.

gt y=1 alors
Vz € R,|sinz| < |z|.

5.7 Reégle de 'Hospital

Théoréme 5.59. (Régle de I’Hospital)
Soient f,g : I — R deus fonctions dérivables et soit zg € I. On suppose que Flan)y==

g(zo) =0, et g'(z) # 0 pour tout z € I\{zo}.
f(=)

e f (B :
Si lim —=—= ={alors lim — =/, ({€R).
T30 g (:L‘) B——¥T0 g(m) ( )
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Démonstration. Fixons a € I'\{zy} avec par exemple a < z;. Soit h : ] — R définie
par h(z) = g(a)f(z) — f(a)g(x). Alors h est continue sur [a, o] C I, dérivable sur ]a, zo[
et h(zo) = h(a) = 0, d’aprés le théoréme de Rolle il existe ¢ €]a, zo[ tel que A'(c) = 0.
Or 1'(z) = g(a) f (z) - f(a)g (z) done g(a)f'(¢) = f(a)g'(¢) = 0. Comme ¢'(z) # 0,z €
I\{zo} cela conduit a 5% — ?E—g. En passant & la limite lorsque a — zg, et ¢ — g
(puisque a < ¢ < zg), on obtient

f(a)

lim &% = Lo
aes g(E)  ewgle) et §1E)

[
Exemple 5.60.
1. Calculer limo m;:—1).]3050715 f(z) =In(z+1) et g(z) = \/z,0n a
o f(0)=0et f'(z) = ;5.
*g9(0)=0etg(z) =5
Soit I =[0,1] et soit zo = 0, alors g (z) # 0,Vz €]0,1]. Donc
lim M = lim f/ (z) — Sl Al ()
z—0 ./ e—0g'(z) =2—0z+1
2. Caleuler lim 2=sihs  Posons f(z) =z —sinz et g(z) =z, on a
e f(0)=0et f'(z) =1 —cosz.
e g(0)=0etg(z)=1.
Soit I = [0,1]; et soit g = 0, alors g (z) # 0,VYz €]0,1]. Donc
tn ZE IS e /() = lim 1 —cosz = 0 alors lim — % —,

z—30 T z—0 g'(x) z—0 z—30 T



