| . Introduction aux Méthodes d'Optimisation en Génie des Procédés

L'optimisation en génie des procédés est une discipline qui vise & améliorer les systémes
industriels et a maximiser leur efficacité, tout en respectant les contraintes de temps, de
ressources et de codts. Elle joue un rdle essentiel dans le développement de solutions
techniques qui permettent d'obtenir des résultats optimaux, que ce soit en termes de qualité, de
rentabilité ou de performance environnementale. A travers l'application de divers algorithmes
et techniques mathématiques, les ingénieurs peuvent concevoir et exploiter des procédés plus
efficaces, tout en minimisant les impacts négatifs sur I'environnement et en maximisant la
productivité.

1.1 Définition

L'optimisation peut étre définie comme un processus visant a trouver la meilleure solution
parmi un ensemble de solutions possibles, en fonction de critéres prédéfinis. En génie des
procedés, cela signifie maximiser ou minimiser des fonctions objectives, telles que la
production, la consommation énergétique ou le codt, sous un ensemble de contraintes. Ces
contraintes peuvent inclure des limites de ressources, des exigences réglementaires ou des
objectifs de durabilité.

L'objectif est d'ajuster les paramétres d'un procede pour atteindre une solution optimale, qui
répond aux besoins de performance tout en respectant ces contraintes.

En résumé : L’optimisation est ’ensemble des techniques permettant de chercher les
minimums ou les maximums de fonction ou fonctionnelle

1.2 Exemples d’Optimisation en Génie des Procédés

Dans le domaine du génie des procédés, l'optimisation peut s'appliquer a différents secteurs
industriels. Quelques exemples incluent :

e Optimisation énergétique : Réduire la consommation d'énergie dans un procédeé
industriel tout en maintenant la production a un niveau constant. Cela peut inclure
I'amelioration de l'efficacité des échangeurs thermiques ou l'ajustement des cycles de
production.

e Optimisation des réactions chimiques : Ajuster les conditions de température, de
pression et de concentration des réactifs pour maximiser le rendement d'une réaction
chimique tout en minimisant la production de sous-produits indésirables.

e Optimisation de la logistique de production : Planifier les opérations de maniére a
minimiser les temps morts, les codts de transport ou les stocks intermédiaires dans une
chaine de production.

e Optimisation des flux de matieres : Concevoir des systéemes de recyclage des
matiéres premieres ou des sous-produits afin de minimiser les déchets tout en
maximisant I'utilisation des ressources disponibles.

1.3 Utilité de I'Optimisation en Engineering
L'optimisation joue un rdle crucial dans I'ingénierie, notamment pour les raisons suivantes :
o Amélioration de I'efficacité : L'optimisation permet de maximiser l'efficacité des

procédeés, ce qui se traduit par une réduction des codts de production, une meilleure
utilisation des ressources et une diminution des pertes énergétiques.



e Réduction des codts : En identifiant les paramétres qui minimisent les colts de
production tout en maintenant ou en améliorant la qualité, I'optimisation permet de
réduire les dépenses dans les industries de transformation.

o Durabilité environnementale : L'optimisation des procédés permet également de
réduire les émissions de gaz a effet de serre et d'autres polluants, contribuant ainsi a
une production plus respectueuse de I'environnement.

o Amélioration de la compétitivité : Les entreprises qui optimisent leurs procédés
béneficient d'une meilleure performance économique et environnementale, ce qui les
rend plus compétitives sur le marché global.

Ainsi, les méthodes d'optimisation sont essentielles pour répondre aux défis technologiques et

économiques auxquels font face les industries modernes, en leur permettant d'innover tout en
restant compétitives et durables.

2. Définition d'un probleme d'optimisation

Un probléme d'optimisation consiste a trouver les valeurs optimales des variables de décision x —

(xy,xa, ..., zy) qui minimisent ou maximisent une fonction objective f(x), tout en respectant un

ensemble de contraintes g;(x) < 0 ou h;(x) — 0.

Formulation générale d’'un probléme d'optimisation :

min f(x) sous les contraintes g;(x) = 0, h;(x) =0
x

ol :
e x — (x1.,T9,.... 2, ) st le vecteur des variables de décision,
e f(x) est la fonction chjective & minimiser ([ou maximiser),
* gi(x) sont les contraintes d'inégalite,

e hj(x) sont les contraintes d'égalité.

2.1 Rappel et définitions

Fonction objective - Critére de performance

La fonction objective f(x) est la fonction que I'on souhaite optimiser (minimiser ou maximiser). Par
exemple, dans un caontexte industriel, cela peut représenter le colt total ou I'énergie consommeée.
L'objectif est de trouver le minimum (ou le maximum) de cette fonction tout en respectant des

contraintes.

m}inf{x} ou m}‘?xf[x}

Extremum local et global

= Un extremum global est une solution optimale sur tout le domaine de la fonction. Si f(x) est

continue et " est I'extremum global, alors :
f(x7) < f(x), vxeR" (minimisation)

¢ Un extremum local est optimal uniquement dans une région proche de la solution. Si ™ est un

minimum local, alors il existe un voisinage V(") tel que :



f(x") < f(x), VYxe V(z") (minimisation)

e Un extremum global (maximum ou minimum global) est la meilleure solution possible
parmi toutes les solutions possibles du domaine.

e Un extremum local est une solution optimale dans une région limitée du domaine, mais
qui peut ne pas étre la meilleure sur tout le domaine.

Gradients

Le gradient de la fonction chjective f(x), noté V f(x), est un vecteur des dérivées partielles par
rapport a chaque variable x;

- (220, 20)
Vix) (('i::.:l "dxs T Oy,

Le gradient indique la direction de la plus forte pente ascendante de la fonction. Dans un probléme

de minimisation, le gradient est utilisé pour trouver la direction de la plus forte descente.

Le gradient d'une fonction est un vecteur qui pointe dans la direction de la plus forte augmentation
de la fonction. Il est utilisé pour déterminer la direction dans laquelle la fonction augmente ou
diminue le plus rapidement.

Matrice Hessienne (Hessien)

La matrice Hessienne est une matrice carrée composee des dérivées secondes d'une fonction.
Elle permet de déterminer la convexité ou la concavite de la fonction, et donc si un point est
un extremum local ou non. Elle est utilisée dans des méthodes d'optimisation avancées pour
analyser la courbure d'une fonction.

La matrice Hessienne H ( f(x)) est une matrice carrée des dérivées secondes de la fonction

objective f(x). Pour une fonction & n variables, elle est définie par :
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Cette matrice fournit des informations sur la courbure de la fonction et aide 4 identifier si un point

critique est un minimum local, un maximum local, ou un point de selle.

Contraintes d’optimisation

Les contraintes d’optimisation sont des conditions que les solutions doivent respecter. Elles
peuvent étre des égalités ou des inégalités qui limitent les valeurs que les variables peuvent
prendre. Par exemple, dans un probléme de minimisation des colts, on peut avoir une
contrainte sur le volume minimal de production.



Contraintes d'optimisation

Les contraintes imposent des conditions que les solutions doivent satisfaire. Il peut y avoir deux

types de contraintes :
+ Contraintes d'égalité: h;(x) = 0

e Contraintes d'inégalité : g;(x) < 0

Ces contraintes limitent I'espace des solutions possibles dans le probléme.

2.2 Propriétés des fonctions objectives
Fonctions unimodales, multimodales

e Une fonction unimodale a un seul extremum (maximum ou minimum) global sur tout son
domaine, ce qui facilite la recherche de la solution optimale.

e Une fonction multimodale posséde plusieurs extrema locaux, ce qui rend la recherche de
I'extremum global plus complexe.

2.2 Propriétes des fonctions objectives

Fonctions unimeodales, multimodales

* Une fonction unimodale posséde un seul extremum (global) sur tout son domaine, ce qui
signifie qu'il n'y a gqu’'un point ol le minimum ou le maximum est atteint. Cela facilite la

recherche d'un optimum.
Vx1,x2 € R, f(x1) < f(x2) pourx; < xs

* Une fonction multimodale a plusieurs extrema locaux. Elle présente plusieurs pics ou vallées

dans son domaine, rendant plus complexe la recherche de I'optimum global.

dxy,x2 ¢ B", f(xy) — minimum local, f(x2) — maximum local



Cette matrice fournit des informations sur la courbure de la fonction et aide a identifier si un point

critique est un minimum local, un maximum local, ou un point de selle.

Contraintes d’optimisation

Les contraintes imposent des conditions que les solutions doivent satisfaire. [l peut y avoir deux

types de contraintes :
» Contraintes d'égalité: h;(x) — 0

s Contraintes d'inégalité: g;(x) < 0
Ces contraintes limitent I'espace des solutions possibles dans le probléme.

2.2 Propriétés des fonctions objectives

Fonctions unimodales, multimodales

* Une fonction unimodale posséde un seul extremum (global) sur tout son domaine, ce qui
signifie qu'il n'y a qu'un paint ait le minimum ou le maximum est atteint. Cela facilite [a

recherche d'un optimum.
Vx1,x2 € B, f(x1) < [(x2) pourxy < x2

* Une fonction multimodale a plusieurs extrema locaux. Clle présente plusieurs pics ou vallées

dans son domaine, rendant plus complexe la recherche de I'optimum global.

dxy,x%xe € B, f(x;) — minimum local, f(xz) — maximum local

Fonction convexe, concave

* line fonction convexe satisfait la condition suivante pour tout x1, x2 € B% et X 2 [0, 1] :

JOAxy + (1 — A)xa) < Af(x1) + (1 — A) fxa)

Cela signifie que le segment reliant deux points de |a fonction reste au-dessus de |a fonction, et quiil
n'y a qu'un minimum global. La convexité garantit qu'un minimum local est également un minimum

global.

* Line fonction concave est I'inverse d'une fonction convexe :
JAxg + (1 — A)xz) = Af(x1) + (1 — A) fxz)
Les fonctions concaves n'ont qu'un maximum global,
Ces propriétés sont cssenticlles dans la résclution des problémes d'optimisation pour déterminer

'unicité et la nature des solutions optimales.

I1 . Définition d’un probléme d’optimisation

Un probléeme d'optimisation consiste a déterminer les valeurs optimales des variables de

x — (zy, 22, ..., 2,) o N foncti y
pour maximiser ou minimiser une fonction appelée

f(x)

fonction  objective , tout en respectant un ensemble de contraintes

gi(x) < 0ouhj(x) = 0. - - X o
. En génie des procédeés, ces problemes visent a améliorer la
performance, l'efficacité énergétique, ou les codts d'un processus donné.

décision



min f(x) sous les contraintes g;(x) < 0, h;(x) =0

" X — [;El, T2, ..., :;:n] est le vecteur des variables de décision,
e f(x) est la fonction objective & minimiser (ou maximiser),
* gi(x) sont les contraintes d'inégalité,

» hj(x) sont les contraintes d"égalité.

2.1 Rappel et définitions
Fonction objective - Critére de performance

La fonction objective f(x) est la fonction que I'on souhaite optimiser (minimiser ou maximiser). Par
exemple, dans un contexte industriel, cela peut représenter le colt total ou I'énergie consommée.
L'objectif est de trouver le minimum (ou le maximum) de cette fonction tout en respectant des

contraintes.
min f(x) ou max fix)

Extremum local et global

¢ Un extremum global est une solution optimale sur tout le domaine de la fonction. Si f(x) est

continue et z* est 'extremum global, alors :
f(x") < f(x), vxe&R" (minimisation)

s Un extremum local est optimal uniquement dans une région proche de la solution. Si ™ est un

minimum local, alors il existe un voisinage V' (x") tel que :

f(x") < f(x), ¥xeV(z") (minimisation)



Les fonctions objectives dans les problémes d'optimisation peuvent étre classées selon differentes
propriétés. Voici les principaux types de fonctions objectives :
1. Fonctions linéaires

Une fonction linéaire est une fonction objective de la forme :
f(x) = cixy + cama + -+ + cpzy = clx

ouc = (cy,c3,...,cy) estun vecteur de coefficients constants. Les fonctions linéaires sont simples
a traiter et apparaissent dans des probléemes d'optimisation linéaire, ol les contraintes sont

également linéaires.

Exemple :

Maximiser les profits en fonction des quantités de production @y, @ :
flxy, z2) = 102 + 1529

2. Fonctions quadratiques

Une fonction quadratique est une fonction de la forme :

flx)= ExIQx-I—CJK-I-C{]

ol () est une matrice symétrique (souvent positive définie ou semi-définie), ¢ est un vecteur de
coefficients, et ¢y est une constante. Les fonctions quadratiques sont utilisées dans les problémes
d'optimisation quadratique, comme dans la programmation quadratique.

Exemple :

Minimiser une fonction d'énergie potentielle :
2 +! :2‘
f{"l"z) r._.|. ‘ ]-r.z "?

3. Fonctions non linéaires

Une fonction non linéaire est toute fonction qui n'est ni lindaire ni quadratique. Ces fonctions
peuvent inclure des termes exponentiels, logarithmigues, ou des produits complexes des variables
de déecision. Elles sont beaucoup plus difficiles a optimiser et nécessitent souvent des methodes
numériques spécialisées.

Exemple :

kMinimiser une fonction de production avec rendement décroissant :

flay,xe) = e ™ + log(zs)



4. Fonctions convexes

Une fonction convexe est définie comme une fonction ou la droite reliant deux points quelcongues

de la fonction se situe toujours au-dessus ou sur la fonction :
FlAxy + (1 — A)x2) < Af(x1) +(1—A)f(x2) TAel0,1]

Les fonctions convexes sont cruciales dans ['optimisation car tout minimum local est également un
minimum global. Beaucoup de problémes pratiques sont résolus plus facilement s'ils impliquent des

fonctions convexes.

Exemple :
ORTS

5. Fonctions concaves

Une fonction concave est ['opposé d'une fonction convexe. La droite reliant deux points
guelconques de la fonction se situe toujours en desscus de la fonction. Elles sont souvent

maximisees dans des probléemes d'optimisation :

fOoa 4 (1= A)xg) = Af(xa) + (1= A) f(xz2)

Exemple :
flz) = —a®
6. Fonctions unimodales

Une fonction unimodale a un seul extremum (maximum ou minimum) sur tout son domaine. Cela
signifie qu'il n'y a qu'un seul point ol la fonction atteint son minimum ou maximum, ce qui rend les

problémes d'optimisation plus simples a résoudre.
Exemple :

f(z) = (& 3)°
7. Fonctions multimodales

Une fonction multimodale posséde plusieurs extrema locaux. Cela signifie qu'il peut y avoir

plusieurs minimums ou maximums locaux, rendant la recherche de 'extremum global plus complexe.

Exemple :

f(z) = sin(x)



8. Fonctions differentiables et non differentiables

* Une fonction différentiable est une fonction dont les dérivées existent et sont continues. Elles
sont couramment utilisées en optimisation ot des méthodes basées sur le gradient (comme la

descente de gradient) sont appliguées.

Exemple :

f(:ﬂ}—:r2+3:r-—2

* Une fonction non différentiable peut avoir des points ol les dérivees ne sont pas définies. Ces
fonctions nécessitent des techniques d'optimisation spécialisées, comme la méthode des sous-

gradients.

Exemple :
f(z) = Ia]
9. Fonctions a plusieurs variables (multidimensionnelles)

Dans un centexte plus genéral, la fonction objective peut étre a plusieurs variables. Les fonctions
multidimensionnelles sont communes dans les problemes complexes d'optimisation en génie des

procedeés.

Exemple :

flz1, 2, 23) = uLf + 22 + ‘ﬂz,

Ces différents types de fonctions objectives sont utilisés en fonction de la nature du probleme 3
résoudre. Les caractéristiques de la fonction objective influencent directement les méthodes

d'optimisation utilisées.

Gradients

Le gradient de la fonction objective f(x), noté V f(x), est un vecteur des dérivées partielles par

rapport & chaque variable x; :

(o1 or of
Vix) (f};ﬂl " Ay """5:12,,)

Le gradient indique la direction de la plus forte pente ascendante de la fonction. Dans un probléme

de minimisation, le gradient est utilisé pour trouver la direction de la plus forte descente.



Matrice Hessienne (Hessien)

La matrice Hessienne H ( f(x)) est une matrice carrée des dérivées secondes de la fonction

objective f(x). Pour une fonction & n variables, elle est définie par:

T T T
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Cette matrice fournit des informations sur la courbure de la fonction et aide a identifier si un point

critigue est un minimum local, un maximum lecal, ou un point de selle.

Contraintes d’optimisation

Les contraintes imposent des conditions que les solutions doivent satisfaire. Il peut y avoir deux

types de contraintes :
* Contraintes d'égalité: h;(x) = 0

* Contraintes d'inégalité : g;(x) < 0

Ces contraintes limitent I'espace des solutions possibles dans le probléme.

2.2 Propriétés des fonctions objectives

Fonctions unimodales, multimodales

* Une fonction unimodale posséde un seul extremum (global) sur tout son domaine, ce qui
signifie qu'il n'y a qu'un point ol le minimum ou le maximum est atteint. Cela facilite la

recherche d'un optimum.
Vxy1,x2 € R, f(x1) < f(x2) pourx; < xo

* Une fonction multimodale a plusieurs extrema locaux. Elle présente plusieurs pics ou vallees

dans son demaine, rendant plus complexe la recherche de I'optimum global.

dx1,%x02 € B", f(x1) = minimum local, f(x2) — maximum local

Fonction convexe, concave

e Une fonction convexe est telle que la droite joignant deux points quelconques de la fonction
est toujours au-dessus ou sur la courbe. Elle n’a qu’un minimum global, ce qui simplifie
I’optimisation.



e Une fonction concave est I'inverse : la droite entre deux points se situe en dessous de la
courbe. Une fonction concave a un maximum global. Convexité et concavité sont cruciales en
optimisation, car elles permettent de savoir si un extremum local est aussi un extremum
global.

* Une fonction convexe satisfait la condition suivante pour tout x3,x2 € R" et A € [0,1]:
FOAxy + (1 — A)x2) < Af(xy) + (1 — A)f(xz2)

Cela signifie que le segment reliant deux points de la fonction reste au-dessus de la fonction, et qu'il
n'y a qu'un minimum global. La convexité garantit qu'un minimum local est également un minimum

global.

* Une fonction concave est l'inverse d'une fonction convexe :
F(Ax1 + (1= A)xz) = Af(x1) + (1 — A)f(x2)
Les fonctions concaves n'ont qu'un maximum global.

Ces propriétés sont essentielles dans la résolution des problémes d'optimisation pour déterminer

l'unicité et la nature des solutions optimales.

e mmmgean ————

Figure 2.2 : Ensemble convexe Figure 2.3 : Ensemble non convexe

Ces concepts sont fondamentaux pour comprendre et résoudre les probléemes d'optimisation
dans le génie des procédes.
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