Chapitre 1 : Notions de corrélation et de convolution

1. Rappels sur les systemes linéaires

1.1. Introduction

Un systeme physique est une interconnexion de dispositifs et d’éléments régis par les lois de
la physique. Un systéeme qui opere sur des signaux analogiques est dit systéme analogique ou
systeme & temps continu. Un systéme qui opére sur des signaux échantillonnés (discrets) est
dit systeme numérique ou systeme a temps discret. Le signal a traiter par le systeme forme
I’excitation ou I’entrée du systéme. Le signal traité est la réponse ou sortie du systéme.

1.2. Systémes continus

Un systéme continu peut étre modélisé par un opérateur T[.] qui agit sur une entrée x(t)
continue et délivre une sortie continue y(t).

X(t) y(O=TIx(®)]
—— T —>

Figure 1 : Systéme continu

Linéarité

Un systéme est dit linéaire si I’opérateur T[.] est linéaire, c-a-d, il satisfait au principe de
superposition.

Pour un systeme continu

Si Txa(®)]=y1(t) et T[xa(t)]=y2(t) alors T[aixa(t)+azx2(t)]=awy1(t)+azy2(t)

Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle d’un systeme continu est la réponse du systéme lorsqu’il excité par
une impulsion de Dirac :

h, ) =T[5t -7)]

yt) =T[x®)]=T j x(2)5(t —7)d7 | = j X(0)T[st—)|dr = j x(2)h, (t)dz

Invariance dans le temps

L’invariance dans le temps aussi appelée invariance par décalage implique que la forme de la
réponse y(t) dépend uniquement de la forme de l'entrée x(t) et non de I’instant ou elle est
appliquée. Si I’entrée est x(t — to) (décalage de tp), la réponse est égale a y(t — to) et est décalée
de la méme quantite.

Stabilité et causalité

Un systeme est stable si a une entrée bornée il fait correspondre une sortie bornée. Le systeme
est stable si sa réponse impulsionnelle est absolument intégrable :

[Ih®dt <oo

—0o0



Un systéme est causal si sa sortie dépend de 1’instant présent et des instant passé mais pas des
instant futurs : y(to) = T[x();t <to]

Le systeme est causal si h(t)=0 pour t<0 :
Signal causal : x(t)=0 pour t<0

Systemes continus caractérisés par des équations linéaires a coefficients constants
Une classe importe des systemes linéaire continus est celle caractérisée par une équation

différentielle & coefficients constants
Nodky @ M dfx (b

> a — = > by
k=0

dt =tk

Déterminons la réponse en fréquence du systeme.

En appliquant la transformée de Fourier aux deux membres de 1’équation différentielle, il
vient

N dKy M gkx (t
TF Zak—y ® —TF Zbk—()

oo dtt oo dtf

En appliquant les propriétés de linéarité et de dérivation, on obtient

N M
> a(jo)Y (@)= b (jo) X (o)

%bk(ja’)k

Ho) = =30 :
> aljo)
k=0

ou X(w), Y(w)sont les transformées de Fourier de 1’entrée x(t), la sortie y(t) et H(w) est la
réponse en fréquence du systeme.

Soit donc

1.3. Systémes échantillonnés (discrets)
Un systeme discret peut étre modélisé par un opérateur T[.] qui agit sur une séquence d’entrée
x(n) et délivre a sa sortie une séquence y(n).

x(n) y(M=T[x(n)]
—> Ml —>

Figure 2 : Systeme discret

Linéarité
Pour un systeme discret
Si T[xa(n)]=y1(n) et T[x2(n)]=y2(n) alors T[azxi(n)+azx2(n)]=arys(n)+azy2(n)
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Réponse impulsionnelle

La réponse impulsionnelle d’un systéme discret est la réponse du systéme lorsqu’il excité par
une impulsion unité :

e (n) =T[s(n—k)]

y(n) =T[x(n)] :T{ D x(k)s(n— k)] = > x@T[s(-K)]= D xhy(n)
k=—o0 k=-0 k=—0

Invariance dans le temps

L'invariance temporelle implique que la forme de la réponse y(n) dépend uniquement de la
forme de I'entrée x(n) et non de I’instant ou il est appliqué. Si I'entrée est décalée vers x(n —
No), la réponse est égale a y(n — ng) et est décalé de la méme quantité.

Stabilité et causalité

Un systeme discret est stable est stable si sa réponse impulsionnelle est absolument
sommable :

fh(n)@o

Un systéme est causal si sa sortie dépende de I’instant présent et des instant passé mais pas
des instant futurs :

y(ng) =T [x(n);n < ng]
Le systeme est causal si h(n)=0 pour n<0.
Signal causal : x(n)=0 pour n<0

Systemes discrets caractérisés par des équations aux différences a coefficients constants
Une classe importe des systemes linéaire discrets est celle caractérisée par une équation aux
différences a coefficients constants

N M
> a y(n—k) => b x(n-k) (17)
k=0 k=0

En applicant la transformeée de Fourier aux deux membres de I'équation aux différences et en
utilisant la propriété de linéarité et de translation temporelle, il vient:

N . M .
3 ae kY () = 3 be X (w)
k=0 k=0

%bkeﬂké
Soit H(w)=j(((")))="§° : (19)
@ Zake—jka)
k=0



ou X(w), Y(w) sont les transformées de Fourier de I'entrée x(n) et la sortie y(n) et H(w) est la
réponse en frequence du systeme.

2. Le produit de convolution

2.1. Définition pour les signaux analogiques

Soient x(t) et h(t) deux signaux continus a énergie finie. Le produit de convolution de x(t) et
h(t) noté y(t) est défini par

y(t) = h(t) * x(t) = Ih@)xﬂ—wﬁdr

Etapes de calcul du produit de convolution
1. Remplacer t par t
2. Obtenir la symétrie de x(t) par rapport a ’axe des ordonnées x(t)—X(-7)
3. Décaler x(-t) det X(-1)—X(t-1)
4. Calculer le produit h(t)x(t-1)

5. Calculer I’intégrale I h(z)x(t—7)dr

Le produit de convolution est une fonction de t calculé pour -co<t<+oo

Application de la convolution

La convolution est une application directe des systemes linéaires invariants dans le temps. Si
h(t) est la réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire invariant dans le temps excité par le
signal d’entrée x(t) alors la sortie du systéme est donnée par

y(O=x®*h(t)

X(t) y(®
> h(t) >

Exemple

Soit le systéme linéaire invariant dans le temps de réponse impulsionnelle h(t)=e'u(t), ot u(t)
dénote 1’échelon unité. Déterminons la réponse du systéme a I’entrée x(t) donnée par

X(t) = 1 O<t<T

o ailleurs X()
0 T T

h(z)
0 ht-2) 4

fd.ﬂ"’
_—I—"_ﬂ_; |

t O T



o t<0 y(t)=0
o O<i<T

t t
y(t) = Ie_(t_f)dr = e_tJ.err =gt (et —1): 1-e7t
0 0

o t>1

T T
y(t) = je_(t_f)dr = e_tje’dr =gt (eT —1)
0 0

y(t)

TN

Propriétés de la convolution

Commutativité

y(®=x(®)*h(©)=(t)*x(?)

Associativité

y(®=x(®)*[N1() *h2(0)]=[x (O *h2 ()] ()

Distributivité
y(O)=x(t)*[ha(t)+h2(t)]=x () *ha (1) +x(t)*ha(t)

2.2. Définition pour les signaux discrets
Soient x(n) et h(n) deux signaux discrets a énergie finie. La convolution discréte de x(n) et
h(n) noté y(n) est défini par

y(n) =x(n)*h(n) = > h(k)x(n—k)
k=—00

Etapes de calcul de la convolution discréte

1. Remplacer n par k

2. Obtenir la symetrie de x(k) par rapport a I’axe des ordonnées x(K)—Xx(-k)
3. Décaler x(-k) de n  x(-n)—x(n-k)

+00
5. Calculer la somme des produits Z h(k)x(n —k)
k:—OO
La convolution discrete est une fonction de n calculée pour -co<n<+oo*



Exemple

h(n)=a"u(n), 0O<a<1

_ a" n>0
0 n<o0

) y(n)=x(n)*h(n)
7 ' ) —

x(n)=u(n) - u(n - N) : impulsion rectangulaire
x(k)

® @ @ @ @ ®
0o 1 N-1 k
1 o h(k)
o ] IR
0 1 k
h(n k) ol

MTTH .

0 1 n
e n<0 y(n)=0
nl- a—(n+1)

1- a_1

n
e0<n<N y(n)ZZa“_k:a
k=0



nl—a_N

N-1
en>N y(n)=Za”_k=a
k=0 1-a-

y(n)

+HT TTT?

0 N-1

3. La corrélation
3.1 Corrélation des signaux a énergie finie

La fonction de corrélation mutuelle ou inter-corrélation temporelle de deux signaux réels x(t)
et y(t) a énergie finie (ex : signaux transitoires) est donnée par :

Py (@)= [xt+)y Odt= [xOY -7t ="y ()

On montre que gx,(2)=x(2)*y (-2)
La fonction d’autocorrélation du signal x(t) est donnée par

+00

Do (7) = j X (t+ 7)x@)dt = x(2)* X" (=7)

—00
Pour t=0, on obtient I’énergie du signal

+00
E =0 (0) = I|x(t)|2dt La transformée de Fourier de la fonction de corrélation mutuelle

—00

s’obtient en appliquant la propriété de convolution:

Dyy (@) = X (@)Y (@)

La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation est :
Dy (@) = X (@)X (@) = X (a))|2  densité spectraled' énergie

3.2 Corrélation des signaux a puissance finie

La fonction d’inter-corrélation temporelle de deux signaux réels x(t) et y(t) a puissance finie
(ex : signaux périodiques, signaux aleatoires) est définie par :



1+T/2
Pry () = _lim = j X" (t+7)y()dt = gy ()
ToeT )

La fonction d’autocorrélation du signal x(t) est donnée par

1+T/2 1
Oy (7) = lim = jx (t+2)x(@)dt= lim =x(z)*x (-7)
—o T T/ Towl

Pour t=0, on obtient la puissance du signal

1+T/2
P=0u(0)= lim = j|x(t)|2dt
Toel 5

Si les signaux sont périodiques, 1’intégrale se calcule sur une période.

Exemple de fonction d’autocorrélation

Bruit blanc

4 T T T T T T T T T

Fonction d'autocorrelation
2500 ¢ T T T T T T T

2000 —~

1500 —

1000 -

by,

500 -

500t r r r r r r r
-2 . 1



3.3 Propriétés

. Propriétés de la fonction d’autocorrélation

parité : gx(—1) = ¢ x(1)

La fonction d’autocorrélation d’un signal périodique est périodique.
maximum en z€ro : |ex(1)| < xx(0)

puissance/énergie moyenne du signal = @x(0)

J Propriétés de la fonction d’intercorrélation
Symétrie hermitienne : ¢y, (—7) = (p*yx ()

Majoration : ‘¢Xy (r)‘ < %((oxx (0) + oy (0))

3.4 Calcul de la fonction de corrélation

La fonction de corrélation des signaux a énergies finies est calculée en remplagant 1’intégrale
par la somme des produits des valeurs des échantillons. Le temps t est remplacé par n et le
délai t par k. Si on dispose que de N échantillons du signal x(n) et de M échantillons du signal
y(n) (réels), oxy(Kk) ne peut étre calculé a partir de N — k valeurs :
N—k-1
oy (K)= D x(n+k)y(n), 0<k<N+M-1
n=0

Pour les signaux a puissances finies, il vient

N—-k-1
1
k)=— x(n+k)y(n), O<k<N+M-1
Py () = ZO( )y(n)

Lorsque k s’approche de N — 1, peu de termes interviennent dans le calcul de la fonction de
corrélation alors que le terme de normalisation reste égal a 1/N. Cela a pour conséquence
d’introduire un biais dans la fonction de corrélation calculée. Pour éliminer ce biais, la
fonction de corrélation peut étre calculée en utilisant la forme biaisée :

N-k-1
1
K)=—" x(n+k)y(n), 0<k<N+M-1
Py (K) N_kr§)<+>y() +

3.5. Applications de la fonction de corrélation
Application dans les systemes Radar : détection d’un signal noyé dans un bruit blanc
L’objectif est de détecter la présence ou non d’un avion et calculer sa distance par rapport au

radar en cas de presence.

Le radar émet un signal chirp s(t) et recoit le signal x(t) réfléchi par I'avion. S'il n'y a pas
d'avion dans la zone couverte par le radar, le signal recu x(t) est un bruit. Si un avion est
présent, le signal x(t) recu consiste en une version atténuée, retardée et bruité du signal émis
S(t). Le signal regu s’écrit comme :

x(t)=As(t—2)+h(t)



A : facteur d'atténuation dépendant de la distance et de la forme de I'avion

7= temps mis par I'onde pour parcourir le trajet aller et retour
b(t) = bruit additif

La détection de la présence ou non de I’avion peut étre effectuée en calculant la fonction
d’intercorrélation entre le signal émis par le radar et le signal regu.

Présence d’un ’avion : La fonction d’intercorrélation présente un pic décalée par rapport a la
position centrale. Ce temps de décalage correspond au trajet aller-retour parcouru par 1’onde.
La distance de 1’avion par rapport au radar est calculée par v#/2, ou v est la vitesse de
propagation de 1’onde supposée égale a celle de la lumiere.

Absence d’un [’avion : Le signal recu x(t) est fortement atténué et perturbé. La fonction
d’intercorrélation ne présente aucun pic bien apparent.

Application a la détection d’un signal périodique noyé dans un bruit blanc
L’objectif est de détecter d’un signal est de savoir si ce signal existe ou non. Soit s(t) un signal
périodique de période inconnue. Le signal x(t) a détecter est
X(t) = s(t) + b(t)
ou b(t) un bruit centré.
La fonction d’autocorrélation du signal y(n) s’écrit :
Pxx(T) = Pss(T) +Ps(T) + Pos(T) + Po(T)
Si le bruit b(t) est indépendant du signal x(n), les fonctions d’intercorrélation @s(t) €t @ps(t)
sont nulles pour tout k. Si de plus la densité spectrale du bruit est absolument continue, on a :
lim @up(7) =0

K —-+o0
D’ou, @xx(t) — @ss(t) lorsque t — +oo
En calculant la fonction d’autocorrélation de X(t), on va voir apparaitre celle du signal
périodique s(t) aux grandes valeurs de 7.

Analyse spectrale

L’estimation spectrale ou analyse spectrale a pour but d’estimer la densité spectrale de
puissance (PSD : power spectral density) @y« (o ) d’un signal aléatoire x(t) a partir d’une
réalisation de ce signal sur une fenétre d’observation finie.

Filtrage

La densité spectrale de puissance représente la répartition de la puissance du signal en
fonction de la fréquence. Une maniere d’obtenir cette répartition de puissance consiste a
appliquer le signal x(t) a analyser a I’entrée d’un filtre sélectif Hyo centré sur la fréquence
d’analyse mo. La sortie Xg(t) du filtre contient les composantes du signal appartenant a la
bande passante du filtre. La puissance de Xg(t) est

1 T/2 ) 1 +00 5
Py = lim = j IXg () °dt = —— I|Hw0(f)| D, (0)do
T—)ooT__l_/2 272'_00

Pour obtenir une estimation de la densite spectrale de x(t), le gain complexe du filtre H,, doit

étre une impulsion de Dirac dans le domaine fréquentiel d(w—wp) et donc une réponse
impulsionnelle de durée infinie et non causale. En pratique, on utilise un filtre sélectif dont le
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gain complexe est a largeur de bande finie. Cette contrainte conduira & une estimation biaisée
de la densité spectrale de puissance.

X0 Xr(t)

Les méthodes d’estimation spectrales dites classiques utilisent la transformée de Fourier du
signal ou sur la T.F. de sa fonction d’autocorrélation.

Supposons que 1’on observe le signal x(t) a travers une fenétre d’observation finie [-T/2, T/2].
Le signal x(t) tronqué sur [-T/2, T/2] est noté xt (t).

Le périodogramme
C’est un estimateur de la densité spectrale de puissance qui consiste a calculer le module au
carré de la T.F. de Xt (t).
Cas continu :
1 T/2 _
Do) == jx(t) e~ Jegt
-T/2

2

Cas discret :

N-1 2

>, x(n)e~ Jn

A 1
q%«(a»::}q
n=0

Pour le calcul numérique sur ordinateur, o est discrétisée : w = k%r, k=0,1---,N-1

kn2
. 1 N-1 —jer—
cDxx(k):WZX(n)e N|  k=0,1,...,N-1
n=0

Le périodogramme moyenné lissé

Une autre technique permettant d’améliorer les performances du périodogramme consiste a
décomposer le signal observé x(n), n=0, ..., N-1 en L segments plus courts (M échantillons)
qui peuvent se chevaucher entre-eux, calculer le periodogramme de chaque segment X; puis
calculer la moyenne des L periodogrammes :

) L Lt M 2
Droc(@) =7 D 4= 2 Xi(me 1"
1=0 n=0

Ceci a pour effet de diviser la variance du périodogramme par un facteur L et diminuer la
résolution spectrale du méme facteur. Si on augmente M, on améliore la résolution spectrale.
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On peut aussi combiner un moyennage des estimateurs avec un lissage des périodogrammes
estimes sur chaque segment (périodogramme lissé moyenne).

Le corrélogramme
C’est un estimateur de la densité spectrale de puissance qui consiste a calculer la T.F. d’une
estimee de la fonction d’autocorrélation de X(t).

Cas continu :
1 +00 _
Duoc() = | [ Puc(r) €717
—0
Cas discret :
R 1 |N=1 -
Do (@) = | " e ()7
n=0

Identification de processus

L’identification de processus a pour objectif de déterminer I’opération mathématique subie
par les grandeurs mises en jeu dans ce processus. Dans le cas d’un processus linéaire, ¢’est
déterminer la fonction de transfert du systeme, ou sa réponse impulsionnelle.

~s

x(k) H%)

'

Une technique trés utilisée permettant de déterminer la réponse impulsionnelle d’un systéme a
temps continu consiste a lui injecter un bruit blanc x(t), de fonction d’autocorrélation :

®xx (1) = Nod(t)
11 suffit d’intercorréler la sortie du systéme avec 1’entrée :

Pyx (1) = oxx (r) *h(z) =ngh(7)

En prenant la TF des deux membres de 1’équation, on obtient :
Dy (@) = Dy (@)H ()

Or @ () =TF[p (1) =TF[no ()] = ng

Dyx (@)
No

= H(w)=
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Chapitre 2 : Les variables aléatoires

1. Rappels de probabilités
1.1 Espace probabilisé

1.1.1 Expérience aléatoire: c’est une expérience qui, répétée plusieurs fois de fagon
identique, conduit a des résultats imprevisibles.

Exemple : lancer d’un dé ou d’une piéce de monnaie
1.1.2 Evenement : fait qui peut étre réalisé ou non lors d’une expérience aléatoire.
1.1.3 Epreuve : désigne une réalisation possible de I’expérience aléatoire.

1.1.4 Ensemble des épreuves : ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire,
on le dénote Q.

Exemple : lancer d’un dé

0={1,2,3,4,5, 6}

1.1.5 Définition axiomatique des probabilités

Définition : On appelle tribu un ensemble A de parties de Q qui Vérifie :

1. Q et ® sontdans A

2. SiAe A alors A e #A
3. Si {Aq},oy € Aalors UA, e A

neN

Lorsque Q=R, la plus petite tribu engendrée a partir de tous les intervalles de la forme ]-o, X]
ou de la forme [a, b] est appelée la tribu de Borel. On la note B(R) et ses éléments sont
appelés les Boréliens. La définition se généralise au cas ou Q=R".

Les éléments de # sont appelés éveénements ou ensembles mesurables et le couple (€2, A) est
dit espace mesurable.

On définit une mesure de probabilité en associant a chaque événement un nombre qui indique
sa probabilité d’apparaitre.

Définition : On appelle mesure de probabilité une application de la tribu #1 des évenements
dans [0, 1] qui Vérifie :

1. P(Q)=1 et P(®)=0
2. VAeAPA) 20

13



3. Si la suite d’événements {A,},_de A vérifie AnA=D vV iz alors

(RIS

neN
Le triplet (Q2, A, P) est appelé espace probabilisé ou espace de probabilité.
Exemple : lancer d’un dé
Soit I’événement A « obtenir un nombre impair »
0={1,2,3,4,5,6}
A={1,3, 5
P(A)=3/6=1/2
Quelques lois :

e Si A est un événement, sa réalisation exclue la réalisation de 1’événement contraire de
A.

e L’événement Q est toujours réalisé : évenement certain.

e L’événement @ n’est jamais réalisé : événement impossible.

1.2 Probabilité conditionnelle et indépendance
Soit (©2, A, P) un espace probabilisé et A et B deux évenements appartement a la tribu 1.

P(A/B) : probabilité de réalisation de I’événement A sachant que 1’événement B est réalisé.

P(ANB)

P(A/B) = 5(E)

, P(B)=0

Si P(A/B)=P(A) on dit que les évenements A et B sont indépendants.

P(ANB)

A et B indépendants = P(A/B) = ————
P(B)

= P(A) = P(AnB)=P(A)P(B)

Deux événements A et B sont indépendants sont ssi P(ANB)=P(A)P(B).

o Si AnB= alors P(A/B)=0

o Si BcA alors P(A/B)=1

Exemple : Soit A 1’événement « obtenir un nombre pair » dans I’expérience de lancer de dé.
A={2, 4,6}

B={2}

o Indépendance conjointe :

Les évenements de la suite A={A;, Ay, As, . . ., An} sont conjointement indépendants
(indépendants dans leur ensemble) si pour toute suite de A, ona:
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P(BklﬂBkzﬂ e ﬂka):P(Bkl)P(Bkz) e P(ka)

OU Bm:Am ou Bm:Z\m
Si les événements de la suite {A1, Az, As, . . ., An} sont indépendants dans leur ensemble alors
ils sont indépendants deux a deux. La réciproque est fausse.

o Formule des probabilités totales
Soit B un évenement e A. Pour toute partition finie ou dénombrable d’événement Ag de Q, on
a.

P(B)=P(BNQ) =D P(BNA)=> P(B/A)P(A)
k k
C’est la formule des probabilités totales.

o Formule de Bayes
P(BNA) _ P(B/A)P(A)
P(A/B) = =
(AcB) P(B) D P(B/Aj)P(A})
j

2. Variables aléatoires

2.1 Définition

Une variable aléatoire (v.a) X est une fonction (régle) qui assigne a chaque résultat o d’une
expérience aléatoire une valeur X(w). On écrit la variable aléatoire X au lieu de X().

Notation X=x

X : variable aléatoire

X : réalisation de la variable aléatoire

Exemple :

Lancer d’un dé. On définit la v.a comme suit :

X(wi)=2i

i: nombre de points de la face

j X((x)i)
2

4

6

8
10
12

o OB WDN
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2.2 Egalité de 2 variables aléatoires

Deux v.a X et Y sont presque surement égales si ’ensemble {weQ : X(w)=Y(w)} est de
probabilité nulle.

2.3 Loi de probabilité

Soit X une v.a définie sur un espace probabilisé (Q2, A, P) a valeurs dans (R, B(R)). On appelle
loi de probabilité de la v.a X (ou loi induite) la mesure définie pour tout Be B(R) par :

Py (B) = P({w € Q: X (@) € B})

2.4 Fonction de répartition et densité de probabilité

On appelle fonction de répartition la fonction Fx(x) définie par :
Fx (X) = P({a) eQ: X(w) < X}) que 1’on note P(X<x)

Fx(X)= P(X<Xx)

Propriétés :

e Fx(x) est non négative, non décroissante
. Fx(X)ZO
e Si X1=<X> alors Fx(X]_) SFx(Xz)

e Fx(x) est continue adroite : lim Fy (x) = Fx (a)
X—>a+

e lim Fy(x)=0

X—>—00
. lim Fy (x)=1
X—>+00
e Six2>xl: P(Xl <X< X2)= Fx (X2) —Fx (Xl)
Variable aléatoire discréte

Une v.a discréte X est une v.a a valeurs dans un ensemble fini ou au plus dénombrable de
valeurs réelles :

X1 Q= {Xq, X9, X}

Py (X¢) = P({lr: X (@) = % §)

V k Px(xx) >0 et

D Py (x) =1
k

La fonction de répartition d’une v.a discréte est de la forme :
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Fx (0 = D 1o, ] (X )Px (%)
k

. 1 sixe A
OULAM =10 sixea

La fonction de répartition d’une v.a discréte est une fonction en marche d’escalier qui
présente un nombre fini ou au plus dénombrable de sauts. Ces sauts sont situés aux points

Xk et on ont une hauteur égale a P(xy).

X1 X2 0 X3

Variable aléatoire continue
Une v.a est continue s’il existe une fonction fx(X) non négative appelée fonction densité de
X
probabilité (fdp) qui vérifie Fy (X) = J' fy (u)du
—0o0

dFx (X)

fy (X)=
x (X) v
Propriétés de la fonction densité de probabilité

b
e a<b Pla<xs b):jfx (u)du
a

o Tf x(X)dx =1

—00

e Fx()= [ fx(u)du=P(X <x)

. _ dFX (X)
fx (x) = N
o fx(X)>0

17



Exemples

Distribution uniforme

1
fx (X)=<b-a
0 sinon

six e|[a,b]

Distribution Gaussienne (normale) de paramétres p et o°

X~N(y, 6%

fx (X) =

2.5. Espérance et variance d’une v.a
2.5.1. Espérance
Cas continu

La valeur moyenne ou I’espérance mathématique d’une v.a continue X est définie par :

E[X]= ux =p= [xEx ()

—00
Exemple

Soit X une v.a uniformément distribuée dans 1’intervalle [X1, X2].

1

fx (X) =1 X2—Xq
0 sinon

six e[x, %]

X2
E[X]= L J.xdx:M
X

e Si fx(x) est paire alors E[X]=0
e Si fx(x) est symétrique par rapport a a alors E[X]=a

Cas discret

Pour une v.a discréte, 1’intégrale peut étre écrite sous forme d’une somme. Soit X une v.a
discréte pouvant prendre les valeurs x; avec des probabilités p;.

18



E[X]=in p;i avec pi=P(X=x;)

|
Exemple

Si X prend les valeurs 1, 2, . . ., 6 avec des probabilités 1/6 alors
1
ER]:€@+Z%~+®:35

Espérance d’une fonction de X

Soit X une v.a et soit g une fonction. On forme la v.a Y=g(X). L’espérance de Y est donnée
par :

E[Y]= [ty (y)ay
Théoréme :
E[g()]= [900 x (x)dx

Si X est une v.a discréte alors :

E[g(x)]= 2 90 p(X =)

Variable aléatoire complexe
Si Z=X+jY est une v.a complexe alors son espérance est donnée par :
E[ZI=E[X]+E[Y]

Si g(X)=g1(X)+jg2(X) est une fonction complexe de la v.a réelle X alors

+00 +00 +00
E[g()]= [ g1(X) fx 0ok + [g2(X) fx (k= [g(X)fx (X)
2.5.2. Variance

La variance d’une v.a X est définie par :

+00

Var[X]= 0% = EX —ux 2]= [lx- s )? 1 ()0

—0o0
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ou ux=E[X] et ox est une constante positive appelée déviation standard ou écart type de X.
Exemple

Soit X une v.a normale

fx (X) =

Montrons que p est la moyenne et que o est la variance.

fx(X-p)=fx(x+u) = fx(x) est symétrique par rapport & u = p est la moyenne de fx(x).

(x-u)°

+ 00 400 _
Ona J’fx(x)dx=1:> je 207 dx = o2r

—00 —00

Dérivons les deux membres par rapport a o, il vient :

[ootle 2ot g 2r
o2
Multiplions les deux membres par —— , il vient
N2
400 _(X_:u)z
.[ Le 20° (X—u)ZdX:G2
o~N2rx
—00
Cas discret
Soit X une v.a discréte. On a :
o =% pilx - ), Pi=P(X=xi)
i

Exemple

Soit X une v.a discréte pouvant prendre les valeurs 1 et 0 avec les probabilités p et g=1-p,
respectivement. X est appelée v.a de Bernouli

E[X]=1.p+0.g=p
E[X?]=1°.p+0°.q=p
o*=E[X*]-E*[X]=p-p*=p(1-p)=pq
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Exemple

Une v.a discrete ayant une distribution de Poisson de parameétre a prend les valeurs 0, 1, 2, . . .
avec les probabilités :

k
Ky _e—ad
P(X=k)=e * "

Dérivons deux fois le développement de Taylor de e*

k=0
a_xpat_Llx a¥
o= Lk 2y
k=0 k=1
_ k ok
a k(k—-1)ak2 1i2a 1 a
e = =— Yk ___zk_
k! 2 2
k=1 a®iq K oatim K
Donc
o, ak
E[x]=e Zkﬂza
k=1
0 a‘k
E[XZ]:e‘aZkz——a2+a
k=1

Var(X)= 6°=E[X*]-E’[X]=a
2.6. Moments
Le moment d’ordre n d’une v.a X est définie par :

+00

m, = E[X“]: Jx” fy (x)dx
+00
Moments centrés : u, = E[(X — iy )“]: j(x—,ux )M £, (x)dx

Moments absolus : EDX |n}
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Moments absolus centrés: EDX — ux |"}

Moments généralisés : El(X -~ a)”J
Moments généralisés absolus : EDX - a|n}

2.7. Fonction caractéristique
Cas continu

La fonction caractéristique d’une v.a continue est définie par :

() = jfx(x)eia’xdx

—0
Cette fonction est maximale a 1’origine
D ()| < ®(0) =1

Si on remplace jo par s, il vient :

—+00
D(s) = I fy (x)e¥*dx : Fonction moment d’ordre s de e*

—00

Y (w) = Ln®(w) est la seconde fonction caractéristique de X
Ona: ®(w) = Elej“’XJ d(s) = EleSXJ

Si Y=aX+balors @y () =eP?®y (aw)
—+00

fy (X) :% [o(@e e

Théoreme des moments

Si on dérive n fois ®(s), on obtient :
oM (s) = Elx NgSX J
Si on pose s=0, il vient

o™ (0) = E[x"]|=m,
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La dérivée de d(s) a I’origine est égale aux moments de X.
Cas discret

Soit X une v.a discréte pouvant prendre les valeurs x; avec les probabilités p;. La fonction
caractéristique de X est donnée par :

D(w) =) pie)

2.8. Cas de deux variables aléatoires

Etant donné deux v.a X et Y, on veut déterminer leurs statistiques conjointes, c.a.d la
probabilité que le point (X, Y) soit a I’intérieur d’un domaine spécifi¢ D du plan xy

2.8..1 Fonction de répartition conjointe

Soit X et Y deux v.a définies dans le méme espace probabilisé (Q2, A, P) & valeurs dans R. La
fonction de répartition conjointe Fxy(X, ¥) est la probabilité de 1I’événement

{XLX, YLy}={(x, y)eD}

Fxy(X, Y)=P(X<x, Y<y)

Propriétés

e La fonction de répartition conjointe Fxy(X, y) est telle que
Fxy(-o0, y)=0 Fxy(X, -00)=0 Fxy(-00,-00)=0 Fxy(+o0,+0)=1
e Sixy>xp alors Fxy(X1, Y)>Fxy(X2, ¥)
o Siy;>y; alors Fxy(X, y1)>Fxy(X, Y2)
° P(X1<X<X2, YSy): ny(Xz, y)-ny(Xl, y)
o  P(XX, yi<Y<yo)= Fxy(X, Y2)-Fxv(X, Y1)
o P(xi<X<Xy, y1<Y<yo)=Fxy(X2, Y2)-Fxv(X1, Y2)-Fxv(X2, y1)+Fxy(X1, Y1)
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2.8.2. Densité de probabilité conjointe

La fonction densité de probabilité conjointe de X et Y est définie par :

02Fyy (X, Y)

fxy (X, y) = oxdy

Soit donc

X Y
Fxy 0 ¥) = [ [ fxy (@ Adadp

—00 —00
2.8.3. Statistiques conjointes
La probabilité que le point (X, y) € D du plan XY est égale a I’intégrale de fxy(X, y) dans cette
région :
P{(x,y) € D}= [[ fxy (x y)ddy
D

ou {(x, y)eD} est I’événement de tous les résultats tel que le point (X(w), Y(®))eD.
2.8.4. Statistiques marginales
Les statistiques de chaque v.a sont appelées statistiques marginales.

° Fx(X):ny(X, +OO)

o Fy(y)=Fxv(+, y)

o Tx0= [fxyundy  fy(y)= [ fxy (xy)x

—00 —00

OF xy (X,+o0 OFyy (+x,
e OU fX (X) _ XYa(X ) fY (y) _ XY ( 0 y)

oy

2.8.5. Normalité conjointe

Deux v.a X et Y sont conjointement normales si leur densité de probabilité est donnée par :

fxv<x,y>—Aexp{- : - {<Xgl>2_2r<wlxyy2>+<yﬂ2>2}

21—r2) o1 0102 o2

Cette fonction est positive et son intégrale est égale a 1 si
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A= L <t

2nc109V1- r?

fxy(X, y) est notée N(w, pz2 ; 61, 02; 1)

et pp sont les moyennes de X et Y et 012 et 022 sont leurs variances et r est le coefficient de
corrélation.

Les densités de probabilité marginales de X et Y sont données par :

(X_ﬂl)z

2

fy (x) = e 291
(o2 T

(y—ﬂz)z

1 202

fy (X) = e 2
V=

e Si deux v.a. sont conjointement normales alors elles sont marginalement normales,
I’inverse n’est pas vraie.

e Deux v.a X et Y sont conjointement normales si la somme aX+bY est normale pour
tout a et b.

Cas discret

Soit X et Y deux v.a discrétes pouvant prendre les valeurs xi et yk avec les probabilités
respectives P(X=x;))=pi P(Y=Yx)=0«k

Leurs statistiques conjointes peuvent étre déterminées en fonction des probabilités conjointes
P(X=xi, Y=yi)=pik

Ona: ZZ pik =1
i Kk
La fonction de répartition conjointe s’écrit :

Fxy(xy)= ZZ Pkn1}-c0, x] (X Moo, y] (V)
k n

Les probabilités marginales de X et Y sont données par :

Px (k) = P(X =x) Zpkn

R (m)=P(Y =yy) Zpkn
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2.8.6. Indépendance

Deux v.a X et Y sont dites statistiquement indépendantes si les évenements {xeA} et {yeB}
sont indépendants :

P({xe Ay e Bj)=P({xe A)P(ly € B})
Ou A et B sont deux ensembles arbitraires de R.
En appliquant la définition précédente sur I’événement {X<x, Y<y}, on déduit que :

Fxv(X, ¥)=FxG)Fv(y)

ou encore

fxv(X, ¥)=fxGJfv(y)

Si X et Y sont deux v.a de type discret et indépendantes alors pik=pipx

Théoréme :

Siles v.a X et Y sont indépendantes alors les v.a Z=g(X) et W=h(Y) sont aussi indépendantes.
2.9. Fonction de deux variables aléatoires

Etant donné deux v.a X et Y et une fonction g(x, y), on forme la v.a Z=g(X, Y). On peut
exprimer les statistiques de Z en fonction de g(X, y) et des statistiques de X et Y.

Soit z un nombre donné et soit D, la région du plan XY tel que g(x, y)<z
{Z<z}={g(X, Y)<z}={(X, Y)eD}

Donc:

F, (2)=P(Z <z)=P({(X,Y)eD,))= ” fyey (%, y)dxdy

2.10. Deux fonctions de deux variables aléatoires

Etant donné deux v.a X et Y et deux fonctions g(x, y) et h(x, y), on forme les v.a Z=g(X, Y) et
W=h(X, Y). On peut exprimer les statistiques de Z et W en fonctions de g(x, y), h(x, y) et leurs
statistiques conjointes.

Soit z et w deux nombres réels et dénotons par D, la région du plan xy tel que g(x, y) <z et
h(x, y) <w.

(Z<z, Wsw}={(X, Y) €Dy

Soit donc :
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Fzw (z,w) = J‘J. fxy (x, y)ixdy = P({(x, y) € Dz )
DZW

Densité conjointe

On veut déterminer la densité conjointe des v.a Z=g(X, Y) et W=h(X, Y)
Théoréme fondamental

Pour trouver fzw(z, w), on résout le systeme

9(x, y)=z

h(x, y)=w

Dénotons par (Xn, Yn) les solutions réelles

g(Xn, Yn)=Z  h(Xn, Yn)=W

Ona:
Fou(zW) = fxy . v1) . fxy (Xn.Yn)
|J(x1,y1)| |J(Xn’Yn)|
oz ozl [ax x|+
\ _|ox oy |_|az ow : .
Ou J(x,y) oW ow o oy est le Jacobien de la transformation.
x oy Lez ow

Transformation linéaire

Z=aX+bY W=cX+dY

Si ad-bc=0 alors le systéme précédent admet une seule solution :
x=Az+BW y=Cz+Dw

D’autre part J(X, y)=ad-bc, soit donc

fzw (z,w) = fyy (Az + Bw,Cz + Dw)

1
lad —bc|
2.11. Moments et statistiques conditionnels

Moments conjoints

Etant donne deux v.a X et Y et une fonction g(x, y), on forme la v.a Z=g(X, Y). La moyenne
de lav.a Z est donnée par :
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+00

E[z]= [, ()2

Théoreme
+00 +00
E[g(x.)]= | [a0xy) fxy (x y)dxdy

Si les v.a dont de type discret pouvant prendre les valeurs x; et yx avec les probabilités pix
alors :

E[g(X,Y)]=>_> 9%, Vi) Pik
k

i
Linéarité
n n
E[Zakgk(x,v)] = 2 acE[ge (X, )]
k=1 k=1
En général E[XY]=E[X]E[Y]
Covariance
La covariance notée C ou Cxy de deux v.a X et Y est par définition :
Cxy = E[(X = pux XY =y )] = E[XY ] -E[X JE[Y]
ou px=E[X] et py=E[Y]
Coefficient de corrélation

Le coefficient de corrélation noté r ou rxy de deux v.a X et Y est donné par

Cxy
oX Oy

Fxy =

on montre que |rxy | <1, soit donc [Cxy| < ox oy

Lesv.a X, Y et X-ux, Y-y ont les mémes covariances et les mémes coefficients de corrélation.
Deux v.a sont dites non corrélées si leur covariance est nulle :

Cxy=0 = E[XY]=E[X]E[Y]

Orthogonalité

Deux v.a sont dites orthogonales si E[XY]=0
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Notes

e Si XetY sontnon corrélées alors (X-pux) et (Y-uy) sont orthogonales.
e Si XetY sontnon corrélées et ux=0 ou uy=0 alors X et Y sont orthogonales.

Théoreme

Si deux v.a sont indépendantes, c.a.d fxy(x, y)=fx(X)fy(y) , alors elles sont non corrélées.
Preuve

Il suffit de montrer que E[XY]=E[X]E[Y]

+00 +00

ona E[XY]= [ [ xyfx 00 fy (y)dxy = j Xfx (X)ax j iy (y)dy = E[X JE[Y]

—00 —00

o Siles v.a X et Y sont indépendantes alors les v.a g(X) et h(Y) sont aussi
indépendantes :

E[g(X)h(Y)I=E[9(X)]ELN(Y)]

. Siles v.a X et Y ne sont pas corrélées, elles ne sont pas nécessairement indépendantes.
Cependant, pour les v.a normales, la non corrélation est équivalente a I’indépendance.
o Si X et Y sont conjointement normales et rxy=0 alors fxy(X, y)=fx(X)fy(y)

Variance de la somme de deux v.a
Si Z=X+Y alors pz=px+py
2 2 2 2 2
o7 = El(Z —4iz) J= E[((X —px )+ (Y =1y ) J= oXx +0oy +2rxyox oy
Cro— 2 _ 2 2
Si rxy=0 alors oy =0y +0y
Si deux v.a sont non corrélées alors la variance de leur somme est égale a la somme de leurs
variances. Ceci est aussi valable si X et Y sont indépendants.

Moments +00 +%0
La moyenne My, —E[X kYr] I xky f xy(X, y)dxdy

du produit XkYT est par définition le moment conjoint des v.a X et Y d’ordre n=k-+r.
Mio=ux et Mp1=py sont les moments du premier ordre.

m20=E[X?], m1u=E[XY] et me=E[Y?] sont les moments du second ordre.

Les moments conjoints centrés sont les moments conjoints des v.a X-pux et Y-py

e = EX a0 i Y= | s KOy ) st vy

—00 —00

tio = po1=0 et p11=Cxy tpg = 0')2( Ho2 = U\%
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Les moments absolus et généralises sont définis de maniere similaire.

Fonction caractéristique conjointe
La fonction caractéristique conjointe des v.a X et Y est définie par :

+00 +00

Do, mp)= [ [ fxy (6 el @2y

—00 —00
La fonction densité de probabilité conjointe est liée a la fonction caractéristique conjointe
par :

+00 +00

fxy (X, y) = I Iq)(ah,wz)e_j(wlxmzy)da)lda)z

—o0—0
Ona: D(ay, wy) = Elej(a’lx+a’2y)J

Y(m1, 02)=Ln(d (w1, 7)) est la seconde fonction caractéristique conjointe de X et Y.

Les fonctions caractéristiques marginales @y (o) = E[e j“’XJ et Oy (w) = Ele Jey J peuvent
étre exprimées en fonction de leurs fonctions caractéristiques conjointes ®(ws, ®,).

DOy (w)=D(w, 0) DOy (w)=D(0, )
Si Z=aX+bY alors @5 (w) = Elej(ax+bY)a’J: d(am,bw)

On a ®z(1)=d(a, b)

Distributions conditionnelles
Les distributions conditionnelles peuvent étre exprimées comme des probabilités
conditionnelles :

P(Z<1z,A)

F,(z/ A)=P(Z <z/A) = oA

P(Z<z,W <w,A)

Fow (Z,w/A)=P(Z <z,W <w/A)=

P(A)
Densité de probabilité conditionnelle
Ona: fY(ylx):M fx(X/y)zfXY(X'y)
fX (X) fY (y)

Siles v.a X et Y sont indépendantes alors :
fxv(x, V)= OO (Y) f(yX)=f(y) fx(x/y)=fx(x)

Théoreme de Bayes et probabilités conditionnelles
On déduit de ce qui précede que
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fX (X/ y) — fY (yf/YX()yf)X (X)

or fy(y) = [ Fxey 0 Y)x et fr(x, Y)=FyX)fx(x)

—00

On déduit donc que :

fy ()= [ fv (y/x)Tx (x)dx

—a0

Et on obtient le théoreme de Bayes pour les densités de probabiliteé :

fx (X/y) — +OOfY (y/X)fX (X)

[ fv v/ fx ()

—0o0

Type discret
Supposons que les v.a X et Y sont de type discret.

POX=xi)=pi  P(Y=yx)=0k
P(X=xXi, Y=Yi)=Pik

Pi :Zpik Ak :zpik
k i

Ona: P(Y =y /X =Xj)=

P(X =xi,Y =yk) _ Pik
P(X =X;) Pi

2.12. Séquence de variables aléatoires

2.12.1. Concepts généraux

Un vecteur aléatoire X=[X; X ... X;] est un vecteur dont les composantes Xi sont des v.a.
La probabilité que X soit dans la région D d’un espace a n dimensions est :

P(X e D) = J.f(X)dX X=[X1 X» ... Xo]
D
La densité de probabilité conjointe des v.a est

_ OF(xa, %2, Xn))
OX1OX9 « - OXpy
La fonction de répartition conjointe est :
F(X) = F(X{, X0, -+, Xp) = P(X1 < %3, X5 < Xo,-+, X < Xp)

FO =10, X2,-.%p)
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Si on remplace dans F(xi, X2, ...., Xn) certaines variables par oo, on obtient la fonction de
répartition conjointe des autres variables. De méme, si on integre f(xy, X2, ...., Xn) par rapport a
certaines variables, on obtient la densité de probabilité conjointe du reste des variables.

Exemple
F(Xl, X3) = F(Xl,+OO, X3,+OO)
+00 +00

f(X1’X3)=_[ If(Xl,Xz,Xs,X4)dX2dX4 (1)

—00 —00

2.12.2. Transformation

Etant donné k fonctions g1(X), g2(X), ...., gk(X)  X=[X1 Xz ... X]
On forme les v.a

Y1=01(X) Y2=02(X) ..., Yi=gu(X)

Les statistiques de ces v.a peuvent étre déterminées en fonction des statistiques de X. Si k<n
alors on peut déterminer les premiéres densités conjointes des n variables aléatoires Y1, Yo, ...,
Y, X1, Xks2, Xn €t donc utiliser (1) pour éliminer les X. Si k>n alors les v.a Ypi1, Yne2, Yk
peuvent étre exprimées en fonction de Yy, Yo, ..., Yn. Dans ce cas, les densités de Yn+1, Y2,
..., Yx peuvent étre déterminées en fonction des densités conjointes de Yy, Yo, ..., Yn.
Supposons que k=n.

Pour trouver la densité de probabilité fy(ys, Y2, ...., Yn) du vecteur Y=[Y1, Yo, ...., Y5] pour un
ensemble de nombres yy, ya, ..., yn, On résout le systeme :

91(X)=Y1, 92(X)=Ya2, -..., Gn(X)=Yn

Si le systéme n’admet pas de solution alors fy(ys, Yo, ..., Yn)=0
Si le systéme admet une solution unique alors :

fyx (X1, X2, Xp)
13 (Xq, X2, Xp)|

fY (y]_;y21"',yn):

G %%
8X1 6xn
ou J(Xq,Xp, -+, Xp)=| .
%Gn .. %n
8X1 6xn

est le Jacobien de la transformation.

Si le systéeme admet plusieurs solutions alors on additionne les termes correspondants comme
dans le cas de 2 variables aléatoires.
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Chapitre 3 : Les processus stochastiques

1. Définition

Un processus stochastique (P.S) est une regle qui assigne a chaque résultat o (un élément de
I’ensemble des épreuves) une fonction X(t, ®). Donc, ¢’est une famille de fonctions du temps
dépendant du parametre o.

Le domaine de o est I’ensemble de tous les résultats possibles de I’expérience aléatoire et le
domaine de t est I’ensemble des réels.

Chaque fonction du temps est une réalisation du P.S.
Notation : En général, on note processus stochastique X(t) en omettant le parametre .
Exemple :

Considérons I’expérience de lancer d’une piéce de monnaie. On définit le P.S X(t) comme
suit :

Si pile X(t)=cos(2nt)
Si face X(t)=t?
X(t) possede les interprétations suivantes :

e Une famille de fonctions si t et o sont variables
e Unev.asitestfixe et o variable

e Une fonction si t est variable et o fixe

e Unnombre sitet o sont fixes

2. Statistiques des P.S

Un P.S correspond a une infinité de v.a, une v.a pour chaque t. Si on fixe t, X(t) est une v.a de
fonction de répartition F(x , t).

Statistiques d’ordre 1

Pour une valeur donnée de t, X(t) est une v.a ayant pour fonction de répartition
F(x;t)=P(X(t) <x).

La fonction de répartition dépend de t, elle est égale a la probabilité de 1’événement {X(t)<x}
consistant en tous les événements ; tel que a t donne, X(t, ;) ne dépasse pas x.

oF (x;t)

La fonction F(x ; t) est appelée la distribution du premier ordre et sa derivee f(x;t) = 3
X

est la fonction densité de probabilité du premier ordre de X(t).
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Statistiques du second ordre

On effectue deux observations dans le temps (t1, t;) auxquelles correspond deux v.a X(t;) et
X(t2) qu’on peut définir leurs statistiques conjointes.

Fonction de répartition conjointe

F(x1, X2 ; 11, t) : fonction de répartition conjointe ou distribution du second ordre de X(t;) et
X(t2)

F(x, x2it,t2) = P({X () < 0, X (t2) < o )
F(xq, X2 ; t1, tp) dépend de t; et t,.

La densité de probabilité conjointe est :

O°F (x1, Xps 1y, 1p)
8X18x2

f(xq, Xo5t,tp) =

Notons que F(X; ; t1)=F(Xy, +o0 ; ty, to)

+00
fout) = [ Ot to)dx;

—00
Propriétés du second ordre
Espérance mathématique ou moyenne statistique

La moyenne statistique de X(t) est I’espérance mathématique de la v.a X(t) :

u(t) =E[X()]= j xf (x;t)dx

—o0
Elle représente la réalisation qui correspond a la moyenne des réalisations.
Autocorrélation

L’autocorrélation de X(t) notée R(ty, to) est I’espérance du produit X(t1)X(ty) :

R(t,tz) = EX @)X ()= [ [ f (4, xpit,to)dxydx;

—00 —00

L’autocorrélation est une fonction non aléatoire qui représente 1’interdépendance entre X(t;) et
X(t2).

La fonction d’autocorrélation caractérise le degré de dépendance entre les v.a d’un P.S X(t)
pour différentes valeurs de t. La valeur de R(ty, t2) en t;=t,=t est la puissance moyenne de X(t).
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Autocovariance

L’autocovariance de X(t) notée C(t;, t2) est la covariance des v.a X(t;) et X(t,) :

Cty,tp) = E[(X (ty) — ze(ty) XX (tp) — £e(t2))] = E[X (t1) X (tp) ] £e(ty) 1u(tp) = R(ty, tp) — a(ty) tp)

La valeur de I’autocovariance en t;=t,=t est égale a la variance de X(t) :

Ct. =REH- 120 = EX20)- 120 = 2

La variance caractérise la dispersion des réalisations du P.S par rapport a la moyenne.
Formules générales

Pour tout processus complexe X(t), on définit :

e Moyenne

n(t)=E[X(®)]
e Autocorrélation

R(ty 1) = E|X (t) X (1))
e Autocovariance

Cltt) = E[(X () ~ ()X (1) ~ )] = Rt 1) ~ )" (2)
Exemple
Soit le processus X(t)=acoswt+bsinmt
a et b sont deux v.a indépendantes de moyennes nulles.
Calculons E[X(1)] et R(ty, t,)
E[X(t)]=E[acosot+bsinwt]= E[acoswt]+E[bsinwt]= E[a]coswt+E[b]sinwt
Or E[a]=E[b]=0, soit donc
E[X(1)]=0
R(t1, t2)=E[X(t1)X(t2)]=E[(acoswt;+bsinwot;)( acoswty+bsinwt,)]
=E[a’]cosot; coswt,+ E[ab]cosmt; sinot,+ E[ab]sinmt;cosmt,+E[b?]sinet; sinsot,
Puisque a et b sont indépendantes et de moyennes nulles, il en résulte :
E[ab]=E[a]E[b]=0

o2 = E[azJ— E2[a]= E[aZJ

of = Elp?|- E2[b] = Ep?|
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Soit donc :

R(ty, to)= E[a’]coswmt; cosmty+ E[b?]sinmt; sinsmt,= a§ CoS atq CoS aty + aﬁ sin ety sin ety

Sienplus o2 = o = o2, il vient :

R(ty,tp) = 5-2(C0S aoty COS oty + sin ety sin ety ) = o2 cos oty — ;)
3. Processus spéciaux

Points de Poisson

Les points de Poisson sont spécifiés par les propriétés suivantes :

1. Le nombre de points n(t;, t;) dans I’intervalle [t;, t;] de longueur t=t,-t; est une
variable aléatoire ayant une distribution de Poisson de parametre At

Plnly ty) =)=

: probabilité d'avoir k poinsdans I'intervalle de longueur t =t, —t;

2. Si les intervalles [ty, to] et [t3, ts] ne se chevauchent pas alors les v.a n(ty, t2) et n(ts, ts)
sont indépendantes.

En utilisant les points de Poisson, on définit le P.S X(t)=n(0, t)

X(®)

X(ts) 1 J

X(t2) 1+
X(t) T

X(t) est un P.S discret d’espérance :

E[X(®)]= in P = ZXiP(X(t) =)

Si X est une v.a discréte de Poisson de parametre A alors
E[X(t)]=A et var(X)=c’=A
X(t) suit une distribution de Poisson de parametre At, donc

E[X(t)]= At et *(t)= At
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Montrons que la fonction d’autocorrélation de X(t) est égale a

/1'[2 + /12t1t2 t]_ > t2
/1t1 + ﬂ«ztltz t]_ < t2

R(ty,to) :{ *)

L’égalité est vérifiée pour t;=t,=t puisque
E[X?(t)]=c?(t)+EX[X(t)]= At+A%
Puisque R(t1, t2)=R(ty, ty), il suffit de prouver (*) pour t;<t,

Les v.a X(t1) et X(t2)-X(t1) sont indépendantes puisque les intervalles [0, t;] et [t1, t2] ne se
chevauchent pas. En plus, elles ont, respectivement, des distributions de Poisson de
parameétres Aty et A(to-t;). Donc,

E[X t)(X (t2) - X ()] = EIX W]E[X (t2) - X ()] = A4l 1)

En utilisant 1’égalité :

X (t) X (t2) = X () (X (1) + X (t2) — X (1)) = X *(tg) + X ()(X (t2) — X (1))
On déduit de ce qui précede que

R(ty,ty) = Aty + 222 + Aty —t) = Aty + A2ty

Signal télégraphique

A partir des points de Poisson, on forme le P.S X(t) comme suit :

X(t)=1 si le nombre de points dans I’intervalle [0, t] est pair

X(t)=-1 si le nombre de points dans I’intervalle [0, t] est impair

Calculons E[X(1)] et R(ty, t,)

X(t)
+1 —

-1
EX®]=2%pi =2 xP(XM)=x),  x=+1
E[X()]=1.P(X (t) =1)+ (-1).P(X (t) =-1)
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Soit P(k) la probabilité d’avoir k points dans I’intervalle [0, t], k=0, 1, ...

P(X(t) =1)=P(0) + P(2) + P(4) +---

0 2 4
_e @) () ()

o 2! 41

0 2 4
ze_,u((ﬂt) N (At) N (2t) +---]=e_’“ cosh At

ol 2! 4
P(X(t)=-1)=P) +P(3) + PG) +---

3 5
= e_lt @ + e_/u _(;Lt) + e_M _(lt) +..-

n 3 ol

3 5
:e_ﬂt[(zt)1+(it) L (at) +...J:e‘/“sinh/lt
1 3l ol

A = A =
Donc E[X (t)]= P(X(t) =1)— P(X(t):—l):e_’u(e et e t_ze t]:e‘“t

2

R(t1,t) = E[X () X (t2)]= D" xix; P(X (t) =%, X (tp) = Xj)
i

X;=t1 Xj:il

Les intervalles [0, t;] et [0, t;] se chevauchent, donc les v.a X(t;) et X(t;) ne sont pas
indépendantes.

En utilisant, la formule des probabilités conditionnelles, on peut écrire :

P(X(t) =%, X (t2) = xj )= P(X (tt) =% / X (tp) = xj P(X (t) = ;)

P(X (t) =1 X (tp) =1)= P(X (t;) =1/ X (t,) =1)P(X (t,) =1) = e cosh Ate~*: cosh At,

avec t = —t|

P(X (ty) =1, X (tp) = —1) = P(X (t}) =1/ X (tp) = —1)P(X (t) = —1) = sinh Ate "% sinh At,

P(X (ty) =—1 X (tp) =1) = P(X (t}) =1/ X (t) =D)P(X (t;) =1)= e * sinh Ate ™ cosh t,

P(X (t) =—1 X (t,) =—1)= P(X (ty) = —1/ X (t,) = —1)P(X (t,) = —1)= e * cosh Ate *" sinh At,
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R(ty,tp) = ZZXinP(X (t) =%, X (t2) = X
i

—e* cosh ite™ cosh Aty — e *sinh Ate™*: sinh Aty

—e Msinh ate™*: cosh Aty + e~ cosh Ate™: sinh Aty
_ 22t _ e—ZA\tl—tz\
Définitions
e Les propriétés d’un P.S réel sont complétement déterminées par la distribution
F(Xl, X2,'-',Xn;t1,t2,"',tn)= P(X (tl) < X1, X(tz) < X9,y X(tn) < Xn).
e Les statistiques conjointes de deux P.S réels sont complétement spécifiés par les
distributions conjointes des v.a X(ty), X(t2), ..., X(tn), Y(ti),Y(tlz),Y(t}]) .

e LeP.Scomplexe Z(t)=X(t)+jY(t) est spécifie par les statistiques conjointes des P.S X(t)
et Y(t).
e Un P.S vectoriel (processus de dimension n) est une famille de n processus.

Propriétés des fonctions de corrélation et de covariance

L’autocorrélation d’un P.S X(t) réel ou complexe est la moyenne de X(t)X (t,), elle est notée
R(ty, t2), Rx(t1, t2) ou Rxx(ts, t) :

R(tz, t2)=E[X(t)X (t2)]

On déduit que R(tz, t)=E[X(t)X*(t)]= E{(X (tl)X*(tz))*} =R (t,1)

R(t,t) = EDX (t)ﬂ >0

La fonction d’autocorrélation est semi définie positive : ZZai a?R(ti Ay )2 0
i

En effet, ona:

2
E

ZO:E(ZaiX(ti)J > ajX(t))| ||=0
i j

> aX(t)
i

D’ou ZZaia]fE[X(ti)x*(tj)Jzo
i
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Soit donc ZZaia’ch(ti,tj)zO
]

L’inverse est aussi vrai, étant donné une fonction R(ty, ty) définie positive, on peut trouver un
P.S X(t) qui a pour fonction d’autocorrélation R(ty, t2).

L’autocovariance d’un P.S X(t) est définie par :

Clty.ty) = E[X () — st XX (1) — 1t |= E[X () X" () |- st t2) = Rety ) — st t2)

C(ty.tp)

est le coefficient de corrélation.
JC (. t)C(t.tp)

Le rapport r(t,ty) =

intercorrélation ou cross-corrélation

La fonction d’intercorrélation (corrélation croisée ou cross corrélation) de deux P.S X(t) et
Y(t) est donnée par :

Rxv(ta, t2)=E[X(t2)Y (t)]

Ona Ryx(t2,t) = EY ()X () |- E[X ")¥ (&) |- Ry (1)

De méme, la cross covariance de X(t) et Y(t) est donnée par :

Cxy (tut2) = E[(X () — st Y (t2) — e(t) |= Ry () — o () (1)

e Deux P.S X(t) et Y(t) sont dits orthogonaux si Rxy(t;, tj)=0 Vtit;.
e Deux P.S X(t) et Y(t) sont dits non corrélés si Cxy(ti, tj)=0 Vti=t;.

Bruit blanc

Un P.S V(t) est dit bruit blanc si les v.a V(t;) et V(t;) ne sont pas corrélées pour tout tit; :
Cuv(ti, t;)=0 pour tout tit;

L’autocorrélation d’un bruit blanc peut se mettre sous la forme :

1 t=0

UL R

4. Processus indépendants

Si les P.S X(t) et Y(t) sont tels que les v.a X(t1), X(t2), ..., X(tn) ; Y(ti),Y(tlz),---,Y(t}]) sont
mutuellement indépendantes alors ils sont dits indépendants.
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5. Processus normaux

Un P.S est dit normal si les v.a X(ty), X(t), ..., X(t,) sont conjointement normales pour tout t;,
to, ..., t, et n.

6. Processus stationnaires

Un P.S X(t) est dit stationnaire au sens strict si (S.S.S) si ses propriétés statistiques ne sont pas
affectées par une translation dans le temps, c.a. X(t) et X(t+tp) ont les mémes statistiques.

La densité de probabilité d’un P.S S.S.S est telle que :
f(X]_, XZ, LRRS] Xﬂ 7 tlv t2, LRRS] tn): f(X]_, X29 LRRS] Xn 1 t1+t01 t2+t07 RS tl"l+t0) v tO

e Deux P.S X(t) et Y(t) sont dits conjointement stationnaires si les statistiques conjointes
de X(t) et Y(t) sont les mémes que celles de X(t+to) et Y (t+tp) pour tout to.

e Un P.S complexe Z(t)=X(t)+jY(t) est stationnaire ssi X(t) et Y(t) sont conjointement
stationnaires.

Conséquences

o f(x; t)=f(x; t+to) pour tout to
f(x ; t) est indépendante de t, donc E[X(t)]=u(t)=u=constante

o (X1, X2 t1, t)=f(X1, X2 ; t1+ty, tr+tp) : la densité de probabilité d’ordre 2 dépend
uniquement de t=t,-t;
f(x1, X2 ; t1, t2)=f(X1, X2 ; 1),  T=to-13

Stationnarité au sens large

Un P.S X(t) est stationnaire au sens large (S.S.L) si la moyenne ne dépend pas du temps
E[X(t)]=p=constante et sa fonction d’autocorrélation dépend uniquement de t=t,-t;.

R(ty, t)=R(t)=E[X(t+1)X ()]

R(t) peut étre écrite sous une forme symétrique. Si on pose t=t+ % il vient

T\ T
Soitdonc: R(7) = E{X(t +£jx*[t —Eﬂ
2 2

En particulier, on a: R(0) = EDX (t)ﬂ

La puissance d’un P.S stationnaire est indépendante de t et elle est égale a R(0).
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Exemple

Soit X(t) un P.S stationnaire au sens large ayant pour fonction d’autocorrélation

R(r) = Ae @l
Calculons le moment d’ordre 2 de la v.a X(6)-X(4).
E[(x (6) — X (4))2J= E[x 2(6)J+ E[x 2(4)J— 2E[X (6) X (4)]= R(0) + R(0) — 2R(2)

— A+ A-28e72% —2pf1-e72%)

L’autocovariance d’un P.S X(t) stationnaire au sens large dépend uniquement de t=t,-t;.

2
C(z) =R(x) -4
Son coefficient de corrélation est donné par

r(r) =%

Deux P.S X(t) et Y(t) sont dits conjointement stationnaires au sens large si leur cross-
corrélation dépend uniquement de t=t,-t; :

Ryy(t)=E[X(t+1)Y (1)]

Cxy (r) =Ry () — i 14y

Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est stationnaire au sens large, I’inverse
n’est pas vrai en général.

Exemple
Soit le P.S X(t) donné par X(t)=acoswt+ bsinmt, ou a et b sont deux v.a.

Déterminons la condition nécessaire et suffisante de stationnarité de X(t) et calculons sa
fonction d’autocorrélation.

Si X(t) est S.S.L alors E[X(t)] ne dépend pas du temps :
E[X(t)]=E[acoswt+ bsinot]=E[a]coswt +E[b]sinmt

E[X(t)] ne dépend pas de t si E[a]=E[b]=0, donc a et b sont de moyennes nulles.

Ona E[|X(t)|2} —R(0)

En particulier, pourt=Oet t = 21 il vient :
w

42



2
21_ z
EDX ©) }_ E[‘X(ij ]
Or X(0)=aet X (1j =b, ce qui donne
20

E[a’]=E[b?*]=c"
E[X(t+2)X(t)]= E[a2 cos a(t + 7) cos et + abcos w(t + 7)sin et + absin w(t + ) cos wr
2 . .
+b sma)(t+r)sma)tJ

= Elachos o(t+7)cosat + E szsin w(t +7)sin at + E[ab](cos o(t + 7)sin et + sin e(t + 7) cos at)

= o2 coswr + E[absina(2t + 7)

E[X(t+1)X(t) ne dépend pas de t si E[ab]=0, dans ce cas R(t) =c*cosot
Exemple

Etant donné une v.a ® de densité de probabilité f(w) et une v.a ¢ uniformément distribuée
dans I’intervalle [-, «t] et indépendante de . On forme le P.S X(t)=acos(wt+¢)

Montrons que X(t) est stationnaire au sens large de moyenne nulle et d’autocorrélation

a2
R(7) = 3 E[cos oz ]

E[X(t)]=E[acos(mt+p)]=E[a coswt cose - a sinwt sing]
=a E[cosmt] E[cose] - a E[sinwt] E[sing]

w
E[cos(p]:% jc03¢d¢:0

-

1 T
E[sin(p]zz Isingpd(pzo

Soit donc E[X(t)]=0
R(r) = E[acos(a(t + 7) + p)acos(at + ¢)]

2
- %(E[cos o7 + c0S(20t + o7 + 2¢)))
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2 2
- %(E[cos ot ]+ E[cosat + wr + 2¢])= a? E[cos wr]

7. Cyclo-stationnarité

Un P.S X(t) est dit cyclo-stationnaire ou périodiquement stationnaire si ses statistiques sont
invariantes a une translation de 1’origine temporelle pour des multiples entiers de la constante
T. La fonction de répartition de X(t) satisfait :

F(X1, X2, ..., Xn 5 t1, to, oo, t)= F(Xg, Xo, ..oy Xn ; i+mT, t,+mT, ..., t,+mT) pour tout entier m
8. Ergodicité
Définition

Un P.S stationnaire X(t) est ergodique si ses moyennes statistiques sont égales aux moyennes
temporelles, c.a.d toutes ses statistiques peuvent étre déterminées a partir d’une seule
réalisation.

Ergodicite dans la moyenne

Etant donné un P.S X(t) de moyenne constante E[X(t)]=p, on forme la moyenne temporelle

1 T
;q:z?Jxamt (1)

Le P.S X(t) est dit ergodique au sens de la moyenne si avec une probabilité égale a 1

lim e = 4 2)

T >0

ur est une v.a de moyenne

T

Elur]- = [EX Okt = u

T

Soit J‘% la variance de pr. On déduit que 1’égalité (2) est vérifiée ssi

limo? =0
T—o0
Théoreme

Un P.S X(t) est ergodique au sens de la moyenne ssi son autocovariance C(t, t,) est telle que
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TT

1

— | JClutp)ddt, =0

AT" T

T—oo

Preuve
TT

Ceci découle de I’égalité O'T = j IC(tl,tz)dtldtz
-T-

Ergodicité dans I’autocorrélation

On veut déterminer 1’autocorrélation R(t)=E[X(t+1)X(t)] d’un P.S X(t) stationnaire a partir
d’une seule réalisation.

On forme le processus Z.(t)=X(t+1)X(t)

On a E[Z.(t)]=R(x), donc pour déterminer R(t), il suffit d’appliquer les résultats précédents en
substituant Z.(t) pour X(t).

Le P.S X(t) est dit ergodique au sens de I’autocorrélation si le P.S correspondant Z.(t) est
ergodique au sens de la moyenne, c.a.d si

lim Ry (7) = lim — jX(t+r)X(t)dt—R(r)

T —o0
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Chapitre 4 : La densité spectrale de puissance

1. Définition

La densité spectrale de puissance ou spectre de puissance (DSP) Sxx(®) d’un P.S X(t)
stationnaire est la transformée de Fourier de sa fonction d’autocorrélation.

+00

Sxx (@) = JRxx (r)e 1”%ds

—00
L’estimation spectrale est I’ensemble des méthodes d’estimation de la DSP.

La fonction d’autocorrélation est donnée par la transformée de Fourier inverse de la DSP :

—+00
1 .
Rx (7) =~ stx (w)e!?dw

—0o0

La puissance moyenne est obtenue en posant t=0 :
=400
2 1
Px =Rxx (0) = E[X (t)]=2— jsxx (w)dw
/A
—©

La DSP montre la distribution de la puissance par unité de fréquence.
2. Estimation de la densité spectrale de puissance

Supposons qu’on dispose d’une réalisation X(t) d’un P.S mais seulement sur I’intervalle [-T,
T]:

X(t)  ft<T

Xr(h)= {o {>T

La fonction d’autocorrélation temporelle de Xt(t) peut étre déterminée par :

Rr (1) = o= X7 ()" X7 (1) = o [ Xg X7 (t+ o)t (1)

—00

1 T
- E_JT X (t)X7 (t +7)dt

ou * dénote la convolution
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Soit finalement :

T-z]
RT(T)Z% [x@Ox@E+hdt  [d<2r
T

=0 |z'| > 2T
X1(t) est une réalisation d’un P.S, donc Rr(t) est une grandeur aléatoire dont la moyenne est :

T
E[Rr (r)]= % j E[X ()X (t +[0)[Jdt = (1— ijXX (r) |<2T
T

=0 |z'|>2T

oU Rxx(t) est la fonction d’autocorrélation du P.S X(t)

Si le P.S est ergodique au sens de I’autocorrélation, la variance de Rr(t) tend vers O lorsque T
— oo et Ry(t) fournit une estimation de Rxx(t) pour T suffisamment grand

T"m Rr (7) = Rxx (7)

Considérons la transformée de Fourier de R(7) :

2T
St (o) = j Ry (r)e 1@7d ¢
=27

En appliquant la propriété de la convolution a (1), on obtient :

S7(0) = o |Xr()]

ou )?T (w) est la transformée de Fourier de X+(t).

+00 T
X1 () = j X1 () 1@t = j X (t)e~ I ¥igt
—o0 -T

La grandeur aléatoire St(w) est appelée periodogramme. Sa moyenne

2T T
E[ST (a’)]= ,.-E[RT (T)}S_jwrdz'= I (Jrij(r)e_ja”dr
—2T 2T

est égale a la densité spectrale de puissance si la durée d’enregistrement T tend vers I’infini :
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2
lim E[Sr (o)]= lim € % = Sxx (@) (2)

C’est le théoréme de Wiener-Khinchine. De (2), on déduit que Sxx(w) est une fonction non
négative.

Généralement, la variance de St(w) ne tend pas vers 0 et par conséquent, St(w) n’est pas une
estimation satisfaisante de Sxx(c) méme si T tend vers I’infini.

3. Densité spectrale de puissance mutuelle

La densité spectrale de puissance mutuelle ou cross densité spectrale de puissance de deux P.S
conjointement stationnaires est la transformée de Fourier de leur fonction de cross
corrélation :

+00

Sxy (@) = JRXY (w)e™ 1o7d7

—00

ol Ryy(T)=E[X(t+1)Y (1)]

On montre que S w)= lim E
que Sxy (@) =lim { oT

Xt (0)¥r (w)}

4. Bruit blanc

Un bruit blanc est un P.S dont la densité spectrale de puissance est constante
Sxx(®)=So -00< (<00

La fonction d’autocorrélation d’un bruit blanc est une impulsion de Dirac :

Rxx (t) = Sgo(z)

Sxx(®) |

R TF |

xx(7) TSO So |
0 ] 0 ®

Les v.a X(t) et X(t+t) sont non correlées pour toute valeur non nulle de t. Un tel processus est
irréalisable parce que la puissance moyenne E[X?(t)]=Rxx(0) est infinie.

Un bruit blanc a bande limitée appelé bruit coloré est un processus dans la densité spectrale de
puissance est constante dans une bande et nulle a I’extérieur de cette bande :
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So o <|w|< @
Sxx (@) = . [
0 ailleurs

Sxx(o) |
—So

-0 -0 0 N ® O

La puissance moyenne est

+00
1 SpB
Px =Rxx (0)=—— J Sxx (@)dw==2=
T T

—0Q0

ou B est la largeur de bande : B=wp-m;

La fonction d’autocorrélation est

Ryx (7) = 2;0 sin[a)2 ;a}l rjcos(a)zTM)lrj

Si le spectre est de type passe bas, c.a.d ®;=0, ®,=B, il vient
Ryx (7) = @sin(sr)
T

5. Application aux systemes linéaires

Si un signal aléatoire stationnaire est appliqué a un systéme linéaire invariant dans le temps, le
signal de sortie est aussi aléatoire et stationnaire.

X(®) Y(0)
—> H(w) —>

Y (1) = X (t) *h(t) = jX(t—a)h(a)da

—00

La moyenne du signal de sortie est

wy =E[Y ©]=EX®)] [h(e)da = H(0)x

—0o0
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La fonction de corrélation mutuelle entre I’entrée et la sortie est
—+00 —+00

Ryx (7) = Eh(t +7)X (t)]: jE[x OX(t+7 —a)]w(a)da - IRXX (r — a)h(a)da
—0 —00

= Rxx () *h(2)

La fonction d’autocorrélation de la sortie est
+00 +00
Ryy (7) = Ef( (t+ r)Y*(t)]z th(t + o)X (- a)}l*(a)da - J-RYX (r + o)™ (a)da

= Ryx (7)*h " (7)

En substituant Ryx(t), il vient

Ryy (£) = Ryx (£) *h(z) *h" (~7) ®3)

En prenant la transformée de Fourier des deux membres de (3), on obtient :

Syy (@) = Syx (@)H (@)H (@) =S xx (@)|H (@)

La puissance totale du signal de sortie est :

R =Ry @ =El20]=- sy @)H@)do
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