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Chapitre N°4
Oscillations libres des systéemes a deux degrés de liberté

IV.1. Introduction

Ce chapitre concerne 1'étude des systémes oscillatoires a deux degrés de liberté, dont
leurs oscillations étudiées sont libres et sont caractérisées par deux coordonnées généralisées
indépendantes (deux degrés de liberté). Les systemes a deux degrés de liberté sont constitués
de deux systemes a un degré de liberté couplés. Il existe trois types de couplage : par élasticité,

par inertie et couplage visqueux.
IV.2. Equations différentielles des oscillations libres

Les vibrations d'un systtme a deux degrés de liberté sont décrites par les deux
coordonnées généralisées qq(t) et q,(t), qui vérifient les équations différentielles linéaires

suivantes :

{Mnfh + B1141 + K1191 + K122 + B1242 + K1292 = 0 )
M22q2 + B22q2 + K2292 + U21G1 + B2141 + K2191 =0

Ou:

2

{fh + 268141 + wiq1 = a1q2 + b1qs + ¢1
42 + 28,4, + W3q2 = azqy + b2qq + €2 4

IV.3. Types de couplages
IV.3.1 Couplage par élasticité
¢ Equations différentielles :

Le couplage par élasticité ou couplage €lastique est possible grace a un ressort ( systémes

mécaniques) ou par une capacité (systeémes électriques).

Dans ce cas by = ¢; = b, = ¢, = 0, les équations différentielles (2) s’écrivent donc

sous la forme:
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{‘h"‘ 191 + W1q1 = 19> 3)

42 + 28,4, + w39, = axq,

e Exemples :

mp )

m m

IV.3.2 Couplage par inertie
¢ Equations différentielles :

Le couplage par inertie ou couplage inertiel est a travers une masse (systemes

mécaniques) ou une bobine (systémes ¢€lectriques).

Dans ce cas a1 = ¢; = a; = ¢, = 0, les équations différentielles (2) s’écrivent donc

sous la forme:

{‘h + 20191 + w191 = €1 9 @)

4z + 28,4, + w392 = €2 44
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e Exemples :

\ B

IV.3.3 Couplage visqueux
¢ Equations différentielles :

Le couplage visqueux est a travers un amortisseur (systémes mécaniques) ou une

résistance (systémes électriques).

Dans ce cas a; = by = a, = b, = 0, les équations différentielles (2) s’écrivent donc

sous la forme:

{ih + 268141 + wiqy = byq; ®)
4z + 28,4, + w3q2 = bady
e Exemples :
) e
) T
mi m> 4 | |
“ I
g R L,
L »
X; X5
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IV.4. Oscillations libres non amorties des systémes a deux degrés de liberté
¢ Cas de couplage par élasticité

Le systéme d’équations qui régit les oscillations libres non amorties des systémes a deux

degrés de liberté avec couplage ¢lastique est de la forme :

{ql + wiq, = a1q;
4z + w3q; = a,qq

(6

Afin de résoudre ce systeme d’équations (6), nous cherchons des solutions sous la forme
sinusoidale :
q1(t) = A cos(Qt + ¢4)
q2(t) = Az cos(Qt + @)
A4, Ay, @4 et @, sont des constantes et w est 1'une des pulsations propres du systéme.

En remplacant dans le systéme d’équations (6), nous obtenons :

(w?—02)4; —a;4, =0
{—azAl + (w3 —02)4, =0 @
C’est un systeme d’équations linéaires homogenes dont les inconnus sont A4 et A4,.
Le déterminant A(Q) du systéme s”écrit :
2 2
A(Q) = “’1_;29 w%_ f1ﬂz 8)
e A(Q)#0 = Ay = A, = 0 = Le systéme est en équilibre.
e Pour que le systéme (7) admette des solutions, A(Q) doit étre nul :
AQ) =0 =
0t — (0w} + 03)Q? — aya; + Wiw5 =0 )

L’équation (9) est 1’équation des pulsations propres, qui admet deux racines Q4 et , qui

sont les pulsations propres du systéme :

4 | hafsaoui@univ-jijel.dz




2eme Année Ingénieur ST
Matiere : Ondes et Vibrations [. BOUTANA-HAFSAQUI
Chapitre N°4 : Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

2 w%+w%—\/(w%+w%)2+4a1az

- (10)
w%+w%+\/(w%+w%)z+4—a1az

2

Loz -

Les oscillations avec ces pulsations propres sont appelées les modes propres.

{‘h(t) = A1 c0s(Qqt + @1) + Aqz cos(Qat + @3) an
q2(t) = Az1 cos(Qyt + @q) + Az; cos(Q;t + @3)
e Les modes propres :
» SiAqy = Ay = 0: Le systéme oscille dans le 1" mode Q = Q4.
{Qn(t) = A1 cos(Qqt + @4) 12)
q21(t) = Azq cos(Qqt + @q)
a
Avec : A11 = [?192] A21
» SiAqq = A1 = 0: Le systéme oscille dans le 2™ mode Q = Q,.
{‘hz (t) = Aqz cos(Q,t + @) 13)
q22(t) = Azz cos(Qat + @3)
i _|_u
Avec : A12 = [ﬂz—w%] A22
La solution générale est la combinaison linéaire des deux solutions particulicres :
q1(t) = Ay; cos(Qqt + @) + Ay; cos(Q,t + @3)
a4

q2(t) = [w1a ]A11 cos(Qqt + @q) + [ —

1

]A12 cos(Q,t + ¢@3)

1

Les constantes A1, A2, @1 €t @, sont déterminées a partir des conditions initiales.

IV.5. Oscillations libres amorties des systémes a deux degrés de liberté

Le systeme d’équations qui régit les oscillations libres amorties des systémes a deux

degrés de liberté est de la forme :
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{ih +268141 + wiqy = a1q2 + b1z +¢1 15)
4z + 28,4, + w3592 = azqy + bqq + ¢34

¢ Couplage par élasticité

Si nous considérons un systétme symétrique avec couplage élastique, les équations

différentielles deviennent sous la forme :

{fh +2684; + wiq1 = aq; 16)
4z + 264, + wiq, = aqq

Nous posons q1(t) = A; e™ q,(t) = A, e™

En remplacant dans le systéme (16), nous trouvons :

(r* +26r + w3)A; —ad, =0 an
—a Ay + (r* + 26r + w3)A; =0
A=0 = (r2+26r+wd)’ —at=0 = r2+26r+wl=+a
e 1 mode propre: 1%+ 28r+ wi =a r’+26r+w5—a=0
Trois cas sont possibles suivant le signe de A’ = 6% — (w% - a)
> A’ > 0 : Deux racines réelles 11, = —6 + \/82 - (w% — a)
-8+ /52—(w5—a))t (—5— /62—(w(2,—a))t
q11(t) =Ag e< + By e (18)
-8+ /52—(w2—a)>t (—5— /52—(w2—a))t
q21(t) = Cyy e< ’ + Dy e ’
» A' = 0 : Racine double r{ =1, = -8
qu1(t) = (A; +Bit) e
_ st (19)
q21(t) =(C1+Dqt) e
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> A’ < 0: Deux racines complexes 11, = —6 + i\/(w% - a) — &2

irq11(t) =4, e cos K\/(wﬁ —a)- 62) t+ <p11l
LqZI (t) = By e % cos l(\/(w% —a)-— 62) t+ (pml

(20)

e 2™ mode propre: 1> +26r+ w3 =-a 1?’+26r+wi+a=0

Trois cas sont possibles suivant le signe de A’ = §% — (w% + a)

» A’ > 0 : Deux racines réelles 11, = —6 + \/82 - (w% + a)

-8+ |62—(wi+a )t (—6— 82— (w3+a )t
(w+a) By, e 1[ (wi+a)

-6+ |62—(wi+a )t (—6— 82— (w3+a )t

(wi+a) Dy, e 1[ (w+a)

q12(t) =Aq; e< @1)

q22(t) = Cy e<

» A' = 0: Racine double r{ =1, = -8

q12 t = (AZ + th) e ot
{‘Izz (t) = (C; + Dyt) e ot (22)

> A’ < 0: Deux racines complexes 11, = —6 + i\/(w% + a) — &2

q12(t) = A, e % cos K\/(w% +a)- 82> t+ <p21l
(23)

quz (t) = B, e % cos [(\/(w% +a)- 62> t+ (pzzl

La solution totale est :

{‘h(t) = q11(t) + q12(t)
qz2(t) = q21(t) + q2(t)
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