Chapitre 111 Interpolation Polynomiale

Chapitre III - Interpolation Polynomiale

I. Interpolation polynomiale

1.1 Problématique et objectif

Le probleme d’interpolation consiste a chercher des fonctions simples (polynomes algébrique,

polyndmes trigonométriques) passant par des points donnés (x0 » Yo ), ()c1 V) ), oo (xn Y, ) tels que :
X, <x, <x,..<x, et f une fonction qui passe par ces points d’interpolation. Notre objectif est
d’estimer la valeur de cette fonction a un point x appartient a I’intervalle [x,,x,]? Alors notre
probléme revient a interpoler la fonction f (c.a.d. estimer la valeur de cette fonction /' a un point X)

par le polyndme d’interpolation p(xi) qui vérifie : p(xi):yi :f(xA) ,i=0,..,n

1

Exemple : En physique, on mesure expérimentalement la température d'un objet qui refroidit au cours
du temps. On obtient une suite de valeurs a différents temps t;. On cherche alors a tracer la courbe de
refroidissement la plus proche possible des points mesurés, et ainsi a estimer des valeurs de la fonction

en des points non mesurés.
1.2 Forme polynomiale

On approxime la fonction f par un polynome p, (x) de degré n qui doit passer par les points
d’appuis (xi ,yi) i=1...n. On peut écrire p, (x) sous la forme :
p,(X)=a, +a,x +a,x* +..+a,x"

D’apres la condition d’interpolation p(xi):yi :f(x[) ,i=0,...,n aux n+1 points donnent :

n
p,(x)=a,+a x, +a,x} +..+a, x! = Zajx,:’ =f(x;), i=0,..n
=0

On obtient un systeme d’équation de n +1 équations avec n +1 inconnues.

2 n
I x, x5 . x5 )[4 Yo
2 n
L ox, X o ox | |a| | N
1 x x x" ) \a
n n * n n yn
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Le détriment de ce systeme est de type VANDERMAND qui est différent de zéro si les x;sont deux a

deux distincts (différents) x, # x, # x,.... # x, . C'est-a-dire que le systéme admet une solution unique.

Exemple :

Trouver le polyndme passant par les points ( 0,2 ) ,( -1,-2 ), ( l,— éj .

2 4

n+1:3:>n:2:>P2(x):a0+a1x+a2x2.

1 0 0 [aq] |-2 a,| [-2

1 -1 (~1p|q |=|-2|=q |=]|+1
1 (1Y >

1 L (L] [l 2 a, +1

Alors le polynome est de la forme suivante : P, (x)=x2+x—2
I1. Polynome d’interpolation de Lagrange
Le polynome d'interpolation, encore appelé polyndme interpolant, de Lagrange associé aux points

(xi , yi)izl....n est défini comme ¢étant la solution du probléme d'interpolation polynomiale.

Commengons par montrer que ce probléme est bien posé, c'est-a-dire qu'il admet une unique solution.

Théoréme :

Soit une fonction f € C°(I). 1l existe un unique polyndéme p,, degré inférieur ou égal a n tel que :

p,(x)=f(x,), Vi=0,..n

Le polyndme qui satisfait cette égalité le polyndme d’interpolation de Lagrange
pn (x) = ZLt (‘x)f(‘xi )7
i=0

Ou les L; sont des polyndmes de lagrange associés aux nceuds (x;);=o..n, 7 = 1, les n + 1 polynomes
L, e p,i=0,...,n définis par
n

(x — xj)

=0 (x; — xj)

JE

Li(x) =
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Les polyndmes L;(x) ont donc la forme suivante :

Lo(x) = (X=X1) s (x—xn)

(X9=%1) cereeennn (x0—xn)

L(x) = (x=x0) (X=%1) erureee (Xx=xi— 1) (X=Xj41) e (x—xp)
1 (xi_XO)(xi—xl) ......... (xi—xi_l)(xi—le) ......... (xi—xn)

Ln(X) = (x=%x0)reereees (Xx—%n—1)

- (Xn=%0) creerene (Xn—xn-1)

Les polynomes L, vérifient la propriété suivante :
Li(x)=0 Vi#j

Exemple de calcul de polynome d’interpolation de Lagrange

Etant donné 3 points {(0,1),(2,5),(4,17)}. Nous allons déterminer le polyndme d’interpolation de

Lagrange de degré 2 passant par ces points.
Calculons L,,L,,L, :

Lo(r) = 250 1 () = =250 () =252,

Le polynome d’interpolation de Lagrange est alors :

Py(x) = Lo(x) + 5L, (%) + 17L,(x) = 1 + x?2

I11. polynéme d’interpolation de newton

Les polynomes e, de la base de Newton sont définis comme suit :

k-1

ex(x) = H(x —x;) = (x—x0)(x —x1) e .. (x—x4_1), k=1,..,n.

i=0
avec pour conventione, =1. En outre
e; = (x —xo)
ez = (x = xo) (x — x1)

e3 = (x —xo)(x — x1) (x — x3)

en = (x — x0)(x — x1) .. (x — X5—1)
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Le polyndme d’interpolation de Newton de degré n relatif a la  subdivision

{(xo » Vo ), (xl ) ), ....... , (xn V, )} s’écrit :

n

P) = ) ()

k=0
=ay+a;(x —xp) +ay(x —xp)(x —x1) + -+ ap(x— x)(x — x1) oo (X — Xp—q1)

p,(x)=f(x,), Vi=0,...n

I1 faut alors déterminer les coefficients (ak). C’est I’objet de la prochaine partie intitulée les différences
divisées.
I11.1 Différences divisées

Le polynome d’interpolation de Newton de degré n, P,(x)évalué en x,donne :

n

B,(xo) = Z ay ex(xo) = ag = f(xo) = f[xo]

k=0

De maniere générale, on note

flxil=f(x), Vvi=0,...,n

f [xo] est appelée différence divisée d’ordre 0. Le polyndme d’interpolation de Newton de degré n,

P,(x) évalué en x,donne :
n
Py(xy) = Z ay ex(x1) = ag + ay (g —x0) = flxol + a1 (x1 — x0) = f[x4]
k=0

flal=flxol _ g

Xg, X
1% 0, X1]

doua; =
f [xo ,xl] est appelée différence divisée d’ordre 1.

Le polyndme d’interpolation de Newton de degré n, P, (x) évalué en x, donne :

Py (x2) = Yoo ax €x(x2) = ag + a;(x; — x0) + ax(x2 — x0) (%2 — x1) = flxo] + flxo, x1](x, —
x0) + az (X2 — x0) (xz — x1) = f[x,]

onaalors : ay(x, —x0)(x, — x1) = flx,] — flxe] — flxg, x11(x; — x0)

_ flxa] = flxol = flxo, %11 (x; = x0)

%2 = (x2 — x0) (X3 — x1)
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flx2] = flxo] flxo, x1]

(x3 = x0) (%3 — x1) X2 — X1

f[xOJxZ] - f[xo;x1]

Xy — X1

a, =

a, =

On préfere en général I’écriture suivante :
a(xxz — %) (xz — x1) = flx2] = flxo]l — flxo, %11 (x2 — %)
az(xy — x0) (xz — x1) = flx2] = flxo] = flxo, x11Cxz — x0) — flx1] + fx4]
@y (xz — %) (xz — x1) = flx2] = flxa] + flxs] = flxol — flxo, %11z — x0)
az (g — x0) (22 — x1) = flxz] = flaxa] + (g — x0) fx0, 211 = flx0, %11 Cxz — x0)
a(xxy — %) (xz — x1) = fx2] = floxa]l + (2 — x2) f[x0, %4]
flxa] = flx4]

ay(x; —xo) = T —x. f [x0, x1]
27 X%

ay(xy — x0) = flx1,%2] — flx0, %4]
D’ou
flx1,x2] = flxo, x4] _

a; = (X, — o) = f[x0,x1, 7]

f [xo,x1 ,xz] est appelée différence divisée d’ordre 2. On obtient alors par récurrence :

Ay = M "”xélck_—fJ[CJ:;, se = flxgs s Xi]

f [xo, ..... ,xk]est alors appelée différence divisée d’ordre k.

En pratique lorsqu’on veut déterminer par exemple la différence divisée d’ordre 3 f [)co,x1 , X5, X5 ], ona

besoins des quantités suivantes

]
|
| x5 flxa] flxo, xa] @ = flxg, x4, x,] JI

f[xl'xz'x3] - f[xo;xlsz]
X3 — Xo
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I11.2 Polynome d’interpolation de Newton de degré n

Le polyndme d’interpolation de Newton de degré n s’écrit donc a I’aide des différences divisées

successives :

Pu) = flxol + )l oo il ()

k=1

Table de calcul
Xo| @ = flxo]
X1 flx] ay = f[xo, %]
X2 flx,] flxq,x,] ay = flxo, x4, x5]
Xn f[xn] f[xn—l'xn] fXn—2, Xn_1,%x] an = f[X0, X1, X2, wor, X ]

Exemple de calcul de polynome d’interpolation de Newton

Etant donné 3 points {(0 ,1)(2,5),(4,17)}. Nous allons déterminer le polynéme d’interpolation

de Newton de degré 2 passant par ces points.

[%0=0 flx]=1 |
=2 flul=5 floul=s—g=2 |
| - 2_, |
lx2=4 flx,] =17 f[xl,xz]:147_2 =6 f[xo,xl,xz]:%:]. J

Par suite : P,(x) = flxo] + flxg, x1]x + flxg, %, x]x(x —2) =14+ 2x + x(x — 2) = 1 + x?
IV. Erreur d’interpolation
Sif € C"([a,b]), (n + 1) fois dérivables sur ]a, b[ alors

(+1) gy 1=
Vx € [a,b],3¢ = é(x) € [a,b]: E(x) = f(nTll(f!)L[(x - x;)

Si x = x;alors E(x) = f(x) — B,(x) =0.
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Conséquences :

Si f("*1) est continue sur un intervalle [a, b] alors

AXxela,b] |f(n+1) (x)l
(n+1)!

Vx € [a, b], |f(x) — P(x)| Sm

ﬁ(x — X;)
i=0

1
|[EC)| < [Yne1 ()] mMn+1

Avee Vo1 () = [TiZo(x = %), Mayr = max [f™ ()]

Si f est un polyndme de degré inférieur ou égal & n, alors f™*V(x) =0 = E(x) =0,V x € [a, b]
donc, B,(x) = f(x),Vx € [a, b].
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