Université de Jijel Année universitaire 2020-2021
Faculté des Sciences et de la Technologie Analyse Numérique
Département de Génie des procédés 2 éme année Licence

SERIE N°2

Exercice n°1
Trouver par la méthode graphique les racines des équations suivantes:

a) x+texp(—x)=0,b)x3—x—1=0,c)x2*-1=0

Exercice n°2

On considére la fonction f(x) définie par : f(x) = 2xcos(2x) — (x + 1)?, avec x est donné en radian.
1-peut-on appliquer la méthode de la dichotomie pour calculer a sur I’intervalle [—3, —2]? Justifier.
2-Calculer le nombre d’itérations nécessaire pour avoir la solution avec une précision € = 1074,
3-Calculer les cing premiers itérés en utilisant la méthode de dichotomie.

Exercice n°3

Soit la fonction: f(x) =4x +e™ —3

1-Montrer que f(x) = 0 admet une racine unique a dans ’intervalle [0,1].

2-Ecrire le processus itératif (x,,),en du point fixe défini par la fonction d'itération suivante :

1
g(x) = yAChn e™™)
a- Montrer que la méthode du point fixe converge vers la racine a surl’intervalle[0,1].
b- Soit £ = 275, Calculer le nombre d’itérations nécessaire en partant de x, = 0.
Exercice n°4
On considére la fonction f(x) définie par f(x) = 2x? —3x —e™™.

1. Montrer que f(x) = 0 admet une solution unique a sur I’intervalle [1,2].
2. a- Peut-on appliquer la méthode de Newton pour calculera? Justifier.

b- Soit x, = 2, calculer les trois premieres itérations en utilisant cette méthode.
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Corrige

Exercice n°1

a) x + exp(—x) = On’admet aucune racine réelle d’aprés le graphe ci-dessous.

x+exp(-x)

fx)

pas d’intersection avec ’axe des abscisses.

On poseg(x) = exp(—x) et h(x) = —x, les racines sont a ’intersection entre les deux courbes de g(x)
et de h(x).

° \ gzx;:exra(fX)

a | h)=-x

. AN

2 AN

Pas d’intersection entre les deux courbes donc pas de racine.

b)La fonction f(x) = x3 —x — 1.
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X2—-x—-1=0=>x3=x+1
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La fonction x3 —x — 1 = 0 posséde une racine unique a € [1,2]. c’est lintersection entre les deux
fonctions g(x) = x3 et h(x) = x + 1.
C)x2*-1=0.
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y(x)=x 21

Onax2*—1=0=2"=1/x=> g(x) =2%eth(x) =1/x d’ou le graphe et les solutions qui
correspondent aux intersections des deux courbes.
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La fonction x 2* — 1 = 0 posséde une racine unique a € [0.6,0.7].
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Exercice n°2
f(x) = 2xcos(2x) — (x + 1)?

1. La fonction f est bien définie et continue

f(=3) = =9.761, f(—2) = 1.614donc f(— 3) f(—-2) < 0,

D’aprés le TVI il existe au moins une racinea € |—3, —2[tel que f(a) = 0.

De plus f'(x) = 2cos(2x) — 4xsin(2x) — 2(x + 1) > 0 = f(x)est strictement croissante alors la
solution « est unique.

2. Pour calculer le nombre d’itérations nécessaire pour avoir la solution avec une précision &€ donnée,

In (b_—a)
n= ln(2‘g

nous utilisons la formule :

. In (_21:):3)) - 41n(10)
= 2 % @

Il faut effectuer n = 13 itérations en utilisant la méthode de Dichotomie pour avoir la racine avec

—1=>=12.2877

une précision € = 107,

3.

Goth 372 3 rL2) - 36683
2 2 2’ 2

Sif(o)-fbo) =f (=3)f-) <0 = ae|-3,—2[ay =xo=-2 by = by = -2,

a0=_3,b0=_2,x0=

o x = ‘“T”’l - ? = —3 = —2.25, f(—2.25) = —0.61435
Sif(xy).f(by) = f(=2.25)f(-2) < 0> a € ]-2.25,-2[,a; = x; = —2.25,b, = b; = -2,
o xp="222 =222 = 2125, £(—2125) = 0.6301
f(ay). f(xy,) = f(—=2.25)f(—2.125) < 0 = a € |-2.25,-2.125[,a3 = a, = —2.25,b; = x,
= —2.125,
o xy=T = BB o 91875, £(—2.1875) = 0.0380

Si f(a3).f(X3) = f(—Z.ZS)f(—2.1875) < 0 > acE ]_2.25,_2.1875[,a4 = a3 = _2.25, b4 = x3 =
—2.1875,

o x,="T2= 2B - 921875, £(~2.21875) = —0.2808
Si F(xa). f(by) = f(—2.21875)f(—2.1875) < 0 = a € ]—2.21875,-2.1875[,as = x, =

—2.21875,bs = b, = —2.1875,
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o xg= BTl TZZWTSRIE 5203125, f(~2.203125) =

2 2

X3 =a =—2.1913.
Exercice n°3

f(x)=4x+e™ —3.
1-f(x) = 0 admet une racine unique a dans l'intervalle [0,1].

f (x) fonction bien définie et continue sur cet intervalle
f(O)=-2<0etf(1)=4—-34+el=1+e1>0

D’apreés le T.V 1, il existe au moins une racine a € ]0,1[avec f(a) = 0.

L’unicité de la solution

f'(x) =4—e*>0,Vx € [0,1] alors f(x) est strictement croissante sur cet intervalle.
alorsf(x) = 0 admet une racine unique a surl’intervalle[0,1].

2-Le processus itératif (x,),en du point fixe s’écrit

x, donné,
1
e = gOn) = 7B —e™),  n=012,..

a- La convergence de la méthode du point-fixe :

Il suffit de vérifier les conditions de Théoréme du point fixe

1
fW=0ex=g()=76-e™
g(x)est un fonction bien définie et continue sur lintervalle [0,1].
g'(x)=2e* >0, vx € [01]= g 7 alors g([0,1]) = [g(0), g(1)] = [%,0,658] c [0,1].

On montre que g est contractante :

3k,0 < k < 1,aveck = Iir%:;}i(lg’(x)l,lg’(x)l <k<1

Onag'(x) = ie‘x > 0,Vx € [0,1] = gestcroissante
D’ouk = r[lgalﬁilg’(x)l =g'(0) = i < 1 = g est contractante.

Alors le processus du point fixe définie par

Xy donné,
converge vers 1'unique solutiona.

1 _
le+1 = g(xn) = Z (3 —e€ Xn)' n= 0I1I2I e
b- Le nombre d’itérations : x, = 0, € = 275,

1 1
x1 = 9g(xy) =g(0) = E'k =z= 0,25.
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1
£=2"%=—=0.03125.

32
n> " ['g‘ll_‘k");'] _n - Xo(fé'oms] =22075=>n =3
In(k) ~ In(0,25)  ” o

Exercice n°4

f(x)=2x?—-3x—e™*
1-f(x) = 0 admet une racine unique a sur[1,2].
f est une fonction définie et continue sur [1,2].
f)=2-3-e1=-B-2+eH=-N+eH <0
f2Q)=8—-6—e2=2-e2>0
D’apres le T.V.1 . il existe au moins une racine « tel que (a) = 0.
L’unicité de la solution et f'(x) =4x—3+e™* > 0,V x € [1,2]alors f est strictement croissante sur
Iintervalle [1,2]. Alors f(x) = 0 admet une racine unique al’intervalle[1,2].
2- a- Peut-on appliquer la méthode de Newton pour calculera?
Il suffit de vérifier les conditions d’application de théoréme de Newton :
- festdeclasse C2sur[1,2] car (e~ est C?[1,2]) et (x(2x — 3)) est C?[1,2]
- fAOXf(2)<0
- f'(x)=4x—-3+4+e*>0,Vxe€[12]
- f"(x)=4—e7*>0,Vx € [1,2] (garde un signe constant sur I'intervalle[1,2]).
- Pourx, =2,0naf(2)f"(2) > 0.

Alors la méthode de Newton définie par

xO = 2
_ f(xn) converge vers la racine adef (x) = 0.
Xn+1 _-xn'_-f%xn)

b- L’algorithme de Newton est donné par

xo = 2
R LcS
n+1 n f, (xn)
xo = 2
Dans notre cas, il s’écrit : X — 5 2x2—3xp—e~Xn
n+l = An 4xp—3+e~*n

2x2-3x9—e*

Pour n = 0, x; = xo — 22— = 1.6369.
-

2x2-3x,—e¥

Pourn = 1,2, = x; — 2 — = 1.5691.
-

2x2-3x,—e¥

PoUr n = 2, x5 = x, — 22— = 1.566
-
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