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SERIE N°4 

Exercice n°1 

On considère le système linéaire 𝐴𝑥 = 𝑏ou  

𝐴 = [
1 2/5 3/5
2/5 1 4/5
3/5 4/5 1

] , b = (

α
β
γ
) 

1- Donner la décomposition 𝐿𝑈 de la matrice 𝐴. 

2- Résoudre le système 𝐴𝑥 = 𝑏 en utilisant la décomposition 𝐿𝑈 précédente. 

3- Déduire l’inverse de 𝐴. 

Exercice n°2 

On considère le système d’équations linéaires suivant : 

{
 
 

 
 
4𝑥1 + 2𝛽𝑥2 + 2𝑥3 = 1

2𝛽𝑥1 + 2𝑥2 +
2

𝛽
𝑥3 = 0

2𝑥1 +
2

𝛽
𝑥2+ 4𝑥3 = 1

 

 

1. Mettre ce système sous forme matricielle 𝐴𝑥 = 𝑏,avec 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
𝑡. 

2. Pour quelles valeurs du paramètre réel 𝛽. 

               a- La matrice A admet 1a décomposition 𝐿𝑈. 

                b- La matrice A admet 1a décomposition de Cholesky. 

Exercices 03  

On considère le système d’équations linéaires suivant : 

{

504151415

168456

6623

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

En utilisant la décomposition 𝑳𝑼 : 

1- Résoudre ce système. 

2- Trouver l’inverse de la matrice A en utilisant cette décomposition. 

3- Déduire la solution 𝑥du système 𝐴𝑥 = 𝑏. 
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Corrigé 

 

Exercice n°1 

𝐴 = 𝐿𝑈 ⟺ [
1 2/5 3/5
2/5 1 4/5
3/5 4/5 1

] = [
1       0     0
𝐿21   1    0
𝐿31𝐿32 1

] [
𝑈11𝑈12𝑈13
0      𝑈22𝑈23
0       0      𝑈33

] 

Par identification, on arrive à déterminer les éléments des deux matrices L et U. 

{
𝑈11 = 1
𝑈12 = 2,
𝑈13 = 1

{
𝐿21𝑈11 = 2

𝐿21𝑈12+ 𝑈22 = −4
𝐿21𝑈13 + 𝑈23 = 2

⟹ {
𝐿21 = 2    
𝑈22 = −8
𝑈23 = 0   

, {
𝐿31𝑈11 = 1

𝐿31𝑈12+ 𝐿32𝑈22 = 6
𝐿31𝑈13 + 𝐿32𝑈32 + 𝑈33 = 0

⟹ {
𝐿31 = 1

𝐿32 = −1/2
𝑈33 = −1

 

𝐿 = [
1       0        0
2/5       1       0
3/5    2/3    1

] , 𝑈 = [
1          2/5             3/5
0        21/25      14/25 
0             0              4/15

] 

𝐴𝑥 = 𝑏 ⟺ 𝐿𝑈𝑥 = 𝑏 ⟺ {
𝐿𝑦 = 𝑏       (1)

𝑈𝑥 = 𝑦      (2)     
 

(1) ⟹ [
1       0        0
2/5       1       0
3/5    2/3    1

] {

𝑦1
𝑦2
𝑦3

} = {

α
β
γ
} ⟹ {

𝑦1 = 𝛼
𝑦2 = 𝛽 − 2𝛼/5

𝑦3 = 𝛾 −
2𝛽

3
− 𝛼/3

 

(2) ⟹ [
1          2/5             3/5
0        21/25      14/25 
0             0              4/15

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3

} = {

𝛼
𝛽 − 2𝛼/5

𝛾 −
2𝛽

3
− 𝛼/3

⟹

{
 
 

 
 𝑥3 = −

5𝛼

4
−
5𝛽

2
+
15𝛾

4

𝑥2 =
5𝛼

14
+
20𝛽

7
−
5𝛾

2

𝑥1 =
45𝛼

28
+
5𝛽

14
−
5𝛾

4

 

D’où 𝑥 =

{
 
 

 
 

45𝛼

28
+

5𝛽

14
−
5𝛾

4
5𝛼

14
+
20𝛽

7
−
5𝛾

2

−
5𝛼

4
−
5𝛽

2
+
15𝛾

4 }
 
 

 
 

 

3-Déduire l’inverse de A. 

On a{

𝑥1
𝑥2
𝑥3

} =

{
 
 

 
 
45

28

5

14
   −

5

4
5

14

20

7
   −

5

2

−
5

4
  −

5

2

15

4 }
 
 

 
 

{

α
β
γ
} = 𝐴−1 {

α
β
γ
} 
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D’où 𝐴−1 =

{
 
 

 
 
45

28

5

14
   −

5

4
5

14

20

7
   −

5

2

−
5

4
  −

5

2

15

4 }
 
 

 
 

  

 

Exercices 02 : 

Ecriture du système (1) sous forme 𝐴𝑥 = 𝑏 

[
4 2𝛽 2
2𝛽 2 2/𝛽
2  2/𝛽 4

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
1
0
1

] 

2) les valeurs du paramètre réel 𝛽 : 

2-a) A admet la décomposition LU. 

Il suffit de vérifier que ∆𝑖≠ 0, ∀ 𝑖 = 1,2,3 avec ∆𝑖= |𝐴[𝑖]|, 𝑖 = 1,2,3 

Dans notre cas :  

Δ1 = |𝐴[1]| = |𝑎11| = 4 ≠ 0,  

Δ2 = |𝐴[2]| = |
4  2𝛽
2𝛽  2

| = 8 − 4𝛽2 ≠ 0 ⟹ 𝛽2 ≠ 2 ⟹ 𝛽 ≠ ±2 

Δ3 = |𝐴[3]| =
|

|

4 2𝛽 2

2𝛽 2
2

𝛽

2
2

𝛽
4
|

|
= 4 (8 −

4

𝛽2
) − 2𝛽 (8𝛽 −

4

𝛽
) + 2(4 − 4) = 40 − 16𝛽2 −

16

𝛽2

= −
8

𝛽2
(2𝛽4 − 5𝛽2 + 2) = −

8

𝛽2
(2𝛽2 − 1)(𝛽2 − 2) ≠ 0⟹

{
 

 
𝛽2 ≠ 0

𝛽2 ≠
1

2
𝛽2 ≠ 2

 

⟹ 𝛽 ≠ 0, 𝛽 ≠ ±√
1

2
 , 𝛽 ≠ ±√2 

 

 

2-b) A admet la décomposition de cholesky 

Il suffit de vérifier que A est SDP. 

La matrice A est symétrique : 𝐴 = 𝐴𝑡 

Pour que 𝐴 soit Définie positive, il faut vérifier que ∆𝑖> 0, ∀ 𝑖 = 1,2,3. 

Δ1 = |𝐴[1]| = |𝑎11| = 4 > 0,  

Δ2 = |𝐴[2]| = |
4  2𝛽
2𝛽  2

| = 8 − 4𝛽2 > 0 ⟹ −√2 < 𝛽 < √2 
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Δ3 = |𝐴[3]| =
|

|

4 2𝛽 2

2𝛽 2
2

𝛽

2
2

𝛽
4
|

|
= −

8

𝛽2
(2𝛽2 − 1)(𝛽2 − 2) > 0 ⟹

{
 
 

 
 −√2 < 𝛽 < −

√2

2
𝑜𝑢

√2

2
< 𝛽 < √2

 

Pour que A soit définie positive, il faut que :  est SDP si 𝛽 ∈ ]−√2, −
√2

2
[ ∪ ]

√2

2
, √2[ 

Corrigé : 1) Ecriture du système (1) sous forme 𝐴𝑥 = 𝑏 

[
4 2𝛽 2
2𝛽 2 2/𝛽
2  2/𝛽 4

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
1
0
1

] 

2) les valeurs du paramètre réel 𝛽 : 

2-a) A admet la décomposition LU. 

Il suffit de vérifier que ∆𝑖≠ 0, ∀ 𝑖 = 1,2,3 avec ∆𝑖= |𝐴[𝑖]|, 𝑖 = 1,2,3 

Dans notre cas :  

Δ1 = |𝐴[1]| = |𝑎11| = 4 ≠ 0,  

Δ2 = |𝐴[2]| = |
4  2𝛽
2𝛽  2

| = 8 − 4𝛽2 ≠ 0 ⟹ 𝛽2 ≠ 2 ⟹ 𝛽 ≠ ±2 

Δ3 = |𝐴[3]| =
|

|

4 2𝛽 2

2𝛽 2
2

𝛽

2
2

𝛽
4
|

|
= 4 (8 −

4

𝛽2
) − 2𝛽 (8𝛽 −

4

𝛽
) + 2(4 − 4) = 40 − 16𝛽2 −

16

𝛽2

= −
8

𝛽2
(2𝛽4 − 5𝛽2 + 2) = −

8

𝛽2
(2𝛽2 − 1)(𝛽2 − 2) ≠ 0⟹

{
 

 
𝛽2 ≠ 0

𝛽2 ≠
1

2
𝛽2 ≠ 2

 

⟹ 𝛽 ≠ 0, 𝛽 ≠ ±√
1

2
 , 𝛽 ≠ ±√2 

2-b) A admet la décomposition de cholesky 

Il suffit de vérifier que A est SDP. 

La matrice A est symétrique : 𝐴 = 𝐴𝑡 

Pour que 𝐴 soit Définie positive, il faut vérifier que ∆𝑖> 0, ∀ 𝑖 = 1,2,3. 

Δ1 = |𝐴[1]| = |𝑎11| = 4 > 0,  

Δ2 = |𝐴[2]| = |
4  2𝛽
2𝛽  2

| = 8 − 4𝛽2 > 0 ⟹ −√2 < 𝛽 < √2 
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Δ3 = |𝐴[3]| =
|

|

4 2𝛽 2

2𝛽 2
2

𝛽

2
2

𝛽
4
|

|
= −

8

𝛽2
(2𝛽2 − 1)(𝛽2 − 2) > 0 ⟹

{
 
 

 
 −√2 < 𝛽 < −

√2

2
𝑜𝑢

√2

2
< 𝛽 < √2

 

Pour que A soit définie positive, il faut que :  est SDP si 𝛽 ∈ ]−√2, −
√2

2
[ ∪ ]

√2

2
, √2[ 

Exercice 03 : 

1.  

Ecriture du système sous forme 𝑨𝒙 = 𝒃 

[
3 2 1
6 5 4
15 14 15

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3

] = [
66
168
504

] 

La décomposition 𝑳𝑼 : 

Il suffit de vérifier que ∆𝑖≠ 0, ∀ 𝑖 = 1,2,3 avec ∆𝑖= |𝐴[𝑖]|, 𝑖 = 1,2,3 

Dans notre cas :  

Δ1 = |𝐴[1]| = |𝑎11| = 3 ≠ 0, Δ2 = |𝐴[2]| = |
3  2
6  5

| = 3 ≠ 0, 

Δ3 = |𝐴[3]| = |
3     2   1

6   5   4

15 14 15

| = 6 ≠ 0 

D’où  

𝐴 = 𝐿𝑈 ⟺ 𝐴 = [
3 2 1
6 5 4
15 14 15

] = [
1       0     0
𝐿21   1    0
𝐿31𝐿32 1

] [
𝑈11𝑈12𝑈13
0      𝑈22𝑈23
0       0      𝑈33

] 

Par identification, on arrive à déterminer les éléments des deux matrices L et U. 

𝐿 = [
1        0        0
2        1        0
5       4        1

] , 𝑈 = [
3        2        1 
0        1          2
  0         0         2   

] 

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐿𝑈) = 𝑑𝑒𝑡(𝐿)𝑑𝑒𝑡(𝑈) = 1. 𝑑𝑒𝑡(𝑈) =∏𝑈𝑖𝑖 = 3 × 1 × 2 = 6,

3

𝑖=1

 

La résolution du système 𝑨𝒙 = 𝒃 

𝐴𝑥 = 𝑏 ⟺ 𝐿𝑈𝑥 = 𝑏 ⟺ {
𝐿𝑦 = 𝑏       (1)

𝑈𝑥 = 𝑦      (2)     
 

(1) ⟹ [
1            0        0
0.5        1        0
1.5    − 7      1

] {

𝑦1
𝑦2
𝑦3

} = (
9
6
8
) ⟹ {

𝑦1 = 66
𝑦2 = 36
𝑦3 = 30
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(2) ⟹ [
2        3              1     
   0       0.5          2.5     
  0        0           18      

] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3

} = {
9
3/2
5

⟹ {
𝑥1 = 13
𝑥2 = 6
𝑥3 = 15

 

D’où {
𝑥1 = 13
𝑥2 = 6
𝑥3 = 15

 

2.  L’inverse de A par LU : 

Comme 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = 6 ≠ 0 ⇒ 𝐴−1 existe, donc d’après   

 

{
 
 

 
 𝐴𝑉1 = 𝑒1 ⟺ 𝐿𝑈𝑉1 = 𝑒1 ⇔ {

𝐿𝑌1 = 𝑒1
𝑈𝑉1 = 𝑌1

     (1)

𝐴𝑉2 = 𝑒2 ⟺ 𝐿𝑈𝑉2 = 𝑒2 ⇔ {
𝐿𝑌2 = 𝑒2
𝑈𝑉2 = 𝑌2

   (2)

𝐴𝑉3 = 𝑒3 ⟺ 𝐿𝑈𝑉3 = 𝑒3 ⇔ {
𝐿𝑌3 = 𝑒3
𝑈𝑉3 = 𝑌3

   (3)

 

 

De (1) : 𝐿𝑌1 = 𝑒1 ⟺ 𝑌1 = (1,−2, 3)𝑡 

𝑈𝑉1 = 𝑌1 ⟺ 𝑉1 = (
19

6
, −5,

3

2
)
𝑡
  

 

De (2) : 𝐿𝑌2 = 𝑒2 ⟺ 𝑌2 = (0, 1, −4)𝑡 

𝑈𝑉2 = 𝑌2 ⟺ 𝑉2 = (−
8

3
, 5, −2)

𝑡
  

De (3) : 𝐿𝑌3 = 𝑒3 ⟺ 𝑌3 = (0, 0,1)𝑡 

𝑈𝑉3 = 𝑌3 ⟺ 𝑉3 = (
1

2
, −1,

1

2
)
𝑡
  

De (1), (2), (3), on aura le résultat final 

𝐴−1 = [
19/6 −8/3 1/2
−5 +5 −1
3/2 −2 1/2

] 

3. La solution: 

𝐴𝑥 = 𝑏 ⟺ 𝑥 = 𝐴−1𝑏 ⟺ 𝑥 = (13, 6, 15)𝑡  

 


