Chapitre 1

Séries numériques

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Soit (u,),, .y une suite de réels ou de complexes. On appelle série de terme
général uy,, et on note Y u, ou Y u, la suite des sommes partielles, (Sy),cy 0U pour tout

neN: .
Sp=tgFur+ -, =Y u,
k=0

S():UO, 51:U0+U1, SQIUU+U1—|—U2,...

e On dit que la série Y u, converge vers S si el seulement si la suite des sommes
n

n
partielles, (Sn),cy converge, dans se cas lim S, = lim Y w, = S est appelée somme de
n—-+o00 n~>+ook:0

+o00
la série > uy,, et désignée par . u,.

n n=0
o Une série est dite divergente si elle est n’est pas convergente.

Exemple 1.1.2 1. Série géométrique :
Le terme général d’une série géométrique est u,, = r". Les sommes partielles ont une

expression explicite :

- - n+1l sir=1,
Sn:Zuk: rF=14r+r24+... 4=
1—pntl .
k=0 k=0 Ho— sir#1
et sa somme
= si|r] <1
S = nhToosn =< pas de limite sir < —1
+o0 str>1
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2. Voici un exemple de série dont les sommes partielles sont explicitement calculables :

+oo 1
=1.
;(n+1)(n+2)
En effet :
1 1 1
Up = - - )
m+1)(n+2) n+1 n+2
donc
S +u + ...+ 1 L + L1 + ! L !
W= Uy + U+ ...+ U, = —— — = — =1 ’
0T 2 2 3 n+l n+2 n+2
et

3. Série de terme général : u, = @, — ¢, (N >0), (©,),cn €5t une suite numérique,

alors :

k=0

Sy, = Zuk = Z (S%H - Spk) = ©n+1 — Pos
k=0

donc la suite (¢,,),cn €t la série Y u, sont de méme nature. De plus, si liI}_l 0, =1,
n>0 n—-+4o0o

la séried  u, est convergente et
n>0

S = lim S5, =1— ,.

n—-+o00

Reste d’une série convergente

“+o00
Si la série de terme général u,, est convergente, et de somme S = lir+n Sp = D Uy, la
n—+o0 n—0
différence S — S,, s’appelle reste d’ordre n de la série. On le note :
“+o0o n +o0
Rn:S—Sn:Zuk—Zuk: Z Ug, -
k=0 k=0 k=n+1
Proposition 1.1.3 Si la série Y u, converge, alors lir+n R, =0.
n>0 n—-+oo
En effet : R, =S — S, donc lir+n R, = lirf (S=8,)=5-5=0
(car la série > u, converge et S = lim S,).

Remarque 1.1.4 Les sommes partielles d’une série sont toujours définies, mais les restes

ne le sont que lorsque la série converge.
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Théoréme 1.1.5 Si la série ) u, converge, alors la suite (uy), .y tend vers zéro, i.e.
n>0

+o0
Zun:Sé lim w, = 0.
n=0

n—-+4o0o

La contraposée de ce résultat est souvent utilisée : une série dont le terme général ne
tend pas vers zéro ne peut pas converger.

Preuve. On a

Sn:u0+ul+"'+un: n—l+un:>un:Sn_Sn—1-
Si la série converge, la suite (5,),,cy converge, et donc

lim u, = lim (S,—S5,1)=5—-5=0.

n—-+o0o n—-+00

Remarque 1.1.6 Cette condition est une condition nécessaire qui n’est pas suffisante, car

il existe des séries divergentes et dont les termes généraux tendent vers zéro a l'infini.

Contre exemples

1. La série Y In (%) est une série divergente, car
n>1

n

Jim S, = nErEOOZ (In(k+1) =In(k)) = lim In(n+1) = +oo,

k=1

bien que la limite de son terme général est nulle : lim In ("TH) =0.

n—-—+o00

2. La série > %, dite série harmonique, est une série divergente, bien que son terme
n>1
général % tend vesr 0 & 'infini.

En effet : on a

1 1
k21> /zdt:szl,—>ln(k+1)—ln(k)

ie.
1>In2—-1In1
>In3—-In2

N [—=

3=
vV

In(n+1)—Inn
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D’ou
1 1 . .
Sn:1—|—§+~--+—Zln(n+1)—ln1:> 111}_1 S > hril In(n+1) = +o0,
n n—-+oo n—-+oo

ce qui montre que la série harmonique diverge. On peut aussi montrer sa divergence en

montrant que la suite (.5,,), .y n'est pas de Cauchy.

Proposition 1.1.7 Soit (a,), .y une suite numérique. La suite (ay,), o converge si et seule-

ment si la série de terme général (a,11 — a,) converge, i.e.

(an),en une suite convergente < E (@n41 — an) une série convergente.
n>0

Preuve. La suite des sommes partielles de la série Y (ap11 — ay) est

n>0
n
Sn = E (ak41 — ag) = any1 — ag
k=0
e Si la suite (an)neN converge, on note sa limite [ = lim a,, alors lim S, =1 —ao, ce
n—-+o0o n—-+o0o
qui prouve que la série Y (a,1 — a,) converge.
n>0
e Si on suppose que la série Y (a,11 — a,) converge vers S, on a
n>0
lim a,y1 = lim a, = lim S, +ay =S5+ ag.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00
Ce qui montre que la suite (a,), oy converge. ®
: St 1 111
Exemple 1.1.8 1. Soit la série ;lm, O @ 1oty = 5 = G
n

. 1 - Lt 1 .
La suite (ay),cy. avec a, = - converge, donc la série Z>:1m converge, en plus :
n>

" /1 1 1
= =1 —
5 Z(l@ k—|—1> n+1

k=1
d’ou
S= lim S, =1.
n——+00
. L. o 1
2. Soit la série Y u, avec u, = arctan ——s g
n>0
n+1)—n
arctan ————— = arctan n+l)=n = arctan (n 4+ 1) — arctan (n) ,
l+n+n l+n(n+1)
. L, . - 1
la suite (arctann), . converge, donc la série ) u, avec u, = arctan ;> converge,

n>0
et sa somme

= lim S, = lim (arctan (k + 1) — arctan k) = lim arctan(n+1) = g

n—-4oo
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1.1.1 Propriétés et opérations sur les séries

Proposition 1.1.9 Soient > u, et > v, deuzr séries numériques, on suppose qu’elles ne
n>0 n>0

différent que par un nombre fini de termes (i.e il existe p € N tel que pour tout n > p on a

Uy = Vy), alors les deur séries sont de méme nature.

Preuve. Soit n > p, posons :

k= p+1 k= p+1
Tn = Evk—gvk—i— E Uk—T—|— E V.-
k=p+1 k=p+1

La différence S, — T,, = S, — T, est une constante, alors ) u, converge < (Sy),cx
n>0

converge < (T},), oy converge < » v, converge. m
n>0

Remarque 1.1.10 1. Cette proposition permet de dire que les séries sont de méme na-
ture (on parle de nature d’une série pour désigner sa convergence ou sa divergence)

mais en cas de convergence, elle n’ont pas necéssairement la méme somme.

2. On ne change pas la nature d’une série si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre
fini de termes.

Proposition 1.1.11 Soient > u, et > v, deuz séries numériques et o un scalaire non nul :
n>0 n>0

1. Si la série Y u, converge vers S, et la série Y v, converge vers T, alors la série

n>0 n>0
> (un +vy,) converge vers (S+1T).
n>0
2. Si la série Y u, converge vers S, alors la série Y au, converge vers a.sS.
n>0 n>0
3. Sila série Y u, converge, et la série Y v, diverge, alors la série Y (u, + v,) diverge.
n>0 n>0 n>0

Remarque 1.1.12 5i les deux séries sont divergentes, on ne peut rien dire sur la nature de
leur somme.

Exemple 1.1.13 1. La série Z% et Z;l) divergent, et pourtant on a montré que
n>1

> n(n1+1) converge (voir l’exemple 1.1. 8)
>1
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VneNu,=1
2. Soient Y u, et Y v, telles que : ,
n>0 n>0 vn € N,v, = —1
les deuz séries divergent, mais la série Y (u, + v,) converge.
n>0
VneNu, =1
3. Soient Y u, et Y v, telles que : :
n>0 n>0 Vne N, =1

les deux séries divergent, et la série Y (u, + v,) diverge aussi.
n>0

Pour les séries a termes complexes la convergence équivaut a celle des parties réelles et

imaginaires.

Proposition 1.1.14 Soit (uy), .y une suite de complexes. Pour tout n, notons a, et b, la
partie réelle et la partie imaginaire de u,,.

La série »_ u, converge si et seulement si les deux séries > a, et » b, convergent. Si
n>0 n>0 n>0

c’est le cas, on a :
“+o00 +oo +oo
E Uy, = E an—l—ig by,.
n=0 n=0 n=0

Preuve. Rappelons qu'une suite de complexes converge si et seulement si la suite des
parties réelles et la suite des parties imaginaires convergent. Si (A,,),, oy €t (By),,cn sont deux

suites de réels :

(lim A, =Aet lim Bn:B)(:> lim (A, +iB,)=A+iB.

n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

Il suffit d’appliquer ce résultat a :

An = iak et Bn = ibk’
k=0 k=0

car la partie réelle d’'une somme est la somme des parties réelles, et la partie imaginaire

d’une somme est la somme des parties imaginaires. m

Exemple 1.1.15 Considérons par exemple la série géométrique >, r™, ou r est un complexe
n>0

de module p < 1 et d’argument 0 : v = pe®.
Pour tout n, r" = p"e™. Les parties réelles et imaginaires de r™ sont :

a, = p"cosnb et b, = p"sinnd.

10
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On déduit de la proposition précédente que

Zan—Re< ) eth <1ir).

Le calcul donne :

<% 1 —pcosé <% psin@
Zp cosn 14 p?—2pcost ‘ z%p ST 14 p?—2pcosd

1.2 Séries a termes positifs

Définition 1.2.1 On appelle > u, une série a termes réels positifs toute série vérifiant :
Uy > 0, pour tout n € N. "

o Les séries vérifiants : u, > 0, pour tout n > ng sont aussi appelées séries a termes
positifs car la nature d’une série ne change pas si on lui retranche un nombre fini de termes
(voir la Proposition 1.1.9).

e Si on note S, = ug + uy + -+ + u,, alors S, — S,_1 = u,. Donc la suite des sommes
partielles (Sy),cn est croissante, ce qui entraine que : sila suite (Sy,), oy est magjorée alors elle
converge (i.e. la série Y u, converge), et si (Sy), oy n'est pas majorée, alors lim S, = 400

n>0 n—+o0

et la série > u, diverge.
n>0

Proposition 1.2.2 Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite (Sy,), oy

est majorée.

1.2.1 Comparaison d’une série et d’une intégrale

Théoréme 1.2.3 (de comparaison avec son intégrale)
Une série dont le terme général est de la forme u, = f(n); ou f : [l.+ o0 — R

est une fonction continue, positive et décroissante vers 0 est de méme nature que la suite

(z £ () dx) e

Zun converge < / f (z) dx converge.

n>0

Preuve. Supposons que u,, = f (n); ou f est une fonction continue, positive sur [1. 4+ o]

et décroissante vers 0.

11
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Sur chaque segment [n,n+ 1jona: f(n+1) < f(x) < f(n),

d’ou
n+1 n+1 n+1
[tosvis [f@ie< [fma
ce qui donne
n+1

fln+1)< /f(x)dx§f<n>-

Comme . ) , -
/f(x)da::/f(x)da:Jr/f ) dz + - /f
n+1

f@)hﬂ®+-~+fw+1h£/f@ﬁm§f0)+f@ﬂ-~+fm>

oru, = f(n),¥n >1ie.

n+1
Sn+1—U1:U2+U3+"'+Un+1S /f(m)dazgul—i-uz—i-—l—un—sn

e Si la suite ( f f(z) dx) converge, elle est alors majorée, ce qui implique grace a
1 n
I'inégalité
n+1

Spt1 < /f(ﬂU)diU—i‘Ul,
1

que (Sy),cy est majorée d’ou convergente d’apres la Proposition 1.2.2.
n+1

o Et si hm ff )dx = +o0 (car f est positive), ona [ f(z)dz < S,, ce qui implique
que
n+1
lim S, > i dr | = +oo,
i sz ([ 7] = o

et que (Sy), oy diverge.

Inversement si la série converge, lim f f (x) dx existe, et si la série diverge, la limite

n— OOl

lim ff )dr = 400. B

n—-+4o0o 1

12
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Remarque 1.2.4 e La condition f est une fonction continue, positive et décroissante vers
0 n’a pas besoin d’étre vraie a partir de n = 1, il suffit qu’elle soit vérifiée a partir d’un
certain rang (voir Remarque 1.1.10).

e La fonction f positive peut étre remplacée par une fonction de signe constant.

Exemple 1.2.5 <«Série de Riemann>

Une série de la forme Y = est dite série de Riemann.

n>0
1. Sia<0: La série de Riemann n% diverge car lim =+ # 0 (poura =0, lim 2 =
n>0 n—+oo™ n——+oo™
1).
2. Sia>0:u,=-5=f(n),Vn>1, ot f(z) =L,z >0 est positive, décroissante et

lim f(x)=0. D’apreés le théoréme de comparaison avec une intégrale, la série n%
n—-+o00 n>0

converge si et seulement si lm [ f (x)dz est finie.

nA%Hml
Or
o Sta#1:
y 3 o111 1
dr = | —dx = = -1
/f(:c) ’ /]30‘ v [1—04:1:‘1—1]1 -« <na—1 )
1 1
e Siaa=1: .
/f(x)dlenn,
1
donc
y =L st > 1
lim /f(:v)dx: - ¢
”*“Lool +00 si0<a<l.

Résultat : La série de Riemann n% converge st o > 1, et diverge si o < 1.
n>0

1.2.2 Critéres de comparaison

Théoréme 1.2.6 (de comparaison de deux séries a termes positifs)
Soient Y u, et > v, deuxr séries a termes positifs ou nuls. On suppose qu’il existe
n>0 n>0
ng > 0, tel que pour tout n > ng, u, < vUy,.

e Si Y v, converge, alors > u, converge.

n>0 n>0
e Si > u, diverge, alors Y v, diverge.
n>0 n>0

13
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Preuve. Comme nous 'avons observé, la convergence ne dépend pas des premiers

N

termes. On peut donc étudier les sommes partielles & partir de ng. Pour tout n > ny,
notons :

Sp=Upg + -+ u, et T, =v,, + -+ vy

Les suites (5,,) et (715,),.cn sont croissantes, et de plus pour tout n > N.

neN >

Sp < T,.

e Si la série ) w, converge, alors la suite (77,), .y converge. Soit | sa limite, la suite
n>0
(Sn),en €st croissante, et majorée par [, donc elle converge, la série ) u, converge aussi.
n>0
e Inversement, si la série ) u, diverge, alors la suite (S,),cy tend vers +oo et il en est
n>0
de méme pour la siute (75,),c - ®

. s |cosn| Py _ |cosn] 1
Exemple 1.2.7 Soit la série ) =5, son terme général u, = =5 < —5.

n>1

Or Y % est une série de Riemann convergente, donc >

n>1 n>1

|cosn| .
Wz COnverge aussi.

Corollaire 1.2.8 Soient > u, et Y v, deux séries a termes positifs, s’il existe deux nombres
n>0 n>0

réels strictement positifs a,b telle que : av, < u, < bv,, alors les séries >  u, et Y v, sont
n>0 n>0

de méme nature.

Corollaire 1.2.9 Si lim *= =0 et Y v, converge, alors > u, converge.
n—+oo0 Un n>0 n>0

Corollaire 1.2.10 Soient > u, et Y v, deux séries a termes positifs. Pour n assez grand
n>0 n>0
satisfait : “2 < P oon g
Un, Un

e Si > v, converge, Y u, converge.

n>0 n>0
o Si > wu, diverge, > v, diverge
n>0 n>0

Preuve. On suppose que 'inégalité est satisfaite a partir d’'un certain rang p :

Un+1 Un+1
Vn>p: < ;
Un, Un,
d’ou
Up+1 Uu Up—1 Up—2 u
LA < << =g (aeRY),
Un41 Un Un—1 Up—2 Up
donc

u
Vn>p: — <a=u, <av,

n

et aprés en appliquant le théoréme de comparaison. m

14
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Corollaire 1.2.11 Soient r et r' deux réels tels que 0 < r < r’ < 1. Soit (ozn)nEN une suite

n - 2 z o
telle que (£)" a, soit bornée. Alors la série 1™ |a,| converge.

n>0

Corollaire 1.2.12 Soient « et o deux réels tels que 1 < o < av et (an)nGN une suite telle

/ . 2 P —
(@=aq,, soit bornée. Alors la série Y . n~"|a,| converge.

n>0

que n~

Théoréme 1.2.13 Soient (u,) _ et (v,) . deuw suites G termes strictement positifs, équi-

valentes au voisinage de +00.

. Un,
Uy ~ U, < lim — =1.
—+o0 7ke+aavn

Alors les séries Y u, et > v, sont de méme nature (convergentes ou divergentes).
n>0 n>0

Preuve. Par hypothese, pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ny,

%—1‘<5<:>(1—€)vn<un<(1+€)vn.
Un

e Fixons € < 1, si ) u, converge, alors par le théoréme de comparaison »_ (1 —¢)wv,

n>0 n>0
converge, donc Y v, également.
n>0
e Réciproquement, si ) u, diverge, alors > (1 + ¢) v, diverge aussi. m
n>0 n>0

n44+2n3+4 n
n>0
1

Dans les deux cas, le terme général est équivalent & -5, et mous avons vu que la série

2
Exemple 1.2.14 Y 25341 copperge, S B copgeryge.
n>0

> X converge.
n>1
Somd n2+43n+1 n+lnn :
Par contre les séries ) m=wt et > et divergent.
n>0 n>0
Dans les deux cas, le terme général est équivalent a %, et nous avons vu que la série
. 1 .
harmonique Z>:1" diverge.
n_

Corollaire 1.2.15 (Régle de Riemann)

Soit > wu, une série & termes positifs. On suppose que Ja € R et | € RT U {400} tels
n>0
que

lim n%u,, = 1.
n—-+4o0o

e Sil# +ooet a>1, alors > u, converge.
n>0

15
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eSil#0eta<l,alors > u, diverge.
n>0

Preuve. o Si | # +ooet a > 1: lim n%u, = signifie que u, ~ %, or > - est une
n—-+0oo +o0 n>0

série de Riemann convergente donc ) u, converge.
n>0
1

e Sil =400 et a <1, alors AN entier tel que n > N tel que n“u,, > 1, alors u,, > -

Comme ) -L diverge alors > u, diverge.

n>0 n>0
eSilecR*eta<l:onau, ~ # et comme ) n% diverge alors Y u, diverge. m
+o0 n>0 n>0
Exemple 1.2.16 Ftudions la nature de la série ﬁ On a
n>2
. 1
lim n = +400.

n——+o0 On702

Donce Zﬁ diverge.
n>2

Exemple 1.2.17 (Série de Bertrand)
La série de Bertrand . —X— est :

n>1n“ﬂnrﬂﬁ

1. 8t a > 1, convergente pour tout B € R.

2. Si a < 1, divergente pour tout 5 € R.

3. Sia=1:
> Wim)ﬁ converge si 3> 1,
n>1
> mdiverge si B <1
n>1

Preuve. 1) Sia > 1:3a/ tel que 1 < o/ < o, d’out

/ !/ 1
n“u, = ——————== lim n%u, = lim ————— =0;
no= (Inn) n—+00 n—toopa=a’ (Inn)
d’apres la regle de Riemann rglm converge.
2)Sia<1:3a tel que a <o <1, dou
N 1 , 1
n“uy, = —————2 = lim —————— = +0o0,
no= (Inn) n—toopa—a’ (Inn)

d’apres la régle de Riemann ) W diverge.

«
n>1n

3) Sia=1:0npose f(t) = t(lnlt)ﬁ.

16
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n
f est une fonction positive, décroissante sur |1, +oo[, donc Zln(lnln)B et [ - (lnlt)ﬁ dt sont
n> 2

de méme nature d’apres le Théoréme 1.2.3.

7 1 i ,8__—11 [(ln n)lfﬁ — (In 2)175] sif#1
)t (Int)” In(Inn) —1In(In2) sif=1 |
donc
n 1 ,ﬁ (In 2)1_6 si f>1
lim + i0<1
n—-—+o00 t(ln t)ﬁ > ? 6
2 400 si 5 =1

d'ou > m converge si § > 1 et divergesi < 1. m
>1

1.2.3 Critéres de Cauchy et de d’Alembert

Rappelons tout d’abord que la série géométrique converge si |r| < 1, diverge sinon. les
critéres de Cauchy et d’Alembert permettent de comparer une série a termes positifs avec

les séries géométriques

Théoréme 1.2.18 (Critére de Cauchy)

Soit Z;un une série o termes positifs ou nuls. Notons k = nETmW tel que k €
R+ U {+o’2‘f.

e Si k<1, lasérie > u, converge.

e Sik>1, la série %Zun diverge.

e Si k=1, cas de doute, on ne peut pas conclure.

Preuve. 1) Par définition de la limite lorsque k£ € Rt

1

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng on ait (k—¢) < (u,)" < (k+¢)

o Si k<1, il existe ¢ tel que ¥’ =k +e <1etu, < (k)" =wv, ou > v, est une série
n>0

géométrique convergente, donc la série ) wu,, converge.
n>0
e Si k> 1, il existe ¢ tel que (k — &) > 1 donc u,, > (k —¢)" > 1 et u, ne tend pas vers

0, donc la série ) u, diverge.
n>0
2) Lorsque k = 400, par définition de la limite.

-

dng € Nyn >ng = (u,)™ > 1.

17
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Donc lim wu, # 0, et la série ) u, diverge. m
n—-+00 n>0

777,2 . . .
Exemple 1.2.19 La série » (1 + %) converge st a > 0 et diverge si a < 0 car
n>0

a\ —"n
lim </, = i (1 —) — e
anBn u 7%EEn +-n €

—n?
-Sia>0, la série ) (1 + %) converge.

n>0
—7'12 .
-Sia <0, lasérie Y, (14+2) " diverge.
n>0
-Sia=0,u, =1, la série Y1 diverge.
n>0
Remarque 1.2.20 Le critére de Cauchy ne s’applique ni auzr séries de Riemann, ni aux
séries de Bertrand car :

lim Vn=® = lim {/n—©@ (ln)_’B =1.

n—-+00 n—-+00

Théoréme 1.2.21 (Critére de d’Alembert)

Soit Y u, une série a termes positifs pour tout entier ng, telle que “** est de limte k
n>0 "
quand n — +00.

o Si k<1, lasérie Y u, converge.
n>0
o Sik>1, la série Y u, diverge.
n>0
e Si k=1, cas de doute, on ne peut pas conclure.

Preuve. Pour tout € > 0 il existe ng tel que pour tout n > nyg :

(k—g)<u2+1 <(k+¢).

e Sik<1,ilexistectel que ¥ =k +¢e < 1.

k/ n+1
et = e = 2, = (1"

S° (K" converge = > u, converge (d’apres le Corollaire 1.2.10).
n>0 n>0

e Si k > 1, alors il existe € tel que (kK —¢) > 1.

k/ n+1
et s b= e = 2 = (1"

S° (K" diverge = > u, diverge (d’apres le Corollaire 1.2.10). =
n>0 n>0
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1.2. SERIES A TERMES POSITIFS

Exemple 1.2.22 1. Pour tout réel positif r, la série exponentielle % converge.

n>0
En effet :

Untt — " yend vers 0 < 1.
Up, n+1

- 2n)! .
2. La série (n?))Q diverge car
n>0" "

—~

Uny1  (2n42) (2n + 1)

= 5 tend vers 4 > 1.

Proposition 1.2.23 Soit (u,) _ une suite a termes positifs.

Si lim L — k. alors lim o/u, = k.
n—+oo Un ’ n—-+o0o "

Preuve. Pour tout € > 0., il existe ng tel que pour tout n > ny,

Un+1
k—e< 2%

<k+e,

Unp,
par recurrence, on en déduit :
(k—e)" ™ <up, < (k+e)" ™.

lim {/(k—¢)" ™ =k—¢

n—-+o0o

lirf V(kE+e)" ™ =k+e.

Donc il existe n; > ng tel que pour tout n > ny,

et

k—2e <u, <k+ 2e,

d’ot le résultat. m

Reégle de Raabe-Duhamel :

Soit u,, > 0,Vn > ng pour un certain entier naturel ny. Notons k = lir+n n <u“11 — 1)
n—-4o0o n
ou k € R. Alors

e Si k> 1, lasérie Y u, converge.
n>0
e Si k <1, lasérie Y u, diverge.
n>0
e Si k =1, cas de doute, on ne peut pas conclure.

19



1.3. SERIES A TERMES QUELCONQUES

Exemple 1.2.24 Considérons une nouvelle fois la série Y .
n>0

Untl — 1, le critére de d’Alembert ne permet pas de conclure sa nature,

La limite lim
n—+oo "M

appliquons donc la régle de Raabe-Duhamel :

. 142
limn<u —1):limn( +2n>:2>1,
n—-+00 Up+1 n——+0o00 n

ce qui prouve la convergence de la série.

Reégle de Gauss :

Soit u, > 0,¥n > ng pour un certain entier naturel ng. On suppose que 3 (a, ) €

n 1
u+1:1_g+0(_).
Uy, n nb

Alors : 3k € R, tel que u,, ~ nﬁa losque n tend vers l'infini c¢’est-a-dire :

R x |1, +o0[ tels que

e Si > 1, lasérie Y u, converge.
n>0

e Sia <1, laseérie Y u, diverge.
n>0

Exemple 1.2.25 Soit > u, avec u, = Vnlsin1 x sin\% X oee X sin% Vn > 1.

n>0 n
Unp41 1 1
=1-—+0|—=]),
Up, 6n (n2>
ce qui prouve que la série diverge par application de la régle de Gauss avec o =

g=2>1.

<1 et

=

1.3 Séries a termes quelconques

1.3.1 Séries absolument convergentes

Quand une série n’est pas & termes positifs, la premiére chose & faire est d’examiner la

série des valeurs absolue, ou des modules s’il s’agit des nombres complexes.

Définition 1.3.1 On dit que la série Y u, est absolument convergente si la série Y |u,|
n>0 n>0
converge.
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1.3. SERIES A TERMES QUELCONQUES

(-1re
2

Exemple 1.3.2 La série ) 5

n>0
qu ‘on peut majorer par n%

converge absolument car le module du terme général est

. 1
égal & 5

e (=n" .

La série nzZ:O o e converge pas absolument car :
‘ (="

vn?+n

1 1
= >
Vn24+n  n+1

1 .
et 5 diverge.
n>0
Théoréme 1.3.3 Une série absolument convergente est convergente.

Preuve. Supposons pour commencer que les u,, sont réels. Pour tout n € N, notons

Uy S u, >0, 3 0 siwu, >0,
= et u, =

_l’_
n . .
0 siwu,<0. —u, siu, <0.

u

Pour tout n € N :
0<u! <|up et 0<u, <luyl,

par le Théoréme de comparaison, si » |u,| converge, alors Y u' et > w, convergent.

n>0 n>0 n>0
Par linéarité, > u — > u_ converge, or
n>0 n>0
+ -
Uy — Uy, = Up.

D’ou le résultat. Passons maintenant au cas ou les u,, sont des complexes.
Notons a,, la partie réelle de u,, et b, la partie imaginaire.
Pour tout n € N :
0 < |an| < |up| et 0 < |b,| < |ug]-

Par le théoréme de comparaison, si Y |u,| converge, alors > |a,| et Y |b,| convergent

n>0 n>0 n>0
aussi. Donc > a, et > b, convergent, en appliquant le cas des séries a termes réels, donc
n>0 n>0
>y, converge. m

n>0
Exemple 1.3.4 Pour tout réel 0, la série en—; est absolument convergente.

n>1
En effet,
emG

n2
1
et Y -5 converge.
n>1
Définition 1.3.5 On dit que la série Y u, est semi convergente lorsque > u, converge
n>0 n>0

mais Y |u,| diverge.
n>0
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1.3. SERIES A TERMES QUELCONQUES

1.3.2 Critére d’Abel

Théoréme 1.3.6 Soient (an) ., (bn) _, deux suites telles que

1. La suite (a,) __ est une suite décroissante de réels positifs, et tend vers zéro.

neN

2. Les sommes partielles de la suite (b”)neN sont bornées :
M > 0,Yn € N:|bg+ by + -+ by| < M. (*)

Alors la série > a,b, converge.
n>0

n
Preuve. ) a,b, converges (71),), . converge tel que : T, = > apby & (1),),,cy €st une
n>0 k=0
suite de Cauchy.

(Th),,en est de Cauchy< Ve = 0,3ng € N,Vn,p e N |T,,, — T,,| <e.

n+p n n+p n+p
Toip — Tnl = g apby — g apby| = g apby| = E ar, (Sk — Sk-1)
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1
n—+p n4+p n—+p n+p—1
= E apSy — E apSk-1| = E apSk — E gy 15k
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n
n+p—1
- _an—i-lSn + an+pSn+p + E (ak - ak—l—l) Sk:
k=n—+1
o _an-‘rlsn + CLn-&-psn—i-p + (an—‘rl - an+2) Sn+1 + (an—‘rQ - an+3) Sn+2 +F
(an+p71 - an+p) Snerfl

ou
Sn:b0+b1++bn,n€N

Comme (S, ),y €st borné par (), on en déduit de linégalité triangulaire et en tenant compte

de I'hypothése de positivité et de décroissance de (ay,),, oy que :

|Tn+p - Tn| < M (an-i-l + An+p + (an—i-l - an+2) + (an+2 - an+3) +F (an+p—1 - an—l—p))

= 2Ma/n+1.

Donc

lim |14, — T < 2M, hr_{l apy1 =0,

n—-+00

d’ott (T},),,cy st de Cauchy et ) a,b, converge. m
n>0
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1.3. SERIES A TERMES QUELCONQUES

Exemple 1.3.7 Etudier la nature des séries de la forme : ) “3% ou Y *22% ou
n>1 n>1

r€R—-{2mmm e Z}, et a > 0.

On a
cosnr = Ree™ et sinnx = Ime™.
Or
n .
) ) ) ) 1— 61(n+1)x
E ezkm — 1+ezm+€2m+”.+6mw: ‘
k=0 L
el [o—in+1)§ _ i(nt1)3 e —2isin(n+1)%
= =€ 2 .
elg eil% — el% —27 SIH%
;e sin (n+1) 5
= e =g
SH1§

ce qui donne

sin(n+1)%
1—i—cosx—l—cos%—l—~~—i—cosnx:cosEM

2 sin §
et
sin(n+1)%
1—|—sinx—|—sin2x—|—-~—|—sinx:sin@(.—x)2,
2 sin 2
d’ot
1
|1+ cosx + cos2z + - - + cosnz| < — et |1 +sinz +sin2x + -+ +sinnz| < —
‘Sm§| ‘81n§|

Ces majorations sont indépendantes de n, donc on peut appliquer le critére d’Abel pour

et 2512% sachant que la suite (L

cos nT )
n%/n>0

démontrer la convergence des séries | <x
n
n>1 n>1

positive, décroissante vers 0 pour tout o > 0.

est

En plus, pour o > 1 les séries converges absolument.

1.3.3 Séries alternées

Définition 1.3.8 On appelle > u,, série alternée une série dont le terme général est alter-
n>0

nativement positif puis négatif i.e. u, = (—1)" v, tel que v, > 0,Yn > 0.
Corollaire 1.3.9 (Critére de Leibniz)
Toute série alternée Y (—1)" v, dont la valeur absolue du terme général (i.e.v,) décroit

n>0
vers 0 est convergente.
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1.3. SERIES A TERMES QUELCONQUES

Preuve. Conséquence directe du Théoréme 1.3.6 appliqué avec a,, = v, et b, = (—1)" ,n €

N m
Exemple 1.3.10 La série » (_ni)n est une série alternée convergente pour a > 0, car
n>0
1
U, = (=1)" vp /v, = —.
(=1)" v fo =

no

- (L)n>0 est une suite positive, décroissante pour o > 0.
- lim —= =0 pour o > 0.

n—-+00

1.3.4 Utilisation du développement asympotique

C’est une technique tres utilisée pour les séries & termes quelconques pour lesquelles les
critéres précédents ne s’appliquent pas. Dans de nombreuses situations, on conclut sur la
nature d’une série en se ramenant & une série plus simple, pour les séries & termes positifs

. \ 2 . . 9 st N
par exemple, il suffit de se ramener & un équivalent, ceci n’est plus le cas avec les séries a
termes quelconques. Par ailleurs, un équivalent correspond a une approximation au premier
ordre, laquelle ne permet pas forcément de conclure. Dans ces cas, il suffit de donner un

développement asymptotique du terme général.
Exemple 1.3.11 Soit la série Z%
n>2

La suite (|un|), >, n'est pas décroissante, donc on ne peut pas appliquer le critére des

séries alternées.

On a
1" —-1)" 1 —1)"
Uy = (=1 n:( ) - | avec lim( ) =0,
n+(—1) n 14 & no+too M
dans ce cas on peut utiliser le développement limité de HLU au voisinage de 0. on obtient
—1)" | 1
N N S SR
n n n2 n?
d’ou
=" 1  (=1)" 1
n — - 5 0(— )
“ n n2 + n3 + n2
et on a

( (=" Sri 5
>~/ est une série alternée convergente,
n>1

> %5 est une série de Riemann convergente,
n>

n3

1
(=" - s
> est une série alternée convergente,
\ n>11
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1.4. PRODUIT DE CAUCHY DE DEUX SERIES

d’ot Y u, converge.
n>2

1.4 Produit de Cauchy de deux séries

Définition 1.4.1 Soient > u, et Y v, deux séries numériques. On appelle produit de Cau-

n>0 n>0
chy de > a, et Y by la série Y C, ou pour tout n entier :
n>0 n>0 n>0
n
C, = E apb,_p ou C, = E apby.
k=0 p+qg=n

Théoréme 1.4.2 Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolu-

ment convergent.

Théoréme 1.4.3 Le produit de Cauchy d’une série absolument convergente et une série

convergente est convergent.

Exemple 1.4.4 1. La série Z% est une série alternée convergente. On va calculer
n>1

le produit de Cauchy de cette série par elle- méme :

EANSNEIAN

ot
Cn = Zakbn—(k—l) = albn + a2bn—1 + -+ akbn—k—i-l +--+ Clnbl
k=1
i (_1)n+1 N i (_1)n+1 - (_1)n+1 . (_1)n+1
VEvn —k+1 N

i Va1

R — . 1
or :Vk=1,n,\/k(n—k+1) <n ce qui implique que TrnhtD >

Dou |Cp| > nx L =1, ainsi lim |C,| #0, ce qui signifie Y C,, diverge.
n—-4o00 n>0

3=

L L. —1)" . L. . .
2. On considére la série Z% qui est une série alternée convergente. Le produit de
n>1

Cauchy de cette série par elle- méme converge aussi, en effet :

) ()

n>1 n>1 n>1
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