Exercices corrigés sur les séries numériques

1 Enoncés

Exercice 1 Soient Y ay, et Y b, deux séries a termes strictement positifs vérifiant :

a b
In, € N:  VYn>n,, —tb<ndl
an bn

Montrer que
(1) si > by, converge, alors Y a,, converge;

(2) si > ay, diverge, alors Y b, diverge.
Exercice 2 Soient « et § deux réels. On étudie la série >, -, u, avec

1

tn = ne(lnn)s’

Cette série s’appelle la série de Bertrand.
(1) Etudier le cas o > 1. On posera 7 := (1 + «)/2 et on montrera que u, = O(1/n?).
(2) Etudier le cas a < 1.
(3) On étudie maintenant le cas o = 1.
(a) Soit fz: ]1,00] — R la fonction définie par

1
fﬁ(t) = t(h’lt)ﬁ.

Montrer qu'il existe n, € IN tel que fz soit décroissante sur |no, oo
(b) On suppose 8 = 1. Montrer, par comparaison avec une intégrale, que la série diverge.
(c) On suppose 8 > 1. Montrer, par comparaison avec une intégrale, que la série converge.

(d) Etudier le cas 8 < 1.

Exercice 3 Calculer la somme des séries

1 . 1
Zq—n(pourqelR) et Zm

n>1 n>1

Exercice 4 Etudier la nature des séries suivantes :

1 1 n! n
ZH’ nn’ nn’ D (2n)!°

n>1 n>1 n>1 n>1

Exercice 5 Soient a € Ret « € R, Etudier, selon les valeurs de a, la nature des séries suivantes :

a™ a™
Do 2

n>1 n>1



Exercice 6 (1) Montrer que la série de terme général u,, = n~! +Inn — In(n + 1) est convergente.
(2) En déduire que la suite
anzl—i—%—s—nu&—%—lnn.
admet une limite [. Cette limite s’appelle la constante d’Euler.

Exercice 7 Etudier la nature des séries suivantes :

1 2n 1 n (nh)©
Z<n1n<l+n)—2n+1>’ annn!’ ;(lnn!)27 Z(Zn)! avec ¢ > 0.

n>1 n>2

Exercice 8 Etudier la nature des séries suivantes :

1" 1 —1)"/n n+1
Zn2(+()1)"’ Z + n) f’ Z(—l)”\/ﬁln <n+1)'

n>2 n>1 n>2

Exercice 9 Etudier la nature des séries suivantes :

> I <1+(_;)n), Zsm<(_§)n>.

n>2 n>1

Exercice 10 Montrer que les séries de termes généraux

(="
NG

ne sont pas de méme nature, bien que u, ~ vy,.

—1)"
I Gt L

VAt (-1

Up 1=

Exercice 11 Soient a,b € R’.. Etudier la série de terme général

anQ\/ﬁ
Uy 1= ——.
Qﬁ_i_ pn

Exercice 12 Montrer que la série ) uy avec

(==5)
Uy = In cosz—n

est convergente et calculer sa somme. Indication : on utilisera la formle de trigonométrie

sin 1 = 2sin i cos i
2n—1 - on on :




2 Solutions

Solution de I’exercice 1 Posons M := a,, /by, . Il est clair que M > 0. Nous allons montrer par récurrence
que, pour tout n > no, a, < Mb,. La propriété est évidemment vraie pour n = n,. Supposons qu’elle soit vraie
au rang n. Alors,

a b
Ant1 = ap—3F < Mb,—F% = Mbp1,

n n
et la propriété est établie au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > n,, et nous pouvons maintenant
montrer les points (1) et (2).

(1) Supposons que »_ b, converge. Alors, pour tout N > n.,

N ne—1
Zan:Zan+Zan<a+MZb <a+Man,
n=0 n=0 n=ne n=ne

N N . . .
ou a = ZZ" o On- Aingi, la suite des sommes partielles (ano an)  Qui est croissante, est majorée par
la constante réelle o+ M >_°°  b,,. Elle est donc convergente, ce qui revient & dire que la série Y a,, est
convergente.

n=no

(2) Supposons que Y a, diverge. Alors, pour tout N > n,

no—1

an— Z b7L+Zb7L>5+7 Z A,

n=ne

ou f:= Zm’ b,,. Puisque la suite (ZnN:o Q”)N tend vers l'infini, la suite (Zg:o b”)N tend aussi vers
linfini, ce qui revient & dire que la série > b, est divergente.

Solution de ’exercice 2
(1) Sia>1l,alorsy=(1+a)/2>1.0na:

1 1 1
ne(lnn)? ~ no7(nn)?  n@-D/2(Inn)? — 0 lorsque = oo,

puisque o — v = (a — 1)/2 > 0. Donc, pour n assez grand, on a l'inégalité

1 < 1
ne(lnn)? — ~°
Alinsi, par comparaison avec une série de Riemann convergente (puisque v > 1), on obtient la convergence
de la série > u, dans ce cas.

(2) Sia<l,alorsl —a>0.0na:

1 nl—(x
o (nm)? = (Inn)? = — oo lorsque n — oo,

donc, pour n assez grand,
1 1

ne(lnn)? = n’
Ainsi, par comparaison avec une série de Riemann divergente (la série harmonique), on obtient la diver-
gence de la série > u,, dans ce cas.
(3.a) La fonction fgz est dérivable sur |1, 00[ et, pour tout ¢ > 1,
(Int)#—1
t2(Int)2p

Puisque Int + 3 > 0 pour t > e~ ¥, la fonction fs est décroissante sur ]e‘fB,oo[. Donc, en choisissant

no > max{2,e A},
Z (lnn fﬂ

n>2 Mo

fh(t) =— (Int+ B).

sont de méme nature d’aprés le cours.



(3.b) Si g =1, alors
/OO fa(t)dt = /00 L dt = lim [ln(lnt)};1 = lim (In(InA) —In(Inn.)) = co.

o tint A— o0 o A—o0

La série est alors divergente.
(3.c) Si B> 1, alors

> ! o [mp)t=AT 1
/no fﬁ(t)dt—/no mD)? dt_Algnoo[ 5 } = - Dnn)i— €R.

La série est alors convergente.

(3.d) Si g <1, alors
0 > 1 . (Int)!=~ A
/no fa(t) dt /n ) dt Ainoo[ 7 |, 00

La série est alors divergente.

Solution de I’exercice 3 La premiére série est une série géométrique de raison ¢~'. Si |q| < 1, la série est
grossiérement divergente. Si |g| > 1, la série et convergente et

n n
1 1 1 1
27227_1:1_ 71_1: 1
— 4 ) q q
Pour la deuxiéme série, on remarque tout d’abord que

1 1 1

nin+1) n n+1

de sorte que, par téléscopage,

S U S VS S PSSO (N SR 0 Y (6 N S R T
—nm+1)  \1 2 2 3 N-1 N N N+1) N+1
lorsque N — oo. La somme de la série vaut donc 1.

Solution de ’exercice 4

e Posons v, :=1/n!. On a :

Un+1 n! 1
= = — 0 lorsque n — oo.
Un n+1)! n+1

La regle de d’Alembert montre alors que Y v, est convergente.

e Posons wy, :=1/n™. On a :

Wp+1 n" B 1 n
w, (n+D"1  p+1\n+1

n
> — 0 lorsque n — oo.

La régle de d’Alembert montre alors que Y w,, est convergente.

e Rappelons la formule de Stirling :

lim ———— =1, autrement dit n!~ V2mn (f)
e

e Vo (2)

Posons z,, = n'/2¢™™. On a :

1/2 _ 1/2
Tpy1 _ (n+ 1) '/? e (D) —(1+ 1 ! el b lorsque n — oo
z, n e~ n e<l1 .

La régle de d’Alembert montre alors que Y ,, est convergente, et donc que Y (n!/n™) est convergente.



e D’aprés la formule de Stirling,

(20)! ~ Vi (27”‘)

(&

Donc,

()Il a:

Yn+1 4 (E)Q(er)*% n" _ n (e)2< n )" 1 . 1<1
Yo  JAr(n+1) \2 (n+ )"t Vn41\2 n+l) n+1 e

lorsque n — oo. La régle de d’Alembert montre alors que > y,, est convergente, et donc que > (n™/(2n)!)
est convergente.

Solution de 1’exercice 5 Pour les deux séries, le cas a = 0 donne lieu & la série nulle et présente donc peu
d’intérét. Nous supposons donc dans la suite que a # 0.

e Posons vy, := |a]" /n!. On a:
v, a
LH:L — 0 lorsque n — oo.
Un, n+1
La régle de d’Alembert montre alors que Y v, est convergente, donc que _(a™/n!) est absolument conver-
gente.
e Posons v, := |a|" /n®. On a :

Un+1 n @
—= = |a| — Ja| lorsque n — oc.
Up, n+1

Si|a| < 1, la série Y v, est convergente d’aprés la régle de d’Alembert, donc ) a™/n® est absolument
convergente. Si |a| < 1,

lal”

n
a
In—— =nlnfa| —alnn — oo, donc % — oo lorsque n — oo,

n n

et la série Y a™/n® est grossiérement divergente. Reste 4 examiner le cas || = 1. Si a = 1, la série n’autre
que la série de Riemann, elle est donc convergente si a > 1 et divergente si o € ]0,1]. Enfin, si a = —1, la
série est alternée, et comme 1/n® — 0, lorsque n — 00, la série est convergente.

Solution de ’exercice 6

(1) On remarque que

1 1 n 1 mh
un:f—ﬁ—lnn—ln(n—i-l):f—[lnt],+1:f—/ —dt.
n n " n n t

De la décroissance de la fonction ¢ — ¢t~! (entre n et n + 1), on déduit que

1 n+11 1 1 1 1
- > —dt> ——, doncque 0<u,<—— = .
n n t n+1 n n+l nn+1)

Puisque la série

1
Z n(n+1)

n>1

est convergente (voir 'exercice 3), la série Y u, est convergente.



(2) On a:

o] N
S = g 3
n=1 n=1
1 1
— lim (1+1n1—1n2) + (7+1n2—1n3> +ot <—+1nN—ln(N+1))
N —o0 2 N

1 1
= i l1+-+--+=-InN+I
1m<+2+ +N n +nN+1>

. 1 1
= lim <1+2+.”+NIHN>‘

On voit donc que la limite de la derniére expression existe et coincide avec la somme de la série > uy,.

Solution de ’exercice 7

e En utilisant le développement limité de In(1 +¢) et (1 +¢)~! en zéro, on vérifie facilement que

m(1+i)=1- Lt (2d £ CLS I A
nln ) =1-—4— — =1—- =4+ — — .
n 2n  3n? © n? ¢ 2n +1 2n  4n? © n?

On voit donc que, a partir d’un certain rang,

1 2 1
Uy, 1= Z (nln (1+ ﬁ) — 2nil> >0, etque u,~ Ton? lorsque n — oo.
n>1
D’aprés ce que Pon sait des séries de Riemenn, la série > u,, est convergente.
e Rappelons la formule de Stirling : n! ~ v/27n(n/e)™. On a donc :

1 1 1
lnn"\/iln(2ﬂ'n)+n(lnn71) annn, Soit Un :m’vm

On g’appuie donc sur la série de Bertrand étudiée dans exercice 2, avec o = 2 et 5 = 1, qui est convergente
dans ce cas. La série Y v, est donc convergente.

e On a déja vu plus haut que Inn! ~ nlnn lorsque n — oco. Donc

o n 1 1
Wy, 1= (nnl)2 ~ ()’ orsque 1 — 0.

On s’appuie & nouveau sur la séries de Bertrand, avec a = 1 et § = 2, qui est encore convergente. On en
déduit la convergence de la série Y w,,.

e Posons x, := (n!)¢/(2n)!. On a :

oo sic> 2,
1/4 sic=2,
0 sic< 2,

Tpi1 (n+1)° 1 eo2n+2

= (n+1
o EntDEety 1Y T

lorsque n — oo. D’aprés la régle de d’Alembert, > x,, est divergente si ¢ > 2 et convergente si ¢ < 2.

Solution de I’exercice 8

e Posons u, := (=1)"/(n? + (—1)") pour n > 2. La série Y u,, est alternée, avec

| 1 1
Up| = 5—— ~ —.
n2 + (_1)n Tl2
Donc ) |uy| est converge, d’aprés ce que l'on sait des séries de Riemann, de sorte que la série > u,, est
absolument convergente.



e On a:

1 -1)" 1 -1
vy = (—=1)" <\/ﬁ + ( n) > =(—=1)"ay avec ap, = 7 + ( n) — 0 lorsque n — oco.

Toutefois, on ne peut pas appliquer le théoréme sur les séries alternées, car la suite positive (ap)n>1 n'est
pas monotone. On procéde donc autrement. On remarque ici simplement que

_ 1 ="
Un = T
Le terme général est donc la somme du terme général d’une série divergente (la série harmonique) et d’une
série convergente. En effet, > (—1)"//n est alternée, et la suite (1/y/n), est décroissante! On déduit alors
que la série Y v, est divergente.
e En utilisant le développement limité en zéro de la fonction ¢ — In(1 + t), on peut écrire :

w, = (=1)"nln (” + 1)

n—1

= (-1)"v/nln (1 + nil>
- (-t e ()
(2.

1 -1 \m-1p

Le second terme, dans la derniére ligne ci-dessus, est le terme général d’une série absolument convergente,
puisque sa valeur absolue est équivalente a 2/n%/2. D’autre part,

Z(_l)n j\_/ﬁl = Z(_l)nan avec  a, = 2v/n .

n—1

n>2 n>2

Or, il est clair que (a,) tend vers zéro lorsque n — oo. De plus,

n n+1 n+1
> >4/ ,
n—1 n n

ol la premiére inégalité s’explique par la décroissance de la suite (n/ (n— 1))n, et la seconde par le fait
que (n+1)/n > 1. On déduit des inégalités ci-dessus que

Vi Vn+1
n b)

>
n—1

et donc, que la suite (a,,) est strictement décroissante. D’aprés le théoréme sur les séries alternées, la série

S (- 2V

n—1
n>2

et convergente, et il en va donc de méme de la série Y w,,.

Solution de ’exercice 9
e En utilisant le developpement limité d’ordre 2 en zéro de ¢t — In(1 4 t), on vérifie que

Uy == In (1 + (_;)”> = (_i)n —~ # +o (;) .

La série ) (—1)"/n est donc alternée, et convergente puisque a,, := 1/n est décroissante et tend vers zéro.
Par ailleurs, d’aprés ce que l'on sait des séries de Riemann,

1 n 1
= o=
2n2 n?

est le terme général d’une série convergente. Il s’ensuit que la série ), -, u, est convergente.




e En utilisant le developpement limité d’ordre 2 en zéro de t — sint, on vérifie que

o (DT (=D (=D 1
Un .bln( " = " 32 + o0 vl
Comme précédemment, la série alternée > (—1)"/n est convergente, et la série de terme général
(_l)n 1
 3n2 to nt

est absolument convergente d’aprés ce que 'on sait des séries de Riemann. La série ) ., v, est donc
convergente.

Solution de I’exercice 10 La série ) ., u, est convergente, car elle est alternée et la suite a,, := 1/y/n est
décroissante et converge vers zéro. Si anz v, était convergente, alors En22(un — vy, serait aussi convergente.
Or,

1 1

(—1)" ) 1
_ = —]_ n == .
7~ verer) ~ O (Gertar) - e
La série ZHEQ(UH — vy,) est & termes positifs, et équivalente & Y n~!, qui est divergente. On a donc une
contradiction, ce qui montre que la série ), -, vy est divergente.

Un — Uy = (—1)" (

Solution de 1’exercice 11
e Supposons a < 1. Puisque, pour tout n € N,

an

:7<
1+bn2— n

n

< up y

la série > u, est convergente dans ce cas, quelle que soit la valeur de b > 0.
e Supposons a > 1. Deux cas se produisent alors selon la valeur de b.
- Si b <1, alors la suite (b2~ V™), est bornée, disons par une constante M > 0, donc

n n

a > a
Uy = > .
14+bm2=vVn = 14+ M

Puisque a > 1, ceci montre que la série est divergente.

- Supposons finalement que b > 1. On a :

an2\/ﬁ a\”™ 2\/5 a\” 2\/5 a\m
=  _(Z) = (2 Vn _ ~ (¢ N
oVm 4+ pn 7(()) 1_’_21;:5 (b) 2 (1 b ) (b) 2 lorsque n — o0,

car 2V~ — 0. Dans ce cas, si a > b, alors la série est grossiérement divergente, et si a < b, la série
est convergente. En effet, en posant r := a/b, on voit que la série est équivalente & ) 2V et I'on
conclut au moyen de la régle de Cauchy.

Solution de I’exercice 12 En écrivant le développement limité de la fonction ¢ — In(cost), on voit que

-1
Un

e W lorsque n — o9,

et la convergence s’obtient en s’appuyant sur la série géométrique de raison 1/4. D’aprés la formule rappelée

dans l’indication, on a :
1 1
In sin <2nl) =In2+1n (sin <2n>) + Uy



On en déduit que
n n
D uk = uo+ ) up
k=0 k=1

~[ . (1 (1

= In(cosl) + ,; [lnsm (2n1> —1In (Sln (2n>> —1In 2}

. . 1
= In(cos1) +1In(sinl) —In (sm (2n>> —nln2

. . 1
= In(coslsinl) —In (2" sin (271)>
In (51n2> —1In (2" sin <1>> .
2 2n

En utilisant les développements limités en zéro des fonctions ¢ — sint et € — In(1—¢), on voit que In(2" sin(27"))
tend vers zéro lorsque n — 0o, de sorte que

>, = sin 2
Zuk:nlgrréoz:uk:ln< 5 )
k=0 k=0




