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ESSAIT

Sur une application des régles de Maximis & Minimis

a quelques Problémes de Statique, relasifs &
P Architeure.

Par M. Couroms, Ingénieur du Roi.

INTRODUCT ION

CE Mémoire eft deftiné & déterminer, autant que le
mélange du Calcul & de fa Phyfique peuvent le per-
mettre, i'inﬁuence du frottement & de la cohéfion, dans
quelques problémes de Statique. Voici une légére analyfe
des différens objets qu’il contient.

Aprés quelques obfervations préliminaires fur fa cohéfion,
& quelques expériences fur le méme objet, ron détermine
1a force d'un pilier de magonnerie; le poids qu'il peut porter,
preflé fuivant fa longueur; fangle fous lequel il doit fe
rompre. Comme ce probléeme n’exige que des confidérations
affez fimples, qui fervent i faire entendre toutes Jes autres
parties de cet Effai, tichons de développer les principes de
fa folution.

Si Y'on fuppofe un pilier de magonnerie coupé par un
plan incliné a horizon, en forte que les deux parties de ce
pilier foient unies dans cette fection, par une cohéfion donnée,
tandis que tout le refte de la maffe eft parfaitement fofide, ou
1ié par une adhérerice infinie;qu'enfuite on charge cepilier d’'un
poids: ce poids tendra 3 faire couler la partie fupérieure du
pilier fur le plan incliné, par lequel il touche la partie infé-
“rieure. Ainfi, dansle cas d’équilibre, Ia portion dela pefanteur,
qui agit parallélement 4 la fection, fera exadtement égale 4
la cohérence. Si 'on remarque aétuellement, dans le cas de
Phomogénéité, que Iadhérence du pilier eft réellement égale

Essai de Charles Augustin Coulomb

(Archives de 1'Académie des Sciences de Paris).



Avant - propos

La formation des ingénieurs de génie civil fait, 4 maintes reprises,
référence au terme de calcul 3 la rupture pour caractériser certaines méthodes de
dimensionnement d'ouvrages : voiltes en magonnerie, structures métalliques ou en
béton, fbndations, ouvrages de souténement, remblais, sont ainsi étudiés par des
ratsonnements dont les traits communs ne sont pas toujours évidents, mais qui

sont issus d'une longue tradition historique.

Il est classique de se référer 4 Galilde (Discorzi e dimostrazioni
matematiche intorno a due nueve scienze, Dialogo secondo, Leyden, 1638) pour don—
ner un premier exemple de raisonnement de calcul & la rupture dans un probléme de
caleul de structure (poutre console). Le célébre mémoire de Coulomb (Essai sur
une application des r&gles de Maximis et Minimis & quelques Problémes de Statique
relatifs 3 1'Architecture, mémoire & 1'Académie des Sciences, 1773), apparatt
véritablement comme le texte ou sont jetées, de fagon claive et précise du point
de vue mécanique, les bases du caleul d la rupture pour les analyses de stabilité
d'ouvrages ressortissant, selon les distinctions actuelles, tant au calcul des
structures (résistance d'un pilier, stabilité des voiltes) qu'd la méecanique des
gols (poussée des terres). Les références bibliographiques postérieures (mais
ausst antérieures) d Coulomb sont nombreuses et montrent l'énergie déployée par
les batisseurs dans l'emploi d'une méthode de raisomnement qui leur paraissait
naturelle mais dont ils ressentaient plus ou moins les lacunes. On pourra, d ce
propos, se reporter aux ouvrages trés documentés de J. Heyman ou l'on trouvera
d’excellentes analyses critiques dans le domaine de "L'architecture'. En’méca;
nique des sols, les méthodes de calcul d la rupture ont:longtemps été les seules
employées pour l'analyse des problémes fondamentaux de poussée et butée des ter—
res, stabilité des pentes, capacité portante des fondatioms, et sont illustrées
par des noms famewx : Berezancew, Caquot, Hill, Kotter, Mandel, Massau, Prandtl,

Rankine, Résal, Sokolovski (pour n'en citer que quelques-uns).

L'idée directrice du calcul & la rupture, telle qu'on la trouve déja
dégagée dans l'essai de Coulomb, consiste d analyser la tenue d'un ouvrage en se

- fondant exclusivement sur des considérations de statique et de résistance (au sens



10

propre) des matériaux constitutifs : il convient, pour qu'un ouvrage soit stable,
d'assurer la compatibilité entre les conditions imposées par son équilibre et les
capacités de résistance des matériaux. Une telle démarche se révéle évidemment
impuissante d déterminer les efforts intérieurs 4 l'ouvrage (nous savons mainte-
nant que cette détermination nécessite la comnaissance compléte du comportement

du matériau et, en régle générale, celle des contraintes initiales et de l'his-
toire du chargement) ; de plus, s'appuyant sur une condition nécessaire, elle ne
peut conduire qu'd une présomption de stabilité. Aussi les ingénieurs, préoccupés
par cette insuffisance, furent—ils séduits par les succés de la Théorie de 1'élas-
ticité au dizx-neuviéme siécle : c'est l'origine des avatars des méthodes de caleul
d la rupture pour les structures, ou l'on introduisit des conditions issues de
1'élasticité sans que celles~ci fussent toujours cohdrentes avec le reste du rai-

sonnement.

La théorie de l'élasto-plasticité a permis, au cours des quarante der-—
niéres anndes d'apporter une réponse au probléme non résolu par le caleul d la rup-
ture. C'est 1'analyse limite : dans 1'hypothése d'un ouvrage constitué de matériaux
élastiques et parfaitement plastiques obéissant au principe du travail plastique
maximal, la présomption de stabilité fournie par le caleul d la rupture est trans—
formée en certitude. Ce résultat capital sur le plan théorique justifie donec, dans
ce cas, L'emploi des méthodes de calcul & la rupture, particuliérement commodes
par la simplicité des raisonnements auxquels elles font appel et des calculs qu'el-
les nécessitent. Mais il repose sur des hypothéses fortes sur le comportement, qui
ne sauraient étre que rarvement vérifiées par les matériaux réels, et c'est l'expé-
rience qui demeure évidemment le moyen ultime de validation : expérience accumulée
au cours des siécles sur des ouvrages classiques, expériences 4 imaginer et d met-

tre en cewvre chaque fois qu'un probléme nouveau est abordé.

Le présent livre traite du caleul 4 la rupture avec le souci de faire
apparaitre 1l'unité de pensée existant entre les diverses méthodes d'analyse qui
s'y rattachent explicitement ou tacitement, employées essentiellement en génie
etvil : outre un souct péddgogique, puisque l'owvrage est issu d'un cours professé
4 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, il m'a paru qu'une telle présentation
synthétique permettrait un enrichissement mutuel de ces méthodes. Cette présenta-
tion est rendue possible par la théorie du calcul 4 la rupture, mise en forme
récemment en profitant des possibilités de clarification apportées par les mathé-

matiques.
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Il traite aussi de l'analyse limite, dont j'ai indiqué plus haut
L'importance, en ayant soin de marquer clairement la valeur ajoutée ainsi au
caleul 4 la rupture, et en évitant toute confusion entre l'un et L'autre. Il
est en effet essentiel que le lecteur retiemne que les méthodes de caleul a la
rupture demeuvrent, méme si les hypothéses nécessaires 4 L'établissement des
théorémes de 1'analyse limite classique ne sont pas satisfaites, et que la va-
lidation des résultats obtenrus par ces méthodes peut étre toute autre. C'est
atnst que le caleul d la rupture conserve tout son intérét pour peu que L'on
soit pleinement conscient de ses limites d'applicabilité et que L'on y mette

en ceuvre des méthodes d'approche rigoureuses.

Ce texte est le fruit d'un long travail d'approfondissement et de
recherche pédagogique, dont la premiére manifestation explicite fut le cours de
D.E.A. que j'enseignai en 1976 & 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Je
remercie tous ceux, amis, collégues, et collaborateurs qui m'ont apporté leur
atde dans cette réalisation : 1'équipe enseignante de caleul des structures
anélastiques 4 L'E.N.P.C. constitude de P. de Buhan, 0. Coussy, J. Crouzet,
J.M. Delbecq, A. Ehrlacher, T. Foult, B. Halphen et Y. Lescouarc'h pour son
grand dévouement ; les Professeurs L. Brun, M. Frémond, A. Friad, P. Habib,

D. Radenkovie, G. Sacchi et M. Save, pour leurs conseils, leurs suggestions et
leurs critiques ; A. Carmasol, Z. Khosravi, M. Matar et A. Tristdn—Lbpez pour
leur agréable et fructueuse collaboration dans des recherches récentes ;

P. Muller qui a bien voulu me faire bénéficier de ses impressions de lecteur.

La présentation matérielle est fondamentalement 1'oeuvre de
Madame Olivia Fiévet ; Mesdames Marie—Claude Fabre et Brigitte Terrien ont eu
la charge des dermiéres corrections, et Monsieur Patrice Lemattre a réalisé les
dessins. Je les remercie d la fois pour leur patience et pour la qualité de leur

travatl.

Je dédie ce livre d la mémoire de Jean Mandel, en espérant avoir

été fidéle d ses enseignements de clarté et de rigueur.

Jean Salengon
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Présentation

Le livre s'appuie sur la théorie du calcul 3 la rupture exposée dans
le premier chapitre. Partant de l'exemple &lémentaire d'une structure sur lequel
on dégage les principes fondamentaux du raisonnement du calcul 3 la rupture, on
présente ensuite la formulation gé&nérale telle qu'elle peut maintenant &tre don-
née en mettant 3 profit certains concepts simples couramment utilis&s par les
mathématiques récentes : formulation synth@tique expos&e sur le mod&le du milieu
continu tridimensionnel, qui se révéle aisément transposable par la suite, pour

les applications, aux milieux continus généralisés uni- ou bidimensionnels.

L'enseignement principal de cette théorie est que, pour un systéme
soumis A& un mode de chargement dépendant d'un nombre fini de paramétres, la
connaissance des capacités de résistance du matériau constitutif permet de borner
les chargements supportables par le systéme : le domaine des chargements poten-
tiellement supportables est défini par la compatibilité entre 1'équilibre du sys-—
téme et les capacités de résistance des matériaux qui le constituent. Il peut
8tre déterminé commodément "par 1'int&rieur" & partir de cette définitiomn, par
voie statique (construction de champs de contrainte en &quilibre et respectant
les capacités de résistance). Il peut aussi &tre déterminé "par 1'extérieur", par
voie cinématique : celle-ci, obtenue par dualisation au moyen du principe des
puissances virtuelles, fait intervenir la construction de champs de vitesse ciné-
matiquement admissibles, dans lesquels on calcule la puissance des forces exté-
rieures que l'on compare 3 une puissance caracté@risant les capacités de résistance
du matériau. Cette puissance apparait comme un outil mathématique, issu de la dé-
finition duale des capacités de résistance du matériau constitutif en chaque point
du systéme, et il est essentiel de retenir, malgré les fortes et fréquentes tenta-
tions auxquelles conduiraient certains raisonnements '"physiques", qu'elle permet

seule d'aboutir 3 une méthode rigoureuse d'approche par 1'extérieur cinématique.

Le reste du livre est consacré a l'application de cette théorie avec

le double souci de

fournir au lecteur les moyens de mettre en oeuvre et d'interpréter
convenablement les méthodes de calcul & la rupture utilis@es dans divers domaines
(mécanique des sols, calcul des structures, etc.), qui sont exposées dans de nom-—

breux traités, livres, cours ou articles ;



lui permettre aussi, grice i cette analyse fondamentale, de développer
lui-méme des méthodes et des applications nouvelles, souvent par transposition ou

par analogie, dans des domaines qu'il se révéle maintenant utile d'étudier.

Aussi, dans le deuxigme chapitre, donne-t-on un formulaire original
des principaux crit&res et fonctions duales caractérisant les capacités de résis-
tance des mat&riaux pour le milieu continu tridimensionnel, les milieux continus

généralisés uni- et bidimensionnels, les interfaces.

Muni des &léments contenus dans ces deux premiers chapitres, le lec-
teur peut, s'il le désire, entreprendre directement la lecture du sixiZme chapitre
ol sont éfudiés trois exemples typiques d'application dans le cas du milieu continu
tridimensionnel ; ceux-ci ont &té choisis pour 1'intérét qu'ils présentent par eux-—
mémes (problémes de compression, de poingonnement, et de stabilité), et pour le
caractére représentatif des méthodes employdes pour les traiter : celles-ci sont
examinées compl&tement, en en mettant en &vidence les difficultés éventuelles,

auxquelles on donne des réponses de portée générale.

Le troisi&me chapitre est consacré a l'analyse limite et fait le lien
avec la théorie de 1'@lasto-plasticité. On y examine la portée supplémentaire don-
née aux résultats de la théorie du calcul & la rupture, ainsi que la signification
nouvelle des méthodes d'approches par 1'intérieur et par 1'extérieur, lorsque les
capacit&s de résistance du matériau sont déterminées par un comportement parfaite-
ment plastique standard : ce comportement "tr&s bienveillant" de la part du maté-
riau permet alors d'interpréter le domaine des chargements potentiellement suppor-
tables comme un domaine de sécurité pour le systéme, et la puissance caractérisant
les capacités de ré@sistance du matériau n'est autre que la puissance dissipée plas-
tiquement. Ce modéle de comportement id&al, valable pour quelques matériaux, permet
donc de justifier pour ceux-ci, par 1l'analyse théorique, l'utilisation du calcul i
la rupture dans le dimensionnement des ouvrages. Hors de cette circonstance, soit
que le comportement connu du matériau ne satisfasse pas toutes les conditions re-
quises pour 1'Etablissement des puissants théorémes de 1'analyse limite, soit méme
que l'on ne dispose pas d'une connaissance suffisamment précise de ce comportement,
c'est & l'expérience que 1'on aura recours pour la validation de cette approche du

dimensionnement.
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C'est de cet aspect du dimensionnement des ouvrages que traite le
quatriéme chapitre. On y introduit, d'abord sur 1'exemple simple d'une structure,
puis dans le cas général d'un systdme &tudié dans le formalisme du milieu continu
tridimensionnel, le concept de paramétres de dimensionnement. Ceci permet alors
de développer la théorie du calcul 3 la rupture en envisageant simultanément les
points de vue du dimensionnement et du chargement du systdme, débouchant ainsi
sur deux domaines d'application essentiels : 1l'optimisation du dimensionnement

et 1'approche probabiliste du calcul & la rupture.

Le cinquiéme chapitre, plus théorique, peut sembler rompre avec le
parti pédagogique adopté dans le reste du livre : aucun exemple ne vient intro-
duire cette analyse des problémes plans de calcul & la rupture ; en fait le lec-
teur trouvera, pour ce qui concerne les problémes de calcul a la rupture en dé-
formation plane, ces exemples d'application dans le sixi&me chapitre ol ils sont
analysés 3 la fois des points de vue tri~ et bidimensionnel. L'objet de ce cin-
quigme chapitre est de poser rigoureusement, et de manidre définitive pour le
lecteur, les problémes plans de calcul 3 la rupture : en effet, s'il est clair
qu'il n'existe pas de probléme purement bidimensionnel pour un systdme &tudié
dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel, il est &galement &vident
que, dans certains cas, la résolution des probl&mes posés pour un tel systéme se
raméne & celle de problémes homologues posés pour un systéme bidimensionnel dans
le formalisme du milieu continu bidimensionnel. On examine ainsi les problémes
de calcul & la rupture en contrainte plane et en déformation plane. C'est 1'in-
troduction nécessaire & 1'étude et a4 1'utilisation de la théorie des &quilibres

limites plans & laquelle ont été consacrés de nombreux ouvrages.

Ainsi congu ce livre s'adresse aux &tudiants, aux &laves des &coles
d'ingénieurs, aux ingénieurs et aux chercheurs, suivant la lecture qui en est
faite. Il comporte en particulier une bibliographie importante, classée par cha-
pitre, qui sans prétendre & 1'exhaustivité vise & fournir aux uns les références
d'excellents ouvrages oll ils trouveront 1'exposé des méthodes classiques qui
n'ont volontairement pas &té présentées ici, et aux autres les textes qui peuvent

constituer le point de départ d'une recherche.



Notations

Les vecteurs sont représentés par une lettre soulignée d'un trait ;

exemple : v, T, Q, é

Les tenseurs sont représentés par une lettre soulignée d'un nombre de traits
égal 3 leur ordre. Il n'est pas fait de distinction de notation suivant la

variance ; exemple : 0, d, g, A

L}

La dérivation par rapport au temps est représentée par un point sur la grandeur
.« .
considérée ; exemple : 0, g

Sauf mention explicite du contraire, on utilise la convention de sommation sur

les indices muets

Le produit simplement contracté de deux tenseurs est symbolisé par un point

entre ceux-ci : ¢ . d représente le tenseur de composantes oihdhj

Le symbole tr représente 1'opération "trace" pour un tenseur du 2nd ordre :

trd est le scalaire d..
. = AL

Le produit doublement contracté de deux tenseurs est représent& par le symbole :
placé entre les lettres correspondantes. Exemple : A : ¢ est le tenseur du

A, 3 : H i . é
2nd ordre de composantes Ljhkahh ;38 :d est le scalaire o également

d..
i 54
8gal & tr(oc . d), et on utilisera d'ailleurs indifféremment les deux notations

pour représenter le produit doublement contracté de deux tenseurs du 2nd ordre

Le tenseur, gradient d'ume fonction scalaire f par rapport i un tenseur du

2nd ordre sera noté 25_; il a pour composantes :
of _ 0f
G .. = 3.,
=44 RRS

Selon l'usage de la mécanique des milieux continus, les contraintes sont
compt&es positivement en traction ; cela signifie que la normale positive
& une facette est la normale sortante. Les déformations sont positives en
extensions c'est~3-dire que le tenseur vitesse de déformation d est la

partie symétrique du gradient de la vitesse.
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1 - INTRODUCTION

Sans méconnaitre les difficultés et les problémes de fronti&re que peut
soulever une-telle distinction, on peut dire que 1l'activité de 1'ingénieur-construc-
teur comporte notamment deux aspects : la conception des ouvrages et leur dimension-

nement.

-

Certes 1'aspect "dimensionnement'" est présent & l'esprit du projeteur
dés qu'il imagine l'ouvrage, qu'il en dégage les grandes lignes, qu'il en fixe la
géométrie, mais il se manifeste de fagon essentielle par la vérification qui doit
étre faite pour s'assurer que 1l'ouvrage proposé supportera effectivement les condi-

tions qui lui sont imposées.

-~

Bien souvent la vérification 3 effectuer demeure quasi-statique et
prend la forme suivante : dans la géométrie fix&e pour l'ouvrage on doit s'assurer
que les charges appliquées, fixées de maniére déterministe par les conditions natu-
relles et par des spécifications réglementaires seront supporté@es par 1l'ouvrage,
compte tenu des caractéristiques des matériaux qui le constituent. Ce type de pro—
blémes se rencontre typiquement aussi bien pour des structures que pour des ouvra-

ges en terre.

Le calcul a la rupture est certainement le mode de raisonnement le
plus anciennement utilisé pour tenter d'y apporter une réponse et qui, de plus,
s'est toujours révélé un guide précieux d&s le stade de la conception. C'est ce
mode de raisonnement que l'on trouve aussi bien chez Galilée (1638), que chez
Coulomb (1773), Culmann (1866), et qui est d la base de 1'@pure de Méry (1840),

des régles de descente de charges, etc.

Une formulation générale est maintenant possible qui met en &vidence
les rapports entre toutes ces méthodes en en dégageant les hypoth&ses fondamentales

et en en précisant ainsi la portée.

Le calcul 3 la rupture s'appuie sur la connaissance de la géométrie
du systéme donné, du mode de chargement qui lui est appliqué, et des capacités de
résistance des matériaux constitutifs : ceci constitue en quelque sorte le "ré&gle-

ment'" du calcul, et on &crit qu'une condition nécessaire pour que la "stabilité&"
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ou la tenue de l'ouvrage soit assurée est qu'il y ait compatibilité entre les équa-
tions, exprimant 1'équilibre quasi-statique et les conditions imposées par les ca-
pdcités de résistance. De 13 on déduit une approche directe "statique" permettant

de déterminer les chargements pour lesquels il y a "stabilité potentielle" de 1'ou-
vrage dans les conditions imposées ; par dualisation mathématique au moyen du prin~-
cipe des puissances virtuelles on met en &vidence une approche "cinématique" permet-
tant de déterminer commodément des chargements pour lesquels "1'instabilit&" de
1'ouvrage dans les conditions indiquées est certaine. A la premiére de ces approches
ressortissent les méthodes de descentes de charges, 3 la seconde les méthodes de mé-
canismes ou d'équilibres partiels, telles que la méthode dite du "prisme de Coulomb",

etc.

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter d'abord sur 1'exemple
simple d'une structure ré&ticulée puis dans le cas général, les concepts de charge-
ment 'potentiellement supportable" et de "stabilité potentielle". La condition méme
de compatibilité entre 1'équilibre et les capacitds de résistance constitue la pro-
pri&té caractéristique de ces chargements et permet donc la construction point par
point de 1l'ensemble des chargements potentiellement supportables. On montrera ensui-
te comment, par dualité&, il est possible de prouver aisément 1'incompatibilits
"8quilibre-capacités de résistance", approchant ainsi par l'extérieur 1l'ensemble des
chargements potentiellement supportables. Ces propriétés sont indépendantes de la

forme du critére définissant les capacités de résistance.

On Etudiera plus particulidrement les cas oli le domaine de résistance
du matériau constitutif est &toilé ou convexe en tout point du systéme, mettant en

&vidence les propriét&s supplémentaires obtenues alors.

Enfin, on exposera les applications pratiques de ces concepts, notam-—
ment par l'introduction de la notion de coefficient de rupture d'un ouvrage sous un

chargement donné.
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2 - CHARGEMENTS "POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES"™ PAR UNE STRUCTURE

DANS UNE GEOMETRIE DONNEE

2.1 - EXEMPLE

A titre d'exemple nous &tudions d'abord la structure réticulée repré-
sentée 3 la figure 1 : cadre carré ABCD avec ses deux diagonales, articulé aux quatre
sommets. Cette structure est soumise au mode de chargement dépendant du paramétre Q,

défini par deux forces égales et opposées d'intensité Q appliquées en A et C.

Figuwre 1 : Cadre & s4ix banres (1)

Les capacités de résistance, identiques pour chacune des barres consti-

tuant ce systéme sont définies comme suit

les efforts Ni dans chacune des barres doivent rester compris entre les

valeurs +L (traction) et =L (compression) :
(2.1) INn,| <. , Vi=1,2,...6;

la contrainte généralisée Z = N est astreinte 3 demeurer dans le domaine (-L, +L),

dans chacune des barres.

La question posée est alors de savoir, pour une valeur donnée du para-
métre Q, si la structure sera "stable" sous le chargement compte tenu de la condi-

tion (2.7).

Pour qu'il en soit ainsi, il est clair qu' il faut que le systéme formé
par les équations d'équilibre quasi-statique de la structure et les conditions {Z.7)

soit possible, c'est-d-dire ait au moins une solutfon :

(}) nous reprenons ici ce petit systéme hyperstatique utilisé & maintes reprises par
J. Mandel pour illustrer ses travaux.
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Structure "stable" sous Q

Ve

équilibre gquasi-statique sous Q

{2.2)
Compatibilité
: capacités de résistance

S'agissant seulement d'une condition nécessaire de "stabilité&" nous

dirons qu'une structure pour laquelle cette condition est satisfaite est potentielle-

ment stable sous le chargement Q dans la géométrie donnde :

Structure "potentiellement stable"
sous Q.

(2.3)
équilibre quasi-statique sous Q
Compatibilité d
capacités de résistance

On dira aussi que le chargement Q est potentiellement supportable par

la structure dans la géométrie donnée sous les conditions indiquées.

Plus précisément ici :

'les &quations d'équilibre quasi-statique s'obtiennent en &crivant 1'équilibre des

noeuds A, B, C, D. Il vient sans difficulté :

(2.4) , N, = N2 = N3 = N4 3

on pose alors pour simplifier

N, =T, N.=U, N =V,

-

et il reste encore 3 &crire deux &quations d'dquilibre :
(2.5) U+ T V2 = q,

0.

(2.6) V+TV2

D'ol 1'expression mathématique de (2.3) :

Structure "potentiellement stable" sous Q

(2.5) U+TV2
(2.6) V+T /2 =
{(2.7) It <L, Jul <1, |v|l <1

Q
0

sont compatibles.
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Les &quations (2.5) et (2.6) permettant d'exprimer U et V en fonction
du paramétre de chargement Q et de T choisie comme inconnue hyperstatique, les
conditions {2.7) délimitent dans le plan (T, Q) de la figure 2, un domaine H, inter-
section de trois bandes, dont la signification est la suivante : (2.5) 3 {2.7) sont
compatibles pour une valeur Q s'il existe au moins une valeur de T telle que le
point (T, Q) soit dans ce domaine H.

Ainsi les chargements "potentiellement supportables" pour la structure
sont donc tous les chargements situés sur le segment K projection de H sur

l'axe Q :
K = (-2L, +2L).

La structure est "potentiellement stable" si Q € (-2L, +2L) ; son "instabilité&"
est certaine pour tout chargement supérieur i 2L (ou inférieur 3 -2L), c'est-d-dire
qu'il n'est pas possible alors d'assurer 1'&quilibre quasi-statique du systéme en

respectant les conditions de résistance.

Figure 2 : Charngements "potentielle-
ment Supportables” par La structure
de La figure 1.

=Y

o o - A5

On remarquera que, méme si le domaine (-L, +L) assigné i la contrainte
généralisée représente le domaine de résistance de 1'&lément, ce qui signifie que
tout effort N tel que -L < N < L sera supporté sans dommage par les barres, il n'est
pas possible d'affirmer que tout chargement Q tel que -2L < Q < 2L, sera lui-méme

supporté sans dommage par la stracture.
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2.2 - FORMULATION GENERALE

NS PP o P P S P Pl Pt S Pt P b P P P 0 Pt Pt o o) ot o

2.2.1 - INTRODUCTION

On se propose maintenant de présenter de fagon générale le concept de
chargement "potentiellement supportable" qui a &té évoqué ci-dessus. Pour cela, on
raisonnera pour fixer les idées sur un systéme mécanique en se placant dans le forma-
lisme du milieu continu tridimensionnel :

désigne le tenseur des contraintes (de Cauchy),

e fI=

le tenseur des vitesses de déformation ;

(¢ : d)dV est donc la puissance de déformation pour 1'élément AV

du milieu continu.

La théorie qui sera présentée sera, en fait, valable quelle que soit

la modélisation adoptée, i condition de remplacer ¢ et d par les grandeurs homo-—

logues, contraintes et vitesses de déformation généralisées, X et A

2.2.2 - MODE DE CHARGEMENT DEPENDANT DE W PARAMETRES

La thé&orie du calcul 3 la rupture trouve une expression simple et efficace
lorsque 1'on cohsidére un systdme soumis 3 un mode de chargement dépendant d'un nombre
fini de paramétres ; c'est donc dans ce cadre qu'elle sera ici présentée. Aussi est-il
nécessaire au préalable d'introduire le concept de mode de chargement dépendant de n
paramétres par ses définitions et propriétés essentielles ; une présentation plus fouil-

lée de ces notions pourra &tre trouvée dans (Salengon et Halphen, 1981).

L'état des sollicitations imposées au systéme &tudi&, dans une géométrie
donnée, est défini par les forces de masse données dans le volume V du systéme et
les données aux limites. Ces dernidres portent sur les composantes T, et v, des
vecteurs contrainte T et vitesse v en chaque point du contour S =3V du systéme

(3 composantes orthogonales complémentaires : 4 = 1,2,3).

- Ps

On a affaire 3 un mode de chargement 3 n paramétres si toutes ces données

dépendent linéairement de n paramétres de la fagon suivante :
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m On définit les champs de contrainte statiquement admissibles dans le
mode de chargement &tudié :
ce sont les champs 0 qui satisfont les conditions aux limites sur les contraintes
et les Equations d'équilibre pour un &tat de sollicitation du mode &tudié.

On désigne par S 1l'ensemble de ces champs.

® On définit les champs de vitesse cinématiquement admissibles dans le
mode de chargement &tudié
ce sont les champs v qui satisfont les conditions aux limites sur les vitesses
pour un état de sollicitation du mode &tudié.

On désigne par (¢ 1l'ensemble de ces champs.

® On définit les champs d'autocontrainte dans le mode de chargement étudié:
ce sont les champs de contrainte statiquement admissibles dans le mode et dont la
puissance est nulle dans tout champ de vitesse cinématiquement admissible dans le mode.

On désigne par A 1'ensemble des champs d'autocontrainte : c'est un espace vectoriel.

[ex) : dx)]dv + Jf [vi®x)] . ¢ .nx)dZ=0, Vv € ¢ (1)
v b

® On définit les champs "d’autodéformation" dans le mode de chargement
étudié :
ce sont les champs de vitesse cinématiquement admissibles dans le mode et tels que
la puissance de tout champ de contrainte statiquement admissible dans le mode y soit
nulle.

On désigne par D 1'ensemble des champs d'autodéformation : c'est un espace vectoriel.

v D

|Q<= m

[g(z):g(z):ldv+ J [vix)] . o(@) . n(x) dZ=0,Vg € 5 .
v z
® Alors, on dit que le systéme est soumis & un moede de chargement & n para-

metres si § est un espace vectoriel et si 1'espace quotient S/A est de dimension n.

() d est le champ de vitesse de déformation dérivé de v.

I représente 1'ensemble des surfaces de discontinuité du champ v dans V ;

n(x) est la normale & ¥ au point %, et [v(x)] la discontinuité de Vv en ce point.
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Dans ce cas, le principe des puissances virtuelles peut se mettre sous

la forme :

v et vV v € ¢ ona:

e
m
n

[ew : gwyav [2 [v@]. £G) - pG4E =
v

Q@ . aj,@ = Q@ .9 .

oi Q(¢) € {Q} isomorphe 2 ﬁn, et dépend linéairement de ¢

et i(z) € {é} isomorphe 2a &", et dépend linéairement de v.

Par commodité d'écriture dans toute la suite (chaque fois que cela ne
-
risquera pas d'entrainer des confusions) on identifiera {g} a &" ainsi que {g} 3
on ne devra toutefois pas perdre de vue que Q et é. sont en réalité des grandeurs

physiques dimensionnédes.

Q est appelé& "chargement" du syst@me. Ses composantes Qj sont les
paramétres de chargement, et 1'espace correspondant est 1'espace des paramétres de

chargement. é est la "vitesse de déformation" du systéme.

® On remarque que la définition donnée plus haut est &quivalente 3 la
suivante : le systéme est soumis & un mode de chargement & n paramétres si C

est un espace vectoriel et si l'espace quotient C/D est de dimension n

Les cas les plus couramment rencontr@s pour les paramétres de chargement
Q. sont :
- paramétre d'intensité pour les forces de masse ;
- paramétre d'intensit& pour une pression uniformément répartie
agissant sur une partie du contour ;
- éléments de réduction (composantes de la résultante et du moment en
un point) des efforts exercés sur une partie du contour par un solide

indéformable.

En pratique, pour mettre en évidence qu'un systéme est soumis & un mode
de chargement dépendant de n parameétres, on montrera que le principe des puissances
virtuelles se met sous la forme (2.8) : n, nombre de parametres de chargement, sera
obtenu comme étant la dimension de 1l'espace vectoriel image de S par l'application

linéaire ¢-o> Q.

®w Examinons maintenant deux exemples .
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a) Soit le demi-espace tridimensiomnel z < 0 i la surface duquel est exercée
(par l'intermédiaire d'une membrane parfaitement souple par exemple) une pression

uniforme p sur une aire @ du plan Oxy (figure 3).

Les conditions aux limites sont de type classique :

a4 1l'infini t v. = v = v. =0

X y z
(2.9) sur (Oxy - a) : T, = Ty =TI, =0

sur a : T = T = 0, T = =-p.

X y z
Y4
P a Figure 3 : Mode de chargement dépendant
11 y du paramitre p , pression normale

exencée sun a.
X

Ces données définissent un mode de chargement dépendant du paramétre p.
Un champ de contrainte ¢ est statiquement admissible pour ce mode de chargement
s'il est en équilibre et satisfait les conditions aux limites sur les Ti pour une
valeur de p . Un champ de vitesse v y est cinématiquement admissible s'il satis-

fait les conditions aux limites sur les v On a :

(2.10) Q = p, q = —[ vzds
a
puisque le théoréme des puissances virtuelles appliqué i deux champs o et v

quelconques du type ci-dessus s'écrit :

(2.11) f[;(z) :dx)]dv + f vl . o(x) . n(x)dZ= - j pv,dsS .
v > a

b) Soit le demi-espace tridimensiomnel z < O & la surface duquel agit un poingon
lisse de section a .

Les données aux limites sont les suivantes :

4 1'infini T v, = v, = v =0
, X y z
(2.12) sur (Oxy. = a) : Tx = Ty = Tz = 0
T = T = 0
X y
sur a : v, = - A - ax + By .

oi A,a,B sont trois paramétres.
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Ces données définissent un mode de chargement dépendant de trois para-
métres. Un champ de contraintes ¢ est statiquement admissible dans ce mode s'il
satisfait les conditions aux limites sur les TL' Un champ de vitesse v y est ciné-
matiquement admissible s'il satisfait les conditions & 1'infini et sur ¢ pour un

triplet de valeurs de X, o, 8.
A, a, B définissent la vitesse de déformation du systéme :

(ql’ q2, Q3)

ho e

(2.13)

9, =R 4y =0, q3=F .

Le principe des puissances virtuelles appliqué 3 deux champs ¢ et v

du type ci-dessus s'écrit :

(2.14) J [i(i) : g(_:s)] av  + j [vx)] - o(x) . n(x)dZ = AN + oM + BL
v 2z

en posant :

[
|
=

(2.15) I TzdS = - N, f y T,ds = L, j x T ds
a a a
Les paramétres de chargement du mode considéré sont donc :
(2.16) Q = N, Q =M, Q = L;

ce sont la ré@sultante et les composantes du moment en O des actions exercées par

le poingon sur le demi-espace (figure 4).

Figure 4 : Mode de chargement dépendant
des paramétres N, L, M, éLéments de
neduction des effonts. exerncés par Le
poingon Lisse.
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2.2.3 - DOMAINE ADMISSIBLE POUR LES CONTRAINTES

Les capacités de résistance du matériau sont définies en chaque point x
du systéme par la donnée du domaine admissible pour les contraintes ; c'est un
domaine invariable, c'est 3 dire ind&pendant du temps et des sollicitations subies,

que nous désignerons par G(x) :

en tout point x de V (dans la géométrie fixée pour le
systéme),

(2.1%) est donné G(x) domaine fermé invariable de ® tel que :
1° a(x) ¢ G(x) est impossible,

2° o(x) € G(x) est permis.
En régle générale G(x) posséde les propriété&s suivantes :

1° G(x) contient 1'état de contrainte nul :

(2.18) ax) = 0 € G

2° G(x) est &toiléd de centre O :

(2.19) o(x) € G(x) = Va € (0,1) , oao(x) € Gx .

De plus G(x) est souvent convexe mais ce n'est pas une régle générale.

2.2.4 - CHARGEMENT POTENTIELLEMENT SUPPORTABLE PAR LE SYSTEME

DANS UNE GEOMETRIE DONNEE

Le systéme &tant &tudié dans une géométrie fixée, dans un mode de char-
gement dépendant de n paramétres Qj’ la question est de savoir si ce systéme sera
"stable" sous un chargement donné Q € & ; ou encore : déterminer dans R™ 1'ensemble

des chargements Q sous lesquels le syst&me sera "stable".

La démarche est alors identique 4 celle suivie dans 1'étude de 1'exemple

au § 2.1 :
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une condition nécessaire de "stabilité" est évidemment :

équilibre guasi-statigue sous Q
(2.20) compatibilité
capacités de résistance du matériau

Si (2.20) est satisfaite on dira que le systéme est "potentiellement
stable" sous Q ou encore que Q est un chargement "potentiellement supportable” par

le systéme dans les conditions indiquées.

systéme "potentiellement stable" sous Q

(2.21) @

(2.20)

2.2.5 - L'ENSEMBLE K DES CHARGEMENTS "POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES"

l1a condition (2.21) s'écrit plus précisément :

Q "potentiellement supportable"

(2.22) 3 g statiquement admissible dans le mode de chargement,

équilibrant Q, et tel que :

o(x) € G(x), VvVx € V.

Reprenant les notations du § 2.2.2, on d&signe par L 1'application
lindaire de S dans & qui, 2 ¢ statiquement admissible dans le mode de charge-
ment, fait correspondre le chargement Q qu'il E&quilibre. Le noyau de cette appli-
cation, en général non bijective, (}) est l'espace vectoriel A des champs d'auto-

contrainte dans le mode : 4 =1"10)

s—L—>{q} =& .

(}) Elle est bijective dans le cas d'une structure isostatique considérée du point
de vue des contraintes généralisées.
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D'oli pour exprimer (2.22)

3 je e @
(2.23) "potentiellement < >
supportable” () € G(x), vx € V.
Désignons par H, 1'ensemble des champs de contrainte g , statique-
ment admissibles dans le mode, et tels que o(x) € 6(x), Vvx €V
(2.24) H=1J)g : g € 8§ i(}_g.) € G(E)’ vV €V

Il est clair alors, que 1'ensemble K des chargements potentiellement

supportables est :

(2.25) K = L(H).

Compte tenu de la linéarité de L et du fait que S est un espace

vectoriel, on tire sans difficulté les conclusions suivantes
1° Si, VX € V , 0 € G(x)

(régle générale, comme indiqué au § 2.2.3)

alors K contient le chargement nul :
(2.26) Q = 0 €K ;
2° i vx € v , G(x) est &toilé de centre O

(régle générale, comme indiqué au § 2.2.3)

alors K est étoilé de centre O (figure 5a) :

(2.27) Q € K =>Va € (0,1) , aQ €K

3° S8i, Vx € V , G(x) est convexe

alors K est convexe (figure 5b).

Les démonstrations de ces propositions sont immédiates en considérant

les propriétds de H (1).

(!) par contre, on remarquera que, bien que G(x) soit par hypothése fermé, il n'en
résulte pas nécessairement que H et K sont fermés. Nous désignerons par K
1'adhérence de K.
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v

5

Q,

Figute 5 : Domaine des chargements "potentiellement supportables" dans Le cas ol
{Q} = & ; a) domaine étoilé de centre 0, b} domaine convexe.

2.3 - RESUME ET COMMENTAIRES

N PN I Pt Pt 0 Pt P £l IS P Pl Pl Pl I D £ P ot o £ ot I

2.3.1 - I1 apparait ainsi que la seule hypoth&se de 1l'existence d'un domaine
invariable définissant les capacités de résistance, en chaque point, du matériau cons-
tituant le systéme implique, dans 1'espace des chargements, 1l'existence d'un domaine
K délimitant la "stabilité@ potentielle" du systéme dans la géométrie fixée : on peut
affirmer que le systéme sera instable, dans cette géométrie, sous tout chargement

extérieur a K .

Dans 1'exemple du § 2.1, K &tait le segment -2L < Q < 2L.

I1 convient de remarquer que, en l'absence d'hypothéses complémentaires,
K constitue 1'information la plus &labor&e que 1l'on puisse obtenir, au niveau des

chargements, 3 partir de l'information connue au niveau du matériau constitutif.

La frontiére de K délimite les potentialités de "stabilité" du
systéme au sens indiqué au § 2.3.1. Les chargements appartenant & cette frontiére

seront désignés par le terme de "chargements extrémes”.

2.3.2 ~ La notion de matériau comstitutif est ici 3 prendre au sens large : il
s'agit non seulement du matériau constitutif au sens classique mais en outre, lorsque
1'on a affaire i plusieurs solides, des interfaces de contact entre ces solides. En
chaque point de celles-ci la condition de frottement, c'est & dire lapartie de la con—
dition aux limites qui restreint le vecteur contrainte agissant en ce point sur 1l'in-

terface, définit les capacités de résistance (portant sur 0(x)).
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A titre d'exemple, en un pointd'une interface de normale n avec condi-
tion aux limites du type "frottement de Coulomb", la condition de frottement s'écrit
en décomposant le vecteur contrainte T en composantes normale ¢ et tangentielle
T (figure 6) :

(2.28) 1] <-o0tge ;

d'oll en exprimant 0 et T en fonction du tenseur des contraintes o etde n,

le domairne G(x) pour g en ce point, qui dépend de n

(2.29) Ix € G6(x) <

Figure 6 :
Intenface entre deux s0fides.

Py

t

2.3.3 - I1 est clair que si 1'on considére deux systdmes géométriquement iden-
tiques, soumis au méme mode de chargement, distingués par les exposants ' et "

et tels que 1l'on ait :

VE €V > G'(E) C G"(E) s

alors les domaines de "stabilité potentielle" K' et K" vérifient la propriété :

K v C Kl! .
En conséquence immédiate de ce résultat :

en régle générale, en l'absence de force de masse, si 1'on retranche de la matidre &
un systéme, on restreint son domaine de stabilité potentielle dans tout mode de char-
gement : retrancher de la matiére revient en effet 3 considérer que dans les régions
intéressées G(x) se réduit au seul tenseur ¢ =0 qui, comme on 1'a dit au § 2.2.3,
est en régle générale contenu dans le G(x) du matériau constitutif ; si le chargement

comporte des forces de masse il n'est plus possible de conclure car en retranchant

de la mati&re on modifie aussi le chargement.
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2.3.4 - Le concept de mode de chargement dépendant de n paramétres, tel que
nous 1l'avons introduit et utilisé ci-dessus, semble exclure la possibilité de

forces imposées constantes. En fait, il n'en est rien, puisqu'il suffit de consi-
-8me

-

dérer ces forces comme variables, (proportionnellement & un méme (n + 1)
paramétre), puis de les fixer a4 la valeur prescrite. On a alors affaire 3 la
théorie précédente vis—3-vis des (n + 1) paramétres, d'oli le domaine Kn+1 dans
Rn+} son intersection avec la variété lin&aire d'équation Qn+1 = Q;+l(va1eur
correspondant aux forces constantes impos@es) donne,par projection sur le sous-—
espace vectoriel {Ql, Q2s oves Qn} des n paramétres effectifs, le domaine K
cherché. Mais il est clair que ce domaine K ne poss&dera plus nécessairement les

propriétés 1° et 2° du § 2.2.6.
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3 - CONSTRUCTION DE K PAR L'INTERIEUR

3.1 - CONSTRUCTION PAR L'INTERIEUR

AN P Pt ol Pl PO S ) s P P P b Pt Pt Pt Pt Pt ot P O Pl Pt Pk s Pt Pt i

Comme on y a insisté, le concept de chargement potentiellement suppor-
table est basé sur la nécessaire compatibilité entre 1'équilibre quasi-statique du

systéme et les capacités de résistance du matériau constitutif (cf (2.27)).

Ceci permet la construction de 1'ensemble K au moyen des formules
(2.24) et (2.25) : on construit K par 1'intérieur, point par point, en application

de la condition suffisante contenue dans (2.23).

Compte tenu des propriétés généralement vérifides par K (1° et 2° du

§ 2.2.6), & savoir :

K contient le chargement nul,

K est étoilé de centre 0,

il est commode pour cette construction, de procéder par trajets de charge radiaux.
Cela signifie que 1'on explore K le long des rayoms vecteurs issus de O. Sur -
chacun d'eux la détermination du chargement extr@me s'écrit comme un probléme de

maximisation :

gl donné # 0

Vv
©

Maximiser A
(3.7) _ tel que :

3 g € H en égquilibre avec

d =

C'est ce que schématise la figure 7.

Cette maximisation peut se faire exactement ou de facon approchée selon
les cas : en fait, sauf quelques cas exceptionmels, elle ne peut &tre menée 3 bien,
aisément, que pour les structures, telles que structures réticulées, structures 3

barres fléchies avec chargements simples. Dans les autres cas, on doit, le plus
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souvent se contenter d'une maximisation approchée : on considére quelques formes

de champs ¢ de L -1 (g}), et 1'on cherche, pour chacune de ces formes, 3 maxi-
miser A tout en faisant en sorte que Ag respecte le critdre de résistance en

tout point. La qualité du résultat dépendra donc &videmment du raffinement des

formes de champs étudiées.

Figure 7 :
Comstruction de K par trhafets de
change nadiaux.

3.2 - CAS DU MODE DE CHARGEMENT A UN PARAMETRE

P O P Pl o P P P £ P £ P £ P P o P P G P P i P Pt Pt O P Pt £t o £t Pk P I

On remarque que lorsque l'on a affaire & un systéme dans un mode de
chargement 3 un paramétre, K est un segment de & , qui contient 1'origine. Les
- P + - -
chargements extr@mes sont les extrémités Q et Q de ce segment, que l'on déter-

mine respectivement par les problémes 3.2 a) et b) :

Q! donné >0

a) b)

(3.2) maximiser A\ minimiser \
tel que :

3 0 € H, en équilibre avec QA = AQ!

Min. Max. ' Figure & : Systeme dans un mode de
» chargement & un paramétre : détermina-
tionde QF et Q .

3.3 -~ APPROCHE PAR L'INTERIEUR SI K EST CONVEXE
On sait que, si Vx € V G(?E) est convexe, K est convexe (3° du
§ 2.2.6). Dans ce cas, ce qui a &t& dit ci-dessus demeure &videmment valable si G(x)

contient O. De plus, la construction de K devient beaucoup plus aisée.
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En effet, on sait par (2.23) que si on peut construire un champ de con-
trainte ¢ € H, alors le chargement Q qui lui coFrespond est dans K . Supposons
que 1'on ait ainsi mis en &vidence n chargements QF dans K, la convexité de K
permet d'affirmer que I'enveloppe convexe de ces chargements constitue une approxi-
mation par l'intérieur de la fronti&re de K . C'est ce que représente la figure 9

dans le cas d'un mode de chargement i deux paramétres.

Figure 9 :
Approximation par L'inténieun de La
.0 grontiere de X Lornsque K est convexe.
1

3.4 - CRITERES

PN NI P P b o s P i s D

Du point de vue pratique le domaine G(x) peut €tre défini en chaque
point au moyen d'une fonction scalaire de 0(x) analogue 3 la fonction de charge

(ou au "critére") pour un matériau parfaitement plastique :
il s'agit d'une fonction scalaire de g(x) soit £ [(x ; 9(x)] telle que :

f [(§ s gﬁE)] < O corresponde & 1'intérieur du domaine G(g)

(3.3) fFlGx; o(x)]

0 & la frontiére de G(x)

f [(§ 5 0(x®] > 0 & 1'extérieur de G(x)

A titre d'exemples de telles fonctions utilisées pour caractdriser les

capacités de résistance du maté&riau constitutif, on peut citer :

®  "critére" de Coulomb pour les sols frottants ;

® crit&res" de von Mises et de Tresca pour les plaques métalliques
minces (!) ;

®m  'ecritére" de Johansen (1932, 1952) pour les dalles minces en béton
armé (1) ;

B critéres" bidimensionnels de Casagrande-Carrillo (1944), de Bishop
(1966), pour les sols cohérents anisotropes.

® fonctions de charge (ou "critéres") de von Mises et de Tresca, pour les

métaux parfaitement-plastiques, ou pour les sols purement cohérents.

(") contrainte généralisée : le tenseur des moments de flexion M.
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Lorsque le domaine G(lc_) est convexe, il est commode de choisir
flx;0(x)] convexe de 0(x) ; (c'est d'ailleurs le choix usuel).

On remarque, comme pour la présentation des fonctions de charge en
plasticité (Salengon et Halphen, 1981) que, la fonction f n'é&tant physiquement
définie que sur les tenseurs 0 (x) symétriques, son expression en fonction des
neuf composantes de ¢ (x) supposées distinctes demeure arbitraire : on choisira

de désigner par f la forme symétrique en aij (x) et Oji(lz_) , (M.

Revenant alors & la définition méme de K donnée par (2.25), om
remarque que celle —ci revient aussi i caractériser K par une fonction scalaire
$(Q), possddant vis-a-vis de Q et de K les mémes propriétés que flx ; ox)]

vis-a-vis de 0(x) et de G(x) , et définie comme sult :

(3.4) §Q = Inf . Sup %f[x ;;(_)]g ©)
serl@ xev

Si, vx €V, flx ; a( )] est convexe de 0(x) , f sera convexe de Q.

(}) 11 en va évidemment de méme pour les fonctions de résistance des plaques et
dalles minces exprimées en fonction des composantes du tenseur symétrique M.

(2) En laissant de cété certains problémes mathématiques de continuité qui néces-
siteraient des développements hors de proportion avec leur intérét pratique.
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4 - APPROCHE DE K PAR L'EXTERIEUR

4.1 - APPROCHE DE K PAR L'EXTERIEUR PAR LES CONTRAINTES

A A At P s D Pt Pt ot o s s o N ) oS Pl P i o P o ot )

En prenant la proposition contraposée de (2.21) il vient :

Systeme certainement instable

sous Q

. o0y

équilibre guasi-statique sous Q
incompatibilité

capacités de résistance du matériau.

Ainsi, pour prouver qu'un chargement Q est extérieur 3 K il faut mon-

trer. qu'il n'existe aucun champ ¢ tel que indiqué dams (2.27), c'est-a-dire tel

que :
e €1
(4.2) o® € 6®, VX € V;
en d'autres termes on doit &tre en mesure d'explorer H(Q) = H N L_](g) et de

montrer qu'il est vide.

Sous cette forme il apparaft donc assez difficile a priori d'approcher

K par l'extérieur par les contraintes.

Pourtant une telle approche ne serait pas sans inté&r&t. Comme on l'a
dit au § 3.1, il n'est pas toujours possible de déterminer exactement les chargements
extrémes et 1'on doit souvent se contenter des rdsultats fournis par une maximisation
approche, dans un compromis entre les nécessités d'un calcul efficace et la sophis-
tication des formes de champs de contraintes utilis&es. L'approche par 1'extérieur
permettrait donc, sur chaque trajet radial, d'encadrer le chargement extréme. En par-

ticulier, dans le cas d'un mode de chargement i un paramétre, il serait intéressant

. . . . + . -
d'obtenir ainsi un majorant pour Q et un minorant pour Q .



I1 est possible dans certains cas, d'utiliser cette approche de facon
pratique. Une méthode qui se révele parfois efficace pour cela consiste 3 remarquer
que 1'incompatibilité dans (4.7) sera assurée si 1'on démontre qu'il y a incompati-
bilité entre une conséquence logique de 1'équilibre quasi-statique sous Q et les

capacités de résistance.

En particulier, il se révélera souvent commode de montrer que 1'équi-
libre global, c'est-a-dire 1'équilibre au sens de la mécanique des solides indéfor-
mables, d'une partie du systéme est impossible 3 assurer compte tenu des conditionms

impos&es par les capacités de résistance.

On peut illustrer concrétement cette méthode en considérant 1'exemple
de la structure &tudiée au § 2 (figure 1) : en examinant 1'équilibre du seul noeud A
(figure 10), on voit immédiatement que la structure sera instable si Q>L(1 +v2) ,
d'ot Q+<§L(l-+/f) (résultat qui dans ce cas ne présente pas d'intérét puisque Q+

était connu exactement).

Figure 10 : Equilibre du noeud A
dans La structure de La figure 1.

= -
A IR
~ -

Ce mode de raisonnement est d'utilisation courante en Mécanique des
Sols [cf. (Coussy et Salengon, 1979)] : ce sont les méthodes d'&quilibre de "blocs"
qui trouvent leur origine dans les travaux de Coulomb (1773) et ont &té appliquées,
entre autres, par Culmann (1866). A titre d'exemple on trouvera dans le chapitre VI
du présent ouvrage (§ 4.6) une analyse de la méthode du prisme de Coulomb pour 1'é-
tude de la stabilité d'ume fouille verticale. D'une manidre générale il est essen-
tiel de retenir que ces mé&thodes d'équilibre de "blocs" ne conduisent 3 des résul-
tats rigoureux non triviaux que pour des blocs, c'est-i-dire des sous—systdmes ou
des sous-structures dont on &tudie 1'équilibre global, "bien choisis" en fonction

du critére de résistance du matériau constitutif.

4.2 - APPROCHE DE K PAR L'EXTERIEUR PAR LES VITESSES
NN PV VNV VOIS

La condition 0 GITI(Q) qui intervient dans (4.2) s'exprime directe-
ment par 1'&criture des équations de 1'&quilibre quasi-statique (&quations de champ
et conditions aux limites sur les contraintes) ; c'est ainsi qu'ont &té& bAtis tous

les raisonnements présenté&s précédemment.
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On peut aussi faire appel au principe des puissances virtuelles, sous

la forme (2.8) correspondant au mode de chargement 3 n paramétres, en &crivant :

o €17

8

f[;@ dd@IAv + | [v®] . 0@ . n®4EE = Q@) . 4

Q

v z
(4.3)
V Vv cinématiquement admissible dans le mode de chargement M.
Ainsi, pour un chargement Q donné, en démontrant 1'incompatibilité
de :
(4.3) o Q@ = Q
avec :
(4-4) g(}_{_) € G(E)’ vV X € Vv,

on démontre que Q est extérieur 4 X .

Sous cette forme il me paralt pas, bien au contraire, que le probléme

posé au paragraphe précédent se trouve simplifid !

Toutefois, on peut remarquer que la condition (4.4), par le fait que
les capacités de résistance du matériau sont limitées par G(X) en chaque point x

de V, permet de majorer le premier membre de (4.3). En effet posons :

(4.5) x5 d@®] = Sw jo®. :d® | o® € 6}
(4.6) lvi)l = V(&
(4.7) fx, n(x) 3 V@] = Swp {VE . 0@ . n® | ox € 6@}

Compte tenu des définitions (4.5) a (4.7), le ler membre de (4.3]) se

trouve majoré, sous la condition (4.4) , par la fonction du seul champ v dé&finie par:

(!) Sera dans la suite désigné en abrégé par C.A.
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(4.8) P(v) = f x5 d(x)1dv + Jﬂ[z, n(x) ; I[x(g:_)]l] az .
\ )

I1 s'ensuit alors que :
s'il existe un champ v C.A., tel que dans ce champ on ait :

(4.9) P(v) < Q.3q()

on peut affirmer qu'il y a incompatibilité entre 1'équilibre

guasi-statique sous Q et les capacités de résistance du matériau :

; v C.A. tel que

(4.10) a . =>Q ¢ K
P(v) < Q. q

ou encore

(4.10) b K c {g | Q.4 - P(v) < 0} Vv C.A.

On a ainsi une méthode d'approche de K par 1'extérieur, basde sur
PP P

1'utilisation de champs de vitesses C.A.

Cette méthode est effective lorsque 1l'on chqisit un champ v C.A. pour
lequel P(v) est finie (on verra aux § 4.4 et 4.5 que 7 péut &tre finie), et ‘
i(z) # 0 : pour un tel champ 1'in&quation (4.9) définit dans 1'espace ®&" wun demi-

espace ext@rieur & K (figure 11). Considérant alors p champs de vitesses XF

de ce type, l'enveloppe convexe des p hyper-plans d'équations :

(4.11) P - Q.40 = 0 kK=1,2, ..., p

est une approximation par 1'extérieur de la frontidre de K .

102 . k
%:;// q(v™)

P(*)-0.4(u")=0

Figure 11
Approximation pan
L'extenieun de La
AN

\\\ a, grontiene de K.

)
="



On cherche souvent & bormer K dans une direction donnée, ce qui

revient 3 utiliser la méthode ci-dessus 3 é' donné = é? . On est donc conduit i
minimiser P(v) sur les champs v C.A. tels que é(y_) = io (figure 12).
a4 q°

Minimisation
de P(v) Figure 12 :
Bormer K dans une direction.

a,

4.3 - CAS DU MODE DE CHARGEMENT A UN PARAMETRE

Dans le cas d'un systéme dans un mode de chargement 3 un paramétre, et

compte tenu du fait que K est alors le segment (Q , Q+) de ® , (4.10) s'écrit :

.] v C.A. tel gue

(4.12) . —>q ¢ @, "
Pv) < Q. q@)

d'ol :
Vv v C.A.,ona:
(4.13) e sioq > 0: Q" < P/ aw
csi qv) < 0: Q0 > P/ qW)

c'est-a-dire que 1'on obtient ainsi, suivant le signe de la vitesse de déformation du
-~ ) . + . \nd . PR
systéme q(z), un majorant de Q ou un minorant de Q (figure 13). Pour améliorer le

résultat on cherchera, dans les deux cas, 4 q fix&, 3 minimiser P(v).

Figure 13 : Systeme dans un mode de
chargement & un paramtre : approche
par L'extérnieun.
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4.4 - ETUDE DE LA FONCTION n[x ; d(x)]
A A

I1 est commode, pour cette &tude, d'utiliser le langage géométrique :
on identifie les deux espaces {o(x)} et {dx)} & ®® et on représente
0(x) : d(x) par le produit scalaire euclidien dans cet espace, en portant sur les
axes :
2) o

1) o, etd o etd,,; &) Jﬁ'olz et V2 dy 3

1 22 et dyy 5 33 33

5) /2—013 et »/Z_d13 5 6) /5023 et ffsz .

On suivra le raisonnement sur la figure 14 dans l'espace 3 deux dimensions.

La recherche de la valeur de [x ; d(x)] consiste & chercher, 3 d(x) donné, la
valeur maximale du produit scalaire 9(x) : d(x) quand o(x) parcourt G(x). Cette
valeur s'obtient de la fagon suivante : on cherche sur la frontidre de G(x) les

points en lesquels la normale extérieure est dirigée suivant ax) ;

® s'il n'y en a pas, on a (cas n°l sur la figure 14)
(4.14) Mlx s d@] = +w

. . * o .
" s'il n'y en a qu'un, soit g (x), on a (cas n°2 sur la figure 14)
*

(4.15) Mx 3 d®] = ¢ (x) : d(x)

® s'il y en a plusieurs, on a (cas n°3 sur la figure 14) :

(4.16) lx : d(x)] = Sup 3g*(_}5) : Q(E)E sur 1l'ensemble des i*(ﬁ)

de la fronti&re de G(x), en lesquels la normale extérieure est dirigée selon d(x).

Figure 14 :
Rechenche de fa valeur de
x5 d(x)]

\ \\\ | d>
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Il est clair que w[x ; d(x)] posséde les propriétés suivantes :
1° Puisque 0 € G(x), ™ est positive :
(4.17) x 3 dx] > 0, vdx
2° 7 est positivement homogéne de degré 1 :
(4.18) lx 5 ad(x)] =onlx ; dx)] v o >0, ydx.
3° 7 est convexe de d(x)
Mz M@+ (-0 <

{(4.19) . )
SArlxsd @+ A -z (1-0)3®]

v dd@, v @, vr € ©D

En fait, #lx ; d(x)] n'est autre que la fonction d'appui (') de 1'en-

veloppe convexe de G(x), notée [G(§)]Co (figure 15) .

Figure 15 :
G(x) et son enveloppe convexe

)] ®°

(}) cela signifie que [G(g{_)]co se définit dans 1'espace {0} par dualité au moyen
de m :

[e@1® = n 0® | o) :d@® -7lx; d®] < 0
d@ e - -
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4.5 - ETUDE DE LA FONCTION 7[x ; n(x) ; V()]

4.5.1 ~ AUTRE EXPRESSION DE n[x ; n(x) ; V(x)]

Le vecteur T[n(x), o0(x)] défini par :

4.20) IThx), c(®] = o(x) . n(x)

étant évidemment linéaire en 0(x), il en résulte que lorsque 0 (x) parcourt G(z),
T parcourt un domaine gl[x, n(x)] dans 1l'espace & des vecteurs—contraintes, et
glx, n(x)] posséde dans cet espace les m@mes propriétés que celles énoncées au

§ 2.2.3 pour le domaine G(x) dont il est issu, dans & .

11 résulte alors de la définition (4.7) que 1'on a aussi

(4.21) flx, 0@ 5 V@I = sw JT. V@ [T € glx, n(®]

On devra donc, pour obtenir 1'expression de #[x, n(x) ; V(x)], cons-

truire g[x, n(x)] et procéder ensuite 3 partir de ce domaine de & comme on a fait

ci-dessus (§4.4) 3 partir de G(x) C ® pour obtenir nlx ax)e

4.5.2 - OBTENTION DE n[x, n(x) ; V(x)] A PARTIR DE n[x ; d(x)]

-~

On peut obtenir 1'expression de 7%, n(x) ; V(x)] directement i partir

de la connaissance de celle de #[x ; d(x)]

En effet, décomposons Z(_}_{_) selon ses composantes normale selon no: Un.
et tangentielles selon deux axes orthogonaux dans le plan tangent 3 Z en X :

u et U H
9 )

Désignons par DIn(x); V(x)] 1le tenseur symétrique dont la matrice dans

ces axes m, t,, t, est __E[g(g) ; V(x)] définie par :
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i Ut ut ]
P )
n 2 2
utl
(4.22) Din® ;5 V1= - 0 0
th2
L7 ° 02
On voit que 1l'on a 1l'identité :
(4.23) ox : e ; V@] = ol + 7‘]Utl + TZUtZ
oi 1l'on désigne par o0, T Tos les composantes normale et tangentielles selon n
st du vecteur Tln(x), ¢(x)] défini par (4.20), c'est-a-dire que 1'on a :
(4.24) V&) . 2®) . nx) = o(x) :DIln® ; V®I.
Il est alors clair, par les définitions (4.5) et (4.7} que :
(4.25) Mx, 0@ 5 V@ =7[x;5 Dl ; Vel |

ce qui permet al'obtenir.ﬂ['z_c, n(x) ;3 V(x)] a partir des résultats connus par
1'étude du § 4.4. S

4.6 — CAS OU LE DOMAINE G(x) EST CONVEXE

4.6.1 - FONCTION w[x ; d(x)]

Si G(z;_) est convexe, la recherche de la valeur de afx ; g:(z)] faite
au § 4.4 se trouve simplifiée : en effet, il n'y a plus alors i distinguer les cas
des d(x) de types 2 et 3 sur la figure 14 puisque, s'il existe plusieurs g*(_)_g) sur
la frontiére de G(x) en lesquels d(x) est dirigée suivant la normale extérieure, ils
fournissent tous la méme valeur pour le produit g*(_)i) : d(x). On cherche donc ces

*
points O (3{_) et on a (figure 16)
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*
s'il n'y a pas de ¢ (x) a distance finie :
x5 d(x)] = +

s'il y en a, un ou plusieurs :

x5 d@] = 0@ : d®
Figure 16 : necherche de La valeur de
alx 3 d®] &4 G(x) est convexe.

Ceci peut s'exprimer mathématiquement comme suit : en caractérisant le

convexe G(x) par un "critdre" convexe f [x; o(x)] comme indiqué en (3.3)

Mx 3 d@] = 0 (x) : d
fix; g*(g)] = 0
(4.26) si g*(g) tel que d(x) € Nf [x ; g__*(_)ﬁ)]
A =0
m[x ; d(x)] = + « sinon.

Dans cette formule 3f[x ; 0(x)] représente le sous~différentiel de

la fonction convexe flx ; 0(x)]

c'est 1'ensemble des &léments y de ® tels que 1'on ait :

0'(® -o(®]

(4.27) Vvo' (® €& , flx;0'®] - flx;0x]1 >3y
Cet ensemble se réduit au seul gradient de £, soit [ x5 a(x)]
30 (x)
dans le cas oii f est réguliére en g(x). Dans la formule (4.26) Nf[x ; &*(35)] ,

A > 0, représente le cOne normal extérieur d la frontiére de G(x) au point ¢ (x)
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On peut aussi caractériser G(x) par sa fonction indicatrice

Wx ; o(x)] définie par :

]
o

vix ;5 o(x)] si g(x) € 6(x ,

(4.28)

Vix ; o(x)] +o gi o(x) & G ;

(4.26) prend alors la forme plus simple :

fx 3 @] = o (® : 4@

Vi@ ; @l = 0

(4.29) si 3 g:(_}s) tel gue .
dx) € 3v[x ; o (x)]

alx ; d(x)] = + ® , sinon.

n[x ; d(x)] est la fonction d'appui du domaine convexe G(x), selon la

définition donnée au § 4.4, et 1'on a :

(4.30) 6x = N e® | @ :d@® -nlx ; d®] < 0¢ .
dx) €&

Mathématiquement =[x ; d(x)] est la transformée de Legendre de

x5 o(x)]

G(x) Etant convexe dans &, glx, n(x)] 1'est aussi dans & et l'on
peut reprendre au sujet de 7lx, n(x) ; V(x)] , le raisonnement fait ci-dessus &

propos de 7'[3{_ H Q(E)] et &crire les formules homologues des formules précé&dentes.

Il est particulidrement intéressant de pousser plus avant le raisonne-

ment dans le cas ol le matériau est isotrope,
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-~

Compte tenu des symétries de G(x) dues & 1'isotropie du matériau,
glx, n(x)] est alors indépendant de n(x) ; on le notera g(x). Dans 1'espace &,
défini par les composantes normale ¢ et tangentielles T etr, du vecteur
I, ox] (}), g(x) est, de plus, symétrique de révolution autour de 1'axe g
En conséquence dans 1'application de la formule (4.21), pour la recherche du
Sup {'_I_ . 2(5)} il est clair qu'il suffit de se limiter & explorer dans g(x) les

vecteurs T contenus dans le méme plan méridien que V(x) (figure 17).

Figure 17 :
Domaine G(x) pour Le matériau
Lsotnope.

Autrement dit alors :

7[x, n(x) ; V(x)] ne dépend plus de n(x) que par 1'intermédiaire du

produit scalaire .!(E) . n(x) ; plus précisément on aura :

(4.31) %, 0@ ; V@] =nlx ;5 V@], V& . n@] ;

soit en choisissant les axes t; et t, en sorte que Ut =0
2
(4.32) m[x, n(x) ; V(x)I = Sup Una + Utr | (¢, 7, 0) € a(x)

sans qu'il soit nécessaire de préciser 1l'orientation absolue de ces axes par rapport

a un repére fixe.

On se trouve ramené, par cette formule, 3 1l'utilisation de la représen—
tation de Mohr : on sait par un résultat classique, que 1'enveloppe convexe de 1"extré—
mité du vecteur contrainte T [n(x), o(x)] pour un tenseur g(x) : donné et n(x) explo-
rant toutes les directions de &, est le grand cercle de Mohr de diamétre 0301 s
(03 contraintes principales ordonndes selon o, = %, > 03) ; ce résultat est &videm-

ment conservé si n(x) é&tant fixe, 0(x) varie par son orientation dans 1'espace en

conservant les mémes valeurs des contraintes principales.

(') cf § 4.5.2, formule (4.23).
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Le domaine assigné & (0, 7) dans (4.32) n'est autre que la section méri-
dienne de g(x) et est donc convexe ; c'est aussi le domaine limité dans le plan de
Mohr par 1'enveloppe convexe des grands cercles de Mohr pour tous les o(x) € G(x).
Cette courbe (figure 18) sera appelée par la suite la "Courbe Intrinséque de déforma-

tion plane”.

Le résultat obtenu peut ainsi s'énoncer :

[ x, n(x) ; V(x)] est la fonction d'appui du domaine limité dans le plan

de Mohr par la courbe intrinséque de déformation plane.

' /7(’9 Figune 1§ : Utikisation du plan
de Moht poun Le caleul de
mlx, nx) ; V®)] ;
o "Counbe intrninseque de
degormation plane”.

On notera &galement le résultat géndral obtenu chemin faisant :

pour un matériau isotrope dont les capacités de résistance sont définies
par un domaine convexe G(E)' le vecteur contrainte agissant sur une facette quelcon-

que est toujours limité par la "Courbe intrinséque de déformation plane" correspon-
dant & G(x).

4.6.3 - FONCTION D'APPUI DU CONVEXE K

On sait que si G(§) est convexe y x € V, le domaine K _est convexe
n n o . PP . . . P
dans ®". Ce convexe peut, dans & , 8tre défini par sa fonction d'appui qui sera dési-

gnée par II(q) :

(4.33) Mg = sw {0.gq} ,

d'oli la formule :

(4.34) K= _0N {9gQ.q - Mg < 0} )

1) on rappelle que, quoique G(X) soit supposé fermé, K ne 1l'est pas nécessairement.
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Les résultats de l'approche par l'extérieur, exprimés par la formule

(4.10) montrent que :

(4.35) N[g(w)] < P(v), ¥ v C.A.

fournissant ainsi une majoration de la fonction d'appui de K & partir de la con-

naissance de la fonction d'appui de G(x).

Nayroles (1970), Frémond et Frida (1978) et Frida (1979) ont donné les

théorémes permettant d'affirmer sous certaines hypoth&ses que :

a)
(4.36) M(g) = Inf {P(v) | vCA. et qOv) = q1};

b)
le convexe K est fermé et admet H(é) défini par (4.36) comme fonc-

tion d'appui.

4.7 - LES CHAMPS DE VITESSE UTILISES
A A A A A A A A A A A A AP

On rappelle la formule (4.70) qui résume la méthode d'approche par

1'extérieur, par les vitesses

koc {ng-i(z) - P(g)<0}vzc.A.

Comme on 1'a dit au § 4.3, cette méthode est effective lorsque 1'om

choisit pour v un champ cinématiquement admissible tel que :

(4.57) aw # 0,

c'est-3-dire qu'il y a "déformation" du systéme, et tel que :

(4.38) P(v) < +
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Compte tenu de la définition de P(v) (formule (4.8)), et sans entrer
dans des subtilitds mathématiques (!), cette dernidre condition nécessite que pour le

champ v utilisé on ait :

(4.39) ax 3 dx] < +°, y x €V

’

(4.40) lx 3 n(x); [v@I] <+

bl

vV €2,

Ceci impose donc des limitations aux champs v "efficaces" qui sont
exprimées par la forme méme des fonctions ® pour le matériau constitutif, et qui

correspondent au fait que :

d(x) doit &tre tel que l'on se trouve dans les cas 2 ou 3 de la fig. 14

vis-a-vis de G(x) ;

HX(E)B = _l{(zz_) doit @tre tel que 1l'on se trouve dans les cas homolo—
gues vis-3-vis de g[x, n(x)lou, ce qui est &quivalent, que

Din(x) ; !(5)] doit @tre dans ces mémes cas vis-d-vis de G(x).

Lorsque G(x) est convexe, ceci s'exprime plus commodément du point de
vue mathématique en se reportant aux § 4.6.1 et 4.6.2 ; il faut que v soit tel
que :

1° en chaque point x de V, il existe 0(x) vérifiant :

(4.41)
2(1;_) [ )\af[z{_ H L(E)] A =20,
2° en chaque point x de Z, il existe de la méme fagon, ¢(x)
vérifiant :
flx, o(®)]= 0
(4.42)

Dln(x) ; Vx)] € Nflx;o(x)] , A > 0

M 11 s'agit de.problémes de mesure a propos desquels il ne semble pas que l'on ait
encore abouti & des résultats définitifs. Le lecteur intéressé par cette question
consultera avec profit les travaux de Suquet (1978a).
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ou encore : il existe 0(x) tel que TIn(x), 9(x)] soit sur la fronti&re de

g{x, n(x)] et que .!(5) y soit normale extérieure ; dans le cas du matériau isotrope,
de domaine G(x) convexe, cette forme de condition devient : il existe g(x) tel que
T[n(x), 0(x)] ait son extrémité sur la courbe intrinséque de déformation plane, et

que V(x) y soit normale extérieure a celle—ci.

Si le domaine G(x) est convexe V¥ x € V, on peut alors dire, de
fagon imag€e, pour exprimer les conditions (4.37) et {4.38), que les champs ¥ qui
conduisent 3 une approche par 1'extérieur non triviale sont les champs de vitesse,
produisant une déformation non nulle, possibles pour le systéme géométriquement
identique au syst&me considéré, soumis au méme mode de chargement, et constitué

du matériau :

1° Indéformable lorsque le critére £(x ; 9(x)) = 0 n'est pas atteint ;

2° Susceptible de déformation illimitée selon les régles définies par

(4.41) et (4.42) lorsque ce critére est atteint 3

on reconnait 13 le matériau rigide parfaitement plastique, de fonction de charge
f(x ; 9(x)), et dont la régle d'écoulement est définie par la régle de'"NORMALITE au
critére” ; le facteur indéterminé non négatif A dans (4.41) et (4.42) joue 1le
réle du X > 0 intervenant dans la formulation habituelle de ce modéle de comporte-—

ment [cf. (Salengon et Halplen, 1981)].

Si le domaine G(x) n'est pas convexe on peut reprendre cet &noncé i
condition de le rapporter au matériau rigide parfaitement plastique standard dont le
convexe de plasticité est, non plus G(x), mais 1'enveloppe convexe | G(x) ] €0 e

celui-ci.
4.8 ~ QUELQUES REMARQUES SUR LES PROCEDURES NUMERIQUES
e e s e e oo

On supposera, pour fixer les idées, que 1'on procéde comme indiqué au
. - . . *0 .
§ 4.2 (figure 12) en cherchant 3 borner K dans une direction ¢  donnée. On est
donc amené i construire des champs v cinématiquement admissibles, vérifiant

_é(z) = é?, et satisfaisant {4.39) et (4.40), et 3 minimiser P(v) sur ceux-ci.
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Signalons d'abord que la quasi-totalité des problémes traités jusqu'i
ce jour, 1'ont &té pour des matériaux 3 critdre convexe. Un cas de traitement de tels
problémes pour un matériau 3 critére non convexe (et d'ailleurs anisotrope) est
1'8tude de la capacité portante d'une fondation superficielle sur un sol purement
cohérent anisotrope caractérisé par les critéres de Casagrande-Carrillo ou de Bishop,
etrl'analyse de la stabilité des pentes, talus et remblais dans les mémes conditions

1
(Tristan-Lopez, 1979, 1981 ; Salengon et Tristan-Lopez 1980, 1981 a, b, c, d).

En ce qui concerne les méthodes employées : jusqu'd ces derniéres
années on a essentiellement procédé par voie analytique, en construisant des champs
de vitesses satisfaisant rigoureusement les conditions imposdes ; on avait parfois
recours au calcul numérique pour effectuer la minimisation de P(v) par rapport aux

paramétres (en tré@s petit nombre) dont dépendaient ces champs.

Ceux—ci &taient d'ailleurs souvent tr&s simples, et c'est certainement
un des attraits du €alcul 3 la Rupture, que les résultats ainsi obtenus "3 coup de
serpe” se soient révélés tré&s utiles dans la pratique pour 1'ingénieur. En particu-
lier, on a fait grand usage de champs de vitesses présentant des discontinuités,
voire de . .champs.  dans lesquels la déformation ne provient que des discontinuités

de vitesse.

Pour les problémes plans de calcul & la rupture (cf. chapitre V), on
dispose aussi, pour la construction de tels champs de vitesses, d'une méthode trés
puissante, mais un peu plus délicate i employer, qui est connue selon ses domaines
d'application sous son nom math&matique de "méthode des caractéristiques” (en méca-
nique des sols), soit sous le terme —quelque peu impropre- de méthode des lignes de

glissement (en formage des métaux par exemple).Celle-ci a conduit 3 des résultats

d'un grand intérét.

D'un autre c8té, on a pensé 3 se tourner vers les méthodes numériques :
différences finies, et surtout éléments fihis. Il s'avére alors nécessaire de modi-
fier un peu la maniére de traiter le probléme. Sans entrer dans des détails qui

ressortiraient plus 3 un exposé d'analyse numérique nous dirons bri&vement ceci :
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dans la construction par voie numérique de champs de vitesses pour la minimisation
de P(v), les conditions (4.39) et (4.40) se révélent trés contraignantes. Ainsi
dans le cas de matériau caractérisé par un critére de von Mises ou de Tresca, (4.39)
s'exprime sous la forme trd (x) = 0 (invariance du volume) ; aussi on adopte, non
dans difficulté d'ailleurs, des méthodes de pénalisation, ou de dualisation. Cette
dernigre revient & conserver, dans l'expression (4.§) de P(v), les fonctions @ sous
leurs formes de Sup, (4.5) et (4.7), qui sont ensuite traitées numériquement (cf.

par exemple : Frémond, Pecker et Salengon, 1974 ; Delbecq et coll., 1977).

On doit aussi &voquer, dans le cadre des &tudes numériques, les méthodes
de régularisation mises en oeuvre par plusieurs auteurs (Mercier, 1977 ; Fria;, 1978 ;
Frémond et Friad, 1979). Celles-ci sont le plus souvent assocides 3 la recherche des
chargements limites, c'est-3a~dire aux problémes concernant les structures en matdriau
rigide parfaitement-plastique standard (cf. chapitre III "Analyse limite" § 4.6)
mais en fait, comme cela ressort de 1'exposé ci-dessus (§ 4.7 in fine), elles sont

-

€videmment applicables i la recherche des charges extrémes. Nous renvoyoms aux
références données ci-dessus et & Frémond (1980) pour un exposé complet sur ces
méthodes dont nous ne donnons ici qu'une présentation naive.

Le principe consiste i résoudre des probl&mes d'&coulements viscoplastiques
ou viscolastiques pour des matériaux, de Bingham ou de Norton-Hoff par exemple,
construits 3 partir du critdre de résistance des matériaux constitutifs donnés pour
le systéme &tudié, et & tirer de ces &coulements des informations sur les chargements
extrémes de ce syst&me. La construction des champs de vitesse correspondants s'effectue
numériquement par la minimisation d'une fonctionnelle : ainsi dans le cas du matériau
de Norton-Hoff le probléme apparait, par bien des aspects, comme semblable 3 celui
3 traiter pour 1'approche par 1'extérieur des chargements extrémes en calcul i la
rupture, mais il est plus simple en raison de la forme de la fonctionnelle qui est
plus réguli&re. L'obtention des résultats relatifs aux chargements extr@mes peut
provenir, soit de 1'utilisation directe des champs de vitesse ainsi construits dans
la méthode d'approche par 1'extérieur, soit, de fagon plus efficace, des théorémes
reliant le comportement de la structure en matériau "régularisé" i la position du
chargement qui lui est imposé par rapport au domaine des chargements potentiellement

supportables.
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5 — COMBINAISON DES APPROCHES PAR LES CONTRAINTES
ET PAR LES VITESSES

5.1 — OBTENTION DE CHARGEMENTS EXTREMES

Les chargements extrémes ont &té définis au § 2.3 : ce sont les char-
gements de la frontiére de K. Pour déterminer un tel chargement en utilisant la cons-—
truction de K par 1l'intérieur, au moyen des champs de contrainte, par exemple en
suivant un trajet de charge radial, il faut résoudre exactement le probléme de maxi-

misation posé en (3.7).

Des chargements extr@mes peuvent aussi &tre déterminés par 1l'utilisa-

tion combinée des deux méthodes ; supposons en effet que :

1° en appliquant la construction par 1'intérieur, on construise un champ

* . N *
g € H, déterminant ainsi un chargement Q :

(5.1) ¢ =@ e x:

2° d'autre part, utilisant la méthode d'approche par 1'extérieur, on
mette en &vidence un champ v cinématiquement admissible et tel que
1'égalité suivante soit vraie :

(5.2) . aw = P,

e * PP -
signifiant donc que le chargement Q défini par (5.7) est sur 1'hyperplan d'équa-

tion (4.11) défini par le champ v .

Dans ces circonstances on a évidemment les ré&sultats suivants, repré-

sentés sur la figure 19 :

*
1° Q est chargement extréme
2° éﬁx} est normale extérieure & la frontiére de K en Q*
n.
'
ﬁ(\') : (v) Figue 19 :
= y , ,
o A " Détermination de chargements
_ / - extrémes par combinaison des
K \% Q; approches.
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On remarque sur la figure 19, compte tenu de la formule fondamentale
{4.10) de 1'approche par 1'extérieur, que seuls les chargements extrémes en lesquels

le plan tangent ne recoupe par K, peuvent ainsi &tre déterminés.

5.2 - THEOREME D'ASSOCIATION

En plus des résultats ci-dessus concernant le chargement et la vitesse
de déformation du systéme, on obtient aussi certaines propridtés concernant les champs

*
[ et v eux-mémes

En appliquant & (5.2) le principe des puissances virtuelles, et en

revenant & la d&finition de P(v), on voit que l'on a 1'8galitd :

f[;*(g) 2 d@)] v+ f [v@] . ¢ @ . n@dE =
%

2

(5.3) = I Sup %g(y :d(x) | o® € G(gc_)g v +
A

+ J Sup %[1(3:_)] S o® - | o® € 6 %dz
z

*
dans laquelle ¢ (x) € G6(x) V x € V. Il s'ensuit donc immédiatement que :

. - * .
1° En tout point od d(x) # 0, les tenseurs g (x) et d(x) sont associés par la

relation :
*
¢ (x) est sur la frontiére de G(x)
(5.4) il est tel que d(x) y soit normale extérieure,
*
et il maximise le produit ¢ (x) : d(x)
2° En tout point ot [ v(x)] = V) # 0, les tenseurs
*
g (x) et ]_—)_I'E(E) 3 V(®)] sont liés par la relation
{5.5) homologue de (5.4) .

. * .
On dit que les champs g et v constituent alors une solution compléte

pour le probléme de calcul 3 la rupture.
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Dans le cas ol G(xX) est convexe, caractérisé par le "critére" convexe

flx ; 9(x)] on exprime (5.4) et (5.5) mathématiquement sous la forme :

. flx;0 @ = 0
(5.6) dx) 40 —> .
' dx) € Ardf[x ;0 ] , A > 0.
flx ;0 (] = 0
(5.7) Vix) #0 —>
Din(x) ; V(x)] € Adaf[x; ¢ (x] A > 0.

5.3 - THEOREME D'UNICITE

N N P Ml Nl NI Pl P Pl e ot et P Ot

Le théoréme d'association ci-dessus permet de plus de démontrer, sous
. ~ P . e . L.
certaines hypothé&ses, un th&or&me d'unicité partielle pour les champs ¢ , &quili-
A * . . .
brant un chargement extr@me Q sans sortir du domaine de résistance G(x) en

aucun point.

*
Soit dans Q wun chargement extr@me, obtenu par la combinaison des
*
deux méthodes comme indiqué ci-dessus, et deux champs ¢ et v vérifiant (5.7) et
* Y . . -1, %
{(5.2) ; pour o cela signifie qu'il s'agit d'un champ quelconque de H N L ](g ).
Ces deux champs sont liés par (5.4) et (5.5). Il s'ensuit qu'il y a
*
unicité de ¢ (x) en tout point x ol G(x) et d(x), ou g[ﬂ(ﬁ) 3 V(x)], sont tels

que 1'on se trouve dans le cas n® 2 de la figure 14,

En particulier, si G(x) est strictement convexe Y x € YV, on peut
affirmer que les champs g_f coincident en tout point x de V oll soit d(x) # 0 soit
[v(x)] # 0. Cela implique notamment que s'il existe plusieurs champs v- vérifiant
(5.2}, le champ g_* est unique dans la réunion des zones oll soit d(x) soit [v(x)]
sont non nulles dans au moins un de ces champs ; de plus, alors, les tenseurs d(x),
Dn(x) ; V(x)], dans ces divers champs sont positivement proportionmels entre eux

dans le cas d'un crit@re régulier.

L'hypothése G(x) strictement convexe est rarement vérifiée par les cri-
téres utilisés pour le milieu continu tridimensionnel. Elle est &videmment toujours
vérifiée pour les structures quand le critdre ne fait intervenir qu'une composante de
contrainte généralisée (barres comprimées ou tendues ; barres fléchies) ; elle est
vérifiée par les critéres "moment de flexion - effort normal” et "moment de torsion -

effort normal" par exemple,dans le cas de deux composantes s par le critére de von
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Mises dans le cas des plaques (3 composantes pour la contrainte généralisée).

5i G(x) n'est pas strictement convexe, le théoréme d'unicité ne peut
plus €tre &noncé directement & partir de {5.4) et (5.5), et on doit procéder d une
étude cas par cas pour les critdres utilisés dans la pratique : critéres de von'Mises,
de Tresca, de Coulomb pour le milieu continu tridimensionnel, critéres de Tresca, de
Johansen pour les plaques etc. Moyennant des conditions complémentaires, sur la forme
des données aux limites, voire sur la forme du champ 0*, on peut encore démontrer

. e * P - . .
1'unicité de 0 dans la réunion des zones oil, soit gjz), soit E!QQ 1 est non nul.

Ces conditions sont spécifiques a chaque critére et ont &té@ obtenues
par Hill dans le cas du critére de von Mises, et par Mandel dans le cas du critére de
Tresca ; il s'agissait alors de recherches effectues dans le cadre de "1'analyse
limite" classique, et pour cette raison les cas des sols régis par le critére de
Coulomb ou par le critére de Drucker-Prager n'avaient pas été &tudiés. On peut mainte~

nant &noncer les résultats suivants :

Pour le crit&re de von Mises : unicité assurée si en au moins un point
du contour de chaque partie convexe de la zone ot d(x) ou V(x) # 0, la contrainte

normale est imposée.

Pour le critére de Tresca : méme condition en régime d'ar8te, condi-

tion plus compliquée en régime de face.
Critére de Drucker-Prager : unicité assurée

. ou bien si en un point du contour de chaque partie convexe de
la zone o d(x) ou z(x) # 0, une cission non nulle est imposée ou une contrainte

normale < C cotgey est imposée et si 0 ne s'annule pas dans toute la zone
g o P ,

. ou bien si, la cission en surface étant nulle et la contrainte
normale égale 3 C cotg ¥ , la composante de la force de volume selon la normale
intérieure est supérieure i celle du gradient de (~C cotg ¢ ), et si ¢ ne s'annule

pas dans toute la zone.

Critére de Coulomb (courbe intrins&que): les conditions précédentes en

régime d'aréte ; conditions plus compliquées en régime de face.
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5.4 — APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DF K, PAR LES VITESSES, POUR L'EXEMPLE DE
LA FIGURE 1 -

NS N O O 7D 0 PN NI P P Pt Pt P b ) P ol Pt N NS Nl P NS P P P ) P P P P o ot 0 Pl s o

Reprenant 1'exemple de la figure 1 qui a permis d'introduire la notion
de chargement potentiellement supportable, nous nous proposons d'y mettre en oeuvre

la méthode d'approche par 1l'extérieur par les vitesses.

Désignant par Ni la force de traction dans la barre i, le domaine de

résistance, défini au § 2.1, est identique pour chaque barre :

(5.8) ' G, -L < N, < L i=1,2, ...6.

La fonction L correspondante s'exprime en fonction de la vitesse
.

d'extension E; 3 la vitesse d'allongement de la barre i, de longueur Ki, est :

8. =2 ¢, .
i i1
On a de fagon immédiate :
T.(€,) = Max N, | -L < N, < L
iti ii i
soit :
(5.9) m.(e) = Lleil .

Les champs cinématiquement admissibles pour ce probléme sont définis
par des vitesses d'extension éi pour les six barres, qui doivent &tre géométrique-
ment compatibles. Par utilisation du principe des puissances virtuelles on obtient
sans difficulté 1'unique condition de compatibilité géométrique pour ce probléme :
= & +¢, +6.+¢

6) 1 2 3 4 °

(5.10) 2(55 + €

Les champs cinématiquement admissibles constituent donc un espace
» . 3 . - . hd .
vectoriel de dimension 5 . On conviendra de d&signer par € un tel champ. La vitesse

de déformation du systéme soumis au chargement Q indiqué est :

(5.11) | aE) = 8 = £l =ELVT .
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Figure 20 :
Champ cinématiquement
admissible.

Les symétries g@ométriques et physiques du probléme permettent de
se restreindre a priori, pour 1'approche par 1'extérieur, & l'exploration du sous-
espace vectoriel constitué par les champs € dans lesquels les quatre cdtés du

carrd ont la méme vitesse d'extension.

€1 = Ez = 83 = €4 = €T N 4
les diagonales ayant les vitesses é5 = éU et é6 = éV’ liges par {5.10), d'ol:
(5.12) ey *t & = ZET

On a alors :

(5.13) P = LEGIE] + VT g+ VT &

(5.14) Q. A = wVZe .

Le systdme est étudié dans un mode de chargement i un paramétre (§ 4.3).

+ . o ..
Il est commode, pour approcher Q , de fixer q & une valeur positive, par exemple,

q = £/2, d'on éU =1 et l'on en déduit par application de (4.73) et compte
tenu de {5.12} :
{5.15) Q" < L 72 Gl +72 + V2|26, -1, v € ;
2 T T T
de méme pour Q en fixant a = -2/2 :

(5.16) ¢ >t T I B 1D,y &y
2
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La minimisation en ET dans les deux cas ne présente pas de difficulté

et 1'on obtient :

(5.17) ¢t < 2 et Q = -2L

+ -
On a vu au § 2 que ces bornes sont les valeurs exactes Q et Q ;3 om

est donc dans un cas ol 1'8galité (4.36) est vraie (!).

.
De plus, si on considére le champ € minimisant qui correspond 3 la

borne 2L pour Q+, il est de la forme :

€, = 0
s L, T
€ minimisant .
(5.18) . = ey = i
pour q =4 /2
ev = -1
On vérifie le théoréme d'association puisque, en se reportant & la
figure 2, on voit que pour Q+ = 2L, le seul champ statiquement admissible respec-

tant le critére (5.8) est :

N o= N, = N, = N, = T = L vZ /2
(5.19) Ny = U = L
N =V =-L

6 - TABLEAU RECAPITULATIF

Le tableau suivant récapitule les résultats concernant K et les

approches par les contraintes et par les vitesses présentés dans les chapitres 2 i 5.

(!) Les conditions d'application des théorémes cités au § 4.6.3 sont effectivement
remplies.
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7 - APPLICATION PRATIQUE DU CALCUL A LA RUPTURE
A L'ETUDE DE LA TENUE DES OUVRAGES

7.1 - INTRODUCTION

Comme on 1'a dit en 1, le probléme de vérification quasi-statique qui
se pose & 1'ingénieur constructeur se raméne le plus souvent & 1'énoncé suivant :
s'assurer que dans la g@ométrie fix&e, 1l'ouvrage tel qu'il est dimensionné suppor-

tera les charges qui lui sont imposées compte tenu des capacités de résistance

données pour les matériaux constitutifs.

On a vu ensuite en 2, que la notion de domaine des chargements po-
tentiellement supportables par 1'ouvrage, en géométrie fixée, dans un mode de char-
gement donné, et pour des capacités de ré&sistance données, constitue 1'information
la plus précise qui peut &tre déduite des seules données &noncées ci-dessus (géomé-

" trie, chargement, critére de résistance).

On a enfin présenté les méthodes permettant de déterminer ce domaine,
de le construire ou de l'approcher par l'intérieur et par 1l'extérieur, et la puis-
sance de ces méthodes selon les propriétés du domaine définissant les capacités de

résistance du matériau constitutif.

Du point de vue de l'utilisation pratique, deux problémes de natures

différentes, viennent alors 3 l'esprit :

1° Par quel moyen commode peut—on indiquer la position du (ou des) charge-

ment imposé 3 1'ouvrage, par rapport au domaine des chargements poten-

tiellement supportables ?

Pour cela, on introduira un coefficient scalaire qui sera appelé 'coeffi-

cient de rupture".

2° Comment utiliser les résultats du Calcul 3 la Rupture, compte tenu du
fait que ceux—ci ne se référent qu'aux potentialités de résistance du
systéme ?
On montrera sur 1'exemple de base introduit & la figure l,.1e rdle de la
nature physique du ph&noméne correspondant 3 la limitation des capacités
de résistance en examinant deux cas extrémes : limitation correspondant

" 3 la parfaite plasticité, et limitation correspondant a la fragilité.

Ceci conduira 3 quelques ré&flexions sur la notion de coefficient de

sécurité.
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7.2 = COEFFICIENT DE RUPTURE D'UN OUVRAGE SOUS UN CHARGEMENT DONNE

I PN D P ol 0 PN D D £ 0 P ot Pl M S P P £ o ) Pt P ol P 0 P DD P P P ) P P ) ot Pt P o o P ot IS Pt b S

Nous nous plagons désormais dans le cas oli le domaine de résistance du
matériau constitutif de 1l'ouvrage &tudié est, en tout point, étoilé de centre 0, ce
qui, comme on l'a dit, est pratiquement la régle générale. On sait que le domaine K

des chargements potentiellement supportables possé&de alors la méme propriété.

Dans ces conditions, comme cela est &vident sur la figure 21, la posi-
tion du chargement donné Q par rapport & K est indiquée par la position par rap-

port & 1 du rapport F(Q) défini par :

(7.1) FQ = o0 /0Q ,

- F P - . . .
oi Q désigne le chargement extréme sur le trajet de charge radial proportionnel

FQ < 1 <

> Q extérieur a X,

(#.2) FQ =1 < > Q chargement extréme,
FQ > 1 < > Q intérieur a K .
L Q
1 B_A = Aa ., Azo0
nF
. Figure 21 : Définition du
. Q coefficient de rupture.
o B
A/ z

Le coefficient scalaire F(Q) ainsi défini sera appelé "coefficient de
rupture" de 1'ouvrage sous le chargement Q (dans la géométrie fixée, pour les capa-

cités de résistance indiquées.)

I1 est clair que 1'information qu'il contient est moins complé&te que
celle fournie par la localisation géométrique de Q et de K dans &", mais il est

évidemment plus commode d'emploi que cette derniére.
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7.3 - APPROCHE PAR DEFAUT DU COEFFICIENT DE RUPTURE

P A P o I D O o o ot ) ) il P P ) £ ol P P o ) S Pt D o o £ b D b ) Pt D P DD PN )

Découlant de fagon &vidente de la construction de K par 1'intérieur
au moyen des contraintes, on obtient une approche par défaut du coefficient de rup-

ture, par les contraintes : il s'agit en fait du probléme (3.7). Ainsi on a :

(7.3) F(Q = Swp A | L QQNEH # 8¢ ;

P, A
La mise en &vidence d'un champ ¢ € H et &quilibrant Q =A@ (A =0)

conduit 3 une approximation par défaut du "coefficient de rupture'.

7.4 - APPROCHE PAR EXCES DU COEFFICIENT DE RUPTURE
PAR LES CONTRAINTES

Pl P o o b o Pt Pt £t Pt P P P P P S o ot Pl Pt Pl Pt N o D P £ il Pt I Pl ot NI O

En corollaire de (7.3) on a :

-1
(7.4) F(Q = Infi{A |X>0, LU QQ N H=0( ,
ce qui conduit 3 1'approche par exc&s du coefficient de rupture, par les contraintes :
toute valeur de A > 0 pour laquelle on peut prouver qu'il n'existe

pas de champ 0 permettant de satisfaire 3 la fois 1'équilibre avec le chargement

AQ et les capacités de résistance, est un majorant de F(Q).

Les difficultés de cette approche sont les mémes que celles signalées
au § 4.1.

7.5 — APPROCHE PAR EXCES DU COEFFICIENT DE RUPTURE PAR LES VITESSES

N o D Ml PN 0 s Al P Pl P N P P P Pt P N P b P P £ Pl Pl N ol Pt Pt P Pt kP e P b D P Pl P O s Pt ot o b Pl )t Pt P

Pour le chargement extréme g? sur le trajet de charge radial propor-

tionnel & Q, la formule (4.70) permet d'écrire :

(7.5) . aw < P, V v CA.

d'oii, par (7.1} :

Q.4® < P® /F@ Vv CA.
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On en déduit :

FQ < P® / Q.4 V v C.A. tel gue

(#.6) .
Q. a(v) = 0

Cette formule fournit la méthode d'approche par excés du coefficient
de rupture au moyen des vitesses. On remarque que n'importe quel champ de vitesse v
cinématiquement admissible, dans lequel la puissance des forces extérieures est posi-

tive fournit un majorant pour F(Q), soit Fv(g) défini par (figure 22) :

(7.7) FQ@ = P®/Q.4W ;

on cherchera i minimiser Fv(g) par rapport & Vv .

402
v —F—
P L F(Q) = 00'/0a Figure 22 :
Q . S v N
§w) F,( Q) - oa' /ou Approche parn excés du
K coefficient de rupture par
0 - Les vitesses :
a; FQQ < F (Q
On voit de plus, par comparaison avec {7.2Z), que Fv(g) posséde la
propriété :
(7.8) Fv(g) < 1 > Q extérieur & K.

Ainsi la méthode d'approche par exc@s du coefficient de rupture, par
les vitesses, permet dé&s que l'on a mis en &vidence un champ'de vitesse v C.A.,

dans lequel la puissance des forces extérieures est positive et pour lequel :

(7.9) F @ < 1,

d'affirmer 1'instabilité certaine de 1'ouvrage étudié sous le chargement imposé ianec
les capacités de résistance indiquées. On trouvera dans Coussy (1978), Salengon et

Coussy (1979) des exemples d'application de ce résultat.
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7.6 - REMARQUES

NN O P o P ot o P b P O Pt o

7.6.1 - MATERIAU A DOMAINE DE RESISTANCE CONVEXE

I1 est clair sur la figure 22 que, si le domaine K n'est pas convexe,
il n'est certainement pas possible pour toute valeur de Q, d'obtenir la valeur de

F(g) par minimisation de Fv(g) sur tous les v C.A.

Par contre, si G(x) est convexe ¥ x € V on peut montrer, sous les

mémes hypoth&ses que celles &noncées au § 4.6.3, que 1l'on a :

(7.10) F(Q = InfJF (@ |vC.A, Q.a( > 0
v

(Frémond et Friaa, 1978, Friaia, 1979).

7.6.2 - AUTRES FORMES DE COEFFICIENTS DE RUPTURE

Pour certains types de problémes, tels que ceux rencontr&s en Mécanique
des Sols, le coefficient F(Q) défini par (7.7) ne correspond pas exactement aux
bésoins de la pratique. Il est alors possible de construire & partir de F(Q) un
autre "coefficient de rupture" ayant la méme propriété quant a la signification {7.7)
et qui est mieux adaptée au probléme &tudié : on introduira par exemple, en Méca-

nique des Sols, un coefficient de rupture par rapport i la "résistance totale" (voir

par exemple les réfé&rences déjia citées de Coussy et Salengon).

De la méme fagon, dans le cas des structures soumises i diverses combi-
naisons de charges, il pourra &tre utile de faire la distinction entre charges perma-
nentes et non permanentes et d'&valuer le "coefficient de rupture" attaché au charge-
ment, par rapport a une seule catégorie de charges, pourvu que par rapport A celles-
ci le domaine des chargements potentiellement supportables, défini comme au § 2.3.4,
soit encore &toilé de centre O. Il en va ainsi par exemple pour le probléme de la
capacité@ portante des fondations superficielles avec les critéres de résistance clas—

siques pour les sols.
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7.7 ~ APPLICABILITE DES RESULTATS DU CALCUL A LA RUPTURE

NN P Pl P b Pt ) o P Pt P 0 P £ B ) P P P S P P £ P P P P P 0 P PN D 0 P ol £ ol ol ot ol Pt P

7.7.1 - GENERALITES

Le calcul & la rupture permet lorsque l'on effectue une vérification,
d'affirmer avec certitude "1'instabilité" d'un ouvrage lorsque le chargement qui est
imposé i celui-ci est extérieur & K ou encore lorsque le coefficient de rupture est
inférieur 3 1 ; ce résultat est fort intéressant car bien des méthodes classiquement
utilisdes n'y aboutissent pas ; par contre, il n'est pas possible d'obtenir, par le
calcul 3 la rupture seul, une certitude de "stabilité@" de 1l'ouvrage ce qui permettrait

d'effectuer des dimensionnements.

Ainsi que nous 1l'avons dit, il n'y a pas lieu de s'&tomner de cette
constatation qui résulte, en fait,de 1'information fournie au départ et sur laquelle
sont fondés tous les raisonnements. Seules des données sur le comportement du maté-
riau constitutif, dans son domaine de résistance, peuvent permettre d'affiner 1les
conclusions dans le sens souhaité&. Toutefois, il est clair que 1l'on sera alors
amen&, pour aboutir & de nouvelles conclusions concernant les possibilités pour
1'ouvrage d'utiliser ses potentialités de résistance, i sortir des raisonnements si
simples du calcul 3 la rupture : en suivant 1'histoire de charge imposée 3 1'ouvrage

& partir d'un état initial connu, on &tudiera sa réponse i chaque instant.

On voit donc que les possibilités d'utilisation pratique d'une telle
approche, méme 3 supposer que 1l'on connaisse parfaitement le comportement des maté-
riaux constitutifs (ce qui est souvent loin d'@tre le cas : par exemple, en Mécanique
des Sols) seront elles-m@mes vite limit&es par 1'ampleur du travail 3 effectuer. Pour
cette raison on devra, dans la majorité des cas, se contenter d'un compromis repo-
sant sur 1'Art de 1'ingénieur, qui consistera 3 &valuer a priori quelle partie des
potentialités de résistance du syst@me peut &tre prise en compte ; ceci reviendra i
considérer 1'ouvrage comme stable lorsque son coefficient de rupture sera supérieur
d un certain seuil supérieur d 1, ou encore i travailler sur un coefficient pondéré
construit d partir du coefficient de rupture de l'ouvrage, et qui sera, lui, comparé

3 la valeur 1.
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On présentera au chapitre III la théorie de 1'Analyse limite qui, sous
les hypothéses &noncées & propos des problémes d'élasto-plasticité (Salengon et
Halphen, 1981), permet d'affirmer que le syst&me utilisera pleinement toutes ses
potentialités de résistance : ceci repose en particulier sur la parfaite-plasticité
du matériau constitutif lorsqu'il atteint sa limite de résistance, mais ce n'est
pas la seule hypoth&se. Dans ce cas on pourra, de ce point de vue, fixer au coeffi-

cient de rupture un seuil &gal & 1'unité.

On montrera au § 7.7.2 sur un exemple, deux cas extrémes qui peuvent se
produire, correspondant 1'un 3 un comportement parfaitement-plastique, comme &voqud
ci-dessus, 1'autre 3 la rupture fragile. La complexité des problémes rencontrds dans
la pratique est en fait beaucoup plus grande car la rupture des matériaux usuels
lorsque 1'on atteint la limite de résistance est bien souvent un compromis entre la

parfaite-plasticit@, qui correspondrait 3 une ductilité illimitde, et la fragilité.

L'incidence des considérations ci-dessus sur le concept de coefficient
de sécurité d'un ouvrage vaut peut-Etre d'@tre &voquée : pour 1'ingénieur comstruc-

teur, le probléme posé est un probléme pratique :

"assurer la construction d'un ouvrage qui doit étre utilisé

sous des charges et dans des conditions imposées”.

Le probléme &tudié par la théorie est toujours un probléme modélisé :

par la géométrie, par les hypothéses de chargement, par le comportement

des matériaux, etc ;

la réponse apport@e au probléme modélisé n'est parfois que partielle ;
P P P q

elle est, en outre, plus ou moins bien adaptée au probléme posé ;

enfin, elle ne prend pas en compte les conditions de réalisation.

Le coefficient de sécurité a pour but de rendre possible 1l'utilisation
pratique de cette réponse. De ce point de vue, le coefficient de rupture est un &lé-
ment dans la fabrication du coefficient de sécurit& : il se place du point de vue de
la "stabilité" de 1'ouvrage ; outre le fait que, comme on 1'a dit, il n'est relié
qu'aux potentialités de résistance de 1'ouvrage (sauf sous certaines hypothéses), on

doit aussi remarquer que, par nature méme, il ne se préoccupe aucunement des défor-

mations tolérables pour celui-ci.

La figure 23 présente schématiquement les considérations développées

ci-dessus ; on trouvera des réflexions sur ce sujet dans (Matar et Salencon, 1979).
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—I—————-————-— Probléme pratique

Probléme modélisé

S
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@ | 7

2 Raisonnement

21 méeanique

g1 correct

ol

@l
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probléme modélisé V DE
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4

Etat de l'art

\ Comment cette
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adaptie au pro-

beeme pratique ?

Réponse sur le
probléme pratique

e o L e e e e e o e e e e

| Etat de la pratique)

————————— Ouvrage exécuté

Figune 23 : Réflexions sun Le concept de coefficient de sécunite.
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7.7.2 - ETUDE DE L'EXEMPLE DE LA STRUCTURE DE LA FIGURE 1

Reprenant 1'exemple de la structure introduite i la figure 1, on suppose
maintenant que le comportement des &léments constitutifs dans leur domaine de résis-

tance est connu (figure 24).

Figuwe 24 :
Strhucture rnéticulée étudide
a tithe d'exemple.

Deux cas seront examinés, représentés i la figure 25 :

a) barres lindairement-&lastiques et parfaitement—plastiques

b) barres linéairement-&lastiques et fragiles en traction.

N; .
o | "ur
L L
]
!
0 - 0 i R
VAR T
- -L
a) ‘ b)

Figure 25 : Compontement des &ements constitutifs de La structure de fa figure 24 (1)

L'&tat initial de la structure étant supposé naturel, on suit un pro-

cessus de chargement monotone croissant (Q7) .

Avec le comportement a) on a 3 traiter un probléme classique d'élasto-
plasticité (cf. "Elasto-plasticit&" chap. II). Q croissant, la phase &lastique ini-
tiale de la structure correspond & 0 < Q < L V2 : elle est limitde par la plas-

tification de la barre AC en traction. Cette barre peut ensuite continuer i se

(!) Les notations et conventions de signes sont celles du § 2.1
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déformer plastiquement sous la force constante L : c'est la phase &lasto-plastique
qui s'achéve pour Q = 2L lorsque la barre BD atteint la limite de plastifica-.
tion en compression. Pour cette structure toutes les potentialités de résistance sont

cas o . . . +
alors utilisdes puisque l'on a mis en &vidence au § 2.1 que Q = 2L.

Avec le comportement b), rien n'est modifié quant & la phase €lastique
initiale : 0 < Q < L V2. Pour Q = L V2, la barre AC atteint la limite de
rupture L et l'extension de rupture correspondante €g ¢ elle ne peut ne s'allon-
ger ni supporter aucun accroissement de traction. L'augmentation de Q au—dela de
L V2 entraine donc nécessairement la rupture de AC, qui entrafne elle-méme la
rupture des cotds du carré car la force y devient &gale & T = Q V2/2, elle-aussi
supérieure 3 L. La structure manifeste donc un comportement élastique—fragile ; sa
charge de ruine dans ce processus est L V2 ; il n'est pas possible d'y atteindre

~ +
la charge extréme Q .

On vérifiera par contre que si la structure &tait soumise, & partir de
1'état naturel, 3 un trajet de charge de compression croissante (Q < O et QV),
il serait possible d'atteindre la charge extréme Q = =-2L que le comportement des

barres soit a) ou b) (figure 26).

LVZ |-

4

Figure 26 : Comporntement de La structure de La gigure 24, pour Les comportements
a) et b) des bawres, dans un thajet de charge croissant en traction ou en compression.
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8 - GENERALISATIONS

La théorie du Calcul 3 la Rupture a 8té ici présentée, selon le principe
général que nous avons adopté, sur le modéle du milieu continu tridimensionnel. I1
est clair que les raisonnements mis en oceuvre et les résultats obtenus se transposent

sans difficulté & toutes les autres mod&lisations utilisées en mécanique des solides :

* les structures réticulées, &videmment ; 1'une d'entre elles a d'ailleurs
servi d'exemple illustratif ;

* les structures & barres flédchies ;

* les plaques en flexion ; etc. ;

* mais aussi la modélisation du milieu continu bidimensionnel pour les
problémes plans, une fois &tablis la signification de celle-ci et le

critére i prendre en compte (cf. Chapitre V).

Le chapitre suivant est en quelque sorte un formulaire de divers
critéres usuels et des fonctions = correspondantes, pour le milieu continu tridi-
mensionnel et dans les cas &voqués ci-dessus. On traitera ensuite, dans des chapitres

spécialisés, des particularités des diverses applications pratiques.

Quelques remarques peuvent d'ores et déji &tre faites.
1° Le domaine de résistance pour 1'é@lément de milieu continu généralisé

(poutre, plaque, etc.) pourra &tre obtenu de deux facons :

. soit directement comme un résultat expérimental,

. soit par le talecul 3 la rupture 3 partir du domaine de résistance
connu pour le matériau constitutif. La démarche suivie alors est homologue de celle
suivie en Résistance des Matériaux (8lasticité), en &lasto-plasticité (Salengon

et Halphen, 1981), en viscoélasticité &galement . Les contraintes généralisées
du milieu &étudié étant définies (par exemple : le moment fléchissant et 1'effort
normal pour 1'é&lément de poutre), on pose le probléme de calcul 3 la rupture suivant :
détermination des potentialités de résistance pour le systéme tridimensionnel corres-—
pondant i la modélisation, soumis 3 un chargement dont les param@tres ne sont autres
que les composantes de la contrainte géndralisée (par exemple : poutre droite soumise
a ses deux extrémités & des moments de flexion et des efforts normaux &gaux et

opposés appliqués par des solides indéformables). Le domaine ainsi déterminé, ou
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approché, sera ensuite pris comme domaine de résistance pour 1'élément de milieu
continu généralisé. Il va de soi que, reprenant les considérations développées au
§ 7.7.1 , la validité pratique de ce domaine sera lide au comportement du matériau

constitutif dans son domaine de résistance.

2°Comme on 1'a dit au § 2.3.2, les conditions de contact entre solides
constituant le syst&me &tudié sont prises en compte au titre des conditions de résis—
tance pour le matériau constitutif. Ainsi en particulier, pour une structure, les

conditions d'appui devront &tre traitées en considérant qu'il y a :

* au titre des &quations d'équilibre, une liaison totale ;
* au titre des conditions de r&sistance, un domaine de résistance

pour 1l'appui, défini par la condition de contact.

On devra donc prendre garde que cette démarche, qui est la seule
correcte du point de vue théorique, conduit dans 1'approche par les vitesses i consi-
dérer des champs cinématiquement admissibles pour lesquels tous les déplacements
sont nuls aux appuis, pré@sentant &ventuellement des discontinuit@s, infiniment pras
de ceux-ci, déterminéesde fagon 3 rendre finie la valeur de la fonction 7 corres—

-

pondante définie & partir du domaine de r&sistance de 1'appui.

On retiendra que, lorsqu'il s'agit de structures pour lesquelles inter-
viennent simplement des conditions aux appuis du type liaisons sans frottement uni-
latérales ou bilatérales, encastrement, bord libre, il y a équivalence entre la
démarche ci-dessus et celle qui consiste 3 imposer aux champs cinématiquement admis-
sibles, les conditions sur les déplacements aux appuis. Il n'en va pas de méme dans

le cas général.

Enfin, on peut mentionnér, parmi les généralisations, 1l'application du
calcul 3 la rupture 3 1'analyse de la stabilité des voiites en magonnerie. En fait,
comme cela est montré& par Delbecq (1982), il ne s'agit pas, 3 proprement parler, d'une
généralisation mais plutdt, comme dans le cas des analyses de stabilité de pente en
mécanique des sols (cf. Coussy et Salengon, 1979), d'approches par l'extérieur par
les contraintes menées dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel en raison-
nant sur des grandeurs statiques globales. On trouvera dans Delbecq (1981) une
abondante bibliographie sur le sujet, mentionnant de nombreux articles historiques
dont le mémoire déja cité de Coulomb (1773), celui de Méry (1840) oll est introduite
la célébre épure, et les recherches récentes de Heyman (1966, 1969, 1972, 1980).
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Nous reproduirons ici, 3 propos de 1'épure de Méry, la citation extraite
des travaux de Durand-Claye (1867, 1880) qui est donnée dans (Delbecq, 1981) ; elle
montre que la théorie du calcul a la rupture, que nous avons présentée ici sous
une forme générale grice aux possibilités ouvertes par les mathématiques contem—
poraines (Moreau, 1966), correspond bien comme on 1l'a dit au raisonnement des batis~
seurs : " «... A chaque valeur prise par la poussée, i chaque point d'application
correspond une courbe de pression : on cherche si, parmi ces courbes, il s'en trouve
une correspondant 3 1'équilibre ... Ainsi, recherche de la possibilité d'ume solution
d'équilibre, voild quel est le véritable sens de la construction et des tédtonnements
indiqués par M. Méry", (équilibre est pris au sens de respect des conditions d'équi-

libre et des capacités de résistance du matériau constitutif).



Chapitre 11

Criteres de résistance usuels

et fonctions =( . ) correspondantes
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1 - INTRODUCTION

Ce chapitre présente un formulaire de critéres de résistances utilisés
de fagon courante dans les applications pratiques et des fonctions "duales™, n( . )
correspondantes. Aucun détail de raisonnement ne sera donné et l'on traitera succes—

sivement :

- du milieu continu tridimensionnel,
- des interfaces (entre solides tridimensionnels),
~ des milieux continus généralis&s unidimensionnels,

- des milieux continus généralisés bidimensionnels.

Dans chaque cas on commencera par un paragraphe général rappelant les
notations correspondant au milieu &tudié et la définition des contraintes et vites-
ses de déformations, ou contraintes généralisées et vitesses de déformation généra-
lisées, en cause, ainsi que 1'expression de la fonction "P(v)" sous forme d'intégra-

les des fonctions "7".

Le chapitre V sera consacré aux problémes plans de calcul i la rupture:
on y introduira les concepts de milieux continus bidimensionnels en calcul 3 la rup-
ture (en contrainte plane et en d&formation plane). On y donnera en annexe les cri—
téres de résistance et les fonctions "duales" pour les milieux continus bidimension-

nels suivants :

- milieu de von Mises en déformation plane,
- milieu de Tresca en déformation plane,
- milieu de von Mises en contrainte plane,

- milieu de Tresca en contrainte plane.
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2 - MILIEU CONTINU TRIDIMENSIONNEL

2.1 - NOTATIONS

L et e e e e T )

=

: tenseur des contraintes (composantes aij)

4 =1,2,3 : contraintes principales

<
&

=0 - -%(trg); : déviateur des contraintes

: tenseur des vitesses de déformation (composantes di; j)

A e o

&~

» 4=1,2,3 : valeurs principales de d

= ﬂx]l : discontinuité de la vitesse Vv au franchissement

i<

de la surface de discontinuite Z en un point de

normale n

P(v) =J m(x ; d(x))dv + j T(x, n(x) ; V(x))d=
' z
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2.2 - CRITERE DE VON MISES

Figute 1 : Crnitene de von Mises :
Matériau isotrope domaine de nésistance.

¢ Domaine de résistance convexe défini par £(0) < 0 avec :

(2.1) f(@) =

k est la limite de résistance en cission simple .

¢ fonctions 7 :

n(d) = +o si trd # O
(2.2 a) -

n(d) = kv 2 trd®> si trd =0
soit encore :
(2.2 b) T(d) = k/Z trg2 + Sup 3p.tr22.

PER

Et :

T(m; V) =+ sil/.n # 0
(2.3 a) -7

(a3 V) = R|V| V.n =0
soit encore :
{2.3 b) m(m; V) = kY] + suwp Jp V.

-]
S~

PER
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2.3 - CRITERE DE TRESCA

B e e e e Y L N PP

Cﬂ
Matériau isotrope
¢ Domaine de résistance convexe Figure 2 : Crnitere de Tresca : domaine
défini par f(0) < O avec : de nésistance.
(2.4) F@Q = S gm0y 0
. 4 =1,2,3
i =1,2,3

0, est la limite de résistance en traction simple (0,/2 est la

cohésion).

¢ Fonctions 7

7@ =+ si trd # O

(2.5 a) o )
7 (d) =-§—(Id1|+ ldo| + |ds]) sitrd =0

soit encore :

(2.5 b) T@ =% (] + [do] + [ds]) + sup p.trgf
pER
Et‘:
7(n ;3 V) = + si V.n # 0
(2.6 a) o
(o ; V) = 7?-|V| si V.n =0
soit encore :
(2.6 b) T V) o= 22|V + sup P!-Eg
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2.4 - CRITERE DE COULOMB

1
Matériau isotrope
¢ Domaine de ré&sistance convexe Figuwre 3 : Crnitere de Coulomb : domaine
défini par £(9) < 0 avec : de nésistance.
(@) = Sup {a'(-’(l + sing ) - aj(l -~ sinp) -2 C cosw}
2.7) i=1,2,3
§=1,2,3

C est la cohésion, vy l'angle de "frottement interne" ; on posera
H = C cotg v , appelée "pression de coh&sion", qui apparait comme la limite de résis-

tance en traction triple.

¢ Fonctions 7 :

ﬂ(g) = + oo
(2.8 a) si trd < (|di| + |d2| + |ds])sine
n(d = H.trd

si trd > (Jdi| + [d2] + |ds])sine .

Soit encore :

(2.8 b) 7(d) = H.trd + Sup

P[(|d1| + |d2]| + |ds])sine - trg]%
p=0
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Et :

(2.9 a)

soit encore :

(2.9 b) (@ ; V)

]
=]
[<
o
+
wn
o
o
Nt
L)
=
]
B
=]
RS
1
<
o
L
N

* REMARQUE

Dans (2.8), les d pour lesquels trd > (|d;| + |d2] + [d3])sin ¢
correspondent aux normales au sommet de la pyramide représentative du critédre de
Coulomb ; d'une facon générale 1'inégalité large est &quivalente i dire que les d

sont de la forme :

di = 3 +A)(1 + sing) - A3 + A,)(1 - sin ¢)
da = Q2 +A)(1 + siny) - A7 +A5)(1 - sin o)
dz3 = Q3 +A5)(l + sin¢) - A2 + Ag) (1 - sin o)

avec ké =20 (L =1,2...,6).

On prendra garde au fait que certaines expressions de 7 (d) données

dans la littérature sont erronées.

D'autre part, d'aprés (2.9}, pour que a(V) <, i1 faut que V ait
une composante normale positive (''décollement'"), et que son inclinaison o sur la
surface X soit comprise entre ¢ et m - ¢ bornes comprises ; l'intervalle
¢ < a < 7w -y, souvent omis dans la littdrature, provient des normales au sommet

de la "courbe intrins&que de déformation plane" (chap. I § 4.6.2 et chap. V §5.2).



2.5 - CRITERE DE DRUCKER-PRAGER

A A A IS TIPS NI AT NI NI SIS

Matériau isotrope 01

¢ Domaine de résistance convexe

défini par £(g) < 0 avec :
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Figure 4 : Cnitére de Drucken-Prager :
domaine de nésistance.

{2.10)

3 sin ¢

—————————m (H —%(trg_))

H et ¢

sont les paramétres définissant la résistance ; H

apparait comme la limite de résistance en traction triple.

¢ Fonctioms «

n(g) =+ o

(2.11 a)
n(g) = H.trd

* 2
si trg</_g_s_£1_¢
3 + sin% ¢

[3 trd? - (trg){l

si trd >‘/

s 2
—ZML [3 tr__(:_l__z' (trg)zj
3 + sin? ¢

Soit encore :

\

m(d) = H.trd + Sup
p=0

(2.11 b)

£ 2
p(‘/ﬂ[a trd? - (trg){l—trg)g
3 + sin? ¢
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Et :

(2.12 a)

H
si Von > |V] sing .

Soit encore :

(2.12 b) T@; W =8Va +sw Jp[lY sintp-!.ﬂ]%

* REMARQUE

A noter que le choix des param&tres H et ¢ , pour caractériser
la résistance du matériau et définir le critdre de Drucker-Prager comme indiqué dans
(2.10), a 8té fait de manidre 3 identifier les expressions de W(B H Y) avec celles

obtenues pour le critére de Coulomb (2.9).
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2.6 - CRITERE DE TRESCA SANS

RESISTANCE A LA TRACTION

Matériau isotrope

¢ Domaine de résistance convexe, défini
comme l'intersection du domaine de

résistance pour le critére de Tresca

Crnitene de Tnesca sans

domaine de

(§ 2.3) et du domaine "contrainte Figure 5 :
normale toujours compressive" ; nésistance a La thaction :
soit f(g) < 0 avec : nesistance.
(2.13) f(@) = Sup {OL - aj. - 0, GL}
i =1,2,3
§=1,2,3
0,/2 est la cohésion.

¢ Fonctions

m

n(d) =+ si trd < 0 ;
(2.14 a) 7(d) = 070 (a1 + laz| + |ds| - trd)
si trd = 0

soilt encore :

(2.14 b) 1@ = (il + ]+ lda]) s Cperd)
p>00/2
Et :
a(n; V) =+o si Vn < 0
(2.15 a)
m@s; W=V -Vn) si Y > 0
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Soit encore :

(2.15 b) T V) = 223 V] + sup (-p V'E)
p>0,/2

* REMARQUE

Les expressions [(2.714) et (2.75) obtenues pour 7(d) et n(a; V)

b
respectivement, coincident avec celles trouvées dans le cas du critdre de Tresca,

trd = 0 (resp. V.n = 0). La formule (2.75) donnant
sans difficulté

lorsque n(n ; V) s'interpréte
si 1'on considé&re la "courbe intrins&que de déformation plane" cor-

respondant au critdre (2.73), représentée 3 la figure 6 (cf. chap. I § 4.6.2. et
chap. 'V § 5.2).

Figwie 6 : Courbe intrninséque pour Le
cnitene de Trnesca sans nésistance a
La trhaction.




2.7 - CRITERE DE COULOMB
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SANS RESISTANCE A LA TRACTION

B e e e e e e

Matériau isotrope

¢ Domaine de résistance convexe défini

/

comme l'intersection du domaine de

résistance pour le critére de Coulomb

(§ 2.4)et du domaine "contrainte

normale toujours compressive" ;
<

soit  £(o)

(2.16)

¢ Fonctions

{2.17)

Et :

{2.18)

0

avec

Figure 7 : Cnitere de Coulomb sans nésis-
tance a La traction :

domaine de nésistance.

{[04:(1 + sin ¢) - oj(l - siny¢) - 2 C cos &p], o

C est la coh@sion, ¢ l'angle de frottement interne.

m

sitrd < (|di| + |d2]| + |ds]) . sing

7@ = clal + el + fas] - era) e (

si trd

> (|d1| + Idzi + |d3|) . sin v

TL,e
4*2)

n(n; V)
m(m ; V)
si V

)

+ o si Von <

c(yl - V.o tg(%+%)

> |V]| siny

|l/_| sin ¢
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* REMARQUE

Les expressions (2.17) et (2.18) obtenues pour #(d) et w(n ; V)
respectivement, coincident avec celles trouvées dans le cas du critére de Coulomb
lorsque trd = (|dy| + |dz2| + |ds| sin¢ (ou Von = V sin ¢ resp.). La formule
{2.18) donnant #(n ; V) s'interpréte aisément en considérant la "courbe intrin-
séque de déformation plane" pour le critére (2.16) (figure 8 et cf. chap. I, § 4.6.2.

et chap. V, § 5.2).

Figure 8 : Cowrbe .intrinsique pour Le crnitérne de Coulomb sans nésistance & La
trhaction.
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2.8 - CRITERE DE TRESCA TRONQUﬁ EN TRACTION
R A A A it

Matériau isotrope

¢ Domaine de résistance convexe défini comme 1'intersection du domaine de
résistance pour le critdre de Tresca (§ 2.3) et du domaine "contrainte

normale inférieure & la limite en traction T" ; soit f(@ < 0 avec :

{2.19) i=1,2,3
§=1,2,3
¢ TFonctions = :
ﬂ(g) = + o
sitrd < 0,
{2.20) "
T =5 (|| + [da] + |ds] - trd) + T tra
sitrd > 0.
Et :
T(ms; V) =+o si Von < 0
(2.21) . .
T(n ; V)=-7°(]£| =V + TVn siVon > 0
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2.9 - CRITERE DE COULOMB TRONQUE EN TRACTION

B e i e

Matériau isotrope

# Domaine de résistance convexe défini comme l'intersection du domaine de résis—
tance pour le critdre de Coulomb (§ 2.4) et du domaine "contrainte normale infé-

rieure & la limite en traction T" (T < C cotg y) ; soit £(o) < 0 avec

(2.22)

{[ 04',(1 + sin @) - oj.(l - sinyg) - 2 C cos &p],ai— T }

¢ 1l'angle de frottement interne.

C est la cohésion et

¢ Fonctions

n

1[(2) = 4+
sitrd < ([di] + |d2] + |d3]) . sing ;
(2.23) 1@ =c(di] + [dz| + |ds] - erd) tg(%+g)
+ I [trg— (|di]| + |d2] + |d3]) sin ¢]
I-sin ¢
sitrd = (|di]| + |dz| + |d;3]) sinw .
Et :
mT(m; V) =+ siVin < [V] siny
n@; ¥V =c(yl - V.n) tg(%+%)
(2.24)
PR (V.n - |V| sin¢)
l1-sin ¢
si Un = |V| sin ¢
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2.10- REMARQUES SUR LES CRITERES PRESENTES AUX § 2.6 a 2.9
e A A A A e e e e e e e e 2.

Les critéres de Tresca et de Coulomb sans résistance i la traction
sont utilisés dans certains problémes de Mécanique des sols ; voir notamment :
Drucker (1953, 1954), Chen (1975). Pour d'autres matériaux, le béton par exemple,
on caract@rise le domaine de résistance par un crit&re tronqué en traction pour

une valeur faible, mais non nulle, de la traction : on pourra se reporter i ce

propos d Chen et Drucker (1969),Chen (1970 et 1975), Chen et Covarrubias (1971).
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3 - INTERFACES ENTRE MILIEUX CONTINUS TRIDIMENSIONNELS

3.1 - NOTATIONS

: surface définissant 1'interface

n(x) : normale au point X de S, dirigée du milieu (1)
vers le milieu (2)

T(x) =0(x) . n(x) : vecteur contrainte en x sur la facette de
normale un(x) ; c'est la contrainte généralisée, Z., pour
1'interface

6, T1 T2: composantes normale et tangentielles de T sur
(n, ti1, t»), triédre orthonormé

T = (’ri + T%)llﬁ: 0 et T sont les composantes normale et tangentielle
de T sur n et t coaxial a T - _11(2 . 0. 2)

!(E) = 1(2) (_15) - y_(l)(zz_) : vitesse relative en X du milieu (2)
par rapport au milieu (1) ; c'est la vitesse de déformation
généralisée, A, pour 1'interface.

Un, Utl, Ut : composantes normale et tangentiellesde V sur

(n, _t_:_l, 52) , triédre orthonormé

2
u =

2
+UZ Yy . U et U sont les composantes normale et
t t2 n t .

1
tangentielle de V sur n et t coaxial & V - n(V.n)

P(v) = J m()ds .
S

®

PR ty Figure 9 : Interface déginie par La

-L/L tl/ /S sungace S entre Les milieux (1)

et (2).
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T
3.2 - INTERFACE LISSE
-
(OU "SANS FROTTEMENT") 7 (o}
Interface isotrope 2
4 Domaine de résistance convexe Figure 10 : Domaine de nésistance pour
défini par £(I) < O avec : L' internface Lisse.
(3.1} £(T) = sup {0, 7}
L4 Fonction
(M) =+ si U < 0
(3.2 a) n
a (V) =0 si U > 0

soit encore :
(3.2 b) (V) = Sup {— pun}

- p=0
3.3 - INTERFACE AVEC FROTTEMENT 4 tﬁ
A A A A A A A A A A e
“"DE TYPE TRESCA'", SANS RESISTANCE
A A A A A A A e
A LA TRACTION -

+ } >
\, / 4, o

T2

Interface isotrope

Figure 11 : Domaine de nésistance pour

¢ Domaine de résistance convexe L'interface avec frottement "de type
défini par £(T) < O avec : "Tresea”.
(3.3) £(I) = Sup {a, r - ki}

ki désigne la cission limite de 1'interface.
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¢ Fonctions 7 :

n
+

8
2]
H
fany
A
o

(V)
(3.4 a) - n
(V) i

]
ol
o=
2]
=
o
vV
o

soit encore :

(V) = Sup {- pU  + kU }

(3.4 b) >0

3.4 - INTERFACE AVEC FROTTEMENT

"DE .TYPE COULOMB"

el adeut

T2

Interface isotrope

Figwie 12 : Domaine de nésisfance pour

4 Domaine de résistance convexe L'interface avee grottement "de type
défini par £(T) < 0 avec : Coulomb" .
(3.3) £(T) =7 + 0 tg ¢;

0 désigne 1l'angle de frottement sec de 1'interface.

¢ Fonction ¢

() =+ si Uh< Ut tg(,a/é
(3.6 a) )

a(l) =0 si Un> Llt tg‘p,{:
soit encore :
(3.6 b) "W - sw {pU, tg v, - U}

p=>0
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3.5 - INTERFACE DITE "PARFAITEMENT RUGUEUSE"
R A A A AT niiins

Interface isotrope

¢ Domaine de résistance convexe, imposant uniquement que la contrainte nulle

normale soit compressive ; soit £(T) < 0 avec :

(3.7) £(I) = o

¢ Fonction 7

T(Y) =+ o si Un < | ;
(3.8 a)

n(V) =0 si Un = |V .
soit encore :
(3.5 b) (V) = Sup {pdzl - un)}

p=0

3.6 - INTERFACE A ADHERENCE TOTALE (OU "COLLEE?Y)

Interface isotrope

¢ Domaine de résistance convexe qui n'impose aucune condition & T ; soit

£(T) < 0 avec :

(3.9) £f(T) =-¢C

oii C est une constante strictement positive quelconque.

¢ TFonction 7

(3.70) (V) = +e .
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3.7 - REMARQUE SUR LE TRAITEMENT DE L'INTERFACE

DU POINT DE VUE GLOBAL

des capacités

{3.11)

{3.12)

{3.13)

(3.14)

lo

20

1°

20

Si 1'on considdre les conditions i prendre en compte, du point de vue

de résistance, en un point géométrique x de S :

On se référe pour l'@tat de contrainte dans le milieu (1), soit

1 . .  qs P
gf )(5), au domaine de résistance de ce milieu, défini par exemple

My

par la fonction f 3 . ) soit :
fDa; e May < 05
De méme dans le milieu (2), pour 1'état de contrainte gfz)(§9

fPDa; 6Py < o)

Pour le vecteur contrainte T(x) sur 1'interface qui sera 1i& a

gfl)(§) et gfz)(z) par la condition d'équilibre :

on se référe au domaine de résistance dé 1l'interface défini par

fi(g 5 . ), soit :

f£,x3I@®) < 0.
Pour les vitesses :

on aura 3 considérer dans le milieu (1) le tenseur vitesse de défor-

. 1 U . .
mation gf )(5) et 3 utiliser, en ce qui le concerne, la fonction

w(‘)(g ; . ) correspondant 3 ce milieu ;

de méme dans le milieu (2) avec g}z)(E) et ﬁ(Z)(E $ < ) 3
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3° quant 3 la discontinuité de vitesse :

* au franchissement d'une surface X différente de S en x la
discontinuité sera nécessairement situde soit dans le milieu (1)

soit dans le milieu (2) et prise en compte avec la fonction 7 corres-
pondante : n(l)(z, E(l)(i) : z(l)(z)) si V(x), not&e alors
V@ est dams le mitieu (1, v 1P, 1P ; VD) i

V(x) est dans le milieu (2).

» au franchissement d'une surface X confondue avec S en x, trois
discontinuités de vitesse devront &tre considérées situes respecti-

vement dans le milieu (1), dans 1'interface et dans le milieu (2) :
!(1)(§), _!(L)(E),_!(z)(z), dont la somme constitue la discontinuité
totale :

V@ = V@ + YD e + 1Py

et 1'on aura alors :

P(v) =I {ﬂ(])(gg,' 2@ 5 VP @+ 1@, nw ;3 ¥ @)
S

e 1P (e, e ; 2‘2)@)} as



106

4 - MILIEUX CONTINUS GENERALISES UNIDIMENSIONNELS

4.1 - NOTATIONS

il s’

agit de milieux curvilignes (barres, poutres, arcs), avec les

notations suivantes :

4 : abscisse curviligne sur la courbe définissant le milieu
N(s) : effort normal sur la section d'abscisse 4
G(A) : composante tangentielle de la vitesse du point
d'abscisse 4
€(8) = du/ds :vitesse d'extension & 1'abscisse 4
0 = [u@)] = u@%)y - 4(87) : discontinuité de ua
1'abscisse 4
c(s) : couple de torsion sur la section d'abscisse 4
&(A) : composante tangentielle de la vitesse de rotation
de la section d'abscisse 4
J(s) = do/ds : vitesse de torsion
¥4 = [a®)] = &(A+) - 6(87) : discontinuité de o a
1'abscisse 4
Pour une section possédant deux axes de symdtrie rectangulaires :
M(8) : valeur algébrique du moment fléchissant supposé porté par
1'un de ces axes
&(A) : composante de la vitesse de rotation de la section sur
le méme axe
i(é) = dé/db : vitesse de courbure a 1'abscisse 4
§8) = [0 = 66" - G(7) : discontinuité de
& l'abscisse 4 .
M(s)
f C(s) .
Figune 13 :
—— 4 N(s) Milieu curviligne :

s~ s st noiations.
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4.2 - SECTION EN TRACTION-

~~

COMPRESSION (SYSTEMES RETICULES)

o~~~

R EEE—— = e B
~Ng 0 No N

Figure 14 : Section en traction-
compression : domaine de nésistance.

-~

¢ Contrainte généralisée 3 une seule composante :

Me
.

z
Vitesse de déformation généralisée : A =

¢ Domaine de résistance dé&fini par f(N) < 0, avec :

(4.1) f(N) = Sup {N - No’ -N - N;}

No et —N; désignent, respectivement, les limites de résistance

de la section en traction et en compression (figure 14).

¢ Fonctions =«

(4.2) 7€) = Sup {éNo, -eN! }
Et :
(4.3) 7 @) = Sq){ﬁNo,—ﬁNé}

¢ Expression de "P(w)" :

(4.4) "W = 2@ = [ als; E@las + als 5 D@
£
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4.3 - SECTION EN FLEXION

o~~~

¢ Avec les hypothé@ses mentionnées au § 4.1, contrainte généralisée i une seule

composante : X = M ; vitesse de déformation généralisée : A =¥ .

¢ Domaine de résistance défini par f(M) < 0, avec :

(4.5) £fM) = Sup{ M~-m, -M-m' }

m et -m' désignent respectivement les limites de résistance en

flexions positive et négative.

¢ Fonctions 7 :

(4.6) ' T(X) = Sup{im, —im'}
Et :
(4.7) @) = Sup{ im, - ém-}

¢ “Expression de "P(w)"

(4.8) "PW)" = P(@) Im; fonas + Inls; 5 6]

a 4

,\‘.'
I

Figure 15 : Poutrne en glexion.
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4.4 - SECTION EN TORSION

¢ Contrainte généralisée 3 une seule composante : Z = C

Vitesse de déformation généralisée t A= ¢,

¢ Domaine de résistance défini par £(C) < 0, avec :

{4.9) £(C) = Sup {c - C. ~C - co}

C0 désigne la limite de résistance en torsion (en module).

¢ Fonctions 7 :

(4.10) 7 () = Sup {JICO, - J/Co}
Et :
(4.11) 7 (%) = Sup {\ifco, -\i:co }

Expression de "P(v)"

(4.12) "P(v)" = P(&) = Jﬂ[é s 9(a)1as + Jals; 5 ¥ )
£
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4.5 - SECTION RECTANGULAIRE N/Nn

EN FLEXION DEVIEE 1

s

¢ Avec les hypothéses mentionnées au

o (7
§ 4.1, contrainte généralisée 3 deux M/m
composantes : Z = (N, M) ; vitesse de

déformation généralisée : A = (é, X)

¢ Domaine de résistance convexe défini  Figure 16 : Section rectangulaire :
par f(N, M) < 0, avec : domaine de nésistance en §Lexion déviée.

(4.13) £(N, M) = ‘%

N 2
+ (ﬁ—.) -1
o

m et No sont respectivement les limites de résistance en flexion et en traction-

compression (le matériau constitutif de la section &tant supposé homogéne et régi

par les crit&res de von Mises ou de Tresca par exemple).

4 Fonctions =w :

L. 4mxP + (N_eP N €
n(e, x) = ——.-o_,si o‘ <1
4|mx | 2mx
(4.14)
L] L] N 8
7(€, Xx) = N |e] , si o > 1
o .
2mx
Et
4mb’ + (N 0)2 N O
. o . (o]
"(U’ é) = — s1 [——; < 1 H
4|mb | 2m6
(4.15) )
. . NTU
7@, 6) = N |O| , si || 21
° 2m6

4 Expression de "P(v)" :

"p(v)" = P(u, ©) = J n[s; £(8), x(8)] a4

(4.16) . .
+Imle; 506, 06)]
i
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4.6 - SECTION "I" IDEALE (AME

EVANESCENTE) EN FLEXION DEVIEE

? e/ho
1
¢ Le moment de flexion est é&videmment 1 Nf:

. m
supposé porté par l'axe de symétrie //,
paralléle aux membrures. Contrainte
généralisée 3 deux composantes :

Z = (N, M) ; vitesse de déformation
généralisée : A = (é, i).
¢ Domaine de résistance convexe Figure 17 : Section "I'" idéale : domaine
défini par £(N, M) < 0, avec : de nésistance en glexion déviée.
_ M N
(4.17) f(N, M) = lm + ﬁ; 1

m et N ayant les mémes significations qu'au § 4.5.

¢ Fonctions 7

(4.18) r@ 0 = sup {N,[E1, mlil}
Et :
(4.19) x @, 6) = sup { N 181 m|5|}

¢ Expression de P(v) : clest (4.16}).
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4.7 - SECTION "DOUBLE-TE" A PAROIS
A A e

MINCES EN FLEXION DEVIEE n
NP VP VPV VPV

¢ Le moment est supposé portd par 1'axe
de symétrie parall&le aux membrures.
Contrainte généralisée i deux compo-

santes : £ = (N, M) ; vitesse de

déformation géndralisée : T = (g, Xx).

¢ Domaine de résistance convexe défini Figure 18 : Section "double-18" & parocis
par f(N, M) < 0, avec : minces : domaine de nésistance en §lexion
dévide.

M| - m N 2
ﬂmM)=————4-(—)-1,siw<|m<m
m'

n
(4.20) m-
IN| - n M| - m'
£(N, M)=2 + , si M| < m'.
n m - m'

m est la limite de résistance en flexion pure ; la limite de résis-
tance en traction-compression (en module) est No : No =nCm - m')/2(m - m").
n représente la part relative i 1'adme dans No et m' représente la part relative

aux membrures dans m (figure 18).

¢ Fonctions 7

. . n(2m - m')? x2 + (m - m')(Noé)2
m(e, X) = -
(2m - w")? x|
N E
si ————9————: < 13
(2m - m')x
(4.21) L. .
1(g, X) = N°|e|
N €
si ————fl——~—: = 1
(2m - m')x
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avec :
(4.22) N, = n(2m ~ m')/2(m - m")
. m2m - 02 2 + @ - n') (N _0)?
n(@, 0) = - 2
@n - mn') |6
LR
si —_— ] < 1
(m - m")d
(4.23) . .
a (@, §) = |0
N G
s |—o | s
(2m - m')d

¢ Expression de "P(v)" : c'est (4.76).
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4.8 - SECTION TUBULAIRE MINCE EN TORSION ET TRACTION

(N, C) ;
&, M

¢ Contrainte généralisée 3 deux composantes : Z

vitesse de déformation généralisée : A

¢ Domaine de résistance convexe défini par f(N, C) < 0, avec :

(4.24) £(N, C) = (ﬁl)z + (él)z- 1

No est la limite de résistance en traction-compression et Co la
limite en torsion pour une section constitue d'un matériau homogéne régi par les

critéres de Tresca et de von Mises.

¢ TFonctions 7 :

(4.25) m(e, ) = /N2 € + 2§
Et :

o3 = 2 2 2 2
(4.26) (U, ¥ =/ N2 0%+ C_ ¥

Expression de "P(v)" :

"P(v)" = P(u, &) = j a[4; €(8), ¥(s)]ds
(4.27)
+ ) "[AL; 6(51), i(éi)] .
i

* REMARQUE

Pour d'autres formes de section (section circulaire, rectangle mince)
on adopte aussi la formule (4.24) comme une expression approchée du critdre de

résistance (cf. Courbon, 1965).
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4.9 - SECTION TUBULAIRE MINCE EN FLEXION-TORSION

¢ Contrainte généralisée i deux composantes : £ = (M, C)

G, W) .

]

vitesse de déformation généralisée s A

¢ Domaine de résistance convexe représenté par f(M, C) < 0, avec de facon

approchée (cf Courbon, 1965)

(4.28) £QM, C) =( % )2 + (Gi)z -1
[o}

m et C° sont les moments limites de résistance en flexion et en
torsion pures, le matériau constituant la section &étant supposé homogéne et régi

par le critére de von Mises.

¢ Fonctions 7 :

(4.29) m, ¥) = /m® X2+ c2 {2

Et :

/w242 ¥

{4.30) 7@, ¥

¢ Expression de "P(v)"

"P(W)" = P(@, @) = | #[s; x(4), ¥(4)] ds

Sy

{4.31)

+

Z’w[fsi;éu&»), bl .
L

* REMARQUE

On adopte aussi (4.28) comme une expression approchée du critdre de

-

résistance pour d'autres formes de sections soumises 3 ce type de sollicitationms.
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5 - MILIEUX CONTINUS GENERALISES BIDIMENSIONNELS

5.1 - NOTATIONS

~~

On étudie des plaques et des dalles minces modélisées comme des

milieux continus généralisés bidimensionnels plans. Les notations sont les suivantes:

0x, Oy : axes rectangulaires

X : point courant du milieu continu généralisé
M(x) : tenseur des moments de flexion au point X (tenseur symétri-
que), de composantes Mij (figure 19)
Ml’ M2 : valeurs principales de M
w(x) : vitesse de fléche au point X , suivant Oz
o) ¢ grad w(®)
(g—::—, g—;—) dans les axes (0xy)
i (_ﬁ) : tenseur symétrique des vitesses de courbure en X, de
fomposantes )ELJ ans les axes (Oxy) la matrice de
X est:
o2y 32w
A x2 dy
£ = 1az w
axdy dy?

En coordonnées polaires (r, @)

32w 13% 1 aw
A ar? rdrdd r? 20
N (O S NI VA

r drdd r? 90 ror r? 862

)21, )22 : valeurs principales de _i__

[é(_}g)]l = é(z) x) - é(l)(z) : discontinuité de é au franchissement
de la ligne de discontinuité L au point X de normale
n(x). Elle ne peut étre guelcongue ; d'aprés les relations
de Hadamard on a nécessairement :

[0@)] = 6 nx)

correspondant au vecteur rotation 6 (x) = 0t(x)
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> (1'\",[ M"W'yx/ s

e

X

4

Figure 19 : Milieu continu généralisé bidimensionnel plan :
notations.

"P(W)" = P(w) = J x5 x(@las + J [x 5 6 (old
S L
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5.2 - PLAQUE "de VON MISES"

Milieu continu généralisé isotrope.

¢ Domaine de résistance convexe défini par £(M) < 0, avec :

(5.’ a) f(_t_i) = M% + Mi - MMy, - % m?
soit encore :

: - M2 2 _ 2 _3 2
(5.1 b) £(M) Mg P My ~M M+ M -Fm

m est le "moment" limite de résistance.

¢ Fonctions 7 :

(5.2 a) T =u /X2 + X2+ XiKo

soit encore :

(5.2 b) TQ) = m V/xix + x;y + xiy * XX gy
Et :
(5.3} 7(6) = m I5|

Figuwre 20 : Plaque "de von Mises" ; domaine de nésistance :

a) En axes principaux
b) En axes M__, s, V2M_ :ellipsoide de révolution
xx’ yy Xy
autour de l'axe (1,1,0).
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5.3 - PLAQUE "de TRESCA"

Milieu continu généralisé isotrope.

¢ Domaine de résistance convexe défini par f(M) < 0 avec :

(5.4) £Q) = Sup {IM/;I’ e, - MJ.I} w

454

m est le "moment” limite de résistance.

¢ TFonctions 7 :

{5.5) Q) =m . ?u? {Ixi|, lxi + le}
4,4
Et :
(5.6) @) =m 18]
AMy
— m.m )
, .
M,

N2 Mx

Figure 21 : Plaque "de Tresca" ; domaine de nésistance :

a) en axes principaux

b) enaxes M, M , v2M :cylindre et cBnes de révo-
xx’ Tyy Xy

lution autour de l'axe (1,1,0).
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5.4 - DALLE "de JOHANSEN" ISOTROPE

o~~~

Milieu continu généralisé isotrope

¢ Domaine de résistance convexe défini par f(M) < 0, avec :

(5.7) £Q) = Sup {M'é -m, - M, - m'}
£

m et m' sont respectivement les "moments" limites de résistance

en flexions positive et négative.

¢ TFonctions n :

{5.8) rr(i) = Sup {mi,, - m')zl} + Sup { mX2, - m')zz}
Et :
{5.9) r(@) = Sup { mé, - m'é}

AM2

-}

Figure 22 : Datle "de Johansen" isotrope ; domaine de
nesistance :
a) en axes principaux
b) en axes M__, M, V2M :deux cOnes de révolution
XX° ¥y Xy
autour de (1,1,0).



chapitre 111

analyse limite



123

1 - INTRODUCTION

La théorie du calcul 3 la rupture a permis de dégager la notion de
chargement potentiellement supportable par un syst&me dans une géométrie donnée,
3 partir de la seule connaissance du domaine de ré@sistance qui y définit en cha-
que point les contraintes admissibles par 1'élément de matiére. Deux méthodes
d'approche ont &té mises en &vidence pour déterminer 1'ensemble des chargements

-

potentiellement supportables, qui font appel soit 3 des champs de contrainte,

soit 3 des champs de vitesse par dualisation du probléme au moyen du principe

des puissances virtuelles.

Comme on y a insist&, le ré&sultat ainsi obtenu est le meilleur pos-—
sible & partir de l'information fragmentaire utilisée au niveau de 1'élément de
matigre. Il n'est toutefois que partiel : ainsi, en reprenant les notations du
chapitre I et en désignént par G(x) le domaine de résistance du mat&riau au

point x et par K 1l'ensemble des chargements potentiellement supportables on a:

¢ localement (élément de matiére)
0(x) € G(x) <> 0(x) est supporté par 1'élément de

(1.1) matiére en x.

¢ pour le systéme

Q € K <z Q est supporté par le systéme dans

la géométrie donnée.

Il est nécessaire, pour pouvoir préciser la signification de K, de disposer
d'informations complémentaires sur le comportement du matériau : quelle est la
signification physique du domaine de r&sistance, comment se déforme le matériau

4 1'intérieur de ce domaine et sur sa fronti&re ?

La théorie classique des charges limites qui constitue l'objet es-
sentiel du présent chapitre compléte les résultats de la théorie du calcul 3 la
rupture dans 1'hypoth&se oit le comportement du matériau constitutif est défini
par le mod&le lindairement élastique et parfaitement plastique obéissant au
principe du travail plastique maximal. Dans ce cas le domaine de ré&sistance G(x)

n'est autre que le convexe de plasticité du matériau : C(x) ; on connalit alors

N
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la signification physique du critére de résistance : il limite 1'&tat de contrain-
te vis-8-vis de la plasticité, c'est-d-dire de la rupture ductile ; et aussi on
connait compl&tement la relation de comportement du matériau. Faisant le lien en-
tre les r&sultats disponibles énoncés par ailleurs relatifs aux problémes d'&lasto-
plasticité et la théorie du calcul & la rupture, on dégagera pour les chargements
extrémes, pour le domaine convexe K, pour les méthodes d'approche de ce convexe,et

pour le coefficient de rupture, des significations et interprétations nouvelles.

On tentera ensuite de définir le concept de ruine plastique d'une
structure en g€ométrie initiale, &voqué par ailleurs & propos des problémes
d'élasto-plasticité [cf. (Salengon et Halphen, 1981)] ; si 1'on peut partir d'une
id&e simple qui tire ses origines dans le comportement des structures réticulées
ou a barrés fléchies, on verra par contre que sa généralisation, notamment pour
les systemes dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel, n'est pas tou~
jours possible. C'est & ce propos que 1l'on utilisera le moddle de comportement
rigide parfaitement plastique et que l'on introduira, en raisonnant sur le systéme
rigide parfaitement plastique associ& au syst@me initial, le concept d'écoulemenq
plastique libre et de chargement correspondant. Les propridtés des chargements
d'&coulement plastique libre seront examinées dans le cadre des hypothéses initia-
les sur le comportement plastique du matériau (principe du travail plastique maxi-
mal) ; puis on sortira de ces hypothéses pour présenter les théorsmes de Drucker,
Radenkovic, Palmer, établis pour les matériaux parfaitement plastiques 3 domaine
de plasticit& convexe et dont la r&gle d'&coulement dérive d'un potentiel diffé-
rent du critére ; les applications essentielles de ces th&or&mes concernant les
interfaces et les sols de Coulomb avec la rdgle d'écoulement proposée par Brinch
Hansen (1953).

Enfin, une &tude particulidre traitera de 1'application de la théorie
de 1'analyse limite aux problZmes de formage des métaux, évoquant notamment cer-—

taines méthodes heuristiques auxquelles il est fait appel dans ce domaine.
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2 - CHARGEMENT LIMITE D'UN SYSTEME ELASTO-PLASTIQUE
EN GEOMETRIE INITIALE

2.1 = COMPORTEMENT D'UN SYSTEME EN MATERIAU ELASTIQUE

SIS

ET PARFAITEMENT PLASTIQUE OBEISSANT AU PRINCIPE DU TRAVAIL

PR

PLASTIQUE MAXIMAL

On étudie, dans 1'hypoth&se de la géométrie invariable, le comportement
dans un mode de chargement dépendant de n paramétres Qj d'un sytéme de volume
V en matériau linéairement &lastique et parfaitement plastique ob&issant au prin-
cipe du travail plastique maximal (P.T.P.M.). C(x) d&signe le convexe d'élasticité

du matériau au point x .

On &tablit dans 1'étude des problémes d'élasto-plasticité [ cf.
(Salengon et Halphen, 1981)], le ré&sultat essentiel suivant (') :
si 1'on considé@re un trajet de chargement 3 partir d'un &tat initial donnd, la solu-
tion du probléme d'évolution que constitue la détermination de 1'état de ce systéme
d chaque instant (temps cinématique), existe tant que 1'ensemble L_l(g) NH est
d'intérieur non vide dans L_l(g). Ceci montre, d'aprés la définition et le mode de

construction de 1l'ensemble K des chargements potentiellement supportables

K = L(H)
(2.1) 1
H = {g_ | g S.A. dans le mode et g(x) € C(x),¥ x € VI

que 1'état du systéme est déterminé tant que le trajet de chargement reste inté&rieur

a K.

(') On reprend ici les notations du chapitre I "Théorie du Calcul & la rupture” ;
on rappelle que L désigne la correspondance lindaire qui & 0, champ de contrainte

statiquement admissible (S.A.) dans le mode de chargement, associe le chargement
qu'il éguilibre.
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D'autre part la définition de K montre aussi que le trajet de charge-
ment ne saurait &tre poursuivi 3 1l'extérieur de K en respectant 3 la fois 1'équi-
libre quasi-statique du syst&me sous le chargement imposé et les capacités de résis-

tance limit&es ici par le critére de plasticité du matériau, C(x).

P - o .o s .
Ainsi il apparait que le chargement extréme Q situé 3 1'intersection
du trajet de charge imposé et de la frontidre du convexe K (!) joue le réle de char-
gement limite sur ce trajet (figure 1) ; méme s'il n'est pas possible de décider du

- + : B
comportement du systéme sous Q 1lui-méme, on sait que :

. ~ P . +
a) le trajet de chargement ne peut &tre poursuivi au-deld de Q

b) jusqu'a QT la réponse du systéme Elasto-plastique est bien

déterminée.

En conséquence, pour les syst@mes satisfaisant les hypoth&ses ci-dessus,

les chargements extré@mes seront appelds chargements limites.

uk A g+" ,
Figure 1 :
(____ . Trafet de chargement et chargement
> Limite.

Q;

Il convient de rappeler que 1'étude,et le théoréme d'existence et
d'unicité auquel il est fait appel,supposent que la géométrie peut, tout au long du
trajet de chargement, &tre confondue avec la géométrie initiale ; cette hypoth&se
devra 8tre vérifiée dans chaque cas : dans 1'éventualité contraire, 1'interpré-
tation des chargements extrémes comme chargements limites s'en trouverait &videmment

modifiée.

K est convexe puisque G(x) = C(x) est convexe d'aprés le principe du travail

M

plastique maximal, supposé vérifié par hypothése.
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2.2 - PROPRIETES DES CHARGEMENTS LIMITES

P T e e e e e e T e ]

Sous réserve que les hypoth&ses nécessaires 3 la validité du théoréme
d'existence et d'unicité utilisé ci-dessus demeurent satisfaites tout au long du
trajet de chargement, il ré&sulte de l'identité entre chargements extrémes et charge-

ments limites que :

1° le chargement limite sur un trajet de chargement est indépendant des
contraintes initiales ;

2° il est indépendant du trajet, en ce sens qu'un chargement extréme est
chargement limite pour tous les trajets de chargement intérieurs 3 K
qui y aboutissent ;

3° il est indépendant des caractéristiques élastiques linéaires du matériau
constitutif ;

4° de plus, sa détermination peut donc &tre faite directement, par appli-
cation des méthodes énoncées en théorie du Calcul i la rupture, c'est-—
3-dire sans nécessiter la résolution du probléme d'élasto—plasticité

pas-a-pas au long du trajet de chargement # partir de 1'état initial

connu.
On résume parfois les résultats ci-dessus en disant qu'il y a unicité

des chargements limites (Mandel, 1966).

2.3 - NOUVELLE INTERPRETATION DU DOMAINE K

A~

Dans la théorie du Calcul 3 la rupture le domaine K est apparu comme
le domaine des chargements potentiellement supportables par le systéme sans qu'il
fdt possible, on 1'a rappel& plus haut, d'aller au-deld de cette signification. Compte
tenu des résultats &noncés au § 2.1, en s'appuyant sur le théorZme d'existence de la
solution du probléme d'élasto-plasticité, on voit que sous réserve que les hypothéses
nécessaires 3 la validité de ce théor&me soient satisfaites, tout chargement inté&rieur
a4 K sera effectivement supporté par le systdme quel que soit le trajet de charge-
ment intérieur & K suivi pour l'atteindre, et quelles que soient les propriétés

€lastiques (linéaires) du matériau constitutif.
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K peut donc, dans ce cas, &tre qualifié de domaine des chargements "stables" pour
le systéme, ou encore domaine de sécurité du systéme. Il conviendrait de préciser
ici, puisque la seule limitation introduite sur les capacités de résistance du
matériau constitutif correspond 3 la plastification, que cette terminologie de
"stabilit&" ne se référe qu'a la ruine plastique, notion sur laquelle on reviendra

par la suite.

On peut aussi dire que le principe du travail plastique maximal,
introduit au niveau du comportement du matériau, conduit i un "principe de bien-
veillance du syst@me", car celui-ci ira toujours "jusqu'au bout de ses possibilités"

du point de vue plastique.
Le schéma (7.7) se trouve maintenant complété :

¢ Jlocalement (élément de matiére)

o(x) € C(x) <> 0(x) est supporté par 1'élément de matiére en X
- - et le matériau est élastigue-parfaitement
plastique, de domaine d'élasticité C(x),
(2.2) obéissant au P.T.P.M. -

¢ pour le systéme

Q € K <= Q est supporté par le systéme en géométrie
initiale, du point de vue plastique.

2.4 - NOUVELLES INTERPRETATIONS DES APPROCHES DE K

e e o T e o LV S VPP U D R

2.4.1 - APPROCHE PAR L'INTERIEUR ; METHODE STATIQUE

La nouvelle signification prise par K permet d'énoncer la méthode
d'approche de K par 1'int&rieur au moyen de champs de contrainte sous la forme

suivante :

Méthode statique : Le systéme supportera, du point de vue plastique, tout chargement
tel que 1'on puisse trouver un champ de contrainte statiquement admissible et plas-
tiquement admissible (') qui 1'éguilibre.

Un tel chargement sera parfois appelé "plastiquement stable".

(}) c'est a dire respectant en tout point le critére de plasticité.
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2.4.2 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR ; METHODE CINEMATIQUE

L'approche de K par 1l'extérieur au moyen de champs de vitesse' pré-

sent&e dans la théorie du Calcul & la rupture nécessite, pour conduire i des

résultats non triviaux, que l'on considére des champs de vitesse v cinématique-

ment admissibles dans le mode de chargement, tels que

¢ il y ait déformation du syst@me vis-3-vis du mode de chargement imposé,

c'est 3 dire :
(2.3) ' aw) # 0

¢ la "puissance dissipable" P(v) soit finie :

(2.4) P(v) = J m[x 5 dx)] av + Jz [z, 0 5 [v@I] =< .
v

Cette deuxi®me condition signifie, comme on 1'a dit en théorie du Calcul

a4 la rupture,que :

a) nlx ; d(x)] doit &étre finie en tout point oil v est continu,
b) 7%, n(x) ; [v(x)]] doit &tre finie en tout point des surfaces de

discontinuité de vitesse, T .

Les conditions pour qu'il en soit ainsi ont été données au chapitre I

(§ 4.7) ;
al aux points oli v est continu la condition s'écrit :
3 o(x) tel que:

(2.5) fx;0®] = 0 (@(x) sur la frontidre de C(x))

“e

dx) € Rof[x 5 0x)] , X=>0

autrement dit ici, puisque le principe du travail plastique maximal est vérifis,
d(x) doit &tre un tenseur vitesse de déformation qui puisse &tre associd, par la
régle d'écoulement plastique du matériau constitutif, 3 un tenseur contrainte

9(x) 3 la limite d'&coulement : d(x) doit &tre plastiquement admissible.
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On voit que s'il en est ainsi,w[x ; d(x)] s'identifie 3 la

dissipation plastique par unité de volume en x pour d(x), soit :

(2.6) T (x5 d(x)]

Dix ; dx)] .
[ cf. (Salengon et Halphen, 1981)];

b) sur les surfaces de discontinuité de vitesse, £ , la condition
est obtenue en définissant le tenseur D[n(x) ; [v(x)}] comme on 1'a indiqué au
chapitre I (§ 4.5.2., formule 4.22) et en reprenant (2.5) ; en comparant avec
la définition du tenseur d  introduit lors de 1'&tude des discontinuité&s de

vitesse en &lasto-plasticit& (Salengon et Halphen, 1981) on constate que l'on a :

{2.7) g(g(g) H IIX(E)]I> = 2(3(5) H IIy_(g)]l) bs 3

il en résulte que la condition imposée pour que 7[x, n(x) ; ﬂzﬂg)]] soit finie
n'est autre que la condition imposée par la r&gle d'é@coulement plastique du maté-
riau 3 la discontinuité de vitesse ﬂzﬁg}ﬂ, qui doit ainsi &étre plastiquement
admissible ; alors, comme en a), 7[x, n(x) ; [v(x)]] s'identifie 3 la dissipation

plastique par unité de surface Z en x pour [v(x)] :

(2.8) 7:(5, n(x) ; Ey_(g:_)]l) = D(i’ n(x) ; |I3(§)]!) .

Ainsi P(v) , lorsqu’elle est finie, s'identifie & la puissance .
dissipée dans le champ de vitesse v, et l'on obtient une nouvelle interprétation

de 1'approche de K par l'extérieur au moyen de champs de vitesse :

Méthode cinématique : Tout chargement dont la puissance dans un champ de vitesse

A

cinématiquement et plastiquement admissible est supérieure a la puissance dissipée

ne sera pas supporté par le systéme.

2.4.3. REMARQUES

Les &noncé&s ci-dessus des deux méthodes ont un aspect trd@s intuitif.
Ce sont des énoncés de "bAtisseurs", confiants lorsqu'ils font des &quilibres
(méthode statique), méfiants lorsqu'ils imaginent des mécanismes (méthode cinéma-

tique).
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Mais il importe de bien voir que ces énoncés ont &té démontrés en
s'appuyant sur le principe du travail plastique maﬁimal. Sans cette hypothése la
méthode d'approche par 1'intérieur par les contraintes comserve bien son caractdre
de méthode statique intuitive explorant les chargements‘que 1'on peut équilibrer
par des champs de contraintes statiquement et plastiqueﬁent admissibles, mais on
n'est pas assuré que ces chargements seront stables ; quant a la méthode par les
vitesses, elle permet toujours de déterminer des chargements dont on est assuréd
qu'ils seront instables mais, les champs de vitesse utiles n'ont pas alors de
signification m8canique intuitive.

On pourrait d'autre part penser 3 utiliser les &noncés de méthodes
statique et cinématique ci-dessus hors de 1'hypoth&se du principe du travail plas-
tique maximal, par exemple dans le cas d'un critére convexe mais sans que la loi
d'écoulement plastique ne soit associde au critére par la régle de normalité : cela
ne présente aucune difficulté pour la méthode statique ; dans la méthode cinématique,

la puissance dissip8e serait calculée 3 partir de sa définition méme, c'est-i-dire :
[e@ @ . @ + | 2. 0@ . v e,
\' z

oli g(x) est défini 2 partir de _Q_p(_:g), ou’'de Ky_(gc_)]l et n(x), par inversion de la loi
d'écoulement plastique, ce qui peut parfois se faire sans ambiguité. On a montré,
sur des contre-exemples (Drucker, 1954 ; Salencgon, 1972 a) qu'une telle application
de ces &noncés, pouvait conduire i des résultats paradoxaux : un chargement "prouvé"
stable par la méthode statique, &tait "démontr&" instable par la méthode cinémati-
que ! Ceci montre donc que ces &noncés ne sont pas vrais dans tous les cas de régles

d'écoulement, mais leur condition ndcessaire de validitéd n'est pas connue.

2.5 - COEFFICIENT DE SECURITE D'UN OUVRAGE SOUS UN
e A A A e e A A i

CHARGEMENT DONNE VIS-A-VIS DE LA RUINE PLASTIQUE
e VPV VPV PRV VNI P P VYOV USSR

La théorie du Calcul 3 la rupture a permis de dégager la notion de
"coefficient de rupture" d'un ouvrage sous un chargement donné Q. On a alors insisté
sur le fait que la terminologie choisie voulait rappeler la signification méme du

coefficient, 3 savoir que seule 1'implication :

F(QQ < 1 =—> rupture certaine de 1'ouvrage sous

le chargement Q .
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gtait 8tablie, ceci ne correspondant pas aux propriétés 'naturellement" souhaitables

pour un coefficient de sécurité.

On voit maintenant avec la nouvelle signification prise par K que
le coefficient F(Q) prend alors celle d'un véritable coefficient de sé&curité puis-

que l'on a aussi :

F(Q > 1 =—> "stabilité" de 1'ouvrage assurée sous

Q du point de vue plastigue.

On remarque de plus que les approches de F(Q) par les contraintes et par les
vitesses peuvent recevoir, elles-aussi, de nouvelles interprétations homologues de

celles dégagées au § 2.4.
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3 - RUINE PLASTIQUE D'UN SYSTEME EN GEOMETRIE INITIALE

3.1 - EXEMPLE D'UNE STRUCTURE
A A A A A

Pour introduire le concept de ruine plastique d'un syst&me, nous
examinerons d'abord 1'exemple d'une structure 3 barres fldchies : il s'agit du
portique représenté sur la figure 2a, soumis 3 un mode de chargement 3 un paramé-
tre P, dont la réponse est &tudife dans un trajet de charge croissant 3 partir
de 1'état initial naturel ; le comportement en contrainte et déformation généra-
lisées 3 une composante (moment M ; courbure X) est modélisé selon le schéma &las-
tique lin&aire et parfaitement plastique (figure 2b) ; le probléme est traité dans
1'hypothése des changements de géométrie négligeables. (On remarque que le systé-
me ainsi &tudié vérifie toutes les hypothdses énoncées au § 2.1 pour la validité

du théoréme d'existence et d'unicité).

On se placera ici dans le cas oli le paramétre géométrique n= BC/AB
est égal 4 3 [la solution dans le cas général est disponible dans (Salengon et

Halphen, 1981)].

nh 5 M,
P D mp |---
B C P
0 -
h X
A E A
77 7777 Mp

Figure 2 : a) Pontique homogéne 3 fois hyperstatique soumis & un mode de
chargement a 1 parametre ;
b) Schéma de comportement : diagramme "moment-courbure” .

La réponse de la structure est représentée sur la figure 3 par 1le
diagramme (Q,q) oi Q=P et q= U, = vy (u2 = déplacement horizontal du point B,

vy déplacement vertical ascendant du point C) 5 on y met en é&vidence :
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¢ la limite d'élasticité initiale de la structure,
Pl = 1,2235 mp/h

¢ la phase élasto-plastique avec "ramollissement” graduel de la
structure par plastification d'un nombre croissant de sections

¢ la charge limite P, = 1,333 mp/h.

4

Celle-ci posséde les propriétés suivantes : le chargement de la structure est
possible jusqu'a P = P4 et les déformations sont bien déterminées ; le chargement
est impossible au-dela de P = P4 car il y a incompatibilité entre les &quations
d'équilibre statique et la condition IMI < mp ; la charge P4 étant atteinte, si
1'on maintient le chargement 3 cette valeur on constate qu'il y a possibilité d'une
croissance monotone de q. Cette possibilité d'évolution monotone des déplacements
sous charge constante P = P4 en géométrie supposée invariable est due & 1'exis-
tence sous la charge P = P4 d'un mécanisme purement plastique (figure 4) indéter-
miné par un facteur X non-négatif (puisque le mat@riau est parfaitement plastique)
qui vient se superposer aux déformations acquises en P = P4 a4 1'issue du trajet de
charge (figure 5) ; cela signifie que pour P = P4, il y a suffisamment de sections
plastifiées pour que des déformations purement plastiques non nulles dans ces sec-

tions soient géométriquement compatibles.

Pl. Figure 3 : Componrtement du
P2P3 portique, q = u, = vy,
diaghamme (Q, q).
P1 g Q, q
0 —

Figure 4 : Mécanisme
purement plastique de
dégormation du porntique.
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Figure 5 : Portique
dégonme pour P # P,
{es deplacements sont
fontement agrandis).

P/P,
.

On peut alors remarquer qu'en utilisant ce mécanisme dans 1'approche
par 1'extérieur de la théorie du Calcul 3 la rupture, on obtient &videmment pour
borne supérieure de la charge extréme de la structure la valeur exacte P4 (il

suffit d'appliquer le th&orZme des puissances virtuelles)

B

+ . . + 4 P
< > —_ < = == .
(3.1} 3hP A 4mp)\ avec A 0 > p T 5 -8,

3.2 - APPROCHE INTUITIVE DU CONCEPT DE RUINE PLASTIQUE
A A A I i

EN GEOMETRIE INITIALE

Le ré&sultat mis en &vidence sur la structure précédente, qui n'a
rien d'exceptionnel quand on se restreint & 1'étude des structures, conduit 3 un
concept de ruine plastique en géométrie initiale qui tente de répondre intuitivement
d la question suivante : dans 1'hypoth&se de la géométrie invariable, puisque le char-
gement du systéme est possible pour toute charge "inférieure surw trajet de chargement

donné i la charge limite de ce trajet, et impossible pour toute charge "supérieure",

quel phénoméne marque la charge limite ?

Généralisant la description précédente on &voque classiquement

(Mandel, 1966) au long d'un trajet de chargement d'un systéme :

¢ la phase élastique ol tous les &léments sont élastiques ;

¢ la phase élasto-plastique, 3 partir de 1'apparition des premidres
zones plastiques lorsque 1'on atteint la limite d'élasticité initiale du systéme,
au cours de laquelle il y a possibilité de déformations plastiques dans les zones
plastifies du syst@me mais qui restent contenues par le fait que les déformations
des zones Elastiques sont, elles, bien déterminées ; aucune différence si ce n'est
un "ramollissement’ du systéme, n'apparait pendant cette nouvelle phase de trajet

-~

de chargement par rapport & la précédente, quant i la réponse du systéme 3 la solli-
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citation qui lui est imposée (réponse q(t) a Q(t)) ;

¢ la fin de la phase &lasto-plastique marquée par le moment ou les
zones &lastiques ne suffisent plus & contenir les possibilités de déformations illi-
mitées des zones plastiques, en sorte que la réponse q du systéme 2 Q donné
devient alors indéterminde par un terme additif dépendant (au moins) d'un facteur
positif arbitraire non décroissant : ce qui sera défini comme le début de la ruine

plastique en géométrie initiale du systéme.

Si cette description se révéle valable pour les structures composées
d'un nombre fini d'éléments, divers exemples peuvent par contre &tre cités qui vien-
nent 1'infirmer dans le cas général : ainsi le probléme de la flexion simple d'une
poutre met en &évidence l'existence d'une charge limite mais qui apparait comme une
asymptote et ne correspond donc pas au concept de ruine plastique tel que décrit ci-

dessus.
On démontrera dans la suite (§ 4.5) les résultats suilvants :

pour un syst@me satisfaisant les conditions indiquées relatives au comportement du
matériau constitutif, en géométrie initiale, dans un mode de chargement & n

paramétres,

si Q est un chargement tel que
il existe un champ de contraintes ¢ statiquement admissible qui 1'&quilibre et
respecte le crit@re en tout point,
il existe un champ de vitesse v cinématiquement admissible associé 3 ¢ par la

régle d'écoulement (donc purement plastique), et tel que é(z) # 0,

1° alors Q est chargement extréme et on dira que v est un champ de

vitesse d'écoulement plastique libre et (@ , v) une solution compléte d'écoulement

plastique libre ; .

2° de plus tous les champs de contraintes statiquement admissibles
avec Q , coincident dans les zones déformées de toute solution compléte d'écoule-

ment plastique libre correspondant 3 ce chargement ; en particulier ils coincident

dans les zones déformées du champ v
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Il en découle alors 1'énoncé suivant :

Si le chargement extréme limitant 1'histoire de charge subie par
le systeme est associé comme ci-dessus & une solution d'écoulement plastique li-
bre, alors on peut affirmer que si ce chargement est effectivement atteint, il y
aura pour le systeme apparition de 1'dcoulement plastique libre en ce sens que :
sous ce chargement Q maintenu constant, le systéme pourra se déformer sans limi-
tation, le champ de vitesse sous chargement constant sera purement plastique et

sera arbitraire par au moins un facteur scalaire non négatif.

On retrouve bien alors le:concept de ruine plastique tel qu'&vo-

qué au § 3.2 et mis en &vidence au § 3.1.

I1 convient de remarquer que les deux conditions successives
indiquées dans 1'énoncé ne sont pas de simples clauses de style ; il existe en
effet des contre-exemples pour chacune d'elles :

le probléme de la flexion circulaire d'un cylindre &lasto-plas-

tique déjd &voqué donne 1'exemple d'un chargement extréme Q, associ& i une solu-

tion d'écoulement plastique libre, mais qui n'est jamais effectivement atteint H

le probléme de la capacité portante d'une fondation superficielle
sur un sol purement coh&rent dont la coh&sion, nulle en surface, croit linéaire-
ment avec la profondeur (Salengon, 1974), donne 1'exemple d'une chargement extré-

me qui n'est pas associé i une solution d'&coulement plastique libre.
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4 - CHARGEMENT D'ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE ; SYSTEME RIGIDE
PARFAITEMENT PLASTIQUE ASSOCIE A UN SYSTEME ELASTO-PLASTIQUE

4.1 - RETOUR SUR L'EXEMPLE DU § 3.1

Sur l'exemple du § 3.1, on a mis en &vidence qu'au moment ol la
charge P4 est atteinte, la solution du probléme d'é&volution &lasto—plastique devient
indéterminée du point de vue des déplacements par un mécanisme purement plastique
associé 3 la distribution de moments flé8chissants statiquement admissible &quili-

brant P4, trouvée dans cette é&volution.

Considérons le portique identique au précédent du point de vue de
la géométrie, soumis au méme mode de chargement, et constitué de poutres rigides
parfaitement plastiques de méme moment limite que le précédent c'est & dire pour
lesquelles le diagramme '"moment-courbure" est celui représenté a la figure 6 avec

possibilité de formation de rotules plastiques dans les sections plastifiées.

M,
Figure 6 : Poutrne nigide parngaitement

m — . ,
P plastique : diaghamme "moment-couwrbure” .

bl |

-mp

Pour ce portique la charge P4 apparait comme une charge poten-
tiellement supportable sous laquelle la déformation du portique est possible ; il

existe en effet une distribution de moments fléchissants (M) équilibrant P et

respectant le critére de plasticité&, 3 laquelle est associée, par le schéma ge com-
portement de la figure 6, une distribution de vitesses de courbure et de vitesses
de rotations de rotules (i, é) dans laquelle la puissance des forces extérieures
est non nulle : il suffit de prendre pour (M) la distribution trouvée au terme de
1'évolution du portique &lasto-plastique, et pour (i, 5) le mécanisme purement

plastique correspondant.
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Ce lien avec la structure rigide parfaitement plastique "associée"
apparait aussi lorsque l'on a appliqué la méthode d'approche par 1l'extérieur pour
+ o . , ,
démontrer que P4 =P, si 1'on se référe & la remarque faite in fine au § 4.7

du chapitre I "Théorie du Calcul 3 la rupture".

4.2 - SYSTEME RIGIDE PARFAITEMENT PLASTIQUE ASSOCIE A

UN SYSTEME ELASTIQUE PARFAITEMENT PLASTIQUE DONNE

De fagon générale nous introduirons le systéme (sr) rigide parfai-
tement plastique associé au systéme élastique parfaitement plastique (s), dé&fini
comme le systéme géométriquement identique 3 (s) et constitué du matériau

¢ identique en chaque point 3 celui de (s) du point de vue des

propriétés plastiques (critére de plasticité et r&gle d'&coulement

plastique) ;

¢ indéformable hormis plastiquement.
Ce systéme (sr) est soumis au méme processus de chargement que (s).
On peut &noncer immédiatement les résultats suivants :

1° (Sr) ne peut pas supporter un chargement Q extérieur 3 K ;

2° Les contraintes dans (sr) sous un chargement Q au cours d'une
histoire de charge donnée ne peuvent en général pas &tre compl&tement déterminées

(en conséquence du comportement "rigide') ;

3° 11 ne peut y avoir déformation de (Sr) que si 1l'on exerce un

chargement Q tel que :

30 € H en éguilibre ave& Q

{4.1)

v # 0 cinématiquement admissible, associé & g

par la régle d'écoulement

Il ne s'agit que de possibilité de déformation c'est 3 dire que l'on n'est pas

assuré qu'il y ait effectivement, et toujours déformation sous un tel Q .
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Une solution (¢, v) possédant les propriétés (4.7) sera appelée
" solution d'écoulement plastique libre (1) et le chargement Q correspondant

chargement -d'écoulement plastique libre pour (Sr)'

Ainsi pour 1'exemple ci-dessus P4 est une charge d'écoulement plas-
tique libre pour le portique rigide parfaitement-plastique associd, la solution
M, 5) correspondante, constituée de la distribution (M) trouvée au terme de 1'évo-
lution €lasto-plastique et du mécanisme purement plastique, &tant une solution

d'écoulement plastique libre.

4.3 - PROPRIETES DES CHARGEMENTS D'ECOULEMENT PLASTIQUE LIBRE

DANS L'HYPOTHESE DU PRINCIPE DU TRAVAIL PLASTIQUE MAXIMAL
B e e R LUV SV VUV VPV USSR

Soit alors Qp un chargement d'écoulement plastique libre pour
(sr) et soit (2, v) une solution d'é&coulement plastiqqg libre correspondante (par

définition il en existe au moins une), qui poss&de donc les propriétés (4.1).
On a évidemment 22 € K puisque ¢ € H

d'autre part en appliquant le principe des puissances virtuelles

‘aux champs ¢ et v il vient :

Jg__(x) : d(x)dv + J n®.0®. [vldz = q, . q(v)
v b

d'oli, compte tenu de (4.7) et par application de (2.4) et {2.§)
(4.2) P) =Q, . 4.

En rapprochant ces deux résultats on voit que gz est sur la

frontiére de K :

dans 1'hypothése du principe du travail plastique maximal les chargements d'écoule-

ment plastique libre pour (Sr) sont des chargements extrémes de (s) ;°

Q) Ou, pour plus de précision : solution compléte d'écoulement plastique libre, en
brolongeant la terminologie de Bishop (1953).
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de plus le plan d'équation :

Q.4 - P =0

est tangent en Qp 3 K ; q(v) est normale extérieure & K en Qy etona:

\Y%

Q-9 -aw > 0, VQ € K,

propriété appelée parfois "théor&me du travail maximal" (Mandel, 1966).

4.4 - "UNICITE" DES CHAMPS DE CONTRAINTE D'ECOULEMENT

PLASTIQUE LIBRE

Les théordmes "d'association" et d'unicité énoncés dans la théorie
du calcul 3 la rupture prennent une forme et une signification nouvelles compte -
tenu de ce que la ré&gle de normalité qui &tait apparue mathématiquement alors,

définit maintenant la r&gle d'écoulement plastique du matériau.

-

Théoreéme d'association :

Soit Q un chargement de K, &quilibré par ¢ € H ,

Soit v # 0 un champ cinématiquement admissible, et tel que

Q. q(v) - P(v) =0,

alors on peut affirmer que :

¢ Q est sur la frontidre de K, et éﬂz} v est normal extérieur 3 K,

¢ le champ v est plastiquement admissible,

¢ le champ statiquement et plastiquement admissible g et le champ
cinématiquement et plastiquement admissible v sont associés

par la ré&gle d'écoulement normale.

¢ (¢, v) constitue une solution complé&te d'écoulement plastique

libre pour (sr) et Q est chargement d'écoulement plastique libre pour (sr).
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Théoréme d’unicité :

Soit‘g2 un chargement d'écoulement plastique libre pour (Sr) :

il n'y a pas nécessairement unicité pour les champs ¢ € H et &quilibrant Qs
de méme il peut exister plusieurs champs v cinématiquement admissibles pour

1'8coulement plastique libre sous Q c'est-a-dire tels que :

24 - PW =

. . . ~
et il n'y a pas nécessairement unicité de gq(v) (figure 7) ; mais en appliquant a

ces champs le théor&me d'association on démontre que :

il y a unicité du champ de contrainte. dans la réunion des zones déformées de tous

les champs v M.

Figure 7 : PRusieurs q pour un

Le th&oréme peut aussi prendre maintenant une autre forme, en consi-

dérant non plus QQ mais la vitesse de déformation du systéme, é..

Soit g° une valeur donnée de la vitesse de déformation du systéme ;

1'écoulement plastique libre de (sr) sous la condition é_= q° peut se produire

selon diverses solutions compl&tes (champs 0, champs v), et &ventuellement pour

diverses valeurs de Q (figure 8) ; mais il y a unicité (}) des champs 0O de ces

diverses solutions dans la réunion de leurs zones déformées.

Remarquons que cette deuxiéme forme du résultat d'unicité n'a pas
€té énoncée pour le calcul 3 la rupture car elle ne présente &videmment que peu
d'intérét pratique lorsque la r&gle de normalité n'est que mathématique et ne

définit pas la loi d'écoulement plastique du matériau.

(}) Unicité sans condition supplémentaire si C(x) est strictement convexe. Si C(x)
n'est pas strictement convexe les conditions supplémentaires ont été évoqudes
au chapitre I "Théorie du Calcul & la rupture" avec en particulier les résul-
tats dus a Hill (1951) et a Mandel (1965).



143

Figure § :
Plusieuns Q powr un méme gq°

La démonstration en est aisée :

toute solution complé&te d'&coulement plastique libre telle que

é.= éf permet de définir i partir de son champ v un hyperplan d'appui de K,
d'équation :

Q.3 -P =0;

cette équation sera indépendante de la solution choisie car il s'agira toujours du
méme hyperplan de normale éf tangent & K ; et ‘elle sera vérifiée par tous les
chargements gQ pour lesquels il y a &coulement plastique libre dans la direction
‘o

q° ; alors par application du théoréme des puissances virtuelles, on pourra écrire

pour tout champ ¢ d'une solution compl&te d'écoulement plastique libre pour (sr)

correspondant & la vitesse de déformation éf, et pour tout champ v d'une autre

telle solution :
j o(®) ¢ d®)aV + J 1@®.0@. [v@] &= P
dont on déduit le résultat d'unicité comme précédemment.

En ce qui concerne les champs de vitesse des solutions d'écoule-
ment plastique libre, il n'y a &videmment aucun résultat d'unicité : pour un méme
chargement d'écoulement plastique libre les champs de vitesse . d'écoulement plas-

.
tique libre constituent un céne convexe. Il n'y a pas non plus unicité & g domné.
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5.5 - CONSEQUENCES POUR LES CHARGEMENTS LIMITES
R A A A P A At

Comme annoncé& au § 3.2, les résultats ci-dessus ont des conséquences

importantes en ce qui concerne les chargements limites.

Supposons en effet que le chargement limite QQ sur un trajet de
chargement pour (s), soit aussi un chargement d'écoulement plastique libre pour
(sr), c'est-3-dire qu'il existe une solution d'écoulement plastique libre corres-
pondante ; supposons de plus que ce chargement soit effectivement atteint lors-—
qu'on effectue un processus de charge pour (s) suivant ce trajet de chargement.
Alors il résulte des théordmes d'unicité et d'association, que le champ de
contraintes déterminé par la résolution élasto-plastique au loﬁg du trajet de charge
pour ce chargement 22 » coincide nécessairement avec celui de la solution d'&cou-
lement plastique libre dans les zones déformées de celle-ci (!), et qu'il est
associ par la r&gle d'écoulement plastique au champ de vitesse. de la solution

_ d'8coulement plastique libre.

En conséquence, lorsque sur le trajet de charge du systdme (s) on
atteindra la valeur_gg, le champ de déplacement pourra continuer 3 &voluer sous
charge constante : le champ de vitesse correspondant sera 1'un quelconque des

champs d'&coulement plastique libre appartenant au cOne convexe décrit plus haut et

ne sera donc, en particulier, pas déterminé du point de vue de son amplitude.

La réponse g du systéme (s) au chargement Q devient alors ind&-
terminée par (au moins) un terme additif dépendant d'un facteur positif arbitraire
non décroissant : c'est ainsi que nous avions tenté de définir le concept de

ruine plastique.

Comme indiqué au § 3.2, les deux hypothdses faites ci-dessus con-
cermant Q, sont importantes. Il n'y a pas toujours identité entre les concepts de
chargement 1imi£e et de chargement d'&coulement plastique libre, et de plus le
chargement limite ne peut pas toujours &tre effectivement atteint. Elles ont &té

implicitement admises par beaucoup d'auteurs qui, généralisant au milieu continu

M

Sous les conditions supplémentaires éventuelles déja indiquées.
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les résultats mis en &vidence sur les structures discrétes, considérent que 1'exis-
tence, sur tout trajet de chargement pour (s), d'un chargement pour lequel il y ait
poursuite de la déformation de (s) dans un champ de vitesse purement plastique

sous charge constante, est une question de pur bon sens (!) : les notions de char-
gements extrémes, chargements d'&coulement plastique libre pour (sr), chargements de

ruine plastique, sont alors confondues sous la dénomination de chargements limites.

Les études entreprises dans ce domaine ont permis de dégager des
hypothéses suffisantes pour pouvoir affirmer 1l'existence des chargements d'écoule-
4
ment plastique libre (Nayroles, 1972 ; Frémond et Friai, 1978}. En reprenant les

notations du chapitre I, cette existence est &quivalente aux deux propositions :

ke

K=K et I(g) = Min {P(!)|y_ C.A. avec }
v

4.6 - SIGNIFICATION DU MODELE DE COMPORTEMENT

B e e e e T e VT YV P D P P D O

RIGIDE PARFAITEMENT PLASTIQUE

Aprés avoir fait allusion au schéma de comportement rigide parfaite-
‘ment plastique au chapitre I (§ 4.7), en le traitant comme une "image" pour illustrer
le choix des champs de vitesse dans l'utilisation de 1'approche par 1'extérieur de la
théorie du calcul 3 la rupture, nous 1l'avons présenté et utilisé dans le présent cha-
pitre au § 4.2 a partir de 1l'exemple du § 4.1. On remarquera que la définition de ce
schéma est ici faite dans 1'absolu sans avoir recours au passage a la limite qui est
souvent présenté i partir du syst®me en matériau &lastique linaire parfaitement-
plastique (Drucker, Greenberg et Prager, 1951 ; Drucker, Prager et Greemberg, 1952 ;
Hill, 1952 ; Lee, 1952 ; Mandel, 1966). Les résultats qui ont ensuite &t& présentés
(§ 4.3 3 4.5) ont précisé la signification pratique de ce schéma qui, par nature,

ignore tout ce qui n'est pas plasticité dans le systéme initial.

(}) on vérifiera d'ailleurs aisément que, dans le cas d'un critére de plasticité
sans point singulier, il suffit qu'il y ait poursuite de la déformation sous

chargement constant pour pouvoir affirmer que le champ de vitesse correspon-
dant est purement plastique.
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On a ainsi mis en &vidence que dans l'hypothé&se ol la déformation
sous charge constante est possible pour (s) ~&coulement plastique libre pour (s)-
c'est & dire lorsqu'il y a existence de 1'écoulement plastique libre pour (Sr) et
possibilité pour le chargement correspondant d'étre effectivement atteint sur le
trajet de charge pour (s), il y a équivalence entre (Sr) et (s) du point de vue de
1'étude de la ruine plastique : ce sont les théor&mes d'unicit& pour les chargements

et pour les champs de contrainte .

En particulier, 1'équivalence vis-i-vis de 1'&tude de la ruine
plastique entre le rigide parfaitement plastique défini ex abrupto et les rigides
parfaitement-plastiques définis par passage 3 la limite, se trouve alors démontrée.
(Il est bon de remarquer en effet que la définition par passage a la limite conduit

3 autant de systémes (sr) que de syst@mes (s) différents les uns des autres au dé-

part en particulier par leurs propriétés &lastiques).
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5 - APPLICATION A L'ETUDE DES PROBLEMES DE MISE EN FORME DES METAUX

5.1 - POSITION DU PROBLEME

L'utilisation de la théorie de la plasticité pour l'analyse des
problémes de mise en forme des métaux est loin d'@tre une idée récente. Les problémes
classiques (tels que le poingonnement, 1'écrasement, etc.) ont &té &tudiés par les
grands auteurs, et on peut dire que 1l'ouvrage de Hill (1950), qui est en grande
partie 3 1l'origine de la formulation actuelle de la théorie de la plasticité, est
issu des travaux nombreux de son auteur dans le domaine des procédés de formage des

métaux.

_ Le but de l'analyse d'un probléme de mise en forme est, en régle
générale, double : d'une part déterminer de fagon plus ou moins exacte les efforts
nécessaires 3 la mise en oeuvre du procédé, d'autre part tenter de comprendre le
déroulement méme du procédé de fagon "intime". Il est clair que sur le premier point,
les théorémes de l'analyse limite permettront, sous certaines hypothé&ses, d'obtenir
une réponse. Par contre, on verra dans la suite que les réponses susceptibles d'étre

obtenues sur le second point n'ont qu'un caract@re heuristique.

5.2 - DETERMINATION DES EFFORTS

Le matériau constituant le systéme &€tudié est en général modélisé
en ce qui concerne son comportement plastique, comme un matériau de von Mises
(critére de von Mises et régle d'écoulement normale associée) ; les conditions aux
interfaces sont en général du type "frottement de Tresca" appelé aussi frottement de
couche : cet interface a &té présenté au chapitre II (§ 3.3) en ce qui concerne son
critére de résistance, qui est convexe, il est de plus '"standard" pour ce qui est
de sa régle d'écoulement (cf § 6.4.3.). Le principe du travail plastique maximal est

ainsi satisfait en tout point du systéme.
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En faisant 1'hypoth&se que le matériau n'est pas écrouissable on
obtient par application directe des méthodes statique et cinématique de 1'analyse
limite des approximations par défaut et par excds des efforts nécessaires 3 la mise
en oeuvre du procédé. Bien que 1'hypothése de parfaite plasticité ne soit
qu'exceptionnellement réalisée, cette méthode d'étude conduit souvent i des ré&sul-
tats trés intéressants. Des améliorations ont &té envisagées pour tenter, 3 partir
d'un premier calcul de ce type, d'effectuer des itérations permettant de prendre
en compte 1'&crouissage d'une certaine manigre : les résultats obtenus par ces
variantes n'ont, au plus, qu'une valeur qualitative car il se pose 3 leur sujet les

questions qui seront &voquées au § 5.3.

Les procédés sont le plus souvent étudiés en régime stationnaire
et donc dans une géométrie invariable (probléme de filage ou d'extrusion par
exemple) ; on pourra aussi &tre intéressé 3 suivre le procédé tout au long, ce qui
se fera pas i pas sur la succession des géométries depuis la pi&ce dans sa forme

initiale jusqu'a la forme achevée.

On utilise couramment la méthode cinématique, en imaginant des
modes de déformation plastique possibles pour le procédé. Ces modes de déformation

seront par exemple, dans le cas d'un probléme de déformation plane :

--des mécanismes par blocs indéformables ol la déformation du systéme provient des

discontinuités de vitesse (glissement) entre les blocs,

- des champs de vitesse construits par assemblage de blocs se déformant de fagon
simple : blocs de Kudo (1960, 1961), utilisds par exemple par Oudin et Ravalard
(1978),

- des champs de vitesse construits par la méthode dite "des lignes de glissement”

- des champs de vitesse obtenus analytiquement ou construits numériquement par la
méthode des &léments finis, respectant 1'invariance du volume.

Pour les problémes axisymétriques la gamme est 3 peu prés identique : blocs de
Kudo, lignes de glissement (}), champs analytiques (Shield, Avitzur), champs
obtenus par les &léments finis. On se reportera par exemple & (Delbecq et col.,
1977 ; Frémond, Pecker et Salengon, 1974 ; Johnson et Kudo, 1962 ; Kobayashi, 1965 ;
Salengon, 1975 ; etc.).

(1) Le champ de vitesse construit par la méthode "des lignes de glissement" axisy-
métrigue, pour le matériau de Tresca dans 1'hypothése de Haar-Karman, est évi-
demment valable pour le matériau de von Mises.
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5.3 - PROBLEME DE CONVERGENCE

L'information obtenue quant aux efforts, par l'utilisation classi-
que de la mé&thode cinématique se révéle souvent intéressante mais, comme on 1'a dit,
le probléme posé dans 1'étude du procédé de formage vise souvent 3 la compréhension
méme du procédé du point de vue "intime", le but &tant par exemple de d&terminer la
cause d'apparition de certains défauts dans les pidces produites. On fait alors une
utilisation purement heuristique de la méthode cinématique qui, sous le nom de
"méthode de la borne supérieure”, peut se résumer de la facon suivante (Baqué et
col., 1973 ) :

Parmi les modes de déformation plastique possibles que 1l'on a
imaginés pour le procédé, celui gui donne la plus petite valeur & la puissance
dissipée, est celui qui représente le mieux ce procédé de mise en ferme.

I1 est clair que cette interprétation de la méthode cinématique ne
découle pas des résultats qui ont été &tablis jusqu'ici. Elle suppose &videmment
que le processus de mise en forme résulte de 1'apparition de 1'écoulement plastique
libre dans le systéme en matériau élasto-plastique : c'est 1'hypothése d'existence
de 1'écoulement plastique libre pour (s) &voquée au § 4.6 et qui sera ici considé-
rée comme une "évidence physique". Mais de plus elle sous-entend, pour le systéme
(Sr)’ une idée de convergence des solutions cinématiques vers la solution "exacte"
au fur et 3 mesure que la puissance dissipée décroit, éApropos de laquelle rien
n'a été démontré jusqu'a ce jour. De plus, il est &vident qu'un th&orime mathéma-
tique de convergence ne serait certainement pas applicable au niveau du choix entre

quelques modes de déformation.
Le probléme ainsi posé n'est en tout cas pas sans intérét :

d'abord parce que, méme s'il est facile de fournir des contre-exemples a la
"méthode de la bornme supdrieure", on doit remarquer que 1'utilisation qui en a &té
faite pratiquement s'est, en général, révélée fructueuse ;

ensuite parce que l'utilisation de la méthode des &léments finis améne 3 choisir

parmi des modes de déformation qui dépendent d'un grand nombre de paramdtres ;
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enfin parce que cette question a une portée plus vaste que le domaine des problémes
de formage des métaux et alliages : il est 3 remarquer en effet que les ingénieurs
constructeurs, utilisateurs de la méthode cinématique pour 1'étude des plaques et

dalles minces, se sont en général bien gardés de tirer toute conclusion allant au-

deld de 1'approximation par exc&s de la capacité portante.

Du point de vue de la convergence, compte tenu de la forme des
théorémes d'unicité démontrés ci-dessus et des contre-exemples connus mettant en
évidence la non unicité du mode de déformation et du champ de contrainte. hors des
zones déformées dans des solutions complétes d'écoulement plastique libre, on peut
penser que le théor@me porterait d'une manidre ou d'une autre sur les zones défor-—

mées et sur le champ de contrainte dans celles-ci.

D'autre part, en ce qui concerne l'utilisation d'un tel théor&me
au niveau du choix entre quelques modes de déformation, 1'idée intuitive est que si
1'on a imaginé des modes de déformation faisant intervenir tous les mécanismes
potentiellement critiques pour le probléme pos&, (par exemple : mécanisme "de
compression"”, "du trou" "de 1'angle", de "l'emporte-pi&ce", du "poingonnement”, du
"bipoingonnement",...), la valeur de la puissance dissipée peut constituer un
critére de choix entre ceux-ci indiquant la tendance du mode de déformation réel.
Ceci correspond d'ailleurs 2 1'utilisation que l'on fait spontanément de la méthode
cinématique et met bien en relief 1'importance de 1'imagination que 1'on sait

déployer dans 1'invention de modes de déformation possibles.
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6 - THEOREMES DE DRUCKER, RADENKOVIC, PALMER

6.1 - POSITION DU PROBLEME

On a, au § 4, introduit le systéme (sr) rigide parfaitement
plastique associé au systéme (s) &élastique parfaitement plastique, et on a défini
pour ce systéme les notions d'&coulement plastique libre, de solution complé&te
d'écoulement plastique libre et de chargement d'&coulement plastique libre. Toutes
ces notions sont indépendantes du principe du travail plastique maximal. Par contre,
les théorémes &noncés ensuite et leurs cons&quences sont &videmment directement 1ligés

a cette hypothése.

Le résultat essentiel du § 4.3 a consisté 3 démontrer que les
chargements d'&coulement plastique libre pour (Sr)’ qui en tout &tat de cause sont
bornés extérieurement par la fronti&re de K , sont en fait sur cette fronti&re. La
question que l'on va maintenant se poser est de savoir si, hors du principe du tra-
vail-plastique maximal mais sous certaines hypoth&ses concernant le critére de plas-
ticité du matériau et sa rdgle d'&coulement plastique, il est possible de mettre en
&vidence une frontidre intérieure pour les chargements d'&coulement plastique libre
pour (Sr)’ c'est & dire de montrer que ces chargements sont nécessairement compris

dans une couronne.

6.2 - THEOREME DE RADENKOVIC

Dans cet esprit un théoréme a &té& &noncé d'abord dans le cas du
matériau de Coulomb d'angle de frottement interne ¢ dont la ré&gle d'écoulement est
définie par un angle de dilatation %, (0 < v < ¢), puis généralisé (Radenkovic,

1961, 1962 ; voir aussi Chen, 1975).
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Nous le présentons sous sa forme générale (Salengon, 1972 b), qui
inclut entre autres cas particuliers, les problémes d'interfaces 3 frottement de

Coulomb qui avaient fait 1'objet de deux théor&mes antérieurs dus 3 Drucker (1954).

On considére des mat&riaux dont le comportement plastique est

défini par :

un critére de plasticité convexe flx ; 0(x)]

une fonction glx ; 0'(x)]convexe de g'(x) et telle que :

si o0(x) € & vérifie flx ; 0(x)] =0 ,

si d(x) € & est associé & 0(x) par la régle d'écoulement,

alors 3 0'(x) € & vérifiant glx 5 6'(x®)] =0

et tel que d(x) €EA'dgix ; 0'(X)] , A" =20

avec de plus : 0(x) : d(x) = ¢'(x) : d(x)

e

des propriétés homologues de celles-ci seront obtenues pour les discontinuités de
vitesse en introduisant le tenseur dlnx) ; [v(x)]] comme il a &té rappelé.au
§ 2.4.2.

Soit maintenant une solution compléte (¢, v) d'&coulement plas-
tique libre pour le systéme (Sr) constitué de ce matériau ; Q est le chargement

.
correspondant et q 1la vitesse de déformation.
Le théoré&me des puissances virtuelles s'écrit :

(6.2) Q.q = J a(x) : d(x)dv +J n(x) .0 (x).[v(x)] a= .
v z

En faisant intervenir en chaque point x ol g(i) # 0 ou IIX(E)]I # 0, le tenseur

g'(x) défini par (6.7), il vient :

-

(6.3) Q.

e o

"(x):d(x)dV + I n(x).0'(x).Iv(x)}l 42 .
z

<
fe
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Soit compte tenu des correspondances entre d(x) et ¢'(x) et [v(x)] et o' (x) :

(6.4) Q.q > I 7 [x; d(x)]av +I 7 [x, n(x) ; [v(x)]]d=
=3 v 8 = s 8

ou encore @

(6.5) Q.gq > P, (¥)

dans lesquels ﬂg[i ;5 .] désigne la fonction d'appui du convexe Gg(i) défini par
glx ; o(x)] < 0, d'oll la signification de "g[i’ n(x) ; .] comme indiqué au
chapitre I (§ 4.5), et Pg(l) est donc la puissance dissipable vis-3-vis de ce

convexe.

Par application des résultats du "calcul i 1la rupture", (6.5)
implique que Q n'est pas intérieur au convexe K_ des chargements potentielle-
ment supportables pour le systéme identique a (s) et de critére gl{x ; ¢'(x)] en

chaque point x.

La frontiére de Kg constitue donc une frontiére intérieure pour
les chargements d'écoulement plastique libre de (sr) . Les chargements d'écoulement

plastique libre de (sr) sont dans la couronne fermée K - Kg () (figure 9).

On dispose alors d'une méthode par les contraintes permettant
d'approcher par 1'intérieur la couronne permise pour les chargements d'&coulement
plastique libre de (sr) : la construction de champs de contrainte statiquement et
plastiquement admissibles vis-a-vis du critére g, fournit une approche par 1'inté-

rieur de la frontidre intérieure de la couronne (figure 9).

Figure 9 :
Théonéme de Radenkovic.

(*) on remarquera que (6.1) implique que : Gg(_}i) = {L(E) | glx ; o®1 < 0} c G(x)

d'olt on retrouve que Kg CK.
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6.3 - REMARQUES - THEOREME DE PALMER

6.3.1 Le th&oréme de Radenkovic est &videmment applicable aux systémes
dont le matériau constitutif vérifie 1'hypoth&se de normalité : il suffit de prendre
o(x) dans (6.7).

il

g = £ et 0'(x)

6.3.2 Pour un matériau de Coulomb dont la ré&gle d'écoulement est définie

par un angle de dilatation » (0 < % < ¢) selon les formules :

¢ si 0, > 0, > 04 (contraintes principales)

et :

01(1l + siny ) = 03(1 -~ sin¢ ) ~2 Ccosy¢ =0
alors :

d; =X(1 +sin»), d; =0, dj=-k(l - sin»)
(6.7)

X

\%
[=

‘Si01=02>03

et {6.6), alors :

d, = i(l + sinv), dp, = £(l + sin v), d;z = —(i + ﬁ) (1 - sin»)

(6-8) .
X >0, g =0

etc..
alors on pourra prendre pour g la fonction de Coulomb définie par l'angle » et

la cohésion Cg =Ctgv/tgy (figure 10).
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Figure 10 : Matérniau de
Coulomb d'angle de dila-
tation v (neprésentation
de Mohn).

6.3.3 L'existence d'une fonction g et d'une correspondance
o(x) + 0'(x), telles que (6.1) soit vérifide, n'est &videmment pas assurde pour

toute régle d'écoulement plastique.

D'autre part, lorsqu'il y a existence il n'y‘a pas unicité : c'est
ainsi que si g et g(x) -+ ¢'(x) satisfont (6.1), alors gy définie par
gm(gc_ 3 ) =g(xsma), Vo, avec m > 1, et la correspondance i(f) > ¢"(x)/m

satisfont aussi (6.7) ;

de méme on peut effectuer sur g et ¢'(x) certaines translations etc.; dans le
cas du matériau de Coulomb cité plus haut, l'indétermination serait encore beaucoup

plus grande.

Le th&oréme du § 6.2, appliqué pour chaque fonction g, montre
alors que Q , chargement d'&coulement plastique libre pour (Sr)’ n'est pas inté-

rieur a la réunion des divers Kg

€K -UK
Q g

6.3.4 Mais de plus on voit que si g; et g, sont deux fonctions g
satisfaisant (6.1) avec des correspondances o(x) » [i'(g)]l et o(x) > [g}(g)]z,
alors l'enveloppe convexe des surfaces gl[E_; o(x)]=0 et gz[g_; a(x)1=0
définit une fonction glx 5 0(x)] qui satisfait aussi (6.7) avec la correspon—
dance ¢(x) - 0'(x) &évidente. Il en résulte alors par application du théor&me du
§ 6.2, que Q , chargement d'écoulement plastique libre pour (Sr)’ n'est pas inté-

rieur a 1'enveloppe convexe de Kg V] Kg .
1 2
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(6.9 Q € K - (U Kg)°° .
6.3.5. - THEOREME DE PALMER (1966)

Le mode de construction de la fonction g enveloppe convexe de
toutes les fonctions g satisfaisant (6.7), a 8té donné par Palmer, qui a
ainsi obtenu - la condition nécessaire et suffisante d'applicabilité du théor&me de

Radenkovic.

La figure 11 représente gdométriquement cette conmstruction : par
chaque point ¢ de la surface f(x ; ¢) =0 dans l'espace &, on trace les hyper-
plans orthogonaux 3 toutes les directions permises pour la vitesse de déformation
plastique en ce point. Si ces hyperplans ont une enveloppe, c'est la surface
g(x ; 0') =0 avec la fonction g optimale vérifiant (6.71), le point o' corres-
pondant & ¢ &tant un point de contact de 1'hyperplan avec son enveloppe. Si ces
hyperplans n'ont pas d'enveloppe il n'existe aucune fonction g satisfaisant (6.7);

en effet 1'absence d'enveloppe signifie que le domaine limité par la fonction g

enveloppe convexe de toutes les g possibles est vide !

Figuwee 11 :
Théoneme de Palmer.
Construction de g.
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6.4 - CONDITIONS DE FROTTEMENT AUX INTERFACES

THEOREMES DE DRUCKER

6.4.1. ~ GENERALITES

Les interfaces ont d&ji &té étudifes au chapitre II (§ 3) du point de
vue du calcul 2 la rupture ; on en a présenté les divers critéres de résistance et

les fonctions #( . ) associées.

Pour faire 1'&tude du point de vue de 1l'analyse limite il convient
d'examiner en outre la ré&gle d'écoulement de 1l'interface, c'est-3a-dire que 1l'on est
conduit & considérer compl&tement la condition de frottement de fagon 3 déterminer
si le principe du travail plastique maximal est, ou non, satisfait : en fait, les
crit@res de plasticité des interfaces &tant tous convexes comme on l'a déji vu

(chapitre II, § 3), il s'agira de vérifier la r&gle de normalité.

Les notations sont presque identiques 3 celles du chapitre II (§ 3) :
la seule différence tenant au fait que, puisque l'on n'&tudiera que des interfaces
isotropes, on se restreindra 3 des représentations bidimensionnelles du type
(0, 7) et (Un, Ut) dont les composantes tangentielles 7 et Ut seront, ici

algébriques.

n : vecteur unitaire normal & 1'interface, dirigé du milieu (1) vers

le milieu (2)

|et

vecteur unitaire tangent a l'interface, situé dans le plan du

vecteur contrainte appliquée, et du vecteur discontinuité de

vitesse 5

|2
I

= (0, T) : vecteur contrainte sur la facette de normale n , de

composantes normale et tangentielle 0 et T

l<
I

[v] = 3‘2) - X‘l) = (Un, Ut) : vecteur discontinuité de

vitesse de composantes normale et tangentielle Un et Ut.
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®

Figure 12 :

/ - = Intergace entre £es milieux

6.4.2 - INTERFACE LISSE OU SANS FROTTEMENT

(1) et (2).

Le convexe de plasticité est défini par :

{6.10) £(T) = Sup {0,

la régle d'écoulement :

{6.11)

——
Q

A

2
N
]

Le principe du travail plastique maximal est

A Toue

A
o

Il }

0 —> U
n

[}
o

0 =—>U =2 0.
n

satisfait (figure 13).

Figure 13 :
Internface Lisse.

1ttt
!

I

o

o, up
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6.4.3. - INTERFACE A FROTTEMENT "DE TYPE TRESCA"

Le convexe de plasticité est dé&fini par :

(6.12) £ = sw o, Ir| - ki} < o0

la régle d'écoulement s'@crit :

pour le glissement

{6.13) o <0, [r] =k, —> u =0, r.u >0,

pour le décollement

o=o,|r|<ki=-u>o,u=o @)
(6.14) {
g

Le principe du travail plastique maximal est satisfait (figure 14).
AT.ut

A
J_t_.t_k Figure 14 : Internface a frottement

" "de type Tresca'.

. o,

6.4.4. - INTERFACE A FROTTEMENT "DE TYPE COULOMB"

Le convexe de plasticité est défini par :
(6.15) £ = (|r| +0 tg spi) < 0

la régle d'écoulement :

Q
A
©
-
=
1

-otg v, > U = 0, 7 .U >0

(6.16) {o o g

Ce comportement est représenté & la figure 15.

0 = U > 0

(*) composante tangentielle nulle si IT| < ki .
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N G, Uy Figure 15 : Interface a groitement
"de type Coulomb™

Il y a bien convexité du crit@re mais 1'hypoth&se de normalité n'est pas satisfaite.
On voit que dans ce cas la fonction g optimale & utiliser dans le théoréme de

‘Radenkovic-Palmer est celle de 1l'interface lisse.

6.4.5. - INTERFACES "PARFAITEMENT RUGUEUSE" et COLLEE"

L'interface "& adhérence totale" ou "collée'" est une id&alisation

correspondant au convexe de plasticité défini par :

£(T) =-c¢c < 0

oii C est une constante positive, c'est-a-dire que ¢ et 7 peuvent prendre des
valeurs quelconques. En ce qui concerne la ré&gle d'écoulement : il n'y a aucune

discontinuité de vitesse dans 1l'interface :

Le principe du travail plastique maximal est satisfait !

L'interface parfaitement rugueuse peut &tre décrite comme une interface

a frottement 'de type Tresca" ol k, =
convexe de plasticité défini par :

M= ¢ < 0

régle d'écoulement :

le principe du travail plastique maximal est satisfait.

Ces deux idéalisations interviennent dans les th8orémes &tablis par

Drucker.
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6.4.6. - REMARQUE

Rappelons que l'on a &voqué au chapitre II (§ 3.7) comment il y avait
lieu de traiter 1'interface du point de vue global en calcul & la rupture, en fai-
sant intervenir les critdres de résistance des matériaux constitutifs des milieux

(1) et (2).

On s'intéresse maintenant au rble des interfaces du point de vue de
1'analyse limite en supposant que les matériaux constitutifs proprement dits sont

parfaitement plastiques standards.

6.4.7.1. Pour les interfaces lisses ou 3 frottement de "type Tresca"” les
théorémes de 1'analyse limite classique sont valables puisque pour ceux-ci la régle

de normalité est vérifide.

6.4.7.2. Pour 1'interface 3 frottement de "type Coulomb", la régle de normalité
n'&tant plus vérifide, on a recours au théoréme de Radenkovic-Palmer (6.9). Il en

résulte de fagon immédiate, compte tenu du § 6.4.4., que :

P

les chargements d'&coulement plastique libre sont, quelle que soit la
condition de frottement de "type Coulomb", bornés intérieurement par les chargements

extrémes du méme syst&me avec interfaces lisses.

D'autre part, toujours en application de (6.9), les chargements d'&cou-
lement plastique libre sont, quelle que soit la condition de frottement de "type

Coulomb", bornés extérieurement par les chargements extrémes du méme systéme.

Le premier de ces résultats a &té énoncé par Drucker (1954) sous 1la
forme dite de minoration des chargements "stables" : tout chargement stable pour
le systéme avec interfaces lisses est "stable"” s'il y a frottement aux interfaces ;
En fait, comme on y reviendra au § 6.5, cette terminologie de chargement "stable"

pour (s) est abusive.

Le second peut &tre qualifié de majoration des chargements stables en
énongant que (Collins, 1969 5 Salengon, 1969) :  tout chargement instable pour le
systéme dont les interfaces vérifieraient la regle de normalité, est instable si elles
ne la vérifient pas (remarquer qu'il n'y a pas, ici, abus de langage). Cette majo-

ration est la meilleure possible.
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Le théoréme &énoncé par Drucker fournit une majoration plus large en
considérant les chargements instables pour le syst@me 3 interfaces "collés" : il
s'agit 13 purement et simplement d'une surestimation des capacités de résistance
des interfaces qui implique donc une surestimation des potentialités de résistance
du systéme.

-

On peut aussi considérer le systdme a interface "parfaitement rugueuse"

-~

qui conduit 3 une majoration meilleure que la précé&dente.

Il est 3 signaler que dans certains problémes, les minoratioms et
majorations ainsi obtenues sont égales ce qui prouve que les chargements d'écoule-
ment plastique libre sont indépendants de la condition de frottement. Il suffit
pour cela que 1l'on puisse déterminer exactement les chargements extrémes pour le
systéme 3 interfaces lisses par des champs de vitesse sans discontinuité& aux inter-

faces (cf par exemple : chapitre VI, § 2.5 et § 3.5).

En ce qui concerne le syst&me &lasto-plastique (s), les cons&quences
du théordme du § 6.2 sont réduites par le fait que 1l'on ne dispose plus du prin-
cipe du travail plastique maximal. C'est ainsi en particulier que rien ne permet
d'affirmer que sur un trajet de charge donné pour (s), l'int&rieur de Kg est
domaine de “chargements stables". Si 1'on admet 1'hypothése d'existence d'un charge-
ment d'écoulement plastique libre sur tout trajet de charge pour (s), chargement
limite pour lequel apparait la ruine plastique, alors il est clair que les résultats
du théoréme de Radenkovic s'appliquent 3 (s) : la couronne f_:—K; constitue la
zone des chargements limites possibles pour (s) ; mais les propriétés d'indépen-
dance des chargements limites vis-&-vis du trajet de charge, des caractéristidues
&lastiques du matériau, des auto—contraintes initiales etc., regroupées dans la

propriété "d'unicité" des chargements limites ne sont dé&sormais plus établies.
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7 - PROBLEMES RELATIFS AUX SOLS DE COULOMB (v #0)

7.1 - APPLICATION DU THEOREME DE RADENKOVIC
R A A A ittt

La figure 10 oli on a tracé la fonction g optimale pour un sol de
Coulomb d'angle de dilatation », montre 1'importance de la valeur de ». On sait
que les calculs de poussées et butées de terres ou de capacité portante de fonda-
tionsintroduisent'des coefficients qui varient comme des exponentielles de la
tangente de l'angle de frottement interne ; aussi 1'écart entre les deux bornes
obtenues -borne intérieure avec », borne extérieure avec ¥ - sera vite trés
grand. En particulier, si 1'on admet que la déformation plastique du sol s'effectue
sans variation de volume, ¥ est nul, et la borne int8rieure est triviale : poussée

ou butée d'un liquide, capacité portante d'un liquide !

Aussi certains chercheurs ont tenté de proposer des variantes du
théoréme de Radenkovic-Palmer, dont 1'esprit consiste & imposer que (6.7) soit
satisfaite non pour tous les ¢ vérifiant f = 0 mais seulement dans un domaine
vraisemblable compte tenu du probléme posé : on obtient alors une "meilleure" fone-
tion g optimale, c'est i dire que le Kg correspondant est plus grand. On citera

d ce propos les travaux de Josselin de Jong (1964, 1973).

7.2. - RECAPITULATION DES RESULTATS DISPONIBLES
R A e e A e er s

Compte tenu de 1'importance pratique des problémes ou intervienment
des matériaux ob&issant au critére de Coulomb (¢ # 0) sans que la r3gle d'&coule-
ment plastique satisfasse la condition de normalité (sols), on récapitule
ci-dessous les résultats disponibles d'abord du point de vue du "calcul i la
rupture” (3 premiers points), puis du point de vue de 1l'analyse limite, en prenant
pour fixer les idées, 1'exemple du probléme de la détermination de la capacité

portante d'une fondation :
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¢ L'utilisation de la méthode par les vitesses pour la détermination de
K, c'est 3 dire la construction d'un champ de vitesse pour le systéme en matériau
fictif de méme critdre que le matériau réel et satisfaisant 1'hypoth&se de normalité,

fournit une majoration de la capacité portante de la fondation.

¢ Si 1'on sait construire pour ce méme matériau fictif, une solution
compldte d'écoulement plastique libre (combinaison des deux méthodes), la valeur
obtenue pour la capacité portante est la meilleure majoration qui soit valable quels
que soient la rdgle d'écoulement, les propriétés Elastiques et viscoélastiques, le

trajet de charge, etc.

4 Si connaissant une telle solution compl&te pour le matériau fictif,
connaissant la régle d'écoulement du matdriau réel, il n'est pas possible de cons-
truire un mode de déformation pour le matériau rdel, qui soit associé& au champ de
contrainte . de la solution compléte du matériau fictif dans les zones déformées de
celle-ci, alors on peut affirmer que la capacité portante réelle sera strictement
inférieure 3 la majoration fournie par la solution compl&te construite avec 1'hypo-

thése de normalité ().

¢ Sil'on est dans les conditions d'application du théor&me de Radenkovic,
et si le convexe qui y intervient n'est pas trivial, alors l'utilisation de la
méthode par les contraintes pour le matériau fictif de critére glx ; o(®)], c'est
3 dire la construction d'un champ de contrainte statiquement et plastiquement

admissible vis & vis de ce critdre, fournit une minoration de la capacité portante.

4 Sil'on sait construire une solution compléte d'é&coulement plastique
libre pour le matériau réel, elle fournit une valeur possible de la capacité por-
tante du systdme réel, mais 1'absence de théordme d'unicité ne permet pas d'affirmer

qu'elle sera toujours atteinte.

M

Résultat fin mais d'intérét pratique négligeable.
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8 - TABLEAU RECAPITULATIF

8.1 - CALCUL A LA RUPTURE

L e e e e e S L )

Définition :
L n
¢ o S.A. > Q=L@ € R
¢ u ={g__ | 0 S.A. et o(x) € 6(x), Vx € V}
¢ K = L(H) < Q" est l'ensemble des chargements

potentiellement supportables.

¢ Q est chargement extréme < > Q € frontidre de K.

Propriétés :

f=}

€ K <> H(Q =L '(QN H est non vide

o

intérieur 3 K =—> H(Q) est d'inté&rieur non vide
dans L7'(Q).

8.2 - ANALYSE LIMITE POUR LE MATERIAU éLASTIQUE PARFAITEMENT

R A e A A i e e e s

PLASTIQUE "STANDARD"

e e VU VP

Théoréme : probléme d'évolution &lasto-plastique pour le matériau standard )

¢ existence et unicité de o(t) tant que H(Q(t)) est d'intérieur

non vide dans L !(Q(t))

> (définition)

¢ il existe sur le trajet de chargement, un chargement Q limite,

c'est le ler chargement extréme rencontré par ce trajet.

(1) Matériau obéissant au principe du travail plastique maximal.
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Définition :

¢ pour le systéme rigide parfaitement plastique associé, Q est
chargement d'écoulement plastique libre si 3(g, v) solution d'Ecou-

lement plastique libre correspondante.

Théorémes :

4 Q est chargement d'&coulement plastique libre > Q est

chargement extréme

¢ si Q> limite sur un trajet de charge, est chargement d'écoulement
plastique libre,
et s'il peut &tre effectivement atteint lors de la charge du systéme
élasto-plastique, .
alors quand Q(t) atteint Q, ,- 11 peut y avoir déformation du

systéme sans limitation sous charge constante.

8.3 ~ MATERIAU PARFAITEMENT PLASTIQUE NON STANDARD

J T e e e

(THEOREME DE RADENKOVIC)

Définition :
¢ pour le systéme rigide parfaitement plastique, Q est chargement
d'écoulement plastique libre si 3(g, v) solution d'écoulement
plastique libre correspondante.
Théoréme :

¢ Q est chargement d'écoulement plastique libre
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9 - CONCLUSION

Si la théorie du Calcul 3 la rupture peut &tre &tablie hors de toute
comnaissance du comportement du matériau constitutif du systdme &tudié hormis
1'existence d'un domaine de résistance, il est clair que 1'intérét pratique des
résultats qui sont ainsi &tablis, quelle que soit leur puissance, est lui directe-
ment dépendant de ce comportement. On 1l'a montré sur un exemple au chapitre I
(§ 7.7.2.) en considérant en particulier le cas oli le domaine de résistance se
trouve limité par le comportement fragile du matdriau comstitutif : la charge

extr@me d'une structure sous cette hypoth&se se révéle sans utilité pratique.

L'Analyse limite apparait &videmment comme la meilleure jusfifica-
tion théorique pour l'emploi du Calcul & la rupture : toutefois on a vu qu'elle a
&té établie sous des hypoth@ses précises concernant le comportement du matériau
-constitutif. Il parait vraisemblable que certaines de ces hypoth&ses pourraient
étre dépassées, par exemple en ce qui concerne la lin8arité dans le domaine &las—
tique (une hyperélasticité i potentiel convexe devrait se révéler suffisante),mais
on ne connait pas actuellement les conditions minimales pour que le domaine des

chargements potentiellement supportables puisse &tre identifié au domaine de

sécurité pour le systdme.

I1 est essentiel de remarquer que 1'expérience de la mécanique des
sols a montré que les ré@sultats obtenus par la théorie du Calcul 3 la rupture,
peuvent, dans de nombreux problémes de premisre importance tels que la stabilité
des pentes et des remblais et la capacité portante des fondations superficielles,
servir de bases valables pour des dimensionnements. Ceci est certainement, pour

le praticien, une bonne justification.



chapitre [V
Calcul a la rupture

et Dimensionnement
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1 - LES OBJECTIFS DE L'ETUDE

Le point de vue adopté dans toutes les analyses présentdes dans les cha-

pitres précédents, tant en calcul & la rupture qu'en analyse limite, suppose :

¢ donnée la géométrie du systdme &tudid,
¢ donné le mode de chargement définissant les paramétres dont dépend
la sollicitation imposée au systéme,
¢ fix@es, en chaque point, les capacitéds de résistance du matériau cons-

titutif.

Le systéme est ainsi entidrement déterminé et les résultats qui ont &té
obtenus dans le cadre de la théorie du calcul 3 la rupture (resp. analyse limite)
aboutissent 3 la connaissance des chargements qui sont, pour lui, potentiellement

(resp. certainement) supportables.

Il va de soi, et il suffit pour s'en convaincre de reprendre les raison-
nements faits par exemple au chapitre I (§ 2.2.4...), que ces chargements dépendent
des capacités de résistance du matériau constitutif du systéme : plus précisément,
pour deux systémes identiques géométriquement et soumis au méme mode de chargement,
1'ensemble K des chargements potentiellement supportables dépend des domaines de
résistance G(x) du matériau constitutif comme le montre la formule fondamentale
(chap. I, formules Z2.24 et 2.25) :

H= {0 , g S.A. dans le mode, g(x) € G(x) V X € V}
(1.1)

=~
1]

L(H) .

I1 apparait bien aussi sur (7.1} que la dépendance de K vis-3-vis du
champ de domaines G(x) défini sur V est complexe, et qu'en particulier il peut se
faire que des modifications de G(ﬁ) en certains points,voire dans certaines zones ,
n'aient aucune influence sur K. Dans la pratique de nombreux exemples de ce type
sont connus, notamment lorsque les capacit&s de résistance dans certaines zones
d'un systéme croissent au-del3d d'un certain niveau on constate que le domaine des
chargements potentiellement supportables n'est plus sensible & cette variation [par
exemple : poingonnement d'une couche reposant sur une couche plus résistante
(Salengon, 1969)].



172

La relation existant ainsi entre l'ensemble des chargements potentielle-
ment supportables et les capacités de résistanee conduit alors naturellement 3 se
poser le probléme inverse oli, se donnant le systéme par sa géométrie, le mode de char-
gement et un chargement de celui-ci, on cherche d déterminer pour quelles capacités
de résistance ce chargement sera potentiellement supportable.

En fait, pour que ce probléme puisse conduire 3 une utilisation pratique,
c'est-3~dire 3 dimensionner le syst®me pour supporter le chargement donn&, il con—
viendra, tout comme on 1'a déj3 signalé au chapitre I (§ 7.7) 3 propos de 1'applica-
bilité des résultats du calcul & la rupture, que l'on ait des indications complémen-
taires permettant de situer les possibilitéé réelles du systéme par rapport 3 ses
potentialité@s ; rappelons que la th&orie de l'analyse limite, dans le cas oli ses con—
ditions de validité sont remplies, permet d'identifier les unes et les autres. On
laissera de c8té cette question dans toute la suite comme on 1l'a fait au chapitre I
(§13d7.6) car elle n'interfére pas avec la partie théorique qui peut &tre développée
sur les bases du calcul 3 la rupture, le passage & l'application pratique se référant

-

ensuite 3 des considérations analogues 3 celles du chapitre I, § 7.7.

La démarche suivie, qui rappelle par plusieurs aspects un travail anté-
rieur (Salengon, 1975), s'appuiera d'abord sur 1'étude de quelques exemples simples
qui permettront d'introduire le concept de dimensionmnement d'une structure et de
mettre en &vidence la relation entre le dimensionnement et les chargements potentiel-

lement supportables qui leur sont associés.

On présentera ensuite d'une fagon plus générale la notion de paramétres
de résistance d'un systéme, et de dimensionnement dépendant d'un nombre fini de para-

métres de résistance.

A partir de celle-ci sera faite la théorie géndrale du calcul a la rup-
ture pour un systéme soumis 3 un mode de chargement 3 n paramétres et dont le
dimensionnement dépend de m param&tres de résistance, généralisant notamment 1'ap-
proche présentée par Gavarini (1972) pour les syst@mes de poutres. On définira les
dimensionnements potentiellement stables d'un systéme sous un chargement donné, on
étudiera les propriétés de l'ensemble.de ces dimensionnements et 1'on donnera les

méthodes pour 1'approcher par 1'intérieur et par 1l'extérieur.
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On terminera par une ouverture sur deux types d'applications :

¢ le dimensionnement optimal d'un tel systéme, pour un ensemble de
charges donné ; le but de ce chapitre étant de constituer une introduction et un
guide pour la lecture de nombreux travaux qui ont &té consacrés i ce type de pro-~

blémes ;

¢ 1'approche probabilitste dans laquelle les paramé@tres de résistance
et-ou les chargements ont un caractére aléatoire. L3, on se proposera de montrer
comment la théorie présentée permet la prise en compte d'un caractére aléatoire tant
au niveau des charges qu'3a celui du matériau constitutif, et la définition précise
de concepts tels que la probabilité de "stabilit&" ou la probabilité de ruine d'un

systéme dans de telles conditioms.
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2 - EXEMPLES SIMPLES : STRUCTURES DONT LE DIMENSIONNEMENT
DEPEND D'UN PARAMETRE

2.1 - STRUCTURE SOUMISE A UN MODE DE CHARGEMENT

B e e T e T e e Tt a ta L LV W VP P P P A

A UN PARAMETRE

-~

On consid@re le portique représenté i la figure 1 soumis 3 un mode de
chargement dépendant du seul param@tre Q. Mise & part la longueur, toutes les barres
constituant ce portique sont supposées de caractéristiques géométriques et m8cani-

ques identiques.

Cette structure est &tudi€e du point de vue du calcul 3 la rupture en
ne prenant en compte comme contrainte généralis@e que le moment fléchissant M(s).
Le domaine de résistance, identique pour toutes les sections s, est défini par les

inégalités
{2.1) ~om < M(s) < om

dans laquelle m désigne le moment limite de r@sistance, supposé &égal en flexion
positive et négative, d'une section de r&férence i laquelle on convient de rapporter

toutes les barres constitutives de la structure.

a, coefficient pos{fif sans dimension, apparait comme dé&finissant le
dimensionnement de la structure par rapport a la structure géométriquement identique
qui serait constituBe de barres identiques 3 la barre de référence. C'est le para-

meine de nésistance de la structure.

0 12(1 ®

\

Figure 1 : Pontique & un paramitre de résistance, soumis & un
mode de chargement d un paramiire.

3
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La théorie du calcul 3 la rupture permet d'énoncer que : il existe,
pour chaque valeur de o, un segment de chargements potentiellement supportables
K(@) € R . Ce domaine est obtenu par la formule homologue de {7.]1) dams la transpo-

sition aux structures i barres fléchies :

H(a)
(2.2) {
K(a)

{M | M S.A., IM(s)l< om VS}

LH(W]

I1 est clair sur (2.2} que H(a) dépend linéairement de o positif ;

on a les propriétés :

a) H(Q) = 0
{2.3) b) H(a) = oH(1) Va =2 0

c) H() = {M | ¥ s.A., |M(s)| < m VS}
D'ol :

K(0) = 0
(2.4)

K(@) = okK(1) Va> 0

~ + - P
Les chargements extrémes Q (a) et Q (o), extrémités du segment K(a),

sont ainsi proportionnels i a.

Il est commode, pour représenter ces ré@sultats, de se placer dans le
plan {Q} = {0} (!), en suivant 1'idée générale de Gavarini et Veneziano (1970,

1971). On y construit le domaine X défini par :

{2.5) (Q.,a) € K < > Q € K(a).
Compte tenu de (2.4}, c'est un angle de sommet O :contenant la direc-
tion (Q = 0, o => 0). Sa section & chaque cote « = 0 est un segment dont la projec-

tion sur 1'axe {Q} est K(a).

(1) BEvidemment, seul le demi-plan o > O sera utile.



176

Ainsi, tout point (Q,0) de K correspond au fait qu'une structure
dimensionnée par la valeur o du paramétre de résistance sera potentiellement stable

sous la charge Q ; par contre tout point (Q,0) extérieur & K signifie que la struc-

ture dimensionnée par la valeur o sera certainement instable sous le chargement Q.

A%

: Figure 2 :
K Domaine K dans L'espace
& {chargement} x
/ U {nésistance}
/4/&// ) L -
(= 0 Keo Q%) a

On voit aussi que, & Q donné, il existe toute une demi-droite de dimen-—

sionnements pour lesquels Q sera potentiellement supportable par la structure, soit:

(2.6) v@ = {ola> @) ,

On dira aussi que A(Q) est l'ensemble des dimensionnements potentiellement stables

pour la structure sous Q :

(2.7) o € AQ < Q € K()

I1 existe dans ce cas, pour chadue valeur de Q, un dimensionnement
minimal qui peut de ce point de vue apparaitre comme le dimensionnement optimal de
la structure pour cette charge ; c'est a(Q), il correspond au cas ol Q est char-

gement extréme :

Q > 0
(2.8) Q < 0

Q" (@
Q (@

Q
It

0(Q) = Q
a(Q <= Q

Si 1'on se pose le probléme du dimensionnement pour plusieurs charges

k . . . . .
Ql, Q2,..., Q, il est clair que les dimensionnements potentiellement stables pour

1'ensemble des charges sont :

(2.9) o € AQY N AWQ®) ..... N AQS
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ce qui s'écrit :

(2.10) a > Max {a(Ql)}
2=1,...k

A(x
Figure 3 :

Domaine K et dimension-
nements potentiellement
stables.

»
Q

2.2 - STRUCTURE SOUMISE A UN MODE DE CHARGEMENT A PLUSIEURS PARAMETRES

~~r~ ~~r~

A~ ~—~

On reprend la méme structure qu'au § 2.1, en modifiant uniquement 1'hy-
poth&se relative au mode de chargement qui cette fois dépend de n paramdtres

Qi(i = 1,...,n), comme cela est représenté symboliquement sur la figure 4.

o jiz o, o
> « @ Figune 4 :
Q ] Portique & un parameire
! - 3 de nésistance, soumis a
un mode de chargement a
n parametres.
/7%7 i 7777

Les ré&sultats obtenus au § 2.1 se transposent sans difficulté.
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Pour chaque valeur de o 1l existe, dans l'espace des chargements un
ensemble K(a). des chargements potentiellement supportables, obtenu par la formule
{2.2). Celui-ci poss&de encore les propriétés (2.3). K(a) est convexe en raison de

la convexité de (2.7) par rapport a M(s).

Dans 1'espace {Q} x {a} de dimension (n + 1) on construit le domaine

K, homologue de celui introduit au § précédent, défini par :
(2.11) Q) € K <= Q € K(») .

Compte tenu de (2.4), et de la convexitéd de K(a) V 0=>0, K est un
cOne convexe de sommet 0, contenant la direction (Q =0, o >0). La section de X

a chaque cote o > 0 est un convexe qui se projette sur le sous-espace {Q} selon
K(a).

Les propriétés des points de {Q} x {0} relativement 2 X sont homo-

logues de celles énoncées au § 2.1

(Q,a) € K < [La structure dimensionnée par o est
(2.12) potentiellement stable sous Q
(Q,0) ¢ K <= [La structure dimensionnée par o est

certainement instable sous Q

Figuwte 5 : Ensembles k< {Q} x {a} , K() <{Q}, AQ < fa} . (M

1 ‘s . ,
() Pour la commodité de la représentation on a supposé n= 2 ; K est ici une
pyramide car les K(0) sont des polygones.
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Pour Q donn&, il existe encore une demj-droite de dimensionnements

potentiellement stables pour la structure sous Q, soit :
(2.13) AQ) = {a [ a > a(g)}

Pour le dimensionnement minimal, 0(Q), Q est chargement extréme :

(2.14) a=0a(Q = QE€ {g‘”(a)}
{gf(a)} désignant la ffontiére de K(o).

Le dimensionnement de la structure pour un ensemble de chargements
k . < . .
gl, g?, «e+y Q, conduit au ré&sultat homologue de (2.9) : les dimensionnements poten~

tiellement stables pour l'ensemble des chargements sont définis par .:

(2.15) @ € AQYH N A@QD N ... n A
soit encore :

(2.16) @ > Max (@

R=1,...,k -
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3 - SYSTEMES DONT LE DIMENSIONNEMENT DEPEND D'UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES

3.1 - EXEMPLE D'UNE STRUCTURE SIMPLE

On reprend le portique &tudié i la figure 4 en supposant maintenant que
son dimensionnement dépend de plusieurs paramétres : par exemple les poutres (hori-
zontales) sont toutes identiques entre elles et leur dimensionnement est défini par

le paramétre «; en sorte que leur moment limite est :

(3.1) m = om

tandis que les poteaux (verticaux), identiques entre eux, ont pour moment limite :
(3-2) m2 = (QOm .

D'une fagon plus générale on peut, pour cette structure, introduire un
paramétre de résistance par barre, soit au total m = 10 paramdtres uj, composantes

du vecteur dimensionmnement o = (01,02, ...,am) € /" .

Dans le mode de chargement 2 n paramétres, tel que celui considéré
plus haut, le convexe des chargements potentiellement supportables par la structure

est alors fonction de a, soit K(a).

On se place dans 1l'espace {Q}x {a} introduit dans ce cas par Gavarini
et Veneziano (1970, 1971), et on y définit le domaine XK homologue de ceux rencontrés
dans les paragraphes précédents (&quations (2.5) et (2.12)). I1 conviendrait d'en
étudier les propridtés pour en tirer des conclusions relatives aux dimensionnements
potentiellement stables sous un chargement donné ou sous un ensemble de chargements,
ainsi qu'a 1'optimisation,... Cette 8tude sera faite dans la suite dans le cas géné-

ral d'un systéme dont le dimensionnement dépend d'un nombre fini de paramétres.
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3.2 - SYSTEME DONT LE DIMENSIONNEMENT DEPEND

~—~—~—~

D'UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES

o~~~

3.2.1. - DEFINITION

Selon la démarche que nous avons adoptée de fagon systématique, on se
place pour présenter la théorie générale dans le cadre du formalisme du milieu
continu tridimensionnel.

On se propose d'étudier, du point de vue du calcul 3 la rupture, un
systéme V de gfométrie fixée, dans un mode de chargement 3 n param@tres et pour

lequel les capacités de résistance sont définies comme suit :

le systéme est divisé en m zones Vj disjointes dans chacune des-
quelles les capacités de résistance, non nécessairement homog@nes, varient propor-

tionnellement 3 un paramétre scalaire otJ. = 0.
Plus précisément on a :
uv, =V
]

j=l,...,m

{3.3)

Vinv, =0, VikE€(d,..n

7k
et dans la zone VJ. le domaine de résistance em un point quelconque x est :
3.4 G(x, a,) = a.G,(x a. =0 Vx€EUV, !
{3.4) (%, J) 5 J(_), 5 s .S 3 )
ol Gj (x), domaine de résistance de référence au point x, vérifie les propriétés

habituelles &noncées au chapitre I pour les domaines de résistance :
(3.5) 0 € Gj(§),
(3.6) Gj étoilé de centre 0 ,

et éventuellement
» (3.%) Gj (x) convexe,

(3.8) Gj (x) borné.

(1) On convient de désigner par 0.G. (_)5) le domaine homothétique de Gj (ﬁ) dans

1'homothétie de centre 0 et 1 Tae rapport otj :

® pour aj >0, g(x) € G(}_,aj) <> 2(5)/°lj € Gj )

® pour o, = 0, on admet que G(E)’OL') se réduit & 1'élément O et aux directions
dans lesquelles G.(_}_{_) n'est pds borné (par ex. : fluide parfait obtenu pour

0, =0 a partir d'un I matériau a critére de von Misés, critére de Coulomb sans
cohésion obtenu pour ocj = 0 & partir d'un critére de Coulomb avec cohésion).
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Ainsi le domaine de résistance du mat&riau constitutif varie en chaque

-~

point de Vj de fagon homothétique proportionnellement & 1'unique paramétre aj.

Le dimensionnement du syst&me est donc défini par le vecteur dimension-

nement 0 dont les composantes sont les m paramétres de résistance :
(3.9) o = (al,az,...,am) .

On remarquera que compte tenu de la condition de positivité des aj,
. P SFm . . . :
0 sera toujours un &lément de (R ) , toutefois la terminologie de "vecteur" dimen-—

sionnement n'introduira aucune ambiguité.

¢ I1 est clair que cette formulation plus générale contient bien les
exemples simples de structures présent&s auparavant. De plus, ne supposant pas
1'homogénéité dans chaque zone, elle recouvre aussi les cas de structures constituées
de barres de section variable pourvu que sur chaque barre le moment limite m(s)
varie dans chaque section proportionnellement au seul paramétre de ré&sistance de la

barre.

¢ De fagon analogue 3 ce qui a &té dit au chapitre I (§ 2.3.4) 3 propos
des paramétres de chargement, il peut paraitre que la formulation adoptée pour les
paramétres de résistance laisse de cdté le cas du syétéme dont seules certaines zones
verraient leur dimensionnement dépendre de paramétres de résistance, le dimensionne-
ment du reste du syst&me &tant fixé., Evidemment, un moyen de faire entrer un tel sys-
téme dans le cadre présenté ci-dessus, consiste 3 introduire un paramétre de résis-
tance supplémentaire pour la zone du syst@me dont le dimensionnement est fixé et a

-

imposer ensuite 3 ce param@tre la valeur qui lui est prescrite. Malgré son caractdre
artificiel, cette méthode nous a paru préférable 3 1'introduction d'une formulation
qui prit directement en compte les systémes du type ci-dessus, en raison de la pré-
sentation plus claire qui lui correspond pour les résultats de la théorie du calcul

a la rupture.

4 Par contre le concept de dimensionnement dépendant d'un nombre fini
de paramétres ne saurait en aucune mani@re recouvrir le cas des syst@mes dont le
dimensionnement est défini par un champ scalaire quelconque sur V ( par exemple :
poutre de section variable de fagon quelconque, plaque d'épaisseur continfiment
variable,... ). De nombreux travaux ont &té consacrés i l'étude de tels systémes,
qu'il ne saurait &tre question de citer ici. Nous renvoyons notamment a (Save, 1972 ;

Save et Massonnet, 1972 et 1973).
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4 - THEORIE DU CALCUL A LA RUPTURE POUR LES SYSTEMES DONT LE DIMENSIONNEMENT
DEPEND D'UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES : APPROCHE PAR L'INTERIEUR

4.1 - DOMAINE DE STABILITE POTENTIELLE

P e T e e

-~

Le syst@me étudié est soumis 3 un mode de chargement 3 n paramétres ;
son dimensionnement dépend de m paramétres de ré@sistance aj selon la définition

donnée au § 3.2.1.

De plus, on fait 1'hypoth&se que les paramétres de chargement et de
dimensionnement sont des variables indépendantes. Celle-ci est &videmment souvent en
défaut, notamment pour les structures, mais la théorie bdtie dans cette hypothé&se
permettra ensuite d'aborder les cas oli une relation fonctionnelle existera entre

certains paramétres de chargement et les paramétres de résistance du systéme (§6.5).

Pour les domaines de résistance Gj(§), la propriété (3.5) est supposée

toujours vérifiée et on introduira,au fur et 3 mesure des raisonnements,les hypothéses

(3.6 a 3.8).

Afin de simplifier les notations on pose :

o(x) € G(x,0,)
(4.1) ] }<=> g(x) € 6(x,0), VX EV .
VEEV, Vi=l,...m

Ainsi, pour chaque valeur de «, le domaine K(a) des chargements poten—

tiellement supportables par le systéme est défini par :

-1 .
3 o S.A. avéc Q (c'est-a-dire g €L Q)

(4.2) Q EK(®) - {
o(x) € G(x, @), VX EV

Généralisant la démarche suivie par Gavarini et Vemeziano (1970, 1971)
pour les systémes de poutres et comme indiqué dans Salengon (1975), on se place alors

dans 1'espace {Q} x {a}. On y construit le domaine K défini par :

(4.3) (Q,a) € ¥ < QEK(Q@® .
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Celui-ci poss&de les propriétés homologues de (2.72) :

(Q, 0) € K <> le systéme dimensionné par o
(4.4) est potentiellement stable sous Q
Q, o) € XK <= le systéme dimensionné par o,

est certainement instable sous Q .

Pour cette raison KX sera appelé domaine de stabilité potentielle du

systéme.

De plus, il est clair que, o &tant fixé (o = _gd), 1'intersection de X
et de la variété linéaire d'équation o = gd donne par projection sur le sous-espace
vectoriel {g} le domaine K(gd). De méme, Q &tant donné &gal 2 gd, l'intersection
de K et de la variété linfaire Q = gd fournit par projection sur le sous—espace
vectoriel {a} , le domaine A(Q_d) des dimenstionnements potentiellement stables pour

le systéme sous _Q_d .

Les dimensionnements potentiellement stables pour un ensemble de char-

gements Q', Q%,..., g_k sont alors définis par :
(4.5) @ €A@Y, Q%,...,9) = A@QY) n A@HN ...n AQY)

4.2 - PROPRIETES DE K

4.2.1 ~
A partir de la définition {3.4) on démontre que X est un cdne de

sommet 0, c'est~a~dire que 1'on a :
(4.6) (Q o) €EX = (A\Q, \@) € K , VA>0.

En effet on remarque que si g satisfait (4.7} avec Q et a, )‘9_:

satisfait la méme relation avec AQ et Ad, V A > 0 car, en conséquence de (3.4)

on a :

V§€Vj,Vj=l, ...,m,Vozj>0 ,WVA=20
(4.7)

g® € 6(x,0,) = ajcj'(i) = Ag® € G(x, Aay) = Aa6 ()
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4.2.2 -
On adopte la notation suivante :
{4.8) a' > o e aj > oy Vi=1,2,...,m .

On a alors, en conséquence de {3.4), {(3.5), (4.2) et (4.3), la propriété

suivante :

(4.9) 0, o) €K Va>0,

c'est-3-dire que K contient le cdne convexe de sommet O : {(Q, a) |g =0,0>01.

En effet, g =0 vérifie (4.2} avec Q =0, 0=>0 .

4.2.3 -

Compte tenu de {3.4), on a :

(4.10) (Q 0)€E X = Q=0.

En effet, dans 1'hypothése (3.8), le seul champ de contrainte g satis-
faisant (4.2) pour @ = 0 est le champ nul d'oli Q = 0.

4.2.4 -

Si les Gj (x) sont &toilés de centre O (propriété (3.6)), on a :
(4.11) (Q, o) € K = (QaYEK V a'>a
c'est-a-dire que X contient le cdéne convexe {(Q', o') | Q' =4q, o' >_o_|,} , de

sominet Q, g) .

La démonstration s'appuie sur le fait que g satisfaisant (4.2) avec
Q et a, satisfait cette méme relation avec Q et o' > a ;
{3.6), on a :

en effet, en consé&quence de

VEEV, j=l,...,m,Va,> 0, Val>a,

{4.12)
g(® € G(x,0;) = 0,6, (x) = g(x) € G(x,0}) = aJ!Gj(gt_)
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4.2.5 -
Sous la méme hypoth&se on a aussi :

(4.13) (Q o) €EX = (A, @) €KX, VAE(,I).

-~

Cette propriété est évidente 3 partir de (4.3} puisque (3.4) implique

que K(o) est Etoilé de centre 0 V o = 0, (théorie du calcul 3 la rupture).

4.2.6 -
Si les Gj (x) sont convexes (3.7), X est convexe, c'est-a-dire que :
Q',a') €k vie (0,1), (Q o) €k

(4.14) = ol
Q*,0%) €K Q=2Q" + (1 -0Q% a= !+ (1-21a2.

Pour démontrer cette propri&t&, on considére gl et gz , champs de
‘contrainte satisfaisant (4.2} respectivement avec gl et gl s _(_2_2 et gz , et on
construit le champ g = )\gl + (1 - )\)gz » 0< A< 1. Ce champ est S.A. avec Q3

de plus, dans chaque zone Vj’ j=(U,2,...,m) on a, VxE€ Vj

o' (%) Aot (x)
o' (x) €016, (x) = € G,(x) « € G.(x)
I ol 1 Aol 37
j 3
(4.15)
o’ () (1-0)g2 (x)
g% (x) €026, (x) = €C.(x) & ——" € G.(x)
] o 1= (1-0a} 1=

(conséquence de (3.4)).

La convexité de GJ. (x) implique alors, V u € (0,1) :

Aot (x) (1-2)0% (x)
u + (1-u) ——— € 6.(®
mj! (1—x)a§ J

d'oli en choisissant u = )\OL:II / [)\O(.; + (1 - A)(x?] s
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Al @) + (1= A)o?(x)
(4.16) € ¢, (x
Aa} + (I-A)ag J

soit encore :
{4.17) o(x) € G(x, uj)

ce qui démontre que, en tout point x de toute zone V., (j = 1,2,...,m) g vérifie

bien (4.2) avec Q et o d&finis dans (4.74) (Carmasol, 1983).

4.2.7 ~

La figure 6 représente un domaine de stabilité potentielle dans le cas
n =1, m=2 pour une structure 3 barres fléchies (donc 3 domaines de résistance con-

vexes) ; K est alors une pyramide.

aj

Figure 6 :

Exemple de domaine
de stabilite potentielle.

4.3 - PROPRIETES DE K (o)

4.3.1 - GENERALITES

Comme on l'a dit au § 4.1, les ensembles K(o) et A(Q) s'obtiennent aisé-
ment & partir de K par intersection avec la variété lindaire correspondant 3 la

valeur fix@e pour o ou Q, et projection. Les propriétés démontrées ci-dessus pour
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K permettent donc de déduire,sans que de nouvelles démonstrations soient néces-

saires,des propriétés de K(a) et AQQ) .
Concernant K(o), certaines de ces propriété&s ne seront mentionnées

que pour mémoire, qui ont déj3a &té &tablies au chapitre I (propriétés a a fixé).

4.3.2 - CONSEQUENCE DE (4.6)

(4.18) K(da) = AK(a) L2\

A\
o
<
e
Vv
o

4.3.3 - CONSEQUENCE DE (4.9)

(4.19) 0 € X(w Ya>0

4.3.4 - CONSEQUENCE DE (4.10)

Si les Gj (?i) sont bornés :

{4.20) k() = {o0}.

Si les Gj (x) ne sont pas tous bornds, il peut se faire que K(0) # {0}
4.3.5 - CONSEQUENCE DE (4.11)

Si les Gj (x) sont &toilds de centre O :

(4.21) K(a) < K(a'") va'za

4.3.6 - CONSEQUENCES DE (4.13) et (4.14)

Pour mémoire : V a =0, K(g) est €toilé de centre 0 (resp. convexe)

si les Gj (x) sont &toilés de centre O (resp. convexes).
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4.3.7 - REPRESENTATION GRAPHIQUE

Les propriétés nouvelles &noncées ci-dessus pour K(a) sont
représentées sur la figure 7 dans le cas n = 2.
a —_
A 2//” AN 4\ 0.2
7’ \
¥ )
i 1 A—=-=a
/ \\ /’ \\\
/ - 4 K(dl) AY
/ K (Aé) \l // \‘
/, K("—‘) ‘; 'l K(°_0 ‘p N
] L4 u 1 /r -
| // 1 | , (1]
| 4 AN 4
\ // \\ ’//
AY Ve PR WL
~— -
—— e a) b)

Figure 7 : Propriltés de K(a) : a) K(\o) =)K(g) ,VA=0;

b) a'>a = K(@) <K(a')

4.4 - PROPRIETES DE A(Q)

(4.22) A(XQ) = AA(Q) YVA=20,VQ

4.4.2 - CONSEQUENCE DE (4.9)

Si les Gj (x) sont bornés :

(4.24) Q #0 = 0¢ A@Q

1
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4.4.4 - CONSEQUENCE DE (4.11)

Si les Gj (x) sont étoilés de centre 0 :
(4.25) o € AQ = a' € A(Q) Va'>a

ce qui signifie que si o est potentiellement stable pour Q, A(Q) contient

tout le cdne convexe de sommet o dé&fini par a'>a .

4.4.5 - CONSEQUENCE DE (4.13)

Si les Gj (.’E) sont €toilds de centre O :
{4.26) AQ = A » VY XE(0,1)

4.4.6 - CONSEQUENCE DE (4.14)

ol € A@Q) Al o+ (1= € AQ)
(4.27)  — } - { = - =

a? € AQ) YA € (0,1)

4.4.7 - REPRESENTATION GRAPHIQUE

Les propriétés &noncées ci-dessus pour A(Q) sont représentées sur

la figure 8 dans le cas m = 2.

v B@) %2 77 A
7 Q
8oyt }
B A L)
b)
a)
0 -
oy 1
Figure & : Propniétés de A(Q) : a) AAQ = AA(Q), VA0 ;

b) o € A(Q = a' € AQ va'>o
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4.5 - DIMENSIONNEMENTS EXTREMES ET DIMENSIONNEMENTS
N VP P P P VLV PV VPV VVVV VPV

SURABONDANTS

Par analogie de langage avec les chargements, les dimensionnnements
définis par un point de la fronti&re de A(Q) seront appelds dimensionnements
extrémes sous le chargement Q. Ils correspondent au fait que, pour un tel dimen-
sionnement, Q est chargement extréme pour le systéme. Les dimensionnements inté-

rieurs & A(Q) pourront &tre qualifiés de surabondants.

On remarque que si 1'on explore les dimensionnements par trajets
radiaux c'est-3d-dire en considérant des dimensionnements &, proportionnels 3 un
méme dimensionnement a', de la forme Aa', A > 0, en conséquence de (4.25) il
n'exisfe sur chaque trajet radial qu'un dimensionnement extr@me : la valeur de A
correspondante est la valeur minimale pour que lgl soit potentiellement stable

sous Q (figure 9) .

0(2 A
A(Q) Figure 9 :

Trafet de dimensionne-
ment nadial.

19

(!) cette propriété est évidemment homologue de celle rencontrée dans la théorie du
calcul & la rupture pour les trajets de charge radiaux.
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4.6 - TABLEAU RECAPITULATIF DES RESULTATS DE

L'APPROCHE PAR L'INTERIEUR

A

o~~~

HYPOTHESES PROPRIETES DE K PROPRIETES DE K(g_) PROPRIETES DE A(g)
G(x,0.) = a.G.(x) K cdne de K(Aa) = K(o) A(AQ) = AA(Q)
-3 33 sommet O - - - u

VvVi=20 . vi=0

0 €6, (x) 0, a=0) cK 0 € K(a) A(0) = {a > 0}
Ya=0.

Gj (x) bornés K(0) = {0} Q#0=0¢ AWQ)

G;(x) &toilés

de centre 0

Q, o) €K

(Xg_:g_) €K

VA:0< )<

K(g) étoilé de
centre 0,
Va=>0.

K(a) = KR(a'")
Va'2a .

Gj (x) convexes

K convexe

K(a) convexe,

Va=0.

A(Q) convexe, V Q .
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4.7 - CONSTRUCTION DE A(Q) PAR L'INTERIEUR

N

Q étant donné, on s'intéresse ici & la construction de A(Q) i partir

des résultats démontrés ci-dessus.

I1 est clair, par définition méme de K et de A(Q) que tout champ de
contrainte g , S.A. avec Q, permet de connaftre une famille de dimensionnements ]

de A(Q) a savoir : tous les dimensionnements o tels que :
(4.28) g(x) € G(x, o) V x€V.

Dans 1l'hypoth&se, en pratique toujours vérifiée, ot (3.4) est satis-
faite, les Gj (x) étant tous étoilés de centre 0, la connaissance d'un tel dimen-
sionnement o dans A(Q) implique que tout le cdne convexe de sommet o, {g'> g} »
appartient aussi & A(Q) d'aprés (4.25). Ainsi, lorsque l'on comnait k dimensionne-
ments potentiellement stables gl, gz,...,gk » la runion des cOnes convexes (o > _g._l),

(> gz),..., (T gk) est une approche par 1'intérieur de A(Q) :
(4.29) @>a) U @>a®) U...U (@>a) cAQ .

La figure 10 schématise 1'approche par 1'intérieur de A(Q) dans ce cas

pour m = 2,
A
042 \ .
I RN I R Figute 10 :
{ — Approche par &'intérieun
\ de A@Q).
~o et LT
~ L.
> .
0 -
oy

Si {3.7) est vérifiée, les Gj (x) étant convexes, on doit tenir compte
de la convexité démontrée de A(Q) (4.27) : 1'enveloppe convexe des cdnes convexes

de (4.29) est une approche par 1'intérieur de A(Q) comme cela est représenté 3 la
figure 11.
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Figure 11 :

Approche parn L'inténieun
de A(Q) dans Le cas
de convexite.

4.8 - CONSTRUCTION DE A(Q', Q2,..., Q) PAR L'INTERIEUR

T e e e e

La formule (4.5) donne l'expression de 1l'ensemble A(g},g?,...,g#) des
] diemnsionnements potentiellement stables pour les chargements g}, Sf,...,gk . Il en
résulte de facon immédiate que si 1'on dispose pour chacun des ensembles A(gl) d'une
approche par l'intérieur, 1'intersection de toutes celles-ci constitue une approche

par 1'intérieur de A(Q', gl,..-,gk>-

On remarquera aussi qu'il découle de (4.5) que A(Ql, g?,..., QF)
vérifie les mémes propriédtés que A(Q) sous les némes hypoth&ses. Ainsi en particu-
lier (on se reportera au tableau du § 4.6 pour les hypoth&ses correspondantes sur
les GjQE)) :

(4.30) AOQY, AQZ,...2Q) = A@Q1,Q2,.--,09) VA >0 ;
(4.31) A@QY, gz,...,gk) < AQOQY, A_(f,...,xgk) V A:0<2A<1 ;
(4.32) 4 € AQHQ%,e.rs Q) 0’ € 4(Q1,Q%,...,Q0), Vo' >a

(4.33) 5(Q'5Q%,.-.,Q5)  convexe.

La propriété (4.32), toujours vérifide en pratique puisque, comme on
1'a dit, les G (x) sont en régle générale toujours étoilés de centre 0, conduit

alors 3 la formulatlon suivante pour une approche par 1'intérieur du A(Q ,g ,...,g ):
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Si gl, 22,._-,2F sont des dimensionnements potentiellement stables -
respectivement pour les chargements 21 ,_QZ,...,g_k, alors le dimensionnement _q_M

défini par les composantes cxg:I :

M 2 .
{4.34) ar = Sup {uj, 2 =1,2,...,k} s j=1,...,m

est potentiellement stable pour 1'ensemble des chargements gl,...Qk

et par suite

on a @

{4.35) {a | g?gM} c A(gl,_Q_z,...,Qk) .

oty |
{ Figure 12 :
i
! Approche parn £'intérieun
1
! de A(Q',Q7%,...,0Y
L (icd k=3 ),

ol
0
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5 - THEORIE DU CALCUL A LA RUPTURE POUR LES SYSTEMES DONT LE DIMENSIONNEMENT
DEPEND D'UN NOMBRE FINI DE PARAMETRES : APPROCHE PAR L'EXTERIEUR PAR
LES VITESSES

5.1 - FORMULE FONDAMENTALE

J e e e e g

On s'appuie sur la théorie de 1'approche par l'extérieur par les
vitesses du calcul & la rupture développée au chapitre I (§ 4) ; les notations uti-

lisées ici sont identiques 3 celles employées dans ce chapitre, ou s'en déduisent

de fagon évidente.

En application de la formule (4.70) du chapitre I, lorsque le dimen-

sionnement o du systéme est fixé&, on peut écrire :

Vv C.A. dans le mode,

(5.1) .
K@< {Q|Q.a -P; v <0}

Ici, compte tenu de la définition du systéme, P(2, v) se décompose
selon (5.2) :

Uv. wlx, o 5 @AV, +
i
(5.2)
1

+ Jr TT(E,OLJ., n(x) ; [[_Y_(?ﬁ)]l)dzj J

z.
|

oll Ej désigne les surfaces de discontinuité de vitesse dans la zone Vj’ et oi,

évidemment :

ﬂ[z,aj ; d@®] = §UP {g(z) : d(x) | o(® € G6(x, ocj)}

(5.3)
mlx,0; » n(x) sIv@1]= sup { n(x) .0 .[v®1 o) € 6, aj)} .
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D'aprds la définition (3.4) de G(x, aj), ces fonctions se mettent

sous la forme :

mlx, 05 5 4@] = o, (x5 d@]

(5.4)
m[x, % » B ; [v(x)1]= ay T (x, 2@ 5 [v@D

ol les 1rj sont les fonctions T relatives 3 Gj(_:_:_) :

.5 )

Trj[gt_, n(x) ; [v(x)1]= sup { 1®. o) . [vx)] | ox) € GJ'(ZE)} .

Revenant 3 (5.2} on voit que 1l'on peut alors &crire P(a ; v) comme

un produit scalaire :

(5.6) P@;v) = I a, P.(W) = a.PW

ce qui transforme (5.7) en :

Vv C.A. dans le mode
(5-?) .
x@<{ele. iw-a 2w < 0}

Cette formule &tant valable, Va > 0, on a ainsi la formule fondamentale de 1'approche

par 1l'extérieur de@ ,A‘/‘M\é’

VX C.A. dans le mode
(5.8} .
X c{ @ ® Q.40 -a.rw <0

[Sp—

- e e

5.2 - COMMENTAIRES
i A A A A A

On remarquera que, comme pour le calcul i la rupture, rien ne permet

d'affirmer que cette approche par 1'extérieur conduise, si 1l'on explore tous les

champs v C.A. dans le mode, & la détermination exacte de K. Il faut &videmment,
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pour qu'il en soit ainsi que les Gj(E? soient convexes ; on pourra, pour 1'&tude
de cette question, s'appuyer sur les résultats de Nayroles (1970), Frémond et
Friad (1978) et Friaa (1979) déja cités ; toutefois certaines difficultés nouvelles
pourraient apparaitre dues # la nullité éventuelle des aj. En tout &tat de cause,
ce résultat n'est aucunement essentiel 3 1'int&rét présenté par 1'approche par
1'extérieur par les vitesses que traduit clairement (5.7) ; il est vrai pour les

structures 3 barres classiques.

La formule (5.7) permet de déduire les méthodes d'approche par 1'exté-
rieur, tant pour les domaines K(0) que pour les domaines AQ). Il est inutile
d'évoquer la premidre sur laquelle on s'est appuyé au début du § 5.1, et 1'on ne

s'intéressera ici qu'a A(Q).

5.3 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DE A(Q), PAR LES VITESSES

L'approche de A(Q) par 1'extérieur par les vitesse résulte directement

de la formule (5.8) ol 1'on fixe Q.

Comme cela est schématisé sur la figure 13, chaque champ de vitesse v,
C.A. dans le mode et dans lequel

Pw| < =

(5.9) Q. 4w # 0,

permet de délimiter de fagon non triviale le domaine A(Q) par la formule :

(5.10) A(_Q)c{_o_zlg.é_(z)—g._.g(z)<0}.

On remarquera que, 3 la différence de l'approche par 1l'extérieur de

K(a), chaque champ de vitesse &limine toujours ici un domaine contenant 1'origine.
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Figure 13 : Approche par L'extéinieur de A(Q) par Les vitesses (m = 2).

5.4 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DE A(Q!,Q2,...,Q¥) PAR LES VITESSES
A A A A e e e e

Dans le cas d'un ensemble de chargements glxgz,...,gk, pour lesquels
on cherche les dimensionnements potentiellement stables, les formules (4.5) expri-
mant (gl,gF,...,gF) > et (5.10) conduisent & 1'approche par 1'extérieur par les

vitesses :

(5.11) A(gl,g2,...,gk) c {g | (Sup gﬁ <4, & =1,2,...,k) - a.BP(v) < o} .



200

6 - APPLICATION AU DIMENSIONNEMENT DES OUVRAGES

6.1 - GENERALITES

De trds nombreux travaux ont &té consacrés i 1'optimisation du dimen-
sionnement des structures en s'appuyant soit sur des r&glements &lastiques, soit
sur des considérations du type de celles développées plus haut. D'une fagon géné-
rale ces dernidres sont le plus souvent regroupées sous le terme de dimensionnement
plastique, eu égard au fait qu'il s'agit trds fréquemment de structures métalliques
(barres, poutres, plaques) et & ce que, comme on 1'a déjid indiqué, une certaine
ductilité (plasticité@) du matdriau constitutif est, en tout &tat de cause, néces-

saire pour que les potentialit&s de r@sistance de la structure ne soient pas trop

éloignées de ses possibilités réelles.

Le but de ce qui va &@tre présenté dans la suite est essentiellement de
constituer un fil conducteur pour la lecture de la littérature abondante afférente
3 ce sujet, et dont on trouvera quelques références dans la bibliographie. Toutefois
sera nécessairement laissé de coté (§ cf § 3.2.2.) tout ce qui a trait 3 l'optimisa-
tion des structures (notamment plaques et dalles minces) dont le dimensionnement est
défini par un champ scalaire ; & ce propos on se reportera avec profit 3 Save (1972),

Save et Massonmnet (1972, 1973).

6.2 - UTILISATION DU DOMAINE DES DIMENSIONNEMENTS

B i  aaa a a  diaindara e e

POTENTIELLEMENT STABLES

On a vu dans les paragraphes précédents (4.1, 4.4 3 4.8, 5.2, 5.3)
la définition et les propriétés du domaine A(Q) des dimensionnements potentiellement
stables sous un chargement domné Q, et du domaine A(g},g?,...,gk) pour plusieurs
chargements donnés gl,...,gk, ainsi que la possibilité d'utiliser des approches

par 1l'intérieur et l'extérieur pour les construire.

Une propriété importante du domaine A(Q) est représentée par (4.25)

qui indique que A(Q),et en conséquence A(gf,g?,...,g}), n'est pas borné dans les
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directions o > 0. Ceci implique que si 1'on désire dimensionner ou prédimensionner
un sytéme, ou le plus souvent une structure, 3 partir de la connaissance de 1'en—
semble des dimensionnements potentiellement stables pour l'ensemble des chargements
imposés, il sera nécessaire de faire intervenir un critére de choix qui sera con-
crétisé par la minimisation d'une fonction scalaire du vecteur dimensionnement. Dans
de nombreux cas 1l'objectif visé sera la minimisation de la masse de matériau consti-
tuant la structure (structure de "poids minimal"), soit que cette condition pro—
vienne directement de 1'usage auquel la structure est destinde (aéronautique par
exemple), soit que la recherche du cofit minimal puisse en premidre approximation
8tre considérée comme s'identifiant i celle de la masse minimale. On reviendra sur

cette question dans la suite (§ 6.3).

Précisons immédiatement que dans la majorité des cas, il ne s'agira
13 que d'un prédimensionnement ; en effet, si comme on 1'a dit, la ductilité du
matériau constitutif est une nécessité pour que les possibilités réelles de la
structure ne soient pas trop éloignées de ses potentialités que met en &vidence le
calcul & la rupture, il faut &galement que dans les conditions de service les plus
sévéres les déformations de la structure ne dépassent pas certaines valeurs imposées:
aussi le dimensionnement de la strucutre devra-t-il se référer 3 ce type de conditions
de méme qu'il tiendra compte des régles destinées i se garantir contre le flambement,

le déversement et autres types d'instabilité pour les structures.

6.3 - LES FONCTIONS "ECONOMIQUES"
A A A e e emens

ns

Souvent la fonction "&conomique" dont la minimisation sert de critére

pour le prédimensionnement est une fonction linaire du vecteur dimensionnement & :
(6.1) ¢@ = c¢.a .

C'est le cas lorsque l'on considére une structure réticulde : si 1'on
cherche & construire la structure de masse minimale on aboutit rigoureusement 3 une
fonction &conomique de la forme (6.7), 1la résistance de chaque barre étant, comme
sa masse, proportionnelle & sa section si le matériau constitutif est fixé. On est
alors conduit 3 un probléme de programmation lindaire car le domaine AQ) est,

pour ce type de structures, limité par une ligne polygonale convexe.
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Pour d'autres structures, telles que les structures 3 barres fléchies,
le choix d'une fonction &conomique de la forme (6.]) sera fait dans un but de sim-
plification ; il permettra, &ventuellement avec d'autres approximations (cas des

=

charges réparties), de se ramener encore d un probléme de programmation linéaire.

C'est ainsi que si 1'on considére une structure 3 barres fléchies cons-—
tituée de profilés métalliques standards, Lescouarc'h et Brozzetti (1972) rappellent
que si les profilés d'une méme sé&rie &taient géométriquement semblables alors, pour
des raisons &videntes d'analyse dimensionnelle, la masse d'un tel él&ment varierait
comme la puissance 2/3 de son moment limite, ce qui, conduirait en adoptant la

masse de la structure comme fonction &conomique, & une fonction ¢(a) de la forme :

(6.2) P@) = ¢ .g2/3

Q12/3 étant le vecteur de composantes a§/3). Ils indiquent que bien que les profilés
commerciaux d'une méme série IPE, IAP,..., HEC, ne soient pas parfaitement géomé-
triquement semblables, cette relation demeure vérifiée en premiére approximation ;
Heyman (1975), indique quant a lui, la puissance 0,6. La linéarisation de la fonc-
tion ¢(a) se fera en assimilant chacun des mondmes cju§/3§ sa "tangente" pour
une certaine valeur de aj 3 i1 va de soi qu'elle conduira & un résultat d'autant
meilleur qu'elle aura &té effectude au voisinage de la solution optimale (d'oi,

-

éventuellement, le recours a un processus itératif).

Certains auteurs ont fait remarquer que pour les structures courantes,
la validitd du choix de la masse de la structure comme critére de prédimensionne-
ment devait &tre discutée. S'il paralt clair que pour ces structures, le coilit de
la construction pourra constituer un critére valable, il n'est en effet pas &évident
que celui-ci doive se référer uniquement ou méme principalement & la masse de la

structure.

a) Dans le cas de structures & barres fléchies, constituées de profilés
métalliques, on devra &videmment tenir compte du fait que la gamme des profilés
dans une série n'est pas continue. Le probléme peut alors &tre envisagé de deux

fagong équivalentes quant aux résultats :

. soit, directement, comme la minimisation de la fonction &conomique
de la forme (6.1} (voire (6.2)) sur l'ensemble discrét des valeurs des paramétres

de résistance disponibles (Toakley, 1968),
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. doit en procédant 3 1la minimisation, sur tout 1l'espace des para-
métres de résistance, d'une fonction ¢(a) de la forme (6.1) (voire (6.2)) pour
les valeurs des paramétres de résistance disponibles, et modifide de fagon a con-
duire & un cofit tr&s &levé pour les valeurs non disponibles, ce qui aboutit prati-

quement & exclure celles—ci de la minimisation (pénalisationm).

b) Il y aurait aussi lieu de faire intervenir le cofit des assemblages,
tant du point de vue de la matiére que de la main d'oeuvre et de la faisabilité de

certains d'entre eux.

c) Pour les structures en béton armé, Palmer (1975) a attiré 1'attention
sur le fait que tout calcul qui ne tendrait qu'i minimiser les masses de matidres
(essentiellemnt, la masse de 1'acier de ferraillage) risquait de passer i cBté de

son objectif réel, 3 savoir la minimisation du cofit, s'il aboutissait i trop com-

pliquer le travail tant au bureau d'étude qu'au chantier.

6.4 - ETUDE D'UN EXEMPLE
e s

6.4.1. - PRESENTATION

A titre d'exemple nous examinerons la structure représentée 3 la fig.l4,
utilisée par Heyman (1975) pour illustrer son propos : poutre continue & 2 travées
d'égale longueur 2% , de sections constantes, dont les paramétres de résistance
sont o3 et «p (respectivement) ; cette poutre est soumise aux charges d'inten-
sité 2Q et Q (Q = 0), verticales descendantes, appliquées au milieu des

travées. On désigne par m le moment de référence pour les moments limites des

travées :
m = ojm , my; = Oom .
Figure 14 :
(::) (::) Dimensionnement d'une
poutre continue a
2Q Q ? thavées.
A A | Dq X2 l Dy C
A

¥ Mo
>

T

w
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6.4.2 ~ APPROCHE PAR L'INTERIEUR DU DOMAINE DES
DIMENSIONNEMENTS POTENTIELLEMENT STABLES

On désigne par i le moment fléchissant au droit de 1'appui central B.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un dimensionnement
o = (01,02) soit potentiellement stable s'obtiemnent en considérant les moments

fléchissants au droit des points D;, B et D,. Il vient sans difficulté :

(6.3) [Qt/m + w/2m| < oy
{6.4) lu/m| < o

{6.5) |[u/m| < oy

(6.6) lQe/2m + u/2m| < a; .

En exprimant la compatibilité de ces inégalités par rapport 3 \, &

-

Q donné, on obtient les conditions sur o) et O pour que O appartienne 3
A(Q) . Nous n'écrirons que celles qui ne sont pas trivialement vérifides en raison

de la positivité de a3 et Oa2.

a1 > 2Q%/3m (*

20 + 03 = Qm
(6.7) 200 + o2 = 20Q%m (*)
az = Q%/3m (*)

2(oy + 02) = Qi/m
qui permettent de tracer le domaine A(Q) représenté i la figure 15.

On remarque que ce domaine, qui poss@de bien les propriétés générales
énoncées au § 4.4, est limité par une ligne polygonale en conséquence de (6.7}.
Cela correspond au fait que X, qui est lui-méme défini dans 1'espace {Q} x {a}

par les inégalités (6.7), est ici un polyddre.

Parmi les inégalités (6.7), seulement trois, marquées d'un (%),

interviennent de fagon effective dans la détermination de A(Q).
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oy A
. . : Figure 15 :
- . Domaine A (Q) pour
L : ’ La structure de La
) A(Q) - figure 14,
0e/m | . . .
0 — -
ag/m L]

6.4.3 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DU DOMAINE DES
DIMENSIONNEMENTS POTENTIELLEMENT STABLES

6.4.3.1 - Généralités

Pour une structure a barres fléchies telle que celle étudiée ici,
soumise 3 des charges concentrées, 1'approche par 1l'ext&rieur dans la recherche
des chargements extrémes s'appuie sur la considération des sections potentiel-

lement critiques [cf. p. ex. : (Massonmnet et Save, 1967)].

Le principe de la méthode est le suivant :

On sait, par application du théor&me d'association (chapitre I, §5.2),
que le (ou les) mécanisme de déformation de la structure correspondant 3 un
chargement extrme est nécessairement associé i la (ou les) distribution de
moment fléchissant équilibrant ce chargement extré@me. En consé&quence, pour un
tel mécanisme, il n'y aura déformation que dans les sections oii le moment fl&-
chissant atteindra, dans une distribution statiquement admissible, sa valeur

maximale permise en flexion positive ou négative.

Si la structure &tudide est constituée de barres le long desquelles
la "résistance est constante" (c'est-#-dire : valeurs limites constantes imposées
au moment fléchissant), alors on peut affirmer que le (ou les) mécanisme de dé-
formation correspondra & des déformations des poutres dans les sections oill le
moment fléchissant sera extrémal dans une distribution statiquement admissible

(avec le chargement extréme concerné) :

si ces sections sont isolées, on aura affaire 3 des rotations con-

‘centrées,

si le moment fléchissant est constant et extr@mal sur un segment,

il y aura déformation par courbure de la poutre.
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On voit donc que, pour une structure soumise & des charges concentrées
et dont les poutres sont de résistance constante, il est possible de connaitre &
1'avance les sections en lesquelles la déformation de la structu{e est susceptible
de se produire : ce sont les sections potentiellement critiques( 2 qui ne sont au-
tres que les sections oli les distributions de moment fléchissant statiquement ad-
missibles sont susceptibles de présenter leurs extrémums, c'est-3-dire les sections
correspondant aux points d'application des forces concentrées (on notera que dans
le cas ol en un tel point il y a assemblage de deux poutres de résistances diffé-
rentes, on devra introduire deux sections potentiellement critiques, une par pou-
tre ; il en sera &videmment de méme dé&s qu'il y aura assemblage de plus de deux

poutres).

Ceci permet alors de réduire 3 un sous—espace vectoriel de dimension
finie 1'ensemble des mécanismes sur lesquels on procéde 3 la minimisation de "P(v)".
Une méthode systématique d'exploration de ce sous-espace vectoriel s'appuie sur
la construction d'une base de mécanismes types dits "de poutre", "de panneau"

(pour les portiques), et "de noeud" [(cf. par ex. : (Massonnet et Save,1967)].

On peut démontrer,par application du principe des puissances virtuel-
les, que pouf une structure dont le degré d'hyperstaticité est s et qui posséde
p sections potentiellement critiques, la dimension du sous-espace vectoriel des
mécanismes correspondants est supérieure ou égale 8 (p-s). Plus précisément, si
‘1'on désigne par r le nombre de sections potentiellement critiques en lesquelles
les moments fléchissants sont lin€airement ind&pendants dans toute distribution
auto-&quilibrée, la dimension du sous-espace vectoriel des mécanismes est exacte-

ment égale 3 (p—r).

6.4.3.2 - Application

L'approche par l'extérieur pour la structure de la figure 14 se fait
donc en introduisant 4 sections potentiellements critiques en D;, B et Dy, et les
3 mécanismes de base (2 mécanismes de poutre et 1 mécanisme de noeud) correspon—
dants représentés sur la figure 16, et définis respectivement par les paramétres

A, 4 et v .

(1) terminologie classique
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c Figure 16 :

© Sections potentiellement
critiques et méeanismes
de base correspondants
pour La sthucture de La

\/ figure 14.
F2a

>
(=}
-
=2}
]
<9
N

En application de (5.70) on peut alors écrire en comsidérant un méca-

nisme quelconque de l'espace vectoriel ainsi défini :

AQ) < {g

%% X+ W) —ar (2] + [A = v]) —aa(|2u] + [u+V]) <O }

{6.8)
vV A, ¥, Vv .

On a ainsi directement, sous forme paramétrique, des inégalitds que

-~

doivent satisfaire o) et 0o pour que o appartienme & A(Q).

L'gtude de (6.8} en faisant varier A, U, Vv permet de dégager les
inégalités "dominantes" : Q &tant positif on sait que le coefficient de Q doit
étre maintenu positif (on le fixera par exemple &gal a 1) ; les inégalités qui con-
tribueront & délimiter A(Q) seront nécessairement obtenues lors des annulations
des valeurs absolues dans (6.8), d'ol les quatre inégalités indiquées en (6.9)

parmi lesquelles certaines pourront se révéler surabondantes.

o1 + 202 2 Q%/m qui correspond A A =0, u=1, v = -1

ay > 200/3m (%) " A= u=0,v= 0
(6.9)

02 = Q4/3m (*) " A=0,u=1,v= 0

25 *as > 200/m (%) " )\=-;—,u=0,v=17

En fait, trois seulement des indgalités (6.9) interviennent effec—

tivement dans la délimitation de A(Q) : elles sont marquées d'un (*).
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-

On constate qu'elles sont identiques & celles qui dans (6.7) inter-
viennent effectivement pour délimiter A(Q) par 1'approche statique.

Cela signifie, comme on pouvait le prévoir & partir des propriétés
connues pour le calcul a4 la rupture de ce type de structures (!), que 1'approche

par 1'extérieur fondée sur (6.8} permet de déterminer exactement A Q.

De plus cela permet d'interpré&ter "physiquement" les droites qui
déterminent A(Q) ; chacune d'elles correspond, comme indiqué dans {6.9) par
les valeurs des paramdtres correspondantes, 3 un mécanisme. Ces mécanismes
sont représentés sur la figure 17 : ce sont les mécanismes actifs dans la dé-
termination de A(Q) ; 3 chaque sommet de la frontidre de A(Q) correspond
&videmment une famille de mécanismes obtenue par combinaison lindaire convexe

des mécanismes actifs (figure 17) qui déterminent ce sommet.

o,z 2048/3m

uzaﬂf/Sm

<,

o - 20(y+0(p 2 2(l¢/m

Figure 17 : Mécanismes actifs dans La détermination de AQ).

(1) A o fixé, 1'approche par 1l'extérieur fondée sur les mécanismes de base de la
fiéare 16 permet de déterminer exactement K(g) : il s'ensuit, d'une fagon gé-
nérale, que 1'inégalité paramétrigue du second membre de (6.8) permet de déter-
miner exactement K.
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6.4.4 - OPTIMISATION DE LA STRUCTURE
6.4.4.1 - Fonction économique linédaire

P

On suppose que l'on adopte pour la relation entre la masse 1linéi-
que de la poutre et son moment limite de résistance une expression lindaire.
Les travées &tant de longueurs égales, 1'optimisation de la structure se ramdne

alors a la minimisation sur A(Q) de :
(6.10) $(@) = o1+ a2

d'oll le probléme de programmation lindaire :

Min (o; + o2)

o1 = 2Q%/3m
(6.11)
o2 = QL/3m

20 + 0y = 2Q%/m

La solution en est &lémentaire : les lignes d'égale valeur de ¢
dans le plan (o, 02) sont des droites paralldles & la seconde bissectrice
des axes ; le minimum de ¢ sur A(Q) est atteint sur la frontidre de AQ)
au point oli (- grad ¢) est normal extérieur 3 A(Q) c'est-3-dire au "sommet"

de coordonnées :

o 5Ql/6m

(6.12)

(¢33 Q£/3m

On dit aussi qu'en ce point "la fonction &conomique est une combi-

naison lin8aire convexe des mécanismes actifs correspondants".

Xy

Figure 1§ :

Optimisation de La

stweturne avee une

gonetion économique
Lineaine

0-&/3|n .
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6.4.4.2 - Fonction économique non linéaire

On adopte maintenant pour ¢ la forme en puissance proposée en
(6.2) qui, compte tenu des caractéristiques géométriques du probléme &tudié
ici, conduit, pour 1l'optimisation de la structure, 3 la minimisation sur

A(Q) * de :
(6.13) $(@ = 0,2/3 + a,2/3

La figure 19 présente quelques lignes d'égale valeur de cette

fonction "faiblement concave".
Le probléme de minimisation correspondant :

Min (a12/3 + a22/3)
o = 2Q2/3m

(6.14)
Qo = Ql/3m

20, + Oz = 2Q2/m

admet encore pour solution :

{ 01 = 5Q%/6m

02 Q%/3m

déji obtenue dans le cas de la fonction &conomique lindaire (6.70).

o, 4
.A(Q)
Figure 19 :
Optimisation de La
- stwcture avee
fonction Economique
non Linaine.
02//3n1 N
N-gradd 41 ~
~ i \\_¢= CEP
N
0 :

Sy



211

Cette solution est atteinte lorsqu'une courbe d'égale valeur de’
¢ vient tangenter la frontiére de A(Q) en un sommet, qui est ici le méme
que dans le cas linéaire. On remarquera d'ailleurs que sur cet exemple ce
dernier résultat serait maintenu pouf toute fonction ¢ de la forme :

¢(g)=a1k+u2k 0<k<1

Heyman (1975) attire 1'attention sur le fait que, si la fron-
tiére de A(Q) avait eu une forme différente, plus semblable 3 celle des
lignes d'égale valeur de ¢ , un résultat différent aurait pu &tre obtenu :
optimum atteint pour un sommet autre que celui correspondant au cas linéai-
re ; il indique toutefois qu'en r&gle générale dans de tels cas, la diffé-
rence de "coflit" entre le dimensionnement optimal ainsi obtenu et celui dé-
terminé par la théorie linéarisée est faible, et il justifie ainsi le re-
cours a8 la théorie linéarisée (ceci étant évidemment 1ié i la "faible" con-

cavité des fonctions ¢ de la forme {6.73})).

L'intérét de procéder & une telle linéarisation est évidemment
de permettre de recourir 3 tous les algorithmes classiques de la programma-

tion lingaire pour l'optimisation de la structure.

6.4.4.3 -~ Remarque

On peut souhaiter que le dimensionnement de la structure soit
optimisé par rapport 3 plusieurs chargements. Dans ce cas il sera d'abord
nécessaire d'introduire un espace des chargements, {Q} , de dimension suf-
fisante ; on construira les A(gl) correspondants 3 chacun des chargements
imposés et on procédera 3 la minimisation de la fonction &conomique ¢ sur

leur intersection A(Q', @7, ..., QF)-

6.5 = AUTRE PROBLEME D'OPTIMISATION DU DIMENSIONNEMENT
A A e e it s

La théorie qui vient d'@tre présentée a &té bitie en supposant
que les paramétres de chargement et les paramétres de résistance sont des

variables indépendantes.
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En toute rigueur cette hypoth&se est souvent en défaut, notam—
ment pour les structures : en effet, comme on 1'a dit plus haut, la résis-
tance d'un élément de structure est, lorsque le matériau constitutif est fixé,
liée 3 la masse de cet &lément ; aussi est-il clair que, lorsque le poids de
la structure ne peut &tre négligé devant les autres &léments du chargement,
on trouve parmi les paramétres de chargement des paramétres, en nombre &égal
d celui des paramétres de résistance, 1iés 3 ceux—ci par la relation linéaire

ou "puissance" qui est 3 la base de la construction de ¢(a) au § 6.3.

On peut, pour traiter ce probléme de fagon simple, utiliser la
théorie précédente : on fixera a priori les paramétres de chargement liés aux
paramétres de résistance 3 des valeurs plausibles, et on effectuera ensuite,

si nécessaire, des itérations sur ces valeurs.

On peut aussi examiner directement 1'optimisation avec paramé-
tres 1iés. On s'appuiera sur les résultats démontrés précédemment pour K
en supposant tous les paramétres indépendants et on fera ensuite intervenir

la dépendance :

désignant par Q' le vecteur des paramétres de chargement indépendants de

0o, et-par Q" celui des paramétres 1iés a o (on imaginera ici, comme exemple
de paramétre dans Q" , la masse linéique pour une poutre de section constan-
te), on travaillera d'abord dans 1'espace {Q'} x {Q"} x {a} ol sera cons-
truit le domaine KX ; l'optimisation sera faite, pour ume ou plusieurs va-
leurs de Q' fixées - soit Q'!, Q'2, ... - par rapport i ¢ 3 qui Q"

est 1ié : on devra donc minimiser ¢(2) sur Aqg'l), projection sur 1l'espace
ﬂz} de 1'intersection de K avec la variété définie par les &quations (pour

la premiére valeur de Q' fixée : Q'!) :

Qll

(6.15)

gn a (ou _Q" = 0.2/3) ;

en particulier si la relation linfaire est adoptée entre Q' et ¢ on voit
que si les hypoth&ses &noncées au début de 1l'étude qui permettent de démon-—
trer la convexité de K sont satisfaites (ce qui sera le cas généralement),
on sera encore conduit 3 un probléme de programmation convexe ( ¢(a) &tant

évidemment linéaire et A(Q'!) convexe).
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7 - APPROCHE PROBABILISTE

7.1 - GENERALITES

Dans 1'Btude d'un syst&me mécanique, un aspect probabiliste peut
y q P P

s'introduire 3 deux niveaux :
dans la définition du syst@me lui-méme,

dans celle des sollicitations auxquelles il est soumis.

Puisque 1'on se place ici du point de vue du calcul i la rupture
(ou de 1l'analyse limite), en ce qui concerne le systéme lui-méme, on supposera
déterminée la géométrie, et on introduira le caractére al&atoire pour les para-
métres de résistance ; en ce qui concerne les sollicitatiomns, le caractére

aléatoire s'introduira pour les paramétres de chargement.

Comme dans 1'approche déterministe précédente et suivant la remar-
que faite au § 6.5, les deux catégories de paramdtres pourront apparaitre soit
comme indépendantes les unes des autres, soit comme liées par une relation

fonctionnelle du type (avec les notations du § 6.5) :

(7.1) Q=% QM Q" =v(
telles que celles présentées dans la formule (6.75). Mais on peut aussi imagi-
ner que Q et o soient des variables al&atoires stochastiquement dépendan-

tes.

L'objet de la présentation qui va étre faite n'est pas de donner
une théorie probabiliste entrant dans tous les détails que nécessiterait la
rigueur mathématique (notamment, seront passé€es sous silence toutes les hypo-
théses sur la mesurabilité des ensembles en cause, etc.), ni d'exposer 1'inté-
gralité des résultats acquis dans le domaine ; on se propose simplement de dé&-
gager, 3 partir des idées exposées dans les parties 1 & 5 du présent chapitre,

les voies d'approche possibles.
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7.2 - PROBABILITE DE STABILITE ET

PROBABILITE DE RUINE D'UN SYSTEME

~~~ A

7.2.1 — GENERALITES

Les données du probléme ayant maintenant un caract&re aléatoire,
il va de soi que 1'on ne saurait en déduire, en ce qui concerne la stabilité
du systéme, une réponse déterministe. Laissant de cdté, pour la commodité@ du
langage, 1'aspect "potentiel" 1ié 3 1'approche calcul i la rupture, c'est de
probabilité de stabilité (') ou de probabilité de ruine que l'on va &tre amené

3 traiter.

Ce sujet a &té abordé par de nombreux auteurs. Il apparait que le
point crucial dans la majorité de ces &tudes consiste & appréhender la notion
méme de probabilité@ de ruine : on pourra en particulier se reporter au travail
de Carmasol (1983) dans lequel on trouvera une analyse des démarches suivies
par divers auteurs 3 ce propos (Augusti et Baratta, 1972 ; Krée et Met, 1973 ;

Augusti, 1975 ; Trézos, 1977 ; Parimi et Cohn, 1978).

En se plagant ici dans le cadre du calcul & la rupture, on va voir
comment il est possible, 3 partir des notions introduites dans les parties 3 et
4, de définir sans ambiguité la probabilité de stabilité et la probabilité de
ruine d'un systéme ; la démarche proposée s'inspire de celle de Gavarini (1972,

1977).

7.2.2 - CHARGEMENT ALEATOIRE ET DIMENSIONNEMENT DETERMINISTE

Le dimensionnement du syst@me étudié est d&terminé : on désignera

par ol 1la valeur correspondante du vecteur dimensionnement.

() 11 conviendrait évidemment, en toute rigueur, de parler de probabilité de
stabilité potentielle.
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Le chargement est aléatoire. Cela signifie que les paramétres de

chargement Qi, Q2, .., Qn sont connus par leur loi de probabilité conjointe
. ~ o . n
(ils peuvent &tre ind&pendants ou non), c'est-a-dire que sur 1'espace {Q} =R

est définie une mesure de probabilité qui sera notée uQ. A titre d'exemples :

¢ on peut imaginer que seules quelques valeurs discrétes de char-
gement, soit g}, Sf, e QF puissent &tre imposées au systéme avec des pro-
babilités respectivement &gales 3 p', p2, ..., pk 3 la mesure uQ est ainsi
constituée de masses de Dirac aux points g}, g?, cees Qk d'intensités p!,

k
P2y cees P .

¢ on peut imaginef pour chacun des paramétres de chargement, sup-—
posés indépendants, des répartitions continues définies par des densités de
probabilité f£f;, fo, ..., fn ;s la mesure uQ est alors la mesure produit

o as - . n P
correspondante, c'est-d-dire que la mesure d'ume partie A de ® s'écrit :

(7.2) ug(A) = JfA £1(Q1) £2(Q2) ... £,(Q) dQ1 dQz ... dQ, , A c/ .

¢ on peut imaginer aussi pour Q , si les paramétres de charge-
ment sont stochastiquement dépendants, une mesure uQ définie par une densi-

té de probabilité f d'ol :

(7.3) w = £ dg , Ac &Y.
g JA - -

La question posée est alors la suivante :

quelle est la probabilité de stabilité du systéme dimensionné par

g} » sous l'action du chargement aléatoire défini ci-dessus ?

ou, de fagon corrélative :

quelle en est la probabilité de ruine ?

La difficulté essentielle du probl&me consiste 3 dégager et i for-

muler précisément 1'événement dont on cherche & &valuer la probabilité.

Pour cela il suffit de considérer K(g}) : alors il est clair que
la probabilité de stabilité du systéme n'est autre que la probabilité que 1le
chargement Q imposé au syst@me appartienne a KQZI) ;s de méme, la probabilité
de ruine du systéme s'identifie & la probabilité qu'a le chargement d'&tre ex-

térieur 3 KQ}I).
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On en déduit que la probabilité de stabilité du systéme, sous le

1

chargement alatoire défini par ., , dans le dimensionmnement o! , soit

ps(uQ ; a') , est la mesure de k(') :

(7.4) p (1

s al) = ug[K(g‘)]

O

et la probabilité de ruine

. 1 - 1
(7.5) P (g 5 2 =1 M K@D -
Si yp, est définie par une densité de probabilité £, on aura en

application de (7.3)
ps (g 5 al) =I
= K(al)

(#.6)
pr(uQ He)

Q
-
~
1l
—
1
e
~
~
IR
-
~
Fh
~
O
~
=7
=]

La figure 20 illustre le raisonnement et les formules (7.4) et
(7.5) dans le cas oli le systéme est soumis & 7 chargements équiprobables dans

un mode 3 deux paramétres.

Py Byl )= 4/7

Pr(Bg, ¢!y = 3/7

(-]

Figure 20 : Prnobabilite de atabilité d'un sysiime
soumis a des chargements discrets
gquiprobables.
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7.2.3 ~ CHARGEMENT DETERMINISTE ET DIMENSIONNEMENT ALEATOIRE

Le probléme &tudié est 1'homologue du précédent : le chargement
du systéme est déterminé et on désigne par g} la valeur correspondante du
vecteur chargement ; le dimensionnement est al&atoire, c'est-d-dire que les
paramétres de résistance 0Oy, O, ««., o~ sont connus par leur loi de pro-
babilité conjointe. Ainsi, sur "1l'espace" des paramétres de résistance est dé-
finie une mesure de probabilité notée Wy -

Ici encore on peut imaginer & titre d'exemples : des dimensionne-
ments discrets gf, g?, cens g# de probabilités p!, p?, ..., pk qui condui-
sent 3 des mesures de Dirac ; des répartitions continues définies par des den-
sités de probabilités pour chacun des paramétres si ceux-ci sont indépendants,

qui permettent de construire W, , mesure produit ; etc. Sans entrer dans les

détails il parait important de %ignaler que, puisque les paramétres de résis-—
tance sont non-négatifs, 1'emploi sans précaution de certaines lois de proba-
bilité trés classiques peut conduire 3 des incohérences dans 1l'utilisation de
la théorie du calcul a la rupture car elles correspondent i des densités de
probabilité dont le support est & ; en fait, en régle générale, les lois
ajustées pour rendre compte des résultats issus des observations statistiques
sont telles que les valeurs négatives des aj correspondent 3 de trés faibles
niveaux de probabilité, et on peut alors montrer, par exemple en utilisant des
lois tronquées et renormées, que l'incidence des incohérences signalées est

sans importance du point de vue pratique usuel.

La question posée est alors la suivante :

sous l'action du chargement Q' , quelle est la probabilité de
stabilité d'un systéme dont le dimensionnement est aléatoire selon la défini-

tion ei-dessus ?
ou, de fagon corrélative :

quelle en est la probabilité de ruine ?

La signification physique du probléme considéré ici est peut-&tre
moins &vidente que celle du probléme du § 7.2.2 : en effet on pouvait imaginer
aisément dans le cas précédent que le systéme, de dimensionnement connu de fa-
gon déterministe, &tait soumis 3 un processus de chargement aléatoire au cours
de son histoire ; maintenant c'est le caractdre aléatoire lié 4 la constitution

du systéme qui entre en jeu.
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Pour parvenir & la définition claire de 1'événement dont on re-
cherche la probabilité au niveau du systéme il convient de se référer a
A(g}) ¢ la probabilité de stabilité sous le chargement g} du systéme dont le
dimensionnement 0o est al@atoire apparait alors comme la probabilité que o

appartienne a A(g}).

On en déduit que la probabilité de stabilité, sous le chargement

Q' , du systéme dont le dimensionnement aldatoire et dé&fini par W, soit

ps(g} H ua) est la mesure de A(Ql) :

1, =
(7.7) p Q" ug) = ug[A(g‘)]
et la probabilité de ruine :

) _ - 1
(7.8) P (@ ;5 H) =1 ug[Mg ]|

Si W _ est définie par une densité de probabilité f :

o
~
1o
—
-
=
~
]

f(w da

° 2 JA(Ql)
(7.9) B

p(Q‘;u)=l-J
= 2 A(QY)

f(o) d a
La méme démarche peut &tre suivie si le syst&me est soumis, de
fagon déterministe, 3 plusieurs chargements g}, gz, seey gk. I1 suffit alors

de se référer a A(gl, Q?, ..., QF) introduit au § 4.1 et il vient :

P, @ Q% -ty @ 5 W)
(7.10) p,@, @, s @5y

n, 1@, @, -.ey Q9

1=, [AQ@Y, @5 -ons Q9]

~r
1]

7.2.4 - CHARGEMENT ET DIMENSIONNEMENT ALEATOIRES

On considére un systéme dont seule la géométrie est déterminde, le
chargement et le dimensionnement &tant al@atoires : dans 1'espace {Q} x {a}

est donnée la mesure de probabilité uQ o
=

pour (Q,).
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11 est clair que si chargement et dimensionnement sont indépen-—

dants, u est le produit des mesures et ¥, relatives 3 Q et o

Q.0 g

séparément. S'il existe entre Q et o une relation fonctionnmelle {7.7), on
a pour la mesure sur 1'espace {Q} x {o} = {Q'} x {Q"} x {a} :

7.11 =

( ) o

1 X Ug_ X GQ"—‘P(E)

Ho,a

On cherche a déterminer la probabilité de stabilité du systéme,

sous le chargement aléatoire, dans son dimensionnement al&atoire.

L'événement correspondant s'interpréte commodément dans l'espace
{Q} x {a} : c'est la position du point (Q,a) par rapport & K. La probabili-
té de stabilité du systéme, ps(uQ a)’ est la probabilité pour que le point
, X

(Q,a) appartienne 3 X ; on a donc :

o
~~
b

el

S
N

1
=
~~
B
N’

(7.12)

Si Q et o sont indépendants il vient :

(7.13) Ps(“g_,g) = Mg x ug(K)
soit encore :
(7.14) p.(u, )= [ du J du
s Q,0 J{g} o K(a) Q
et :
(7.14)' p_ (1 )=I dy J du H
T Iy Qa2

s'ils sont liés par la relation fonctionnelle (7.7}

{#.15) Ps(“g,g) =My ¥ ug[K n@Q"=¢ (@)1 .
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On peut aussi remarquer que (7.72) et (7.713) contiennent comme
cas particuliers (7.4} et (7.7). Pour le systéme du § 7.2.2 on a

uQ 0 uQ x 6&-&‘ , d'oll par application de (7.14) :
—’.— — — —

Ps(“g, )

My K@hHl

et pour le systéme du § 7.2.3, , d'olt par (7.14)' :

Ug’g = GQ‘QI X ua

ps(ug’g) =1y [ahl

‘ 7.3 - APPROCHES DES PROBABILITES DE STABILITE ET DE RUINE

Les expressions auxquelles on a abouti ci-dessus pour les proba-
bilité&s de stabilité et de ruine et notamment les formules (7.72) montrent
clairement compte tenu des propriétés de la mesure uQ,a » que :

¢ toute approche par 1'intérieur de X conduit 3 une valeur par
défaut de la probabilité de stabilité et & une valeur par excés de la probabi-
1lité de ruine ;

-

¢ toute approche par 1'extérieur de X conduit 3 une valeur par
exc@s de la probabilité de stabilité et i une valeur par défaut de la proba-

bilité de ruine.

On donnera dans la suite les applications les plus simples de ces

propriétés générales ; le lecteur désireux d'approfondir le sujet pourra se re-

porter i la bibliographie.

7.3.2 - SYSTEME A CHARGEMENT ALEATOIRE ET

¢ Approche par défaut de ps(uQ H g}) par les contraintes.
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On a évidemment :
. aly o 1 1
(7.16) pg(ug 3 a) My [K(aM]=> ug(A) V A c K@

ce qui signifie que la mesure de tout ensemble de {Q} intérieur 2 K(a') ,

obtenu par les méthodes d'approche par 1'intérieur, sous-évalue ps(uQ H g}).

¢ Approche par excés de ps(uQ H g}) par les vitesses

On a de méme :

(7.17) Po(Hy 5 @) = My [K@DI< uy(®) V B > K(al) ;

donc, en application des résultats sur l'approche par 1l'extérieur par les

vitesses :
; al) < . a») - al. <ol| o .
(7.18) Py (g 5 @1 UQ[VQ.A.{QIQ a@ - a. P 0;] )
¢ Les propriétés corrélatives pour pr(uQ H g}) sont évidentes :
' .ol - 1
(7.19) pr(Hg s al) <1 ug (A) v A < K(a")
saly>1 -~ 1
(7.20) pr(ug ;o) =1 Mo (B) V B o K(a!)
(7.21) Py 5 01 > 1 - uQ[ N {glg .a@ -ao'. P(v) <0 }] M
= =] v C.A.
et en conséquence :
(7.22) P (g 5 aly =1 - My {g|g . q() -al'. P(v) €0 } Y v C.A.

¢ On peut aussi, dans le cadre de l'approche par défaut par les

contraintes, citer la formule proposée par Carmasol (1983) en explicitant

(7.4).

(') L'égalité dans cette formule a lieu lorsque les hypothéses suffisantes pour
& 1
que qu ) soit exactement déterminé par 1'approche par 1'extérieur sont
satisfaites.
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Pour un dimensionnement donné o' quelconque on introduit dans

1'espace des champs de contrainte {g} 1'ensemble :

(#.23) H(a')= {g | o(x) € 6(x,0") Vx € v} ;

on définit alors dans {g} » pour un champ g statiquement admissible dans le

mode, quelconque, 1'ensemble :

-1
(7.24) A(pl,0) = {9_ | o € L (@ nH@EH }
qui est vide si et seulement si g ¢ HQZI)

Ceci permet d'écrire que :

(7.25) k@hH = U a0
g S.A.
d'ol :
(7260 paysad =u [ U awe
7R = 2 [g S.A.

et en conséquence :

S.A.

la

. gl > 1
(7.27) Py 5 &) 2 Mo [A(@ ,9) ] v

On remarquera la similitude de (7.26) avec (7.18) et de (7.27)
avec (7.22).

7.3.3 - SYSTEME A CHARGEMENT DETERMINISTE ET

¢ Approche par défaut de ps(gf H ua) par les contraintes.

On a de méme qu'au § 7.3.2 :

(7.28) p (@ 5 uy) = ug[A(g‘)] > ug(A) v AcAQY
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Cette formule qui peut &tre explicitée comme ci-dessus (Carmasol, 1983) en

introduisant dans {g} » pour un champ ¢ quelconque statiquement admissible

dans le mode, l'ensemble (cf. § 4.7, formule 4.28) :

(#.29) A(Q*,0) = { aloert@h n H(g_)}
(qui est vide si et seulement si g ¢ L‘l(g}) ) ; on peut alors écrire :
(7.30) ad = U a@ho
o S.A.

d'oll :
(7.31) P.Q s u)=u AQQ',g

s o o g S.A -
et :
(7.32) P, @ ;u) > u [40QL,0] V g S.A.

les vitesses

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)

(7.37)

¢ Approche par excés de ps(g} ; ua) par les vitesses
En application des résultats de 1f2pproche par l'extérieur par
(§ 5.3) on a :

PQ s u) < oy N {g | *.a(v) - a.P(w) < 0} M
- Ly c.A.

¢ Les propriétés corrélatives pour pr(g1 5 ua) :

P.Q 5 u) < 1- ug(A) VA < A@QY

P,@ s u) =1 -n U 2@
- " |o s.A.

P, @ s u) < 1-u [a@Q,0] V g S.A.
p,@ s uy) > 1-ul N {g [ Q'.a) -a.P(») < o} ™
- Tl v C.A.

(') Méme remarque que pour les formules (7.18) et (7.21).



(7.38) P, @ su)>1-u

Les formules valables dans le cas d'un systime soumis de facon

-

déterministe & plusieurs chargements s'obtiennent & partir des précédents en

-~

s'appuyant sur {4.5) et (5.711) : celles correspondant a 1'approche par 1'exté-

rieur par les vitesses sont &videmment les plus simples.

7.3.4 - SYSTEME A CHARGEMENT ET DIMENSIONNEMENT ALEATOIRES

¢ approche par l'inté@rieur par les contraintes

Sans qu'il soit nécessaire d'insister on a :
(7.39) P (uy ) =u, () >u, (A) VA © K

Pour g statiquement admissible dans le mode, quelconque, on dé-

finit dans {Q} x {a} :
{7.40) A(Q) = {(g,_q) [ger™t@ n H(E)}

(il n'est jamais vide), d'oli 1la formule :

(7.41) k= U a©
o S.A.
et :
(7.42) ps(ug’g) > ug’g[A(g)] Y g S.A,

4 approche par l'extérieur par les vitesses

Il vient immmédiatement :
(7.43) Pllg,e) < Vga N {(Q,_) | Q.9(v) - a.P(¥) < o}

o ,

et
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(7.44) Ps(“g,g) < ug,g{(g,g) 2.4 - a.P(¥) <0 } Vv C.A.

¢ pour les probabilités de ruine :

(7.45) pr(ug’g_) <1~ ug’g(A) V A c X
(7.46) Prlig,g) = 1= “g:z[glsJ.A.A@]
(7.47) pr(ug’g) <1 - u_’g[A(g)] V g S.A.
(7.45) P (g ) > 1 -l N {(Q,g) [Q.9(v) - a.P(v) < 0}
v C.A.
(7.49) pr(ug’g) >1 - Mo,q Q) | Q-a(¥) - a.P(v) < 0} Y v C.A.

L'criture répétitive des formules précédentes pour chaque cas
de syst&me peut sembler fastidieuse et superflue, notamment en ce qui con-
cerne les formules relatives aux probabilité&s de ruine conséquences évidentes
de celles obtenues pour les probabilités de stabilit&. Nous 1'avons toutefois
donnée car elle correspond & la vision du probléme sous ses différents aspects:
"contraintes” ou "vitesses" d'un cdté&, "stabilité" ou "ruine" de 1'autre. Cer-
taines approches, "contraintes-stabilit&" ou "vitesses-ruine' semblent plus
naturelles que d'autres ; la seconde a &té& souvent utilisée par les chercheurs.
La présentation de 1'ensemble des formules nous a donc paru de nature 3 faci-
liter le travail du lecteur soucieux de situer avec précision les :expréssions

proposées par les uns et les autres.
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7.4 - DOMAINES DE CONFIANCE

Bt e e e

On a vu ci-dessus aux § 7.2.3 et 7.3.3 comment il est possible de
définir et de calculer la probabilité de stabilité d'un systéme dont le dimen-

sionnement est aldatoire, sous un chargement donné.

L'idée qui préside & 1l'introduction des domaines de confiance est

de coter les chargements par la probabilité de stabilité& qui leur correspond.

Pour cela, suivant Augusti et Baratta (1972), on considére dans
1'espace {Q} , pour un niveau de probabilité u (0 <u<1), 1'ensemble des
chargements pour lesquels le systéme dont le dimensionnement est aléatoire dé-
fini par M, » @ une probabilité de stabilité@ supérieure ou égale & u : ce

domaine de confiance sera noté K(ua,u) et sa définition s'exprime par :

(7.50) Kugow = {alp,@ 5 1) >uf -

I1 est utile de donner la construction de K(uu,u) en fonction

des K(g) qui se traduit par :

(7.51) kw,w = U N x| .,
= Ac{a} Ja€EA

ug(A) 2 u
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formule dont la démonstration (!) s'appuie sur les relations évidentes,

conséquences des définitions de RK(@) et AQQ) :

(7.52) 2 € N xw ., ae N a@
a € AQ) Q € R(a)

La formule (7.57) permet d'énoncer la propriété suivante, consé-

quence de celle relative aux K(g)

87 les Gj(z) ‘sont étoilés de centre 0 , K(ua,u) est étoilé
de centre 0. -

Par contre, si les Gj(E) sont convexes, il n'en résulte pas
que K(ua,u) s0it nécessairement convexe (ou se reportera i (Carmasol, 1983)

pour un contre-exemple simple).

La formule (7.57) permet &galement d'obtenir sans difficulté des

approches de K(ua,u)

- par l'intérieur en s'appuyant sur (7.32) ,

- par l'extérieur en s'appuyant sur (7.33) ;

4 noter que ces dernidres aboutissent toujours 3 un domaine convexe contenant

K(ua,u)-

() En effet (Carmasol, 1983)
¢qc K(ug_,u) - ug [A@Q] 2 u,

donc, d'aprés (7.52), il existe A < {g} tel gue Q € r] K(a)
o €A

By (A) > u
(il suffit de poser A(Q) = A). -

¢ D'autre part :

Q € lJ r] K()] = 3 A c {g} tel que ua(A) Zuet Q € r] K(a)
C Ac{o} |a€a T = a €A

UQ(A) Zu

d'oli A < A(Q) et donc UG[A(Q)] 2 u, ce qui prouve que Q€ K(ua,u).
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7.4.2 - SYSTEME A CHARGEMENT ALEATOIRE

Pour un systime dont le dimensionnement est déterministe et dont
le chargement est aléatoire défini par u  , on introduit de manid&re analogue
dans l'espace {a} le domaine de confiance relatif au niveau de probabilité
u (0<u<1): c'est 1'ensemble des dimensionnements pour lesquels la pro-
babilité de stabilité du syst&me sous le chargement aléatoire est supérieure

ou égale & u. On le désigne par A(uQ,u) :

(7.53) A(ug,u) = {g_l ps(ug ;3 0) 2 u } s

-

qui se construit & partir des A(Q) par la formule :

(7.54) g = U [ N A(g)]

Ac{Ql Lqea
ug‘A) Zu

dont la démonstration s'appuie.sur (#.52) et est analogue 3 celle de {7.57).

La formule (7.54) permet d'énoncer la propriété suivante, consé-

quence de celle relative aux A(Q) :
st Lles Gj (x) sont étoilés de centre 0, A(uq,u) vérifie :
{#.55) o€ A(uq,u) = a'€ A(uq,u) Va'>aq .

Par contre si les Gj (x) sont comvexes 1l n'en résulte pas que

A(uq,u) soit nécessairement convexe.

La formule {(7.54) conduit aussi aux approches de A(uQ,u) :

- par 1'intérieur 3 partir de (7.27),

-

- par 1'extérieur i partir de (7.18),

ces dernidres aboutissent toujours & un domaine convexe contenant A(uQ,u).
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Les domaines A(uQ,u) présentent du point de vue pratique dans
le cas du chargement aldatoire, la méme utilité que les domaines A(g) dans
le cas du chargement déterministe : ils permettent en effet de dimensionner le
systéme en se référant 3 un critdre de choix concrétisé par la minimisation
d'une fonction &conomique ; il est clair que dans ce cas, en raison du carac-
tére aléatoire du chargement il est nécessaire de se fixer en quelque sorte
un "niveau de sécurité&" pour le dimensionnement recherché : celui-ci peut
étre représenté par le niveau de probabilité u dans Ay, ,u).

Il reste 3 signaler que d'autres notions introduites en théorie
déterministe du calcul i la rupture et du dimensionnement sont susceptibles
d'une approche probabiliste ; on en trouvera des exemples dans le travail de
Carmasol (1983). Ainsi en va~t-il notamment du coefficient de rupture. Des
théorémes ont aussi été démontrés concernant le syst&me "moyen" (systéme
dont le dimensionnement est 1'espérance mathématique du dimensionnement

aléatoire).



chapitre V

Problemes plans de

Calcul a la rupture
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I - INTRODUCTION

On se propose de montrer comment la résolution de certains problémes
de calcul 3 la rupture pour le milieu continu tridimensionnel peut &tre ramenée 3
celle de problémes de calcul & la rupture sur le mod&le "milieu continu bidimension-
nel", posés par simple modification de la dimension de 1'espace suivant un forma-

-~

lisme strictement identique 3 celui exposé au chapitre I.

I1 est clair que cette réduction de 3 i 2 de la dimension de 1'espace,
conduisant 3 1'étude de problémes plans de calcul & la rupture, auré des conséquen-—
ces simplificatrices importantes dans 1'application pratique des méthodes d'appro-
che par 1'int&rieur et par 1'extérieur de 1'ensemble des chargements potentielle-
ment supportables ; tant pour la construction de champs de contrainte statiquement
admissibles que pour celle de champs de vitesse cinématiqﬁement admissibles, le
nombre de fonctions scalaires inconnues est réduit, ainsi que celui des variables:
ceci permet 1'utilisation de méthodes analytiques ou numériques efficaces, aboutis-

sant 3 des résultats intéressants.

Il convient d'ailleurs de dire que la majorité des problémes de calcul
a4 la rupture pour le milieu continu qui ont &té& traités, 1'ont &té comme probldmes
plans. Les solutions véritablement tridimensionnelles sont tr&s rares et, en régle

générale, relativement rustiques.

Deux types principaux de problémes de calcul & la rupture pour le milieu
tridimensionnel peuvent &tre ramenés i des problémes plans ; on les désignera par :
"problémes de calcul 3 la rupture en contrainte plane" et "problémes de calcul I la
rupture en déformation plane'. Cette terminologie choisie pour la commodité peut se
révéler trompeuse ; en fait, il va de soi que le probléme posé sur le milieu copti—
nu tridimensionnel, n'est pas en lui-méme "en contrainte plane" ou en "déformation
plane” ; ce sera 1'objet de ce chapitre que de mettre en &vidence comment des hypo-
thé&ses sont faites a priori dams la résolution, basées sur la forme des données
(géométrie, chargement, capacités de ré&sistance), qui permettent de se ramener aux
problémes plans, et quelles interprétations peuvent &tre données a posteriori aux
résultats obtenus pour le probléme\plan relativement au probléme initial tridimen-

sionnel correspondant.
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Dans sa rédaction ce chapitre rompt avec la forme que nous avons adop-
tée en régle générale oli un exemple est d'abord présenté sur lequel sont introduits
les concepts &tudiés dans la suite ; il peut en résulter une plus grande difficulté

34 la premiére lecture, d'autant que, afin de ne pas aboutir a un texte de longueur

excessive, certaines étapes de raisonnement n'ont parfois &té que signalées.

On trouvera au chapitre VI des exemples de problémes plans de calcul i
la rupture, traités du point de vue tridimensionnel ou en appliquant la théorie du
calcul 3 la rupture en déformation plane ; la lecture de ces exemples pourra &clai-

rer les considérations présentées ici.

La présentation précise que nous avons choisie ici n'est sans doute pas
indispensable au lecteur soucieux seulement d'une premi&re information sur ces pro-
blémes, il nous a paru par contre souhaitable de mettre & la disposition du cher-

cheur une base de raisonnement solide.
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2 - CONTRAINTE PLANE ET CAPACITES DE RESISTANCE

2.1 - TENSEUR DES CONTRAINTES PLAN

2.1.1 - DEFINITION

Dans toute la suite les axes Ox, Oy, Oz sont orthonormés. On dit que

1'état de contrainte en un point x est plan parall&lement & Oxy si le tenmseur

contrainte 0(x) y satisfait les conditions :

(2.1) o (x) = o0 (x) = 0,(x =0

XZ — yz

2.1.2 - CAPACITES DE RESISTANCE DU MATERIAU EN CONTRAINTE PLANE

Soit G(x) le domaine de ® qui définit les capacités de résistance
du matériau au point x. Si l'on se restreint 3 ne considérer en x que les ten-
seurs contraintes plans parallélement & Oxy, c'est-i-dire satisfaisant (2.1}, on
est amené i introduire au point x un domaine Géx’y)(g) de &, déduit de G(x),
et qui permettra de définir 1es_capacités de résistance du matériau en contrainte

-~

plane parallglement & Oxy :

0, (x) € Géx’Y)(E) C ® <—>o(x) €6(x) C &

(2.2)
avec io
(2.3) 8@ = |&@ o
o 0 o

~ A P .
ol le symbole . désigne la matrice des composantes du tenseur correspondant dans

les axes (Ox, Oy, 0z) ou (Ox, Oy) suivant la dimension de 1'espace.

I1 est clair que ce domaine Géx’y)(§) n'est autre que la trace de
G(x) sur le sous—espace de ®°, de dimension 3, défini par (2.7). Il possdde dans

& les propriétés homologues de celles de G(E) dans &° (chap. I § 2.2.3)
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® Torsque G(§)'est €toilé de centre O (cas général) :
0 € Gix’y) (x)

Géx’y)(x) est étoilé de centre O

® si G(x) est convexe dans &%, alors :

Gix’y)(g) est convexe dans ®°.

Si 1'on caractérise G(x) par un critére f [x ; g(x)] comme indiqué
au chapitre I (§ 3.4.), on peut de fagon semblable caractériser Géx,y)(§)
par un critére féx,y) [x; 22(5)] obtenu de la fagon suivante :

(2.4) 5 x5 n®l = flx; o]
ol 22 (x) et a(x) sont 1iés par (2.3).

Pour le domaine Gix’y)(g) dans &% on peut, de la méme manidre
qu'au chapitre I (§ 4.5.), définir la fonction "éx,y) [x ; .] sur les tenseurs

d2(x) symétriques sur ®/% , c'est-a-dire da(x) € ®?%, par :

(2.5) OV @l s swle® L@ | e® e

(

. o . e s X . a e oy s
Cette fonction posséde vis—-da-vis de Gc ’Y)(g) les mémes propriétés que

nlx s o] vis-d-vis de G(x) :

® elle est positive
B elle est positivement homogéne de degré 1

® elle est convexe de d»(x).
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X’y)(g_c) est convexe (et donc en particulier si G(x) est convexe),

(x,y) (x).

est la fonction d'appui de Gc

Si GC
SN PR

Sinon, ﬂéx,y) [x ;3 . ] est la fonction d'appui de 1'enveloppe convexe de

G(X,_Y)
C

. . ) . .
(x) soit [G N ; cette derni&re n'est autre &videmment que la

trace de 1l'enveloppe convexe de G(x) sur le sous-espace dé&fini par (2.1).

2.2 - CHAMP DE CONTRAINTE PLANE

Considérant un solide tridimensionnel V, de forme cylindrique parallé-
lement & Oz et d'épaisseur %, on dit que ¢ est un champ de contrainte plane

parallélement 3 (Oxy) dans V, si :

1° 1'état de contrainte est plan selon (0Oxy) en tout point, c'est-i-dire :
(2.1) est satisfait, Y x € V; '

2° le champ de contrainte ¢ est indépendant de z :
(2.6) o0 90 a0
XX - ¥y - J - 9
az az aZ
Alors,

® Les &quations indéfinies de 1'équilibre quasi-statique pour un tel

champ de contrainte s'@crivent :
(2.7) divy g3 + pF2 = 0

(2.8) F, = 0

ot div, désigne la divergence 3 droite dans 1'espace Oxy(R?), g, est défini
en chaque point par la relation (2.3}, ¥, désigne la partie bidimensionnelle

dans le plan Oxy, de composantes Fx et Fy’ de la force masse F.
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Ainsi un tel champ de contrainte ne peut &tre en équilibre quasi-statique

que si les forces de volume pF sont :

(2.9)

paralléles au plan Oxy,

indépendantes de la coordonnée z.

B De méme, en se référant 3 la définition donnée ci-dessus du champ

de contrainte plane, on voit que les conditions aux limites en contraintes s'écri-

vent nécessairement -sous la forme suivante :

P d . . .
en désignant par Ti la composante du vecteur contrainte donnée suivant

1'axe A(Y),

(2.10)

{2.11)

(2.12)

=¥

T

T

0y,
244

= 0 (s'il y a lieu c'est-a-dire si TL est donnée)

3

4 =1, 2, 3, sur les facettes de "base", parall&les i Oxy.

= 0 (s'il y a lieu, c'est—d-dire si TZ est donnée)

sur les facettes "latérales", paralléles & Oz.

. (s'il y a lieu, c'est-3d-dire si Ti est donnée),
L =1, 2, sur ces mémes facettes latérales dont
la normale est parallé&le 3 Oxy et donc de la

forme : m,= (o , 0).

Ainsi, un tel champ de contrainte ne peut &tre en &quilibre qu'avec des

données aux limites sur les contraintes satisfaisant les conditions suivantes :

(2.13)

étre nulles sur les "bases"

8tre parallé@les au plan Oxy sur les facettes latérales et y &tre indé-

pendantes de z.

M £i=3 correspond & la composante selon 0z, 4 = 1, 2 aux composantes selon deux

axes orthonormés dans Oxy.
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3 — CONTRAINTE PLANE EN CALCUL A LA RUPTURE

3.1 - LE TYPE DE PROBLEMES ETUDIE

On s'intéresse aux problémes de Calcul 3 la rupture pour un systéme en

milieu tridimensionnel, dont les données sont de la forme suivante :

3.1.1. - GEOMETRIE

Systéme V de forme cylindrique tel que défini au § 2.2. On désigne par
V2 la trace du systéme dans le plan Oxy et par X, le vecteur position dans ce

plan (figure 1).
f2

Figure 1 - Systeme mécanique
pour L'étude des problemes
de Caleul a La nupture en
contrainte plane.

<Y

3.1.2. = MODE DE CHARGEMENT

Le systéme V est soumis 3@ un mode de chargement dépendant de n paramétres
comme défini au chapitre I (§ 2.2.2.) et possé&dant de plus les propriétés suivantes :

® ]les données aux limites sur les "bases'" du cylindre V (parallé&les 3 Oxy)

portent exclusivement sur les contraintes et respectent (2.73) ; autrement dit :
les "bases" sont libres de contrainte
® Jes forces de masse dans le volume respectent la condition (2.9) :

elles sont paralleles & Oxy et indépendantes de z.
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® Les données aux limites sur les facettes latérales sont indédpendantes
de z

et elles imposent la nullité de Tz en tout point (ceci implique que

Vz n'y est jamais donnée).

3.1.3. - CAPACITES DE RESISTANCE

Les capacités de résistance sont supposées homog@nes selon 0z, G(x)

n'étant ainsi fonction que de x et vy, soit :

(3.1) 6(x) = G(xp)

3.2 - APPROCHE PAR L'INTERIEUR DE K AU MOYEN DE CHAMPS DE CONTRAINTE PLANE

~rrr ~

~

I1 est clair que sous ces hypoth&ses on peut utiliser, pour 1'approche
par 1l'intérieur du domaine K des chargements potentiellement supportables pour le
systéme V, des champs de contrainte plane parallélement & Oxy, statiquement admis-

sibles et respectant la condition de résistance.

Un tel champ ¢ , dont les propriétés caractéristiques ont &té données
au § 2.2, sera construit & partir d'un champ de contrainte "bidimensionnel" ¢,

sur Oxy , de la facon suivante :

en chaque point x de V on a :

e o
. . 0,(x,y) ! éz(§2) H

(3.2) a(x) = 9(x,y,2) = 1o = |0
N | . ———————]

o o0 0 0 o0 o

od le champ ¢, , fonction de x; seulement, doit satisfaire les &quations déja

écrites :

(3.3) divp gy +p Fp =0
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quations bidimensionnelles qui assurent le caract@re statiquement admissible de

é
¢ dans le mode de chargement indiqué pour V ;

et :

(3.4) g2(x2) € Gix’y)(x_:z) Vx. € v,

qui assure que g(x) satisfait la condition de résistance dans V.

On explore ainsi, en construisant 1'ensemble des champs bidimensionmels
6, sur Oxy satisfaisant (3.3 et 3.4}, 1'ensemble des champs de contrainte plane
parallilement 3 Oxy, statiquement admissibles dans le mode indiqué et respectant

la .condition de ré&sistance pour V : soit Héx,y) CH . On obtient alérs, dans
(x,y)
c

par l'intérieur du domaine K des chargements potentiellement supportables pour V.

1'espace & des paramétres de chargement de V , un ensemble K , approche

3.3 - CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES POUR LE SYSTEME V,

~ ~ ~rr ~~~ ~

3.3.1. =~ MODE DE CHARGEMENT HOMOLOGUE POUR LE SYSTEME Vi

Comme on 1'a remarqué,les &quations (3.3) et (3.4) sont bidimensionnelles :
elles apparaissent comme les homologues bidimensionnelles des &quations d'équilibre
et de la condition de ré&sistance pour le milieu continu tridimensionnel.

Cela incite 3 considérer le systéme bidimensionnel V, dans 1'espace 3 deux
dimensions Oxy , syst@me construit dans le méme formalisme que celui du milieu

continu tridimensionnel (!).

Il convient alors de définir, pour ce systéme, le mode de chargement

homologue de celui du systéme V décrit au § 3.1 :

(1) En précisant gque 1'on choisit, pour le milieu continu bidimensionnel, de conserver
au tenseur des contraintes 0> les mémes dimensions que pour le milieu continu tri-
dimensionnel : en conséquence les vecteurs~-contraintes T, et densités de forces de
volume PF, conservent aussi les mémes dimensions, tandighque les forces‘corréspon—

dantes exercées au contour ou & 1'intérieur de V, ont la dimension d'une force par
unité de longueur (selon oz).
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® les densit&s de forces de volume aux points Xy de V, sont celles définies

pour le systéme V (qui sont paralldles 3 Oxy et ne dépendent que de x et y).

® Les données aux limites au contour de V, sont celles définies pour le
systéme V sur les facettes latérales, sans la condition "Tz = 0" qui n'a pour V,
aucune signification ; ce sont des conditions qui ne dépendent que de X et y et
portent sur T, vecteur-contrainte bidimensionnel et Vy vecteur-vitesse bidimen~-

sionnel.

Il s'agit pour V, d'un mode de chargement dépendant de n paramétres

(méme nombre que pour V).

Ce résultat est intuitif si 1'on remarque que la puissance des forces
ext&rieures dans 1'expression du principe des puissances virtuelles pour V, ne fait
ici intervenir aucune contribution pour les bases paralléles & Oxy, et pour le
reste est composée, compte tenu de 1'indépendance des données vis—3-vis de z ,
de termes produits ol apparaissent des intégrales séparées par rapport i z. Plus
précisément, introduisons les notations suivantes qui prolongent celles du chapitre I

§ 2.2.2. [voir aussi (Salengon et Halphen, 1981)].

S, : ensemble des champs de contrainte statiquement admissibles dans le

mode de chargement pour V,.

4y : ensemble des champs d'autocontrainte dans le mode de chargement pour

Vy.

[gz]éx’y) : champ tridimensionnel de contrainte plane parallélement 3 Oxy, défini

3 partir d'un champ bidimensionnel ¢3 par la relation (3.2).

[Sz]gx’y) : ensemble des champs de contrainte plane parallélement & Oxy , stati-

quement admissibles dans le mode de chargement pour V ; on a :

[Azléx’y) : ensemble des champs de contrainte plane parallélement & Oxy, qui sont

d'autocontrainte dans le mode de chargement pour V ; on a :

[4,] x,y) = A0 [8,5] (EX:Y)
c
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Soit ¢ € S5 quelconque ; on construit alors un champ bidimensionmnel

n<

2 € S possédant les propriétés suivantes :

® champ statiquement admissible dans le mode de chargement pour V, pour
les données homologues de celles correspondant 2 ¢ , c'est-3a-dire : mémes valeurs des
forces de volume #PF;, et des données aux limites 13 oll elles portent sur une (ou

deux) composante de la contrainte T, au contour de Vg, Ti (£ =1 et-ou 2).

m et tel que sur le reste du contour de V,, c'est-d-dire 13 oli les données
dans le mode de chargement pour Vz portent sur une (ou deux) composante de la
vitesse vz, la (ou les) composante de la contrainte T, en un point X soit &gale
@ la moyenne par rapport & z de la valeur donnée par le champ ¢ au long de la

génératrice passant par X, ;-soit :

. 1 et-ou 2
T2 (x2) = %‘I Uij(éz, z) nj(§z)dz i =1,2

(o]

&~
1

Un tel champ défini par la donnée des forces de volume en tout point de
V2 et par la donnée des deux composantes de T, en tout point du contour de V,
existe bien car 1'équilibre global de V, est assuré par ces données (en consé-

quence de 1'équilibre de V dans le champ g).

Alors il est clair que l'on a :

(3.5) g = [ed™P 4
avec
(3.6} p € A

il suffit, pour vérifier ce résultat, d'écrire la puissance de o et de [gz]ix’y)
dans un méme champ v € €, quelconque, et d'appliquer le principe des puissances
virtuelles pour se ramener a la puissance des forqeé extérieures correspondantes :
on montre ainsi que les puissances de g et [gzléx’y) sont égales ce qui implique

le résultat annoncé.
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On a alors :

(x9Y) x,y)
G y) - )
15159 0 s (41§

Compte tenu du § 3.2, [Szléx’y) est isomorphe 3 S, ; quant i
[Azlix’y) on voit sans difficulté qu'il est isomorphe a A4, (1). Il en résulte

que :

{3.7) dim (S/4) = dim (Sp/4,).

-

En se reportant a la définition donnée au chapitre I (§ 2.2.2.) d'un
mode de chargement dépendant d'un nombre fini de paramétres, la formule {3.7) prouve
que le mode de chargement homologue défini pour Vo, dépend du méme nombre de para-

- métres, sait n , gue le mode de chargement de V.

I1 est &videmment possible de choisir le vecteur-chargement Q de V;

en sorte que l'on ait :

(3.8) Q [gzlf"” - Qe , Yo € 5

et méme, plus précisement, que chaque composante de Q dans (3.8) soit identique a

la composante homologue de Q :

(3.9) Qj [gz]éx’Y) = sz(gz),

les paramd@tres de chargements de V et V,; sont alors identifids.

(1) on a évidemment : g, €4 = [gz]éx’y) e [AZ]EX’Y) ;

réciproquement : [gzléx’y) € [Azléx’y) = 0, € A, ; il suffit pour le
vérifier d'exprimer la nullité de la puissance de [ozlgx’y) dans les champs

v € C et indépendants de z .
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3.3.2. - Ensemble des chargements potentiellement supportables pour V,

En appliquant la méthode d'approche par 1l'intérieur, 1'ensemble K,
des chargements potentiellement supportables par V, dans le mode de chargement

homologue défini ci-dessus, et avec le domaine de ré&sistance :

(3.10) G = 6 ()

peut &tre construit en explorant l'ensemble H, des champs de contrainte gs

vérifiant :

et
(3.12) 22(%2) €  Ga(xp) Vx € v

La condition (3.717) signifie que gy doit satisfaire les &quations d'équi-
libre dans le volume et au contour pour le milieu continu bidimensionnel, c'est-i-
dire les &quations (3.3). La condition (3.72), compte tenu de (3.10), est identique
d (3.4). Les vecteurs—chargements ayant &té choisis selon (3.8), il en résulte
alors :

(3.13) Ky Kix’Y) C K.

Ainsi : le domaine des chargements potentiellement §upportables pour V,,
dans le mode de chargement homologue, avec le domaine de résistance Géx’y)(gz)
est identique a 1'approche par 1'intérieur du domaine des chargements potentiellement
supportables pour V, construite en explorant 1l'ensemble des champs de contrainte
plane parallélement &8 Oxy, statiquement admissibles, et respectant le domaine de

résistance G(xy).
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3.4. APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DE K, = Kix’Y)

A~ A A,

Pour le solide bidimensionnel V, 1le domaine K; peut, en application
de la théorie générale du chapitre I (§ 4.2.), &tre approché par 1'extérieur au

moyen de champs de vitesse. Compte tenu de 1l'identité (3.13) ceci fournit donc

(x,y)

o » lui-méme approche par 1l'inté-

une méthode d'approche par 1l'extérieur de K

rieur du domaine K pour V.

Pour se faire, on a alors 3 considérer des champs de vitesse bidimension~
nels Vy, fonctions de x5, cinématiquement admissibles dans le mode de chargement

homologue qui a été défini pour V; au § 3.3.1.

Un tel champ de vitesse doit satisfaire les conditions aux limites sur
les vitesses au contour de V, : conditions identiques & celles imposées aux champs
de vitesse tridimensionnels cinématiquement admissibles sur les facettes latérales
de V puisque celles-ci, d'aprés le § 3.1., ne portent jamais sur v, I1 peut
comporter des discontinuités : & la traversée d'une ligne L tracée dans Oxy,
orientde par la normale mny(xy) au point x5, on notera W,(x,) = [vo(x,)] 1a
discontinuité &ventuelle en x,. On remarquera que le champ de vitesse de déformation
bidimensionnel d, dérivé d'un tel champ, satisfait 1'unique condition de compati-

bilité géométrique bidimensionnelle :

(3.14) dy

0.

+ d2 2d2
XX,¥Yy YV XX XY, Xy

On a alors i calculer pour le champ vy 1'expression Py(vs), homologue

de celle écrite dans le cas du milieu tridimensionnel, soit :

(3.15) Py(vy) = f mol %o 5 dp(xp)] AV, + J"zh_cz, ny(x) 5 Yo(xo)ldL
v, L

et la puissance des forces extérieures : 92-&2(22)-
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A ce propos on notera les points suivants :

® La fonetion wy[xy ; .] n'est autre que la fonction néx’y)[gz 3 .l
définie au § 2.1 & partir du domaine Géx’y)(gz) Z Go(x2).

® Pour la fonction molxp, np(xp) 53 .1 : on 1'obtient a partir de la
précédente de la méme manidre que dans le cas tridimensionnel. Ainsi en décomposant
Vo(x2) en ses composantes Uzn(gz) et Uzt(§2) selon la normale ny(xp) et la

tangente t,(x,) & la ligne L , et en introduisant le temseur Dolny(xg) ;5 Va(x2)]

dont la matrice des composantes dans ces axes [ny(x3), tz(x3)] est :

1
Uy (x2) 5 Uz, (22)

(3.16) D [na(x2) 5 Vo(x2)] =
1
7 U2, (x2) 0
on a :
(3.17) © o omolxa, mp(xy) ;5 Volxp)]l = "éx’y) x2 3 Dalma(x2) 5 Va(x2)]
On peut remarquer que dans le cas oli le matériau constitutif de V

. X
est transversalement isotrope autour de 0z , Gé »y)

correspond alors 3 un maté-
riau bidimensionnel isotrope. Cela implique que le critére féx,y)[§2 3 22(x)]

est une fonction symétrique des deux contraintes principales 0;(x3) et 05(x3).
On définit alors la "courbe intrinséque de contrainte plane"” dans le plan de

Mohr (o, t) comme 1'enveloppe convexe des cercles de Mohr de diamdtre ¢, o,
lorsque 01(x;) et 6,(xy) sont liées par la relation fgx’y)[gz 3 Ga(x2)1 = 0.

On peut montrer que @y Xy, ny(x2) ; .] n'est autre que la fonction d'appui du

domaine limité par la "courbe intrinséque de contrainte plane".

La figure 2 représente dans le cas des crit&res de Tresca et de von Mises,
dans le plan de Mohr, en traits tiretés le lieu des sommets de cercles de Mohr limi~-

tes (c'est-i-dire tels que féx’Y) = 0), et en traits pleins la partie réelle de
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1'enveloppe de ces cercles. En effet l'enveloppe convexe des cercles de Mohr limites
n'est en régle générale que partiellement réelle (Hill, 1950 ; Mandel et Parsy,
1961). Cette circonstance est d'ailleurs d l'origine des difficultés plus grandes
rencontrées dans la résolution des problémes de Calcul & la rupture en contrainte
plane, par rapport 3 celle des problémes en déformation plane présentés dans la
suite : en effet, la méthode connue sous le nom de "Théorie des &quilibres limites
plans", basée sur 1l'utilisation de la méthode des caractéristiques, ne peut &tre
employée que dans les zones oli la solution qu'elle permet de construire correspond
en chaque point Xy 2 un cercle de Mohr tangent 3 la partie réelle de 1'enveloppe

(Hill, 1950 ; Mandel, 1942).

T
A

L

AR e AN

(G N | \_
\\\ \‘ : % :7 ? ) \; /r 70_
\ , \\ l
s T
a) %o b)
2 k
Figure 2 : Courbes intrninslques de contrainte plane :
a) Criterne de Trnesca b) Critere de von Mises
® Le domaine G(xy) est toujours borné puisqu'il s'agit en fait de
Géx’y)(gz) » domaine de résistance en contrainte plane, construit a partir de G(x,)

comme il a &t& dit au § 2.1.2. Il en résulte que Py(v;) est finie Y v, ,
c'est—-3-dire que tout champ de vitesse vy tel que éz(gz) # 0 conduit & un
résultat non trivial : aucune condition n'est imposée par To(x2 5 .) ou

Tolxz, ma(x2) 5 W1 sur do(x) ou Vp(xp).
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3.5 - SOLUTIONS COMPLETES BIDIMENSIONNELLES

A~~~ ~~~

Aux paragraphes précédents ont &té é&voquées. les deux approches ‘du. domaine
K, , par la construction de champs de contrainte g, ou de champs de vitesse v, ,
et on a montré que ce domaine K; constitue lui-méme une approche par 1'intérieur,
Kéx,y) » du domaine K relatif au systéme tridimensionnel V vis-3-vis du critare
G(xp) . L'approche par 1'intérieur de K, conserve donc ce méme caractdre vis-a-
vis de K , par contre on ne peut rien affirmer concernant 1'approche par 1'exté-
rieur de K; : une approximation par 1'extérieur de K, peut &videmment &tre

intérieure & K.

La combinaison des deux approches peut conduire, comme indiqué dans 1la
présentation générale au chapitre I (§ 5.1), & la détermination de chargements

extrémes pour Vi :

sil'on met en &vidence
d'une part g, € Hy &quilibrant Q2,
d'autre part v, , cinématiquement admissible, tel que

(3.18) Q. q2(v2) = Ba(va),

alors Qp est chargement extréme pour V, et les champs 0, et vy sont associés
vis~3-vis de Gy(xy) = Géx’y)(gz) comme indiqué au chapitre I (§ 5.2). gy, et

Vo constituent une solution compléte pour le syst&me bidimensionnel V.

3.6 = SOLUTIONS COMPLETES TRIDIMENSIONNELLES

o~~~ ~~

Compte tenu de la forme particuligre du probléme &étudié& (cf § 3.1)_qui a
conduit & axer 1'approche statique sur la construction de champs de contrainte plane,
et a introduire le systéme bidimensionnel V, dont on &tudie les chargements poten-

tiellement supportables vis-3d-vis du critére de résistance correspondant a la
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K, = g(%y)
c
tique au domaine K pour V. Il va de soi qu'une réponse positive concernant cette

contrainte plane, il est tentant de penser que le domaine est iden-—

conjecture renforcerait considérablement 1'intérét de la construction de K,.

Cette question n'est, en toute rigueur, presque jamais &voquée ; soit
que 1' identité entre K, et K soit.implicitement admise, soit que l'on se place
délibérément du point de vue du milieu continu bidimensionnel sans se préoccuper

de sa ré@alité physique.

On se propose ici de 1l'aborder par 1'étude des solutions complétes tridi-

mensionnelles, de la fagon suivante :

supposant Q, chargement extréme pour V; obtenu par le moyen d'une solution
compléte (¢, Vp), est-il possible de construire une solution compléte (g, v)

montrant ainsi que Q, est aussi chargement extréme pour V ?

® Pour le champ de contrainte : on rappelle que d'aprés les théor@mes
d'association et d'unicité du chapitre I (§ 5.2 et 5.3) 1la solution compléte, si
elle est constructible, l'est avec n'importe quel champ de contrainte ¢ stati-
quement admissible &quilibrant Q, et respectant la condition de r&sistance. On

pourra ici utiliser le champ = [gzlgx’y).

[[S]

® Pour les vitesses : il s'agit de construire un champ de vitesse tridi-

mensionnel v tel que son champ de vitesse de déformation d , et ses disconti-
.y . . . . . X e e

nuités de vitesse soient en tout point associes au champ [gzlg »Y) vis-a-vis de

G(xz).

Connaissant ici v, on peut penser, pour construire v, & la méthode

sulvante :

en chaque point x la vitesse v(x) sera obtenue en adjoignant aux composantes
connues de vy3(x3) , une troisiéme composante vz(g) 3 déterminer en sorte de

satisfaire la condition d'association.

Ceci conduit a déterminer, en chaque point x, de V, , le temseur

-~

d(xp) associé a [gz(§2)]£x,y) relativement 3 G(xp) et dont la partie bidi-

mensionnelle (relative 3 Oxy ) est d,(x;). On obtient ainsi un champ tridimen-—

sionnel d , qui ne dépend que de xp , et qui doit &tre intégré pour déterminer
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v. D'oli la premiére difficulté de la méthode car 1'intégrabilité de d n'est en

régle générale pas assurée hors de Oxy.

D'autre part en les points . x, oli vy est discontinu on introduit le
tenseur 22[92(52) 3 Vo(x2)] 3 partir duquel il est &galement possible de détermi-
ner un tenseur D(x;) tridimensionnel associé a [gz(gz)]éx’y) relativement 3
G(xp) et dont la partie bidimensionnelle est Dalnp(x) ; !2(52)]. On doit alors
construire la discontinuité de vitesse tridimensionnelle V , correspondante,
qui doit se produire 3 la traversée d'une surface I de normale n(x) confondue

avec ny(xy). Ceci se révéle en général impossible.

La méthode présentée est valable dans 1'hypothése des tranches minces.
En effet cette hypothé&se permet, comme pour les problémes de contrainte plane en
€lasticité linéaire classique (cf. Mandel, 1966), de laisser de coté les &quations
de combatibilité transversales et de ne prendre en compte que la condition relative
au plan Oxy : le champ d est alors intégrable. De plus, en ce qui concerne la
discontinuité de vitesse, on a alors affaire a un probléme tel qu'étudié par Hill
(1952) sous le nom de "contrainte plane généralisée" dans lequel on admet que,
compte tenu de la faible épaisseur du systéme V considéré, il n'y a pas incompati-
bilité entre les hypoth&ses faites pour la construction de V et des surfaces

de discontinuité@ non paralléles d Oz.

En conclusion, dans 1'hypothése des tranches minces, un chargement extréme
pour V, déterminé au moyen d'une solution compléte est également chargement extréme

pour V.
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4 - DEFORMATION PLANE ET CAPACITES DE RESISTANCE

4.1 - TENSEUR "VITESSE DE DEFORMATION" PLAN

4.1.1 ~ DEFINITION

_ On dit que la vitesse de déformation en un point x est plane paral-
l1&lement 3 Oxy (}) si le tenseur 4d(x), vitesse de déformation, satisfait les

conditions :

(4.1) de,® =d () =d ) =0

La matrice d'un tel tenseur dans les axes Ox, Oy, Oz, est alors de la forme :

' @ |0
(4.2) g(z) = SE—— 0
l 0 0 o

4.1.2 - CAPACITES DE RESISTANCE DU MATERIAU "EN DEFORMATION PLANE"

Soit G(x) 1le domaine de & qui définit les capacités de résistance
du matériau au point Xx. Soit #[x ; . ] la fonction définie au chapitre I (§ 4.5)

pour ce domaine :
(4.3) 7[x ; d(x)] = Sup {;(5) :dx) | o(x) € G(§)}

on sait que cette fonction est la fonction d’appui de 1'enveloppe convexe [G(x)] co

de G(x).

™

Comme aux paragraphes précédents, les axes 0x, Oy, 0z sont orthonormés.
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Si 1'on se restreint 3 ne considérer que des tenseurs vitesses de
déformation plans parallélement 3 Oxy, c'est-3~dire dont la matrice a la forme
(4.2), on est amené 3 introduire a partir de la fonction [x ; .] une fonction
analogue portant sur les tenseurs symétriques bidimensionnels (&léments de &)

notés Qz(i) définie par :

"ng,Y)[E 3 )] = wlx ;5 d(x)]

(4.4)
avec d(x) défini par (4.2)

I1 est clair que cette fonction "lgx,y) (x 5 .) possé&de sur & les mémes

propriétés que m(x ; . ) sur ® ; elle est :

positive
(4.5) positivement homogéne de degré 1
convexe .

De plus, en désignant par ¢2(x) la partie bidimensionnelle relative-

ment & Oxy d'un tenseur ¢(x) , en sorte que l'on a :

A { Oz
A g2(x) |
(4.6) ix) = i o
__________ L
o o o
zx  zy 2z

on voit que {4.4) s'écrit :
(4.7 =Y [x 5 4] = sup {;z@ L@ | 26 €Y (§>}

ol G;x,y) (x) désigne la projection de G(x)c & sur le sous-—espace & des tenseurs
bidimensionnels symétriques sur Oxy. G;x,y) (x) posside évidemment les mémes pro-

priétés que G(x) :

G;x’y) (x) contient 0
(4.8)

d

G;x’y) (x) est &toilé de centre O

G;x,y) (x) est convexe si G(x) est convexe.
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La formule (4.7) montre que ﬂ(x,y)[x ; .] est la fonction d'appui
D =

de 1'enveloppe convexe de Géx’y)(g). Cette derniére, qui seule interviendra dans la

suite, sera notée Géx’y)(g) 5 i1 va de soi que G(x

D ’Y)(g) est aussi la projection

de 1'enveloppe convexe de G(x).

Par une analogie de langage commode avec le cas de la contrainte plane
(§ 2.1.2), on dira que Géx’y)(g) définit les capacités de résistance du matériau
en déformation plane parallélement & Oxy. Cette terminologie est &videmment abusive
car la notion de capacités de résistance telle que nous 1l'avons présentée porte
exclusivement sur les efforts subis par 1'élément de matidre, hors de toute consi-
dération de déformation et il ne peut donc &tre question, & proprement parler,
d'évoquer les capacit&s de ré&sistance dans un type de déformation donné ; ceci est
d'ailleurs cohérent avec le fait que 1'on ne peut, dans cet esprit, parvenir qu'a

la connaissance de Géx’y)(§), enveloppe convexe de G;X’y)(E).

On désignera par féx,y) [x ; 92(x)] un critére caractérisant Géx’y)(g)
dans 1'espace & des tenseurs bidimensionnels symétriques, comme indiqué au cha-
pitre I (§ 3.4) ; il sera abusivement appelé "critére de résistance en déformation

plane" ; il pourra &videmment &tre choisi convexe.

4.2 - CHAMP DE VITESSE EN DEFORMATION PLANE

Considérant un solide tridimensionnel V de forme cylindrique paralld-
lement 2 Oz et d'épaisseur £, on dit que v est un champ de vitesse en déformation

plane parallélement 3 Oxy dans V si les conditions suivantes sont satisfaites :

v =0
z
(4.9) ..avk .oV
— = = 0
dz oz

ainsi, en chaque point x de V le tenseur vitesse de déformation est plan para-

ll&lement & Oxy, et le champ v est indépendant de z.
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Réciproquement soit d wun champ de tenseurs symétriques tridimen-—
sionnels plans parall&lement & Oxy c'est-a-dire de la forme (4.2}, et indépendants
de z, les conditions de compatibilité géométrique pour qu'un tel champ soit un
champ de vitesse de déformation (plane), c'est-i-dire soit intégrable, se réduisent
a 1'équation unique :

(4.10)

+d d =
2xx,yy = 2yy,xx %Xy ,Xy

ol .§2(§9 est définie en chaque point par (4.2).
En ce qui concerne les conditions aux limites, un champ de vitesse en

déformation plane ne peut &tre compatible qu'avec des données possé&dant les

propri&tés suivantes (1) :

w

(4.11) v

= 0 s'il y a lieu, c'est-a-dire 1la ol v3 est donnéde

i
<
&~

indépendant de z, s'il y a lieu c'est-a-dire 1la ou
VL est donnée (L =1 et-ou 2) : en particulier les
données sur vi doivent étre identiques sur les deux
bases paralléles a Oxy en des points homologues,
ainsi qu'au long des génératrices des facettes laté-

rales de S.

)

4 =3 correspond & la composante selon 0z, L= 1,2 aux composantes suivant

deux axes orthonormés dans Oxy.
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5 - DEFORMATION PLANE EN CALCUL A LA RUPTURE

5.1 - LE TYPE DE PROBLEMES ETUDIE

~r~~

I~~~

On s'intéresse aux probl@mes de Calcul i la rupture pour un systéme

en milieu continu tridimensionnel, dont les données sont de la forme suivante :

1° Géométrie

Systéme V de forme cylindrique tel que défini-au § 4.2. V, est la

trace du systéme dans le plan Oxy et X, le vecteur-position dans ce plan (fig. 3).

y

Figure 3 : Systeme mécanique pour

- 2'étude des problemes de Caloul &
v ) La nupture en déformation plane.
X
ol 1" [,
_l y
e -z.2-~‘
X v,

2° Mode de chargement

Le systéme V est soumis 3 un mode de chargement dépendant de n para-

métres comme défini au chapitre I (§ 2.2.2) et poss&dant de plus les propriétés

suivantes :



257

¥ Les données aux limites sur les "bases" du cylindre (paralléles 3

Oxy) sont de la forme :

(5.1) vy = vg = 0
et :

G3) = T? =0
(3.2)

032 = T‘Zi = 0 >

qui respectent bien (4.17).

® Les données aux limites sur les facettes latdrales sont indépendantes

de z ; de plus, elles imposent en tout point du contour de V :

"
(=}

soit v
z

(5.3)

[
o

soit T
z

® Les forces de masse sont indépendantes de z et telles que pR; = Q.

3° Capacités de résistance
A s

Les capacités de résistance sont supposées homogénes selon 0z, G(x)

n'étant ainsi fonction que de x et y, soit :

(5.4) Gx) = G(x2)

5.2 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR DE K AU MOYEN DE CHAMPS DE

VITESSE EN DEFORMATION PLANE
e A A A e s

Il est clair que sous ces hypothéses on peut utiliser pour 1'approche par
1'extérieur du domaine K des chargements potentiellement supportables pour le systéme
V, des champs de vitesse en déformation plane parallélement & Oxy, cinématiquement

admissibles.
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Un tel champ’ v dont les propriétés caractéristiques ont &té données

au § 4.2, sera construit 2 partir d'un champ de vitesse "bidimensionnel™ v, sur

Oxy, de la fagon suivante :

en chaque point x de V on a:
(5.5) b = Sy = [v Gy, v @y, 0] = [F26), 0]

oli le champ v, , fonction de x» seulement, doit satisfaire les conditions aux

limites :
d . . = P
(5.6) Vop = Vi A< 1 et-ou 2, 13 ol v, est donnée

&quations bidimensionnelles qui assurent le caractére cinématiquement admissible de

v dans le mode de chargement indiqué pour V.

On explore ainsi, en construisant 1l'ensemble des champs bidimensionnels
v, sur Oxy satisfaisant {5.6), 1'ensemble des champs de vitesse en déformation
plane cinématiquement admissibles dans le mode indiqué. Ceci permet d'obtenir dans
1'espace & des paramétres de chargement de V, un ensemble Kéx’Y) approche par

1'extdrieur du domaine K des chargements potentiellement supportables pour V :

(5.7) &7 -0 {g . 4w - P(v) < 0 | v défini par (5.5) sous (5.6)}

va

Rappelons que dans cette formule on a :

(5.8) P(v) = J a[x ; d(x)]av +J m {5, n(x) ; I[z(g)]]} dz
v = =

T désignant les &ventuelles surfaces de discontinuité du champ v. On utilise alors

les résultats suivants :

-

&tant un champ de vitesse en déformation plane défini a partir de

[ ]
|<

v, , et G(x) ne dépendant que de x , la premi&re intégrale dans (5.8}

s'écrit, en se reportant i (4.4) :
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(5.9) [ ol g@lev =0 [ 28V 5 g,
\' v

® Pour la seconde, on remarque que les surfaces de discontinuité de
vitesse, ¥, sont en raison du mode de construction de Vv, nécessairement cylindriques
parallélement 3 0z ; la normale n(x) 3 Z en x est identique 3 la normale 3 L
section de I par Oxy, en x, projection de X. La deuxiéme intégrale de {5.8) s'éerit

ainsi :

(5.10) jz "{?_K_, n(x) ; [[z(E)H}dE = 1 JLﬂf{zz, n(x,) ; Kz(;gz)]]} dL

® L'intégrale au deuxidme membre de (5.10) porte, comme au premier
membre, sur la fonction définie au chapitre I (§4.2 et 4.5) pour les discontinuités
de vitesse, vis-3-vis du domaine de résistance "tridimensionnel" G(x2). Ici, puis-
que [v(x2)] est contenue dans Oxy et a lieu 3 la traversée d'une surface de
normale paralléle 3 Oxy, on montre par le méme raisonnement que celui du § 4.1.2
que 7T{x,, n(x2) ; [v(x2)l} peut &tre obtenue i partir du "domaine de résistance en

déformation plane" :

avec la notation de (4.6) on a en effet ici :

" {06 5 IvGl} -

Sup {I[z(gz)}] «0(x2) . n(x2) | 0(x,) € G(ggz)}

Sup {ﬂxz(gz)ll 02 (x2) . ma(x2) | 02(xy) € Gé"’”@)}

-~

ol n,(x,) est la normale "bidimensionnelle" 3 I dans Oxy en Xx,.
On peut ainsi &crire :

501 o, a6 5 @] 28 fr, m Lve )1 -
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m Cette fonction peut &tre obtenue 3 partir de 1réx’y){§;; .} dela

méme fagon que dans le cas tridimensionnel (cf. § 3.4 et chapitre I § 4.5.2) :

ﬂéx,y) {gg, ny(x2) ; !;(3;)} = ﬂéx’y) {5; 3 Dolna(x2) 3 !g(§g)]}
En particulier si le matériau constitutif de V est transversalement

isotrope autour de Oz, G( ,Y)(x2) correspond 3 un matériau bidimensionnel iso-
trope ainsi que Géx,y)(ﬁz) s le critére é ’y)[xz 302(x2)] est une fonction
symétrique des deux contraintes principales 0;(x2) et 03(x2) du tenseur bidi-
mensiomnel 0,(x2) ; on peut alors définir la "courbe intrinséque de déformation
plane” dans le plan de Mohr (a, T) : c'est l'enveloppe des cercles de diamdtre
0, 0, lorsque 0,(x) et 0»(x,) sont liées par la relation

(x,y) [x2 3 92(x2)] = 0. On montre que "éX,Y) [ %2, n2a(x2) 5 . ] est la fonction
d'appul du convexe limité par la "courbe 1ntr1nseque de déformation plane" dans le
plan de Mohr.

En se reportant au mode de construction de G(x’y)(x) a partir de

G(x), et donc de f(x,y)[x ; .1, on vérifie 1'identité de la "courbe intrinséque
de déformation plane" telle qu'elle vient d'dtre définie et telle qu'elle avait &té
introduite au § 4.6.2 du chapitre I (!) ; la terminologie adoptée alors ée trouve
ici justifide. On remarquera de plus que si le domaine G(x) est caractérisé par un

critére convexe du type "courbe intrinséque”, la '’ courbe intrinséque de déformation

plane" est identique 3 la courbe intrins&que proprement dite.

™

principales extrémes des tenseurs o9(x) pour lesquels le grand cercle de Mohr est

\ 2 . X . .
En fait 1'éguation fé ’y)[z'; 0,(x)] = O fournit la relation entre les valeurs

maximal, c'est-a-dire est tangent & 1'enveloppe convexe des grands cercles de Mohr

sous la condition 0(x) € G(x).
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5.3 - CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES
R e A 2 e L P VUV VPV VIOV S

POUR LE SYSTEME V,
NSNS

5.3.1 - MODE DE CHARGEMENT HOMOLOGUE POUR LE SYSTEME V,

La construction des champs de vitesse en déformation plane, cinémati-
quement admissibles dans le mode de chargement pour V, repose comme on 1l'a vu sur
la construction de champs de vitesse bidimensionnels satisfaisant certaines condi-
tions aux limites. Pour ces champs v le calcul de P(v) ne fait appel qu'i la

fonction "éx,y) [ 5 .1 qui se référe au domaine Géx’y)(gg).

Cela incite, comme au § 3.3, pour la contrainte plane, 3 considérer le
systéme bidimensionnel V, dans 1'espace 3 deux dimensions Oxy, systéme comstruit

selon le formalisme du milieu continu.

Il convient alors de définir, pour ce systéme, le mode de chargement

homologue de celui du systéme V décrit au § 5.1 :

= les densités de forces de volume aux points x, de V, sont celles d&fi-

nies pour le syst&me (paralléles & Oxy et ne dépendant que de Xx,).

® les domnées aux limites au contour de V, sont celles définies pour
V sur les facettes lat&rales, sans la condition "vz =0 ou Tz = 0" qui n'a pour
V2 aucune signification : conditions ne dépendant que de X, et portant sur T2
et V2 .
I1 s'agit pour V, d'un mode de chargement 3 n paramétres (méme

nombre que pour V).

Ce résultat est intuitif comme dans le cas de la contrainte plane :

contribution nulle pour les bases dans la puissance des forces extdrieures qui est

-~

compos€e de termes produits oli intervienmnent des intégrales par rapport i z. La dé-

monstration, analogue 3 celle donnée au § 3.3.1, utilise les notations suivantes

qui prolongent celles du chapitre I § 2.2.2. [voir aussi (Salengon et Halphen, 1981)].
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C2 : ensemble des champs de vitesse cinématiquement admissibles
dans le mode de chargement pour V3

D2

.

ensemble des champs de vitesse d'autodéformation dans le mode

de chargement pour Vi

[Xg]éx’y) : champ tridimensionnel de vitesse en déformation plane
parallélement & Oxy, défini & partir de Vp; par la relation
(5.5)

[C2]éx,y) : ensemble des champs de vitesse en déformation plane
parallélement & Oxy, cinématiquement admissibles dans le mode
de chargement pour V

[Dzléx’y) : ensemble des champs de vitesse en déformation plane

parallélement & Oxy, qui sont d'autodéformation dans le mode

de chargement pour V :

(01 5% = [cal &7

Soit alors v € C duelconque : on construit un champ bidimensionnel

v2 € Cz possédant les propriétés suivantes :

- champ cinématiquement admissible dans le mode de chargement pour Va
pour les données homologues de celles correspondant i v : mémes valeurs des données
aux limites 13 ofi elles portent sur une ou deux composantes de v, au contour de Vo,

- et tel que sur le reste du contour de Vz, c'est-3-dire 13 ot les
données aux limites portent sur une (ou deux) composante de T, la (ou les) compo-
sante correspondante de v, soit &gale & la moyenne par rapport i z de la valeur

donnée par le champ v au long de la génératrice passant par X; 3

—

2
Voi =1 I VL(E?’ z)dz L=1 et-ou 2
0
I1 est clair que l'on a :
*
(5.12) v o= (w3 ey
avec :

{5.13) v €.D
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il suffit pour vérifier ce résultat d'écrire la puissance dans v et [ vl ng,y)
d'un méme champ ¢ € S, quelconque, et d'appliquer le principe des puissances
virtuelles pour se ramener 3 la puissance des forces extérieures correspondantes :
on montre ainsi que les puissances dans v et [vy] ng,y) sont égales ce qui

implique le ré&sultat annoncé. On a donc :

[ =,y [C] (x,y)
dim(c/p) = dim — 2 = dim—DP
[ead &9 0o [0z] ¥

compte tenu du § 5.2, [cC,] (x,y) est isomorphe 3 C; ; de méme (') [D,] G,y) est
D D

isomorphe & D,. D'oill :

(5.’4) dim(c/p) = dim(Cz/Dz),

ce qui prouve selon la définition donnée au chapitre I (§ 2.2.2) que le mode de
chargement homologue défini pour V, dépend de n paramétres comme le mode de char-

gement de V.

I1 est évidemment possible de choisir le vecteur "vitesse de déforma-

tion" éz de V en sorte que l'on ait :
{5.15) q ([leéx,y)) = 4 éz(zz) > V vo € ¢
et méme, plus précisément que pour chaque composante on ait :

&j ([zz]]gx’Y)> =2 izj (v2) .

1
( )On a évidemment : V2 € Dy => [12] ng,y) € [DZ]I()x’y) 3 réciproquement
[ val éx’y) € [ Do) (x,5) ==> V2 € D; comme on le voit en exprimant la nullité la

puissance dans [ v,] éx,y) des champs ¢ € S et indépendants de z.
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5.3.2 - ENSEMBLE DES CHARGEMENTS POTENTIELLEMENT SUPPORTABLES POUR V

En appliquant la méthode d'approche par 1'extérieur, l'emsemble K
des chargemehts potentiellement supportables pour V, dans le mode de chargement

homologue défini ci-dessus, et avec le domaine de ré&sistance.

(5.16) Gx) = 657 ()

peut &tre construit (}) en explorant l'ensemble C, des champs de vitesse v»

cinématiquement admissibles, par la formule :

(5.17) . Ky

It
>

{ Q . Q2(v2) - Pa(vz) < 0 }
v2 € C

dans laquelle :
(5.18) P(vp) = J molx, 5 da(x2)1dV, + I 1’2{35_2, nz (x2) ;'[[12(52)]} dL
Vo L

Dans cette expression les fonctions my[x; ; .1 et walx,, np(x2) 5 . ] définies
3 partir du domaine G;(x;) sont évidemment identiques aux fonctions “éx,y)[ﬁg N
et ﬂéx’Y)[E;, np(x2) ; . ] &voquées plus haut. On peut alors comparexr la formule
(5.17) avec (5.7 a 5.11) :

le champ v, définit pour V; le demi-espace d'équatien :
(5.19) Q - 32(v2) - P2(v2) < O

et pour V le demi-espace d'équation :

V=)

i) - P([zz]éx’Y))< 0
soit encore :

(5.20) 2 Q(w2) - 2 Pa(va) < 0

V=]

1
O Comme on 1l'a dit au chapitre 1 (§ 4.6.3) la possibilité de construire ainsi
K2 n'a été démontrée que sous certaines hypothéses. L'abus de langage qui est

commis ici permet des énoncés commodes.
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ces deux demi-espaces de ®" sont identiques et 1l'on a donc :
(5.21) K, = Kéx’y): K

Ainsi : le domaine des chargements potentiellement supportables pour
V2, dans le mode homologue, avec le domaine de résistance Géx’Y)(gg) est iden-
tique & 1'approche par 1'extérieur du domaine des chargements potentiellement
supportables pour V, construite en explorant 1'ensemble des champs de vitesse en

déformation plane, cinématiquement admissibles.

5.4 - APPROCHE PAR L'INTERIEUR DE K, = K]gx’y)
A A A et D

Pour le systéme bidimensionnel V, le domaine K, peut, en application
des theoremes généraux, étre approché par 1'intérieur au moyen de champs de con-

trainte.

On doit alors considérer les champs de contrainte 95, bidimensionnels,
fonctions de x,, statiquement admissibles dans le mode de chargement homologue pour
V2 et respectant le critdre f,[x, ; 92(x2)] caractérisant G2 (x2), c'est-a-dire
£5x, 5 02

Mise 3 part 1'expresssion du crit@re, ces champs de contrainte et la
fagon de procéder, sont analogues & ceux qui ont &té présentés au § 3.2 dans le cas de

la contrainte plane. En explorant 1'ensemble Hy de tous les champs 0, vérifiant :

92 € 52
92(%2) € G2(x2), V x, € V,
on construira 1'ensemble K, = Kéx,y) par 1l'intérieur.

Il se trouve qu'en régle générale la "courbe intrinséque de déforma~
tion plane" est réelle. Cette propriété permet alors la mise en oeuvre de la "théorie

des &quilibres limites plans" [voir par exemple : (Mandel, 1942 ; Hill, 1950 ;
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Sokolovski, 1955, 1960, 1965 ; Salengon, 1974)], fond&e sur la résolution de sys-
témes différentiels hyperboliques par la méthode des caractéristiques. Cette théorie
s'est révélée trés efficace dans 1'étude de ce type de problémes. Elle méle des
considérations sur les contraintes et les vitesses et reléve le plus souvent, comme
cela a &té montré par plusieurs auteurs [ par exemple : Bishop, (1953)

Salengon, (1969) 1, de la méthode d'approche par l'ext&rieur de X,.

Elle conduit aussi parfois & la construction de solutions compl&tes

bidimensionnelles.

5.5 - SOLUTIONS COMPLETES BIDIMENSIONNELLES

D i e

Dans les paragraphes précédents ont &té &voquées les deux approches
du domaine K, pour le systdme bidimensiomnel V, vis-a-vis du critére de ré&sistance
en déformation plane. L'approche par 1'extérieur de K conserve &videmment ce méme
caractdre vis-a-vis de K ; par contre on ne peut rien affirmer concernant 1'approche
par 1'intérieur : une approximation par 1'intérieur de K, peut,en effet,&tre

extérieure a K.

On doit remarquer que, les deux approches bidimensionnelles Etant
rattachées au convexe VGz(Eg) = Géx’y)(gg) obtenu comme indiqué au § 4.1.2, il
s'ensuit que des matériaux constitutifs différents pour le systéme V, pourront &tre
équivalents au niveau du systéme V, pour la détermination du domaine XK : il en
va ainsi pour les critéres de Tresca et de von Mises, de Coulomb et de Drucker-
Prager, de Tresca sans ré&sistance & la traction et de von Mises sans résistance 3 la
traction, etc.

(x,y)
GD

La figure 3 donne l'exemple de dans le cas du critére de von

-

Mises sans résistance i la traction, domaine identique & celui obtenu pour le critére

de Tresca sans résistance 3 la traction.
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Figure 4 : Cnitene de von Mises sans nésistance a La traction : a) domaine de nésis-
tance dans £'espace {o} ; b} domaine de nesistance en déformation plane : Glgx’}')

La combinaison des deux approches peut conduire 3 la détermination de
chargements extrémes pour V; par la mise en &vidence de solutions compldtes pour le

systéme bidimensionnel :

92 € Hy équilibrant Q2

. V2 € C2 tel que :
(5.22) Q . QW) = Pa(va) ;

g2 et v, sont alors associ8s vis~3-vis de Gp(xp) = Géx’y)(gg).

5.6 - SOLUTIONS COMPLETES TRIDIMENSIONNELLES
e e A AP

La forme particuli&re du probléme &tudié (cf § 5.1) a conduit 3 axer
1'approche cinématique sur la construction de champs de vitesse en déformation plane,
et 3 introduire le syst@me bidimensionnel V, dont on &tudie les potentialités de
résistance vis-3-vis du crit@re de résistance en déformation plane. On peut ainsi

&tre tenté de penser que le domaine K, = (x,y) est identique au domaine K pour V.
q p
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Sous cette forme, cette question n'a pas &té &tudiée. Cela tient
essentiellement 3 la difficulté, déji mentionnée au § 4.1.2, de mélérdésconsidéra-
tions de capacités de résistance 3 des considérations de type de déformation. Aussi
seuls les cas des matériaux régis par des crit&res de von Mises ou de Tresca, pour
lesquels ces critéres représentent en fait des critéres de plasticité et des poten-—
tiels plastiques définissant la régle de déformation réelle de 1'élément, ont &té
traités ou &voqués par certains auteurs. Pour d'autres matériaux tels que ceux régis
par le critére de Coulomb, le concept de Calcul & la rupture n'ayant pas jusqu'alors
été clairement dégagé, 1'intérét méme du probléme posé plus haut n'apparaissait pas :
on procédait 3 1'étude de 1'€quilibre limite plan avec la courbe intrinséque du

matériau, par intuition et par analogie avec le cas du matériau de Tresca.

En fait, la question de 1'identité@ entre K, = Kgx,y) et K ne peut
8tre tranchée de facon générale, en particulier les propriétés d'isotropie du maté-

riau constitutif pourront avoir une grande importance.

Supposons ainsi que Q; soit un chargement extréme pour V2 déterminé
par la mise en &vidence d'une solution compléte (02, v2)}. Est-il possible de cons-

truire une solution complidte montrant que Q. est aussi chargement extréme pour V ?

® pour le champ de vitesse :

)

-

on peut construire i partir de v; le champ de vitesse en déformation plane [Z;]éx’y
® pour le champ de contrainte :

si le domaine G(x,) est convexe V x, € V,, on peut trouver en chaque point x de
V, en raison méme du mode de construction de Géx’y)(gz) indiqué au § 4.1.2, au
moins un tenseur—contrainte tridimensionnel, 0(x), fonction en fait seulement de

x et y soit g(x2), associé& a4 d(x,) ou i D{x,, n(x;) ; [v(x;)1} vis-a-vis de G(x,),

et dont la partie bidimensionnelle définie par (4.6} n'est autre que 0,(x,) ;

si le domaine G(x2) n'est pas convexe, il est clair que 1'énoncé ci-dessus demeure
co . .
valable en y remplagant G(x2) par [G(x2)] : la construction d'une solution com-

~

pléte se référant & G(x2) devient alors & nouveau un cas d'esp@ce.
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Revenant au premier cas on détermine ainsi au moins un champ ¢, fonction de X2

uniquement, et associé & v vis-3d-vis-de G(x2). Il reste alors 3 savoir si ce

champ est statiquement admissible pour V dans le mode de chargement.

Supposons par exemple un matériau isotrope : 0(x2) admettra alors 0z
pour direction principale en chaque point ol soit d(x,;) est # 0, soit Di{x., n(xz) ;
[v(x2)]} est # 0 ; dans les zomes oil d(xs) =0 et Dix,, n(x2) ; [v(x2)1} =0,
g(x2) peut &tre construit & partir de 9,(x2) pour partie bidimensionnelle en admet-
tant Oz pour direction principale. Le champ ¢ ainsi obtenu est statiquement
admissible pour V dans le mode de chargement compte tenu de la forme des données
puisque les &quations d'équilibre se réduisent alors i celles pour 0,, bidimen-

sionnelles, satisfaites par hypoth&se, ainsi que les conditions aux limites.

Dans ce cas particulier on peut alors énoncer que les convexes
— (x . A , : .
Ky = Ké »Y) et K coincident ; 1'approche bidimensionnelle par les contraintes a

le caractére d'approche par 1'intérieur pour K.

Ce cas se rencontre classiquement pour des systémes en matériaux

régis par les critdres de von Mises, de Tresca, de Coulomb, de Drucker-Prager, etc.

La méme conclusion peut &tre obtenue pour d'autres types de matériaux :
- matériaux transversalement isotropes autour de 0z,
- matériaux cohérents anisotropes régis par les critéres construits

3 partir des formules de Bishop ou de Casagrande-Carrillo comme indiqué dans

(Salencon et Tristan-Lépez, 1980). .

5.7 - REMARQUE SUR LES CONDITIONS D'EMPLOI DE LA THEORIE

DU CALCUL A LA RUPTURE EN DEFORMATION PLANE

[ e e et e e O S O

Dans la pratique on fait tr&s souvent appel 3 la théorie du Calcul i
la rupture en déformation plane qui a &té &voquée ci-dessus, pour des systémes V
cylindriques de grande longueur et qui sont modélisés comme illimités dans la direc-
tion Oz ; les conditions sur les bases paralléles i Oxy rejetées 3 1'infini ne sont

plus du type indiqué au § 5.1, mais de la forme :

X(x, Y 100) =0.
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On peut encore pour un tel systéme procéder 3 l'approche par 1l'exté-
rieur au moyen de champs de vitesse en déformation plane, [z;]éx’y), 3 condition
d'introduire 3 1'infini, deux surfaces de discontinuité de vitesse ; celles-ci
interviendront dans le calcul de P([gg]éx’y)) par une contribution supplémentaire,
mais il est clair puisque le cylindre est supposé de longueur illimitée que cette
contribution est en réalité négligeable devant les deux termes &écrits en {5.9) et
{5.10). Ceci permet 1'application de la théorie du calcul 3 la rupture en déformation

-~

plane 3 ce type de probléme, sans modification.
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6 - CRITERES ET FONCTIONS n[ . ] DE MATERIAUX USUELS,
EN CONTRAINTE PLANE ET EN DEFORMATION PLANE

0, et 0,, d; et d, sont les valeurs principales des tenseurs bidi-
mensionnels ¢; et d; ; Un et Ut les composantes normale et tangentielle rela-—
tivement 3 la ligne de discontinuité, de la discontinuité de vitesse bidimension-

nelle V,.

6.1 — MATERIAU DE VON MISES

6.1.1 - CONTRAINTE PLANE

¢ f(x’y)(iz) = 62 + 62 - o o + 362 - 3k2
c = XX yy XX Yy xy
ou encore
fc(:x’y)gz) = o2+ 0} - 0,0, - 3k?
0V @y = Va2 o+ &2 o+ a2 + d_d
c = XX yy Xy XX yy
ou encore
néx’Y)Qiz) = 2k v/d§ +d2 o+ dydy

018V, vy = w V2 v w2



6.1.2 - DEFORMATION PLANE

(o - 0 _)?
* f(x,Y) (¢,) = X Y, 42 - k?
D = 4 Xy
ou encore
(0, ~0,)2
f]gx’Y)(g—_Z) = — - k2
4
010V = ve si tr(d) # 0
¢ &) - 2 2 2
LN d2) k »/Z(dxx + dyy + 2dxy)
ou encore ' (si tr(dz) =

ﬂéx’y)(gz) = k/ 20} + ad)

i
+

¢ "]gx’Y) (22, 1/-2) oo si un f 0

¢ 1V @, V) = kU] si U =0

6.2 - MATERIAU DE TRESCA

*
Fh
~
by
N
~
~
Q
~
[}

wex {loal, loal, oy - oal} o,

G0
7 (laxl + laal + 1y + )

.
]
~~
&
<
N’
)
S
i

/]
¢ a5V @y, vy = 2(Ju S w2 v 2u | e i - S
c '— 4 n n t n n

n

t

)
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6.2.2 - DEFORMATION PLANE

¢ £V @) = @ - 0 )+ b0k - a2
ou encore
flgx’y)(;z) = (61 -02)2 - of

' . ﬂlg"’y)(gz) = +°, si tr(d2) #0

eV @ = el 2
ou encore si tr(d2) =0
a5 @) = % fo@d v @)

. "éx,y)(gz’ Vo) = +e=, sill #0

¢ ﬂlgx’y) (2, V2)

o .
T°|Ut| si U =0.

6.3 - MATERIAU DE COULOMB EN DEFORMATION PLANE

Les contraintes ¢; et 0, &tant ordonnées suivant ¢. = ¢

1 iz’

. flgx’Y)LQ_z) = 0,1 +sing) -0, (1 -siny) -2 Ccos ¢
. "]ngY)Lgl) = + o, si tr(_ﬁi_z) < (ldll + ldzl) sin ¢ 3
¢ (X,Y) - 1 1

7y 77 (d2) = Htr(d2), si tr(d) > (|di]+ |dy]) . sine .
o 7 Ks5Y) = i i

Ty 7 (@2, Vo) = o+, si U < |[V] siny
. "]gx,}')(ﬂz’ V) = H'un , si Un > |£2| sin ¢ .
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 On rappelle que :

(81 o + O
- XX ¥y 1 - 2 2
g, " * 2 \[<oxx Uyy) + lme

et les formules analogues pour d; et dj, ;

H = C cotg ¢.



chapitre VI

Exemples d applications

pour le milieu continu
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1 - INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré@ i la présentation d'exemples d'applications
des théories du calcul 3 la rupture et de l'analyse limite sur des problémes po-

sés dans le formalisme du milieu continu tridimensionnel.

I1 a pour objet essentiel la présentation de diverses méthodes cou-
ramment utilisé@es dans les approches par l'intérieur et par 1'extérieur ; plutdt
que d;en faire une description de principe, abstraite, il a paru préférable de
procéder 3 leur mise en oceuvre dans des analyses fouilles de trois problémes
classiques ; on y mettra en &vidence &galement les quelques points délicats qui
apparaissent dans l'emploi de ces méthodes : l'explication donnée dans le cas

particulier de 1'exemple traité&, sera valable dans le cas général.
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2 - EXPERIENCE DE COMPRESSION
ECRASEMENT D'UN BLOC ENTRE LES PLATEAUX D'UNE PRESSE

2.1 - POSITION DU PROBLEME

On étudie 1l'@crasement d'un bloc cylindrique de hauteur h et de
section S quelconque entre les plateaux d'une presse, supposés parfaitement
rigides. Le contact aux interfaces entre le bloc et les plateaux est supposé se

faire sans frottement (figure 1).

/"—E;" )
==

Figure 1 :

Ecrasement d'un bloc
cylindriique entre Les
plateaux d'une presse.

-~ -~

Ce systéme est soumis 3 un mode de chargement i un paramétre dans

lequel la vitesse de déformation du systéme est :

& = U, vitesse de rapprochement relatif des plateaux,

et le paramétre de chargement associé est :

Q = F, intensité de la force de compression exercée par chaque

plateau.

Le probléme est d'abord étudié dans le cas oli le bloc est constitué

de matériaux plastiques de Tresca ou de von Mises, non pesants.
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2.2 - METHODE STATIQUE

On considére le champ de contrainte g, homogéne, uniaxial, défini

dans les axes de la figure 1 par :

(2.1) o = -0, autres cg,.=0.
2z Af

Ce champ est statiquement admissible et la valeur correspondante du

paramétre de chargement est :
Q = oS8 .

Pour le matériau de Tresca, la valeur maximale de 0 permise par le
critére :

f(g__)=Sup{c.—o,—c 41,_1=1-,2,3}<0

ya i 0 I

est O

I
Q
-
[aN
Q
[=

(2.2) F' > o5
0

Pour le matériau de von Mises, la valeur maximale de O permise par
le critére :
1
4
- (1 2\
f(g)—(2 tri} k

A
o

2.3 - METHODE CINEMATIQUE

2.3.1 - UN CHAMP DE VITESSE DISCONTINU
On considére le mécanisme par blocs représenté d la figure 2, dans
lequel le bloc | glisse 3 la vitesse V, le long d'un plan incliné & 1'angle ‘o sur
1
l'horizontale, le bloc 2 étant immobilé.)L'angle 0. est borné, en fonction de

1'orientation du plan de glissement, par la géométrie du problime.

(1) V est supposée paralléle aux lignes de pente du plan.
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N\

Figure 2 : Ecrasement d'un
u bloc cylindrique entre deux

plateaux :

a) mécanisme par blocs ;

5

b) hodographe comnrespondant.

Comme cela est indiqué par 1'hodographe tracé 3 la figure 2b, dans ce

-~

mécanisme il y a glissement sous le plateau supérieur i la vitesse V_ =V cos q,
tandis que'la vitesse d'enfoncement du plateau supérieur est U = V sin a.
D'oll :

(2.4) Q.&(X) = FVsina .
4 Pour le matériau de Tresca, on a alors

(2.5) P(v) = SRV S/cosa

on en déduit :

(2.6) ' Fro< GOS/ sin 2 o .

Cette borne supérieure est minimale pour o = /4, si cette valeur est
permise par la géométrie du probléme (c'est-d-dire si h est supérieure au plus

petit diamétre de 1l'enveloppe convexe de S) ; on a alors :

+
(2.7) ¥ o< g5

d'oll par comparaison avec (Z2.2)

(2.8) FF = o8 .
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Si la valeur maximale permise pour o est Oy < 7/4, on obtient :

(2.9) Ff < o, 8/sin 20 . (%)

Pour le matériau de von Mises, l'expression de P(v) est modifide :

(2.10) P(v) = kVS8/cosoa,
d'oli le résultat :

(2.11) F* < 2k S/sin 2 a,

borne supérieure minimale pour a = %/4, si cette valeur est permise :

(2.12) F' < 2 s

sinon : F¥' < 2 S/sin 2 Oy M.

Avec les axes de la figure 1 on considére le champ de vitesse

défini par :

(2.13) v, = -Uz/h, vy = Uy/2h, v, = Ux/2h
Ton . = = =
d'ol : dzz U/h , dxx dyy U/2h,
autres d.. =0 .
. 44

L'origine des axes, 0, est quelconque dans le plan Oxy, ce qui corres-—
pond pour le champ de vitesse 3 1'addition d'une translation d'ensemble, horizon-
tale, sans effet dans le cas présent sur le calcul de Q.&(z) et de P(v).

On a alors :

(2.14) Q.q(v) = F.U.
et

}) soit, puisque Oy = Arc tg(h/D), ot D désigne le plus petit diamétre de
1'enveloppe convexe de S :

9o
2 2 (Tresca)
F+ < 8 h® + D° 2

hD k (von Mises).
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4 Pour le matériau de Tresca :

h
- 0 —
(2.15) P(v) = jo % (lagl + la |+ la,Dsaz = o us,
d'ol :
(2.16) F' o< 9,8, Vh

¢ Pour le matériau de von Mises :

~ ¢h

(2.17) P(v) = J k/;(dz +d?> +4d%2)sdz =kV/3US,
— o XX vy 22z

d'oﬁ':

(2.18) F" < kv/3S, Vh.

2.4 - COMMENTAIRES

L4 Dans le cas du matériau de Tresca, on remarque par comparaison de

(2.2) et de (2.16) que la valeur exacte de F' est connue, V h :

(2.19) FF = 0.8, Vh

De plus, lorsque le bloc est suffisamment €lancé, le mécanisme optimal
(0 = m/4) par bloes du § 2.3.1., conduit &galement 3 la détermination de la valeur
exacte de F' (ce mécanisme n'est d'ailleurs pas unique, d&s que Oy >mlh, et
peut &ventuellement se produire aussi suivant plusieurs positions du plan de glis-
sement). On se trouve ainsi dams le cas oli & une charge extréme (qui est en fait
ici une charge d'écoulement plastique librej correspondent plusieurs solutions
complétes et on vérifie que le champ de vitesse de déformation homogéne du § 2.3.2.
et le champ optimal du § 2.3.1. (a=7/4) sont tous les deux associés au champ de
contrainte maximisant du § 2.2, par la r&gle de normalitd ; de méme pour toute com-

binaison convexe de ces champs de vitesse.
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* Dans le cas du matériau de von Mises, la comparaison de (2.3) et de

(2.18) détermine la valeur exacte de F' :

(2.20) FFo= kv/3s, Vh .

Le champ de vitesse de déformation du § 2.3.2 est associé au champ de
contrainte maximisant du § 2.2 par la r&gle de normalité pour le matériau de von
Mises. Par contre le mécanisme minimisant du § 2.3.1. ne fournit qu'un majorant de
F+, méme lorsque Oy >m/4 : on voit d'ailleurs qu'il n'est pas’ associ& au champ
de contrainte du § 2.2 puisque pour le matériau de von Mises, la régle de normalité
indique qu'une discontinuité& de vitesse ne peut se produire que si une contrainte

principale est égale 3 la demi-somme des deux autres.

¢ En conclusion, on remarque que les résultats. obtenus sont bien en
accord avec la terminologie usuelle : o, et k V3 sont bien, pour les matériaux
de Tresca et de von Mises respectivement, les résistances en compression simple,

quelle que soit la hauteur du spécimen.

2.5 - CAS DU CONTACT AVEC FROTTEMENT

2.5.1 - POSITION DU PROBLEME

On suppose désormais qu'd chaque interface entre plateaux et blocs, le
contact se fait avec frottement sec ob&issant 3 la loi de Coulomb. L'interface
globale est donc une interface de Coulomb située entre un maté&riau supposé infini-

ment rigide (le plateau) et un matériau de Tresca ou de von Mises.

On peut pour ce probléme utiliser les théorémes du calcul 3 la rupture,
et notamment 1'approche par 1l'extérieur pour &valuer par excés la chérge extréme :
ceci fournit alors une &valuation par exc&s des charges d'écoulement plastique
libre de ce systéme non standard (cf. chapitre III § 6.1) ; l'application du
théoréme de Drucker—Radenkovic (cf. chapitre III, § 6.2) permet d'en obtenir une

évaluation par défaut.
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a

Le champ de contrainte présenté au § 2.2 est 3 nouveau utilisable
pour 1'application du théordme de Drucker-Radenkovic dans ce probléme : ce th&or&me
conduit en effet & supposer l'interface lisse et on a donc, pour les charges d'écou-

lement plastique libre, la minoration :

00 S (Tresca)

AN
=

k /3 S (von Mises) .

2.5.3 - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR AU MOYEN

D'UN CHAMP DE VITESSE "PAR BLOCS"

L'utilisation de mécanismes de déformation par blocs permet d'obtenir

une majoration des charges d'&coulement plastique libre :

on considére le mécanisme représentéd a la figure 3, avec deux plans
de glissement, inclinés tous deux & l'angle a sur le plan horizontal, et dont
1'intersection est paralldle i ce plan, de telle sorte que :
le bloc 1 s'enfonce avec la vitesse verticale U ,
le bloc 3 est immobile,
les blocs 2 et 4 sont animés de vitesses de translation inclinées 3 l'angle o

sur 1'horizontale, et de grandeur U/2 sin o (cf. hodographe, figure 3b) ;
on a : Q.&(z) = F.U ;
pour le calcul de P(v) : puisque le mécanisme n'implique aucun glissement aux inter-

faces plateaux - bloc, il n'y a & prendre en compte que les contributions dues au

glissement dans les plans de glissement ; on obtient sans difficulté :

o S U/sin 20 (Tresca)

P(v) o

P(v) 2k S U/sin 20 (von Mises).

1'angle o &tant limité par la géométrie.
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Figure 3 : Compression d'un bloc entre deux plateaux avec groittement :
a) mécanisme par bLocs
b) hodographe.

On a ainsi les majorations :

FQ < 00 S/sin 2 o (Tresca)

Fl < 2k S/sin 2 o (von Mises) .

Le raisonnement est alors le méme qu'au § 2.3.1. Si 1l'on se place dans
le cas oii h > D, plus petit diamdtre de l'enveloppe convexe de S , on voit que :
¢ pour le matériau de Tresca : la majoration de Fg coincide avec la
borne inférieure donnée par le théoréme de Drucker—-Radenkovic ; il y a donc une
seule charge d'écoulement plastique libre, quelle que soit la condition de frotte-

ment aux interfaces "plateaux-bloc", c'est :

¢ pour le matériau de von Mises : on a pour les charges d'écoulement
plastique libre, 1'encadrement :

k/385 < F, < 2kS;

¢ si h est inférieure 3 la hauteur minimale indiquée ci-dessus, c'est-a-dire

D, les deux bornes obtenues dans le cas du matdriau de Tresca ne coincident plus et

il n'est plus possible de conclure quant 3 1'influence du frottement.
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2.5.4. - APPROCHE CINEMATIQUE AU MOYEN DE

On considére 3 nouveau le champ de vitesse {2.73) utilisé au § 2.3.2 :

v, =~ Uz/h , v, = Ux/2h , vy = Uy/2h .

Il y a glissement sous les plateaux : la vitesse de glissement en
chaque point de l'aire de contact S est &gale a Ur/2h et dirigée suivant le

rayon-vecteur (r désigne le module de celui-ci).

Pour le calcul de P(v) on doit ajouter aux expressions trouvées au
§ 2.3.2, la contribution due aux glissements sous les plateaux. Ainsi, pour le

matériau de von Mises :
P(v) =k /3US + kUJ (r/h)ds
S

d'oli, pour F,, la majoration :

Q/’

(2.21) F, <

=

V3 s + kJ (x/h)ds .
S
La position de l'axe 0z &tant arbitraire, on place 0 de manidre i
rendre minimale 1'intégrale figurant au second membre de {2.27) : en particulier si
la section poss&de un centre de symétrie, on place O en ce point. Désignant alors
par r la valeur moyenne de r , on a :

Fl < k (/3 + r/h)S (von Mises).

Pour h suffisamment grand par rapport 3 r, cette borne supérieure

devient meilleure que la valeur 2k S obtenue plus haut.

Ainsi, pour un bloc de section circulaire de diamétre D, on obtient :

F, < k(Y3 + D/3h)S

d'oli pour : h = 2D F, < 1,9 kS

2

F, < 1,843 kS .

h = 3D 0
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2.5.5. - COMMENTAIRES SUR LES RESULTATS

Les exemples &tudiés ont mis en &vidence que :

¢ Dans certains cas le th&oré&me de Drucker-Radenkovic, associé i
1l'approche cinématique de K, permet de déterminer de fagon exacte la charge d'&cou-
lement plastique libre en présence d'une condition de frottement ne satisfaisant
pas la régle de normalité : bloc en matériau de Tresca, de hauteur supérieure au

plus petit diamétre de 1'enveloppe convexe de S .

¢ Pour le bloc en matériau de von Mises, quelle qu'en soit la hauteur,
1'influence du frottement se traduit par une augmentation de la borne supérieure de

Fg , conformément & 1'intuition (le frottement "raidit" 1'&chantillon) ; cette

influence est d'autant moins marquée que le bloc est plus &lancé.

2.6 - REMARQUE GENERALE SUR L'UTILISATION DES

MECANISMES PAR BLOCS

L'utilisation de "mécanismes par blocs' en calcul i la rupture, tels
que celui représenté 3 la figure 3, suscite parfois des interrogations touchant 3
la notion méme de champ de vitesse cinématiquement admissible : on pourrait
s'@tonner, par exemple, de ce que la vitesse du bloc n°3 soit verticale descendante
alors que celle du bloc n°l est nulle et que ces deux blocs ont en commun 1'ardte
intersection des deux plans de glissement. Il convient donc de rappeler que les
champs de vitesse cinématiquement admissibles pour le milieu continu tridimensionnel

sont des champs continus et dérivables par morceaux mais qu'aucune condition ne

leur est imposée quant aux discontinuités de vitesse.

I1 doit ainsi &tre bien compris que si nous avons suppos&, dans les
mécanismes des figures 2 et 3, que les discontinuités de vitesse sont tangentes aux
plans de discontinuité (qui méritent alors le nom de plans de glissement) c'est

uniquement dans le but d'écourter 1l'exposé en &vitant une minimisation &vidente :
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ainsi qu'on 1'a indiqué au chapitre I (§ 4.8) et au chapitre II (§ 2.2 et 2.3),
pour les matériaux régis par les critéres de Tresca et de von Mises, m(n; [v 1)
est infini si Iz I. n # 0. Par contre, on utilisera dans la suite (§ 2.8.3 par
exemple) aes champs de vitesse par blocs oli les discontinuités de vitesse ne seront
plus tangentes aux surfaces de discontinuité : on a vu au chapitre II (§ 2.4) qu'il
doit en &tre ainsi pour que w(n ; [v ]) soit finie dans le cas du critdre de
Coulomb par exemple ; c'est ensuite le processus de minimisation dans 1'approche
par l'extérieur qui permettra de déterminer l'orientation optimale de cette dis-

continuité (cf par exemple § 2.8.3. in fine).

I1 est clair enfin que cette méme minimisation ne conduira jamais i
aucune condition supplémentaire pour les discontinuités de vitesse le long d'une
aréte ; en effet la contribution d'une telle aréte dans P(v) est toujours nulle
car il n'existe pas, pour une ligne, l'homologue de la densité de surface
m(a ; [v 1) : ceci tient au modéle méme de milieu continu tridimensionnel comme le
montre 1'expression du principe des puissances virtuelles oli n'apparait pas d'inté-

grale de ligne.

-

Des consid@rations identiques seraient &videmment a développer a
propos de l'utilisation de champs de vitesse par blocs pour 1'&tude des problémes
plans de calcul 3 la rupture (cf chapitre V) : la dimension de 1'espace &tant
réduite d deux, les rSles jouds ci-dessus par les surfaces de discontinuités et les
arétes seront tenues respectivement par les lignes de discontinuités et les

sommets.

2.7 - COMPRESSION EN DEFORMATION PLANE

On étudie maintenant 1'écrasement entre les plateaux d'une presse,
pour un bloc en forme de parall&llépipéde rectangle dont les faces perpendiculaires
4 Ox sont astreintes 3 demeurer dans des plans fixes par des liaisons sans frotte~
ment. Le bloc est constitué d'un matériau homogdne de Tresca ou de von Mises et le
contact aux interfaces "plateaux-blocs" sera d'abord supposé sans frottement ; on

étudiera ensuite le cas du frottement. Les notations sont précisées sur la figure 4.
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F
Y P20 220

24
h Figwie 4 :
Z Compression en déformation
plane .

0
////////f{//// y

Ainsi posé le probléme ressortit au type de ceux présentds au § 5.1 du
chapitre V 3 propos du calcul 3 la rupture en déformation plane ; (on prendra
garde au changement de notations par rapport & la figure 3 du chapitre V : inter~
version des rdles de x et z) 5 on remarquera que le contact plateaux-bloc avec
frottement satisfait bien les conditions posées alors pour les données aux limites
sur les facettes latérales : en effet, comme on 1'a déja dit (cf chapitre I,

§ 2.3.2), 1'interface elle-méme doit &tre considéré comme un matériau et la donnée
a la limite sur les plateaux impose alors la nullité de la vitesse paralléle 3 Ox.

-~

Le systéme est soumis 3 un mode de chargement 3 un paramétre :

on désigne par ¢ 1'épaisseur du bloc selon Ox, U la vitesse de rapprochement
relatif des plateaux, F 1'intensité de la force de compression exercée par chaque
plateau ;

le paramétre de chargement Q sera choisi égal 3 :

(2.22 a) Q =F/2

tandis que la vitesse de déformation associde pour le syst@me sera &gale 3 :

(2.22 b) q =240 .

Ce probléme satisfait toutes les conditions posées au chapitre V
(§ 5) et pourrait &tre traité directement par la th&orie du calcul i la rupture en
déformation plane en construisant des champs de vitesse et de contrainte bidimen-
sionnels ; le choix des paramétres explicité par (2.22) correspond i la formule
(5.15) du chapitre V ; comme on 1'a signalé alors il y aurait lieu, au cas oi des

solutions compl&tes pourraient 8tre construites pour le probléme bidimensionnel,
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d'examiner comment elles pourraient permettre de construire des solutions complétes
pour le probléme tridimensionmel initial. Aussi on a préféré, afin de fournir un
exemple illustratif qui puisse servir de préliminaire & 1'étude de la théorie du
chapitre V (§ 5), traiter directement le probléme du point de vue tridimensionnel
dans le cas du contact sans frottement ; le cas ducontact avec frottement sera
traité par la théorie du calcul & la rupture en déformation plane, la méthode de

construction des solutions compldtes tridimensionnelles &tant alors claire 3 partir

des solutions trouvées dans le cas précédent.

Enfin, en se référant au § 5.7 du chapitre V, sur les conditions
d'emploi de la théorie du calcul & la rupture en déformation plane, il convient de
signaler que le probléme exposé ci-dessus pour lequel cette théorie est stricte-
ment applicable, constitue en quelque sorte la modélisation des problémes plus
pratiques suivants : compression d'un bloc paralléllépipadique illimité dans la
direction Ox, ou mieux encore, compression simple d'un bloc.dont la dimension &

selon Ox est trds grande devant la largeur 2a.

2.7.2 - APPROCHE STATIQUE DANS LE CAS DU CONTACT

On considdre le champ de contrainte homogéne défini dans les axes de
la figure 4 par les composantes :

(2.23) Opp =~ 05 Opy =~ c/2 , Uyy =0 autres Oij =0 3

dépendant du paramétre O .

Ce champ est statiquement admissible pour le probléme, V 0 , et corres-
pond pour le paramétre de chargement, 3 la valeur Q =0. 2a. On remarquera que la
composante O est non nulle, ce qui est permis dans ce probléme par la liaison

imposant aux faces du bloc perpendiculaires & 0x de demeurer dans des plans fixes.
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La valeur maximale de O permise par le critére de

Tresca est : o= Uo >

et par le critére de von Mises : ¢ =2 k .

+
D'oli pour Q : Q = o, - 2a  (Tresca)

Q = 2k . 2a (von Mises)

2.7.3 -~ APPROCHE CINEMATIQUE DANS LE CAS DU CONTACT

2.7.3.1. - Champ de vitesse de déformation uniforme

On considére le champ de vitesse de déformation uniforme défini par :

v, =~ Uz/h, vy Uy/h, vy, = 0

It

U/h, autres d/(',j = 0.

d'ot d =-1U/h, d
zz vy

Ce champ est cinématiquement admissible pour le probléme avec :1(1) = Ug.

Pour le calcul de P(v), les interfaces "plateaux-bloc" &tant supposées
sans frottement, de méme que la liaison imposant aux faces normales 3 Ox de

demeurer dans des plans fixes, on a :

¢ Pour le matériau de Tresca :

P(v) 2a£h(|dxx] + [dyyl + ]dzzl)oo/g

soit : P(v) ZaZOOU N

¢ Pour le matériau de von Mises :

2 2 2
P(w) ZaZhVZ(dxx + dyy + dzz) .k

soit : P(X) 222 2kU .



292

On en déduit les majorations suivantes pour Q :

¢ matériau de Tresca,

+

Q < Go . 2a Vh,
¢ matériau de von Mises,

+

Q < 2k . 2a Y h.
2.7.3.2. - Champ de vitesse par blocs

-

On considére un champ de vitesse par blocs analogue i celui présenté&
au § 2.3.1. (figure 2), olt le plan de glissement est supposé paralléle & Ox,

(figure 5).

F
///////l//////(/

C) , Figue 5 :

Compression en déformation
\' h plane : champ de vitesse par

@ blocs.

a -
777////{//////'v
F

Avec les notations indiquées, il vient :

Qq =Q . Vein a.2

P(v) = 229- V (2a/cos o)l (Tresca)

P(v) =k . V(2a/cos )& (von Mises)
d'oli pour Q+ :

Q+ < cfo . 2a/sin 2 o (Tresca)

+

Q < 2k . 2afsin 2 o (von Mises) -
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On voit alors que, si h > 2a, le minimum de la borne supérieure de
Q+ est atteint pour o = /4, soit :
Q > o_ . 2a h > 2a (Tresca)
Q = 2k . 2a h > 2a (von Mises).

Dans le cas h < 2a, le type de mBcanismes présenté ci-dessus conduira &videmment

d des résultats analogues 3 ceux trouvés au § 2.3.1.

¢ La comparaison des résultats des § 2.7.2. et 2.7.3.1. montre que la

+
valeur exacte de Q est connue V h :

+
Q = 60 . 2a (Tresca)
+ .
Q = 2k . 2a (von Mises)
¢ Le champ de contrainte maximisant du § 2.7.2. et le champ de vitesse

du § 2.7.3.1. sont associ&s par la r&gle de normalité pour le matériau de Tresca ou

le matériau de von Mises.

On remarque que ce champ de vitesse correspond 3 une déformation plane

du bloc parallélement 3 Oyz :

ainsi % apparait comme la ré&sistance en compression du matériau de
Tresca en déformation plane ; elle est identique & la résistance en compression
simple ;

2k est la résistance en compression du matériau de von Mises en
déformation plane ; elle est supérieure & la résistance en compression simple

égale a3 k /3.
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¢ Dans le cas oi h > 2a, le (ou les) champ de vitesse par blocs,
optimal du § 2.7.3.2. conduit aussi, tant pour le matériau de Tresca que pour le
matériau de von Mises, a4 la valeur exacte de Q+. On vérifie que ce champ est
associé par la régle de normalité au champ de contrainte maximisant du § 2.7.2.,
pour les matériaux de Tresca et de von Mises. En effet, les conditions nécessaires
pour l'existence d'une discontinuité de vitesse dans le cas du matériau de von

Mises, sont bien satisfaites par le champ de contraintes :

la contrainte principale O.x ©st égale 3 la demi-somme des deux autres contraintes

principales,

et la discontinuité de vitesse est dirigée suivant une bissectrice des contraintes

principales extrémes 0,2 et cyy en respectant la condition de signe.

* Ainsi qu'on 1'a dit (§ 2.7.1.), il elit &té& possible de traiter ce
probléme par application directe de la théorie du calcul a la rupture en déforma-
‘tion plane, mais on a préféré en faire une analyse du point de vue tridimensionnel

-~

que 1'on peut maintenant examiner en se référant 3 cette théorie :

a) pour les champs de vitesse

on remarque que les champs de vitesse utilisés au § 2.7.3, parmi les-
quels on a trouvé des champs minimisants, sont des champs de vitesse en déformation
plane : le déroulement des approches par 1'ext&rieur présentées est d'ailleurs en

tout point conforme i ce qui a &t& décrit au § 5.2. du chapitre V.

b) pour les champs de contrainte

les champs de contrainte g , paramétrés en O, utilisés au § 2.7.2.
et qui ont permis d'obtenir un champ maximisant, peuvent &tre considérés comme
construits 3 partir de champs de contrainte bidimensionnels J» dans le plan Oyz
dont les composantes, indépendantes de x, (et ici de y et z), sont :

=0 o =0 =0 6 _=-0;
yy yz zy zZZ

ces champs O, satisfont :
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- les équations d'équilibre,
- les conditions aux limites ; bidimensionnelles dans Oyz

sur les contraintes

et sont "complétés" tridimensionnellement en adjoignant en chaque point x &)

& la matrice de 05(x2) les composantes :

lo; =0 = 0
Xz ZX
{2.24) G =0 = 0
xy X
Ox = (oyy + czz)/z

ce qui conduit 3 (2.23).

On remarque alors que le crit@re de résistance tridimensionnel peut s'exprimer
pour ces champs 0 , en chaque point x, en fonction des seules composantes de

92 (_3_{2) :

ainsi pour le critére de Tresca :
(2.25) flgGl = |o () -0, ()| - o

et pour le critére de von Mises :
(2.26) fla@] =|(o, (x2) -0, ()| -2k ;

ces formules sont bien celles trouvées au chapitre V pour les critdres de résis-

tance des matériaux de Tresca et von Mises "en déformation plane", et sont &quiva-

lentes entre elles lorsque l'on y identifie o,et 2k comme résistance en compression
en déformation plane : il en r8sulte que les champs de contrainte et de vitesse
construits pour un matériau conviennent automatiquement pour 1'autre et conduisent

dans les deux cas aux m@mes ré&sultats, ce qui a &té noté plus haut.

K>

(1) on a ici : = (x, ¥, 2) et gz = (y, 2) .
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2.7.5. - CONTACT "PLATEAUX-BLOC" AVEC FROTTEMENT

Le cas ol le contact aux interfaces '"plateaux-bloc" s'effectue avec
frottement sera maintenant examiné en appliquant le théoré&me de Drucker-Radenkovic
(cf. chapitre III, § 6.2) ; ceci conduit pour la détermination de la borne infé-
rieure des charges d'écoulement plastique libre 3 considérer le cas du contact
sans frottement, et pour la détermination de la borne supérieure de ces charges a
considérer le cas de 1'adhérence totale (interfaces "collées). L'&tude pourra alors
stre menée directement en appliquant la théorie du calcul & la rupture en déforma-
tion plane, les champs de contrainte bidimensionnels &tant "compl&tés" tridimen-
sionnellement"” selon (2.24) ; de plus il suffira &videmment, comme on 1'a dit plus
haut, de traiter le probldme pour 1l'un des mat&riaux, les résultats pour l'autre

étant identiques.
Prenant le cas du matériau de Tresca :

¢ on utilise le champ de contrainte bidimensionnel homogéne tiré du § 2.7.2., de

composantes @

O,y =~ a, Oyy =0, czy =0 ;

on voit, par application du théoréme de Radenkovic-Drucker, que les charges d'écou-

lement plastique libre sont bornées inférieurement :
(2.27) o .2a < Ql

# on considére un champ de vitesse par blocs analogue 3 celui du § 2.5.3, dans

lequel les plans de glissement sont paralléles a Ox (figure 6).

VSIS SIS SIS LS L Figure 6 : Compression en
dé jormation plane avec
\\\~ ~1L frottement : champ de

vitesse par blocs.

\V

°‘A
SIS S
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On obtient un champ bidimensionnel conduisant pour les charges d'écoulement plas-

tique libre, 3 la majoration :

Q, < o_ . 2a/sin 20 ,
% o}

-

dont la minimisation est identique & celles des § 2.3.1. puis 2.7.3.2. Ainsi, pour
h > 2a, le minimum de la borne supérieure est atteint pour o = m/4, et la meil-

leure majoration obtenue pour les charges d'&coulement plastique libre est alors :

(2.258) Q,Q, < g, 2a (h > 2a) .

Par comparaison avec la minoration (2.27), et en application du

théoréme de Radenkovic-Drucker, on en dé&duit que :

la charge d'&coulement plastique libre pour le probléme de la compres—
sion en déformation plane est unmique quelle que soit la condition de frottement aux
interfaces plateaux-bloc, lorsque la condition h > 2a est satisfaite, pour les

matériaux de Tresca et de von Mises, elle vaut :

pour le matériau de Tresca : QR, =0 . 2a, d'ol F,=0_ .2al

pour le matériau de von Mises : Q!L =2k. 2a, d'ot F, = k. 4at .

On reprend maintenant le probl&me posé au § 2.1, en faisant 1'hypothése
que le matériau constituant le bloc a ses capacités de résistance définies par le

critdre de Coulomb :

(@) = Sup {U,{:(] + sin ¢) - Oj(l - sin ¢) - 2 C cos d)} .
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Les raisonnements 3 utiliser sont les homologues de ceux mis en
oeuvre dans le cas du critére de Tresca : on ne les reprendra donc pas dans le
détail, en particulier en ce qui concerne les minimisations 3 effectuer. On va mon-
trer que les ré&sultats obtenus pour le matériau de Tresca en ce qui concerne la
charge extréme dans 1'expérience de compression simple sont également valables pour

le matériau régi par le crité@re de Coulomb.

Les notations des paragraphes précé@dents sont conservées ; les plateaux

sont suppos&s lisses.

On considére le champ ¢ homogéne, uniaxial, défini dans les axes de

la figure 1, comme au § 2.2, par :

(2.1) o _=-0, autres cij =0 .

Ce champ est statiquement admissible avec Q = 0S.

La valeur maximale de O permise par le critére de Coulomb est :

12.29) o = 2Ctg (W4 + ¢/2) ,
d'oll :
(2.30) F' > 2 ¢ tg(m/s4 + 6/2)S .

2.8.3. - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR : CHAMP DE VITESE DISCONTINU

o

On considére 3 nouveau un mécanisme par blocs comme au § 2.3.1.(fig. 7):
le bloc 2 est immobile, le bloc 1 est animé d'un mouvement de translation 3 la
vitesse V ; la surface de discontinuité est un plan faisant avec 1l'horizontale
1l'angle a= (n/4 + ¢/2), et la vitesse du bloc 1 fait l'angle B = ¢ avec la ligne
de plus grande pente de ce plan(%%'onsuppose évidemment que ce mécanisme est permis
par la géométrie du probléme, c'est 3 dire que h > D tg(n/4 + ¢/2) ol D est le

plus petit diamétre de l'enveloppe convexe de S.

(}) La vitesse V est supposée dans un plan vertical paralléle aux lignes de pente
de la surface de discontinuité.
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AN et R
Figure 7 : Ecrasement d'un

bloc cylindriique entre deux
-~ plateaux : critene de Coulomb,
mécanisme par blocs.

On a dans ce mécanisme :

]

(2.31) Q. q() =F.Vsin (n/4 - ¢/2)

{2.32) P(v) c V S cos ¢ /cos(m/4 + ¢/2),

dont on déduit :

(2.33) F' o< 2.C tgn/b + ¢/2)S .

En comparant alors (2.30) et (2.33) on voit que, sous la condition de possibilité
géométrique indiquée plus haut, la valeur exacte de la charge extréme est connue :
FF=2c¢s5s tg(m/4 + ¢/2). On remarque que dans le champ de vitesse discontinu ci-
dessus, la discontinuité de vitesse n'est pas tangentielle : elle est inclinée 3 ¢

sur la surface de discontinuité ce qui correspond 3 un décollement.

On aurait pu supposer a priori 1l'inclinaison B de V sur la surface de
discontinuité quelconque, de méme que l'inclinaison o de la surface de disconti-

nuité par rapport 3 l'horizontale. Dans ce cas :

Q.q( = F .V sin(a - B)
P(v) = +o si B €1[¢, m- ¢l
et
P(v) = CV S cotg ¢ sin B/cosa si B €[¢, m - ¢]

N + . .
d'oli, pour F , la majoration :

(2.34) FF' < ¢s cotg ¢ sin B/cos a sin(a - R),
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-

3 minimiser par rapport 3 o et B : & a donné, le second membre de (2.34) est une

fonction croissante de B ; & B donné le minimum est atteint pour o = w/4 + ¢72 H
Vs

d'ot : A

sih =2 D tg(w/4 + ¢/2), le minimum est atteint pour :

a = (w4 + ¢$/2) et B = ¢

c'est le cas &tudié plus haut.
si h < D tg(n/4 + ¢/2), le minimum est atteint pour :

o = Arc tg(h/D) et B = ¢
et on obtient :

FF < CScos¢p(h?®+D%) /[hDcos ¢ - D*sing ]

On notera que 1l'inclinaison optimale de la discontinuité de vitesse

sur le plan de discontinuité est, pour ce mécanisme, toujours égale 3 ¢ .

2.8.4. - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR : CHAMP DE VITESSE DE

Avec les axes de la figure 1, on considére le champ de vitesse défini
par :

v, = -Uz/h, vy = Uy tg2(w/4 + ¢/2)/2h , v, = Ux tg? (n/4 + ¢/2)/2h ,
= _ - = 2
gdzz = -U/h, d_. dyy U tg®(n/4 + ¢/2)/2h
autres d.. = 0.
44

on a alors :

{2.35) tr d(x) = %—[tgz(ﬂ/4 + $/2) - 1] = (2U/h)sing/ (1 - sing),
et :

(2.36) l[di] + |do]| + |ds] = @u/m)/ (1 - sin 9),
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d'ol :
(2.37) P(v) = 2CUS tg(n/4 + ¢/2),

ce qui, avec :

(2.38) Q. q =

]
c

. + . .
conduit pour ¥ i la majoration

F' < 2¢s8 tg(n/4 + $/2)
identique a (2.33) trouvée au § 2.8.3., mais sans condition de hauteur minimale pour

le bloc.

Tous les commentaires faits au § 2.4 i propos du matériau de Tresca
peuvent &tre repris ici et il ne nous parait pas utile de les r&péter. On notera
simplement, qu'd la différence des mat8riaux plastiques de Tresca ou de von Mises
oli la charge extréme est aussi, sous les hypoth&ses explicitées au chapitre III,
charge limite, on se trouve ici avec le critére de Coulomb dans un cas oii il n'y a
lieu de parler que de charge extréme, donnant donc le maximum de la résistance en

compression simple du sp&cimen étudié.

2.8.5. -~ CAS DU CONTACT AVEC FROTTEMENT SOUS LES PLATEAUX

Si 1'on examine le méme probléme dans 1'hypothése du contact avec frot-
tement aux interfaces entre les plateaux et le bloc, il est clair que, sous la con-
dition de hauteur minimale donnée au § 2.8.3., i savoir : h > D tg(n/4 + $/2), il
est possible de reprendre avec le mat&riau r8gi par le critére de Coulomb, les mémes
raisonnements que ceux développés au § 2.5 3 propos du matériau de Tresca. Par
contre l'interprétation et 1'énoncé du r&sultat ainsi obtenu ne sont plus aussi
simples : le théor&me de Drucker-Radenkovic fait en effet référence i la notion
d'écoulement plastique libre, il suppose que le matériau constitutif est plastigue,
et méme, puisque seul le caractére non-standard du contact 3 1'interface est pris en
compte, il suppose que le maté&riau constitutif du bloc ob&it au principe du travail

plastique maximal.
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2.9 - COMPRESSION AVEC CONFINEMENT

S Pt S o ot PN P P P Pl P P Pl Pl o £ P P P Pt P Pt Pt Pt Pt o

On se propose maintenant d'examiner le méme probléme de 1l'écrasement
d'un bloc cylindrique présenté au § 2.1, dans le cas oli 1'échantillon est soumis i
une pression de confinement p . Plus précisément (figure 8) : une pression unifor-
me p est appliquée au contour du cylindre de section S et de hauteur h (faces
latérales et bases), tandis que les plateaux supposés parfaitement rigides et lisses
ont une vitesse de rapprochement relative paralldle i Oz et d'amplitude U. Le systéme

est ainsi soumis 3 un mode de chargement 3 deux paramdtres oii 1'on a :

F aqn = U

Q

(2.39) Q@

P az =-A

A désignant la vitesse de variation du volume du spécimen :
(2.40) . A = av/dt (V, volume du spécimen),

tandis que F est, comme au § 2.1, 1'intensit@ de la force additionnelle de compres-

sion selon 0z exercée par chaque plateau.

Figure § :
1 , Compression avec

conginement,

I1 s'agit donc de la généralisation du probl&me &tudié aux paragraphes
précédents. On examinera d'abord le cas des &chantillons en matériaux de Tresca ou
de von Mises, puis celui de 1'échantillon en matériau régi par le critére de Coulomb
qui est, &videmment, celui pour lequel le probl2me présente un intérét pratique

essentiel.
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2.9.2.1. - Théoréme

On va démontrer le théoréme suivant :

+
Q€efo, Q] Q=4(Q p) €K, Vop
(2.41) pour la compression < >  pour la compression
simple avec confinement
En effet :
¢ Q €10, Q+] <> 3 ¢ | statiquement admissible avec Q pour

le probléme du § 2.1, et tel que :
flox) < 0, vV €V
ol f est la fonction de charge de Tresca ou de Von Mises.

Soit alors o défini par :
=P

(2.42) g,=9- pl »

il est clair que gp est statiquement admissible pour le probléme de la figure 8,
avec :

Qi1 =Q et Q2 =0p,

et que 1l'on a :

(2.43) £lg,@] = £1gW] < 0, Vx € V;
¢ la réciproque, partant de Q € K, se démontre de la méme maniire.

2.9.2.2. - Conséguences

En conséquence de (2.47}, les chargements extrémes pour la compression

avec confinement sont définis par (figure 9) :
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¢ Matériau de Tresca

(2.16) Q= (9,5, Vo, VB (D)
¢ Matériau de von Mises
(2.20) Q" = (&/3s,p),Vp, Vh.

On remarque que les résultats &noncés sont valables que p soit une
pression ou une traction, toutefois seul le cas p > 0 (pression) est réaliste et

est représenté sur la figure 9.

F

von Mises || Tresca

Figure 9 : Matériaux de Tresca et de von Mises en compression avee confinement.

2.9.2.3. - Remarque

Le théoréme (2.47) permet donc, sans raisonnement ni calcul supplémen-—
taire, d'obtenir le domaine K & partir du cas, déja traitd, de la compression
sans confinement. Ce domaine pourrait aussi &tre construit par les méthodes stati-
que et cinématique en suivant les raisonnements homologues de ceux développés pour

le cas "sans confinement". On verrait que :

¢ pour la méthode statique, il suffit de modifier les champs de contrainte (Z2.7) en

appliquant (2.42), ce qui conduit aux résultats :

matériau de Tresca,

(2.2} Q

(GOS’ P) €K, Vp,
matériau de von Mises,

(2.3)p Q (k Y3 s, p) €K, Vop.

(1) Lorsqu'il y a lieu, les formules sont repérées par les mémes numéros que leurs
homologues écrites dans 1'étude du cas sans confinement, suivis d'un indice "p".



¢ pour la méthode cinématique, en utilisant les mémes champs de vitesse qu'au § 2.3,
la seule modification concerne 1'expression de la puissance des forces ext&rieures
puisque Q et é sont maintenant des vecteurs, ce qui conduit i 1'interprétation
des formules homologues de (2.6}, (2.7}, etc., dans 1'espace des paramétres de char-

gement comme représenté A la figure 9.

2.9.2.4. - Cas du contact avec frottement

On montrerait sans difficulté par les calculs et les raisonnements
homologues de ceux du § 2.5, qui l'utilisation de la méthode d'appréche par 1'exté-
rieur d'une part et du théorZme de Drucker-Radenkovic de 1'autre conduisent 3 des
bornes pour les charges Fz d'écoulement plastique libre, indépendantes de la

pression de confinement p.

2.9.3. - ECHANTILLON EN MATERIAU REGI PAR LE CRITERE DE COULOMB

2.9.3.1. - Théoréme

On va démontrer le théoréme suivant (!) :

Q € [0,Q7 g=(q<1+£—gﬂ),p)ex, Vp>0

(2.44) | pour la compression < > { pour la compression

simple avec confinement

En effet :

+
¢ Q € [0,Q] <—— 13 O | statiquement admissible avec Q pour le
probléme du § 2.1, et tel que :

flo(x)] < 0, Vx € V
oi f est le critére de Coulomb :

>

flo(x)] = sup {oi(z).(l + sin ¢) - oj(g).(l - sin ¢) -~ 2 C cos ¢ } 3

(!) En fait les résultats sont valables pour p = - C cotg¢d= - H, mais seul le cas
P = 0 (pression) sera considéré comme réaliste.
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soit alors o défini par :
=P

(2.45) 1+ BE8ESy 5,

la

o
%
il est clair que gp est statiquement admissible pour le probléme de la figure 8

avec :

Q =q(+ RSy o g, =5,

de plus on a alors avec le critére de Coulomb, si p = =C cotg ¢,

(2.46) flo )] =1 +RE8%) fo)l < 0, Vx € V;
, Fp— c oz

¢ la réciproque, partant de Q € K, se démontre de la méme manidre.
2.9.3.2. - Conséquences

I1 résulte de (2.44) que les chargements extrémes pour la compression

avec confinement sont définis par (figure 10)

(2.47) Q- (Z(C +p tg ¢).tg(n/4 + ¢/2).8, p) s Vp = 0

ce qui met en &vidence 1'équivalence "pression de confinement-cohésion” : c'est le

théoréme des états correspondants en mécanique des sols.
]

Figure 10 : Matériau négi
par Le cnitene de Coulomb :
compression avec conginement.

|

2.9.3.3. - Remarque

Comme au § 2.9.2., on a pu par le théoréme (2.44) obtenir K pour
1'expérience avec confinement, & partir du cas déja traité de la compression sans

confinement. Il est clair que ce domaine peut aussi &tre construit en suivant les
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raisonnements homologues de ceux développés au § 7.8. Alors que l'application de
1'approche par 1'intérieur est &vidente en modifiant le champ ¢ défini par (2.7)
selon (2.45), il n'est pas sans intérét d'examiner 1'approche par 1'ext&rieur, par
exemple en faisant usage du champ de vitesse de déformation uniforme du § 2.8.4 ;

on a alors :

(2.37) P(v) = 2CUS tg(n/4 + ¢/2)

et : P

(2.35) trd(x) = 2(U/h) sind/(1 - sin ¢)
P

d'oll :

{2.48) A = 27U S sin ¢/(1 - sin ¢)

ce qui conduit 3 :

i

)

W

Q. FU-2pUSsing /(1 - sin ¢) ,

de 13, il vient, comme représenté 3 la figure 10 :

K < {F - 2(C + p tg ¢).tg(n/4 + ¢/2)S < O } .
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3 - POINGONNEMENT D'UN DEMI-ESPACE

3.1 - POSITION DU PROBLEME

On &tudie maintenant le poingonnement d'un demi-espace constitué d'un
matériau homogéne non-pesant dont le critére de résistance est celui de von Mises.
Ce probléme est posé dans la forme indiquée au chapitre V (§ 5.1) & propos de la

théorie du calcul 3 la rupture en déformation plane (figure 11)

¢ le "demi-espace'" est la "tranche" d'épaisseur £ selon Oz définie par :

A

- < x < 4o, y < 0 , -2 z < 0 ;

¢ cette tranche est maintenue sans frottement entre deux parois indéformables paral-

léles 3 Oxy (z = =% et z = 0) ;

¢ elle est soumise & l'action d'un poincon indéformable, lisse, de largeur B, de
longueur & parallélement 3 Oz, dont le mouvement est astreint 3 &tre paralléle

a Oxy ;

¢ la surface de la tranche (y = 0), non soumise & l'action du poingon, est libre ;

-~

¢ les vitesses 3 1'infini sont nulles.

B Figure 11
-t > Poingconnement d'un
pY demi-espace.
—-+—— —— —
s
e
. 4
7
A’ 0 A X
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Les conditions aux limites s'é@crivent :

{3.1) Opg = Ty = o, O,y = Ty = 0, v, = 0 pour z=-% ouz-=20
L
{3.2) v, = 0, v, = 0, v, =0 pour y < 0 et 2+ y2)? =
= = = = = = =0 et >B2

(3.3) O T, =0, Oy Ty o, Oz T, =0 pour y et |x| /

o =T =0, o_=T =0, v =X + 6x

yx X vz z y

(3.4) X et & constantes quelconques

pour y=0 et |x| < B/2 .

Les conditions {3.4) correspondent i une interface dont le critére de
résistance ne permet aucun effort tangentiel mais admet les efforts normaux quels
que soient leur grandeur et leur signe : par 1'équation portant sur vy on a mis
sous forme de condition i la limite le résultat auquel conduit la condition
m(n, ¥) < + o pour cette interface. Ce critére de résistance 3 1'interface a été
choisi pour sa commodité dans 1'exposé&, en dépit de son caractdre irréaliste, car
1'on montrera au § 3.5 que les résultats obtenus dans ce cas sont valables pour toute

autre condition de résistance & 1'interface.

Le systéme &tudié est ainsi soumis 3 un mode de chargement & deux para-

métres ; on choisira :

1 0 B/2 . .
(3.5) Q =~ 7 dz J ny(x, 0, z)dx = F, a = - LA = -lvy(O, 0, z)
-2 -B/2
1 0 B/2 . .
(3.6) q, = I dz X0 (x, 0, 2)dx = M, q, = 26 .
-% -B/2

Rappelons que selon la théorie du calcul 3 la rupture en déformation
plane exposée au chapitre V (§ 5), le probléme ainsi posé peut &tre traité du point
de vue bidimensionnel, tout en sachant qu'il y aurait lieu de se préoccuper in fine
de la construction des solutions compl&tes tridimensionnelles & partir d'éventuelles
solutions complétes bidimensionnelles trouvées. On a vu aussi que, pour cette analyse
bidimensionnelle, le critére de von Mises adopté ici pour caractdriser la résistance
du milieu est équivalent au crit&re de Tresca. Nous préférerons toutefois traiter le
probléme directement du point de vue tridimensionnel par la construction de champs de
contrainte et de vitesse tridimensionnels ; on remarquera que les champs utilisés

seront en fait :
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~ pour les vitesses, des champs en déformation plane,

- pour les contraintes, des champs obtenus en "complétant" des champs bidimensionnels
en équilibre et respectant le crit&re bidimensionnel de "résistance en déformation

lane", de facon 3 ce qu'ils soient en 8quilibre et respectent le critére de résis-—
P ¢ q q P

tance tridimensionnel ;

les résultats qui seront ainsi obtenus avec le critére de von Mises, seront également
valables avec le critére de Tresca en remplagant k par 00/2 dans les formules :

cela est &vident pour 1'approche par l'extérieur, quant a l'approche par 1'intérieur,
on vérifiera que le champ de contrainte "complété" respecte bien, aprés le changement

de notation indiqué, le crit&re de résistance de Tresca.

Tel qu'il est posé i la figure 11, avec les conditions aux limites
explicitées en (3.7) a2 (3.4}, le probléme &tudié correspond aux essais idéaux sur
modéles réduits par lesquels on tente de réaliser des expériences en déformation
plane ; mais, ainsi qu'on 1'a expliqué au chapitre V ( § 5.7), il peut aussi &tre
considéré comme représentant le cas du systéme cylindrique parall&lement 3 Oz et
illimité dans cette direction et par suite, de facon plus pratique, le cas d'un poin-
con rectangulaire de longueur L selon 0z, grande par rapport & la largeur B, et
agissant sur un demi-espace (en'négligeant les effets d'extrémités et en s'interres-
sant 3 la section "courante" du systéme). Ceci vient justifier le choix fait pour
1gs paramétres de chargements Q1 et Q2 (F et M : résultante verticale et moment
autour de 0z, par unité de longueur selon 0z), choix conforme &galement i ce qui
avait été fait au chapitre V (§ 5.3.1.) de facon i avoir pour les problémes tridi-

mensionnel et bidimensionnel homologues les mémes paramétres de chargement.

3.2 - APPROCHE PAR L'INTERIEUR

Le champ de contrainte utilis& est représenté & la figure 12 a, et

défini par :

It
[=)

zones 1 et 1': © -2k, G o = ~k, autres O..
(3.7) XX yy zz 44

2 : = - = - = - ..
zone Gxx 2k, cyy 4k, czz 3k, autres 0&1

1]
o
-

1]
o
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Ce champ est statiquement admissible dans le mode de chargement avec
Q défini par :
(3.8) Q =F=4Bk et Q, =M=0.

Considérant le trajet de chargement radial caractérisé par :

(3.9) M=0,

P a + . . .
on en déduit par le chargement extréme Q sur ce trajet, la minoration :

(3.10) ’ F' > 4Bk

On utilise le champ représenté 3 la figure 12 b et défini par :

zoneslet 1' : 6. =-2k, 0 =0, o _=-k, autresog,., =0
XX vy zz 44
o} =-k(l +v2) =0 , © =k (resp. = -k)
zone 2 XX yy xy
(resp. 2') = -
9y k(1 + V2) autres Gi.j 0
(3.11) o =-2k V2, 0 =-=2k(1 +VZ) o__ =-k(l + 2/2)
XX vy 22z
zone 3
autres 0., =0
<4
o] = -2k g =0 o) = -k
XX vy zZZ
zone 4
autres 0.,. =0 .,
44

Ce champ est statiquement admissible dans le mode de chargement avec

Q dé&fini par :
(3.12) Q =201 + V2)B k = 4,83 Bk, M=0.
D'oli, sur le trajet radial (3.9)

(3.13) F > 4,83 Bk
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B |F
R0 n )
44 x
»l« ' _,‘<_ ' _,l'g_ a) Champ de contrainte
28 1 | 'RI 12“ a 3 zones ;
" |1 2 I
Bt F
3% /
A../ ,// .\A b) Champ de contrainte
l%t\i‘\»:B‘ ./'\ x a 6 zones ;
P '\f /

Figure 12 a) et b} : Poingonnement d'un demi-espace : approche par £'intérieun.

3.3. - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR

On utilise le champ de vitesse en déformation plane parallé&lement 3
Oxy, défini par des translations de blocs cylindriques parallé&les 3 Oz : ces blocs,
comme représenté 3 la figure 13 a), ont une section en forme de triangle isocéle

(1'angle au sommet 2a est le paramétre de la classe de champs utilisée).
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Le bloc 1 est animé d'une vitesse de translation verticale descendante de module U ;
les vitesses des autres blocs sont obtenues par construction de 1'hodographe
(figure 13 b) en supposant que les discontinuit@s de vitesse entre les blocs eux—
mémes et entre ceux-ci et le reste du milieu, immobile, sont tangentes aux surfaces
de discontinuité : cette derniére condition est, on le sait, une conséquence du fait
que, pour le critére de von Mises, on a (avec les notations du chapitre II § 2.2) :
m(m 3 [vl) =+ si [v] . n# 0. La vitesse du poincon est identique i celle du
bloc 1.

On a alors :

(3.14) Q. a = F.U.%

2BkU2 [—7————————
[sinccos o

(3.15) P(v)

-
(glissement le long des faces AB, AC, BC, CD et symétriques).

On en dé&duit pour le domaine des chargements potentiellement suppor-

tables dans 1l'espace (F, M) le résultat :

(3.16) K c {F—ZBk[tgoH- 1/sinc cosa]l < 0}

1'optimum du second membre de (3.76) par rapport 3 o est obtenu pour tga = vV2/2

et conduit 3 :

(3.17) KC{F—5,66 Bk<0}.

En particulier, on voit que sur le trajet de chargement radial ({3.9),

on aura :

(3.18) F* < 5,66 Bk .
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xy
o

b)

Figure 13 : Poinconnement d'un demi-espace, approche par L'extérnieur :
a) Champ de vitesse par blocs Lsoceles en translation b} Hodographe.

Il est clair que ce mécanisme par blocs pourrait susciter, comme celui
présentd au § 2.5.2, des interrogations qui touchent 3 la notion méme de champs de
vitesse cinématiquement admissibles (conditions de continuité 3 écrire aux arétes
des blocs, c'est-3i-dire aux sommets des triangles de la figure 13 a). Sur ce sujet

nous renvoyons le lecteur 3 la remarque générale faite au § 2.6.

On doit remarquer enfin que 1'&tude de ce mécanisme a &té particulis-
rement simple en raison méme de la géométrie choisie pour les blocs en translationms,
qui ne dépend que du paramétre ¢ ; malgré cette simplicit& un résultat fort intéres-
sant a pu &tre obtenu puisqu'il est ainsi possible, en rapprochant (3.13) et (3.7§)
d'encadrer F' pour le trajet de chargement radial par :

(3.19) 4,83 Bk < F' < 5,66 Bk

soit une &valuation 3 8 7 prés. Cette constatation vient confirmer ce que nous
avions annoncé au chapitre I (§ 4.8) i propos des résultats obtenus "3 coups de

serpe"” (pour peu que ces derniers soient bien appliqués !).

Il est clair que le mécanisme de la figure 13 peut &tre généralisé
comme indiqué A la figure 14 : les blocs 2 et 3 (et symétriques) ne sont plus des
triangles isoc&les, BC est supposé paralldle a Ox, et la géométrie dépend ainsi des

3 paramétres (B, v, 6).
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Figure 14 : Poingonnement
d'un demé-espace, approche

parn L'externieurn : champ
de vitesse par blocs en
translations.

I1 convient alors de procéder, comme plus hauﬁ, 4 la minimisation de
P(v) & U donné sur cette classe de champs de vitesse (c'est 3 dire minimisation par
rapport & B, Yy et §). L'optimum est atteint pour : tg B = VI, tgy= V7,
tgd= /7/3, soit ( B = 54,°7, Y = 69,°3, § = 41,°4) et 1'on aboutit & la formule
homologue de (3.17) : .

(3.20) Kc{F—s,lﬂ Bk < 0},

d'oll pour le trajet de chargement radial :

(3.21) F' < 5,47Bk,

améliorant ainsi sensiblement les résultats précédents.

On peut aussi faire intervenir un param@tre supplémentaire dans la
géométrie du mécanisme en ne fixant pas a priori l'inclinaison de BC, et aussi multi-
plier le nombre de blocs ; ces généralisations ont &té étudiées par Tristan-Ldpez
(1981) afin, plus généralement, de traiter le cas oii le matériau constitutif est

anisotrope.

On utilise le champ de vitesse en déformation plane défini par la rota-
tion autour d'un axe Qz, d'un bloc cylindrique parall&le & Oz. La vitesse angulaire
est w. Le bloc cylindrique a pour section dans le plan Oxy un cercle de centre @ de

-~

fagon 3 ce que la discontinuité de vitesse entre le bloc et le reste du milieu,
immobile, soit tangente & la surface de discontinuité (puisque T(n ; [v] ) = +»
si [v].n # 0 pour le critére de von Mises). Les notations sont indiquées sur la
figure 15 ; le cercle est supposé@ passer par le coin du poingon le plus &loigné de
Q , et le poingon est animé du méme mouvement que le bloc (il n'y a pas de glisse~
ment le long de A'A). Cette classe de champs de vitesse dépend donc des paramétres

a, R et w.
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On a alors :
(3.22) P(v) =2a |w|R® kL

(3.23) Q . é(y_) = F.w(R sino - B/2)2 + Mw& 3

en se restreignant au cas représent@ sur la figure 15 oi w est positif, on en

déduit pour les chargements potentiellement supportables :

(3.24) K c {F.(R sina~- B/2) + M - 20 R’k < 0 }

Pour le trajet de chargement radial (3.9}, (3.24) fournit alors la

majoration :

(3.25}) F' < 20R%k/(R sin a- B/2) si (R sina- B/2) > 0 ;

le second membre en est minimum par rapport & R, pour R sina= B, (ce qui correspond

au cas oi Q est 3 1'aplomb de A), et 1l'on a :

(3.26) F' < 4 Bko/sin?y

minoration qui est minimale pour tg o = 20, , d'ol

(3.27) F' < 5,53 Bk

Figure 15 : Poingonnement
d'un demi-espace, approche par
L'externieun : champ de vitesse
par cercle de glissement.

On remarque qu'en additionnant le champ de vitesse représentd i la
figure 15 et son symétrique par rapport i Oy, on obtient un nouveau champ dans lequel
le bloc 1 est animé d'un mouvement de translation verticale et les blocs 2 et 2' sont
animés de mouvements de rotations symétriques autour de § et.Q' respectivement
(figure 16).

Q [> R YR _ 4 Q ' Figure 16 : Poingonnement
a~ 7 a d'un demi-espace, approche
A’l/ v |>: 1A A par B'exténieun : champ de

770, Vo 7 -

> uitesse avee bLocs en trhans-
Lation et notations.
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Dans ce champ de vitesse on a évidemment :

P(v) = 4o |w|R? k&

Q-q(v)= F. 2w(R sina - B/2)%
d'oli, de la méme mani&re que ci-dessus :
(3.28) K c {F(R sina - B/2) - 2aR%’k < o}
et la méme minimisation par rapport & R et o conduit 3 :
(3.29) K c {F - 5,53 Bk < 0}

ce qui améliore le résultat (3.27) car celui-ci ne concernait que le cas du trajet

de chargement radial.

3.4. - COMMENTAIRES ET AMELIORATION DE L'ENCADREMENT

Les résultats obtenus au moyen des champs de contrainte ou de vitesse
. ~ - P + :
simples présent&s aux paragraphes précé&dents permettent d'encadrer F pour le trajet

de chargement radial (M = 0) par :

(3.30) 4,83 Bk < F < 5,53 Bk .

En raffinant le mécanisme par blocs en translations on a vu qu'il est

possible de ramener la borne supérieure i 5,47 Bk

La borne inférieure peut &tre améliorée en utilisant des champs de con-
trainte discontinus ol 1'on augmente le nombre de zones ; ainsi le champ proposé par
Shield et Drucker (1953), ou celui de la figure 17, permettent de relever la borne

inférieure a3 5 Bk, d'oli :

{3.31) 5Bk < F < 5,47 Bk
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by
B 44
LY 79977977, K = > Figure 1% : Poingonnement
“ ,
3 3 {Sk% I3 d'un demi-espace, approche
/' '—’f-;n( \ par R'intérnieuwr ; champ de
’(ﬁ. \\ contrainte discontinu a
4 10 zones.

On remarque, en considérant les figures 12 a, 12 b, et 17 que c'est
1'accroissement du nombre de lignes de discontinuité issues des points A' et A qui,
en augmentant le nombre de zones 3 champ de contrainte homogéne pour passer de la
condition 3 la limite sur x'A' et Ax (surfaces libres) 3 la répartition de contraintes
sous A'A, permet d'améliorer la borne inférieure obtenue pour F' . La construction
de ce type de champs se fait par exemple en utilisant la représentation de Mohr pour
les contraintes (cf notamment : Mandel, 1966) : ceci est en particulier trés commode
pour les zones situées autour des points A' et A, mais on ne doit pas perdre de vue
que la construction est & faire dans toutes les zones ce qui complique assez rapide-
ment le probléme. On notera enfin 1'int&r&t de la représentation des directions prin-
cipales des champs de contrainte dans les différentes zones, telle qu'elle a &té fai-
te sur les figures 12 et 17, quli met en &vidence la rotation de ces directions quand

on chemine depuis la surface libre jusque sous le poingon.

. s + ~ R
Une meilleure borne supérieure pour F  peut étre obtenue en utilisant
le champ de vitesse en déformation plane parallélement 3 Oxy représenté 3 la

figure 18 (dans Oxy)

y

Figure 18 : Poingonnement
d'un demi-espace, approche
pdn L'externieun : champ de
vitesse avee cisaillement pur
dans ABC et A'BC'
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Ce champ de vitesse, symétrique par rapport & Oy, est défini comme

suit :

¢ dans A'BA (triangle rectangle isocé&le) : translation en bloec, verticale, 3 la

vitesse U

¢ dans ABC (secteur circulaire d'ouverture m/2), le champ de vitesse s'é&crit en

coordonnées polaires (r, w) de centre A :
(3.32) v =0 v =1UYZ/2 v, =0

4 dans ACD (triangle rectangle isoc&le) : translation en bloc, parallé&le a CD, de
vitesse U v2/2.

¢ les vitesses dans A'BC' et A'C'D' sont symétriques des précédentes par rapport 3
Oy

¢ v = 0 dans le reste du demi-espace.

Il y a donc des discontinuités de vitesse au franchissement de AB, BC,
CD et sym8triques. On vérifie que ces discontinuités sont tangentielles ; elles ont

pour module U vV2/2.

I1 n'y a pas de déformation des blocs A'AB et ACD (et symétrique).

Dans ABC la vitesse de déformation d a pour compoéantes en coordonnées
polaires (r, w) de centre A :

(3.33) d =0, d =0, d = —vw/2r5=—U V2/4 ¥ = d

rr W rw wr

autres d,. =0 3
<4

il s'agit d'un cisaillement pur ; on a : trd (x) = 0.
Pour 1l'application de la méthode d'approche par 1'extérieur on a :

Q. gq(w) =F.UL,

P(v) se compose de deux contributions : 1'une due aux discontinuités de
vitesse le long de A'BCD et ABC'D', 1'autre au cisaillement pur dans les secteurs

circulaires.
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En tenant compte des symétries et en se reportant aux expressions de

T(nx), V(x)) et w(d(x)) données au chapitre II, § 2.2, il vient :

P(v) =B k U 2(2 + m/2) + B k ULT/2

On en déduit la formule :

(3.34) Kc{F—(n+2)Bk<o},
d'oli, pour le trajet de chargement radial, la majoration :

(3.35) F' < (n+2)Bk =5,14Bk.

Cette majoration est en fait la valeur exacte de la charge extréme pour
le trajet de chargement radial (M = 0) : plusieurs autres champs de vitesse, ana-
logues 3 celui de la figure 18 dd & Prandtl (1920, 1923), peuvent &tre construits
qui conduisent au méme résultat (3.34), cf. (Hill, 1950), (Rychlewski, 1966 et 1967);
et d'autre part des champs de contrainte ont &té construits qui permettent d'&quili-
brer F = (m+ 2)Bk , M=0, en respectant le critdre de résistance (Bishop,
1953), (Shield, 1954), (Sayir et Ziegler, 1968) ; on obtient ainsi :

(3.36) F (m+ 2)B k .

Les probl&mes pour lesquels ce type de détermination exacte est
possible sont rares. Aussi des méthodes telles que celles présentées dans les para-
graphes précédents se révélent-elles souvent trés fécondes : on en apprécie la rapi-

dité et le fait qu'elles ne nécessitent pas la connaissance d'une théorie raffinée.
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3.5 - REMARQUES FINALES SUR CE PROBLEME

1° I1 est clair que le mode de déformation représenté i la figure 18
pourrait susciter 3 propos du mouvement du bloc A'BA la méme question que celle déja

posée pour celui de la figure 13 ; nous renvoyons 3 nouveau le lecteur 3 la réponse

générale faite au § 2.6.

2° Comme on 1'a indiqué au § 3.1, & propos des conditions aux limites,
1'interface A'A a 8té supposée lisse et sans limitation sur la contrainte normale
quel que soit son signe (donc : non limit&e en traction). Du point de vue du calcul
3 la rupture, l'approche par l'intérieur mende tout au long de 1'étude précédente
demeure valable pour toute autre condition classique de résistance i 1'interface :
en effet les champs de contrainte construits correspondent i des efforts normaux
compressifs sous A'A ; quant i l'approche par l'extérieur elle demeure &galement
valable car aucun des champs de vitesse construits n'introduit de discontinuité de

vitesse 3 l'interface.

Ainsi les conclusions tirées sont intégralement maintenues quelles que
soit la conditionde résistance & 1l'interface A'A. En particulier, F' o= (r + 2)Bk
apparaitra toujours comme le chargement extréme dans le trajet de chargement radial
o = 0). ‘

I1 s'ensuit aussi que du point de vue des chargements d'écoulement plas-
tique libre, dans le cas ofi le maté&riau constitutif du demi-espace serait considéré
comme parfaitement-plastique standard et oii la condition de frottement 3 1'interface
A'A serait entidrement donnée, on obtient par utilisation des théordmes de Drucker
et Radenkovic (chapitre III "Analyse limite" § 6.4.7) que : les résultats obtenus
plus haut dans le cas de 1'interface lisse par les approches par 1'intérieur et par
1'extérieur pour les chargements extrémes, se conservent avec la méme signification
pour les chargements d'écoulement plastique libre quelle que soit la condition de

frottement & 1'interface A'A. En particulier, le chargement d'écoulement plastique

libre sur le trajet de chargement radial (M = 0) est toujours &gal & (7 + 2)Bk.

Mais on insistera sur le fait que ce qui vient d'&tre dit ne vise que
les résultats &tablis dans la présente &tude et ne saurait &tre considéré comme
vrai de fagon générale pour toute approche par 1'intérieur, toute approche par 1'ex-

térieur, et tous les chargements extrémes.
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Le domaine des chargements potentiellement supportables a pu étre

déterminé exactement dans le cas d'une interface lisse sans résistance 3 la traction

(Salengon 1972, 1974) ; en posant :

- - - 2
F0 = (m+ 2)Bk , Mo FOB/Z (r + 2)B%k/2

il est défini par :
(3.37) (F/F)? - (F/E) + [MM | < o.

3° On peut, 3 partir des résultats déjd présentés, &tudier sans nouveau
calcul le méme probléme que celui pos& au § 3.1, pour un matériau pesant, de poids
volumique dirigé suivant Oy, égal 3 -y (y > 0). Yy constitue un nouveau paramétre

de chargement pour le probléme et l'on peut poser :

Qs = F, M, v),

‘et désigner par K3 le domaine des chargements potentiellement supportables corres-

pondants.

On démontre alors le théoréme suivant :

(3.38) (F, M) € K > (F, M, y) € Kj, vy>o0.

valable quelle que soit la condition de ré&sistance 3 1'interface A'A.

En effet, on vérifie aisément pour toute condition classique de résis-
tance 3 1'interface, que si 0 est un champ de contrainte statiquement admissible
pour le probléme initial (y = 0), en &quilibre avec des valeurs F et M des para-
mé&tres de chargement et respectant les critéres de ré&sistance du matériau (von Mises)

et de 1'interface, alors le champ g' est défini par :
(3.39) g'@ = g + yyl

est statiquement admissible pour le nouveau problEme (Y > 0), en &quilibre avec les
valeurs F, M, Y des paramétres de chargement et respecte les mémes critéres de
résistance du matériau et de l'interface. La réciproque est Egalement facile & démon-

trer. Il en résulte donc 1l'équivalence (3.38) qui signifie que pour des conditions
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de résistance du matériau (von Mises) et de 1l'interface données, le poids volumique

n'a pas d'influence sur les chargements extrémes (force normale, moment).

4° On peut aussi examiner le cas oli la surface du demi-espace est soumise,
3 1'extérieur du poingon, d une surcharge compressive uniformément répartie de
densité w (w > 0). ® constitue un paramétre de chargement supplémentaire pour

le probléme et, de facon analogue 3 ce qui &té fait plus haut, on posera :

(F, M, w) ,

Q}

et on désignera par K' le domaine des chargements potentiellement supportables

correspondants.
On démontre alors le théoréme :
(3.40) F, M) € R —> (F+ wB, M, w) € K} vV § >0,

valable quelle que soit la condition de résistance 3 l'interface A'A.

Pour ce faire, & partir de J champ statiquement admissible quelconque
pour le probléme initial (w = 0) en &quilibre avec des valeurs (F, M) et respec-

tant les crité&res de ré&sistance, on introduit g' défini par :

(3.41) '@ = o@® - wl

et on vérifie que ¢' est statiquement admissible pour le nouveau probléme, en
équilibre avec (F + wB, M, ), et respecte les mémes critdres de résistance du
matériau (von Mises) et de l'interface. Par contre la réciproque n'est pas toujours
vraie, sauf si le critére de résistance de l'interface n'impose aucune limitation
sur la contrainte normale (c'est-d-dire admet les tractioms). On en déduit donc
1'implication (3.40} qui signifie que la surcharge a au moins un rdle additif sur

la résultante dans les chargements extrémes.

Une étude cas par cas des approches par 1'intérieur et par 1'extérieur
utilisées permettra de vérifier, pour un chargement extréme (F, M) donné, si le
chargement (F + WB, M, W) est bien lui-méme extréme dans le cas du demi-espace

avec surcharge. C'est ainsi que 1l'on peut montrer que :
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.quelle que soit la condition de résistance 3 1'interface, le chargement

((r + 2)Bk + wB, 0, W) est extréme 5 autrement dit, la surcharge joue toujours
un rdle purement additif sur le chargement extréme dans le trajet de chargement
radial (M = 0).
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4 - ANALYSE DE STABILITE D'UNE FOUILLE VERTICALE

4.1 - POSITION DU PROBLEME

On &tudie la "stabilité&" d'une tranch@e horizontale paralléle i 0z,
dont la paroi est verticale et de hauteur h (figure 19). On suppose que cette tran-
chée est de longueur illimitée selon 0z, ou plus précisément que sa longueur selon
0z est grande devant h. Le matériau constitutif (sol) est homogé&ne, de poids volu-

mique Y, et isotrope.

I1 s'agit d'un probléme de calcul i la rupture dans lequel le chargement
du systéme, dans la géométrie déterminée par h, est constitué des forces de volume

dues 3 la gravité et proportionnelles 3 7.

En application directe de la théorie du calcul & la rupture, l'analyse
de stabilit& de cet ouvrage consiste donc a déterminer, en fonction de h et des
caractéristiques de résistance du matériau constitutif, la valeur extréme du para-
métre de chargement Y, soit Y+, et 3 lui comparer la valeur réelle Y. On verra

dans la suite que l'on aboutira 3 une formulation &quivalente portant sur la hauteur

de la tranchée 3 y fixé.

»  Figure 19 :
Y  Anatyse de stabikite d'une
fouille verticale.

En se reportant aux § 5.1, 5.2 et 5.7 du chapitre V consacré aux pro—
blémes plans de calcul 3 la rupture on constate que les donndes de ce probléme en
permettent 1'étude directement comme un probldme de calcul i la rupture en déforma—

tion plane ; au § 5.7 notamment on voit que la notion de systéme cylindrique de
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longueur illimitée selon Oz signifie en fait que dans P([g;]éx’Y)) 1la "contribution
supplémentaire' due aux effets d'extrémités doit &tre négligeable devant les termes
donnés par les formules (5.9) et (5.70) : ceci correspond ici au fait que la lon-
gueur de la tranchée doit &tre grande devant une longueur caractéristique des zones
déformées dans les champs de vitesse en déformation plane que l'on sera amené &

utiliser, c'est-3~dire devant h.

Le probléme sera donc &tudié dans ce formalisme bidimensionnel.

Le paramétre de chargement, unique, est :

(4.1 Q) = ¥

we

pour le probléme plan, le paramdtre de déformation associé est
(4.2) iw - | e
\'

dans ces formules V dé&signe le volume bidimensionnel, ¢ et v les champs bidi-

mensionnels. Il en sera ainsi dans toute la suite.

On examinera les cas oli le matériau constitutif est régi par les cri-
téres de résistance suivants (écrits au chapitre II § 2.3, 2.6, 2.4 et 2.7 respec—

tivement) :

critére de Tresca avec cohésion C ( = 00/2) ,
critére de Tresca avec cohdsion C sans résistance 3 la traction,

critére de Coulomb avec cohésion C et angle de frottement ¢ ,

* & & o

critére de Coulomb avec coh&sion C et angle de frottement ¢ , sans résistance

a la traction.

n + .
Dans chacun de ces cas la valeur extréme Y sera donc une fonction
des paramétres définissant le probléme, i savoir : h, C, et ¢ > 0 ; on peut lui
. - . . . . . + -
appliquer les résultats classiques de 1'analyse dimensionnelle ; ainsi Y est néces-

sairement de la forme :

(4.3) Y- K.

~ + . . : o s a1z .
oi K est une fonction sans dimension, du seul paramétre ¢, & déterminer pour

chacun des quatre problémes examinés.
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Ainsi le probléme d'analyse de stabilité revient donc i la détermina-
+ + \ . ,
tion de K = @%h s valeur extréme du paramétre sans dimension 6%5. Sous cette

" forme on traite donc aussi le probléme dans sa formulation plus courante :

détermination de la hauteur extréme d'une tranchée verticale dans un

matériau de caractéristiques données ; cette hauteur ne sera autre que :

(4.4) o= gy L €
Y
Enfin, on peut utiliser, pour caractériser la stabilité de cet ouvrage,
le coefficient de rupture introduit au chapitre I (§ 7) ; pour ume tranchée donnée
clest par définition :

(4.5) F(C, ¢, h 37 ) = YY— ,

qui, par application de (4.3}, se met sous la forme :

. =x L
(4-6) F(C’ ¢, h E Y) - K (¢) . .Yh .

4.2, - MATERIAU CONSTITUTIF REGI PAR LE CRITERE DE TRESCA
NWWMWWNWWWW“MWWW

4.2.1. - CRITERE DE RESISTANCE DU MATERIAU
Les capacités de résistance du matériau constitutif sont supposées
définies par le critére de Tresca, &crit au chapitre V (§ 6.2.2.) pour la déforma-

tion plane, avec les notations habituelles :

(4.7) f(@ =]o1-o0l-2¢c < 0.

Remarquons qu'ici, comme dans la suite, bien qu'il s'agisse d'un pro-
bléme typique de mécanique des sols, on a conservé la convention de signe de la
mécanique pour compter les contraintes. On verra notamment dans (Coussy et Salencon,
1979) comment utiliser en calcul i la rupture la convention de signes de la mécani-
que des sols : on prendra garde en particulier & 1'écriture du principe des puis-
sances virtuelles, le terme en o(x) : d(x) devant, ou non, &tre changé en
- o(x) : d(x) suivant la définition adoptée pour d(x) ; (de méme pour le terme en

[v@] .o(x) . n(x)).
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4.2.2.1. -~ Champ de contrainte discontinu a 3 zones

~

La figure 20 présente le champ de contrainte discontinu & trois zones

proposé par Drucker et Prager (1952).

Ce champ, fonction linéaire de x dans chacune des zones, a pour

expression :
o =- o =0_=0;
) O ="YX xy vy
(4.5) @Gxx=—y(x—h), Oxy=0, 0yy=—Yx+a(x) ;
o =-yx , O
=0 g _=- +a 5
@ XX xy s vy Yx x)

a(x) étant arbitraire sous la condition 0 < a(x) < vyh.

0 -

h v OB Figuie 20 : Stabilits d'une
fjouille verticale, approche
par L' intérnieurn : champ de
contrainte discontinu a 3

@ . i @ zones.

Ce champ est &videmment statiquement admissible dans le mode de char-

gement &tudi&, en &quilibre avec y . La valeur maximale de f(g) y est atteinte pour :

x=h , y > 0 dans @ H
on a alors :
(4.9) f(@ =yh-2¢C,
ce qui prouve que le crit@re est respecté tant que Yh < 2.

C
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+ . :
D'oli, pour K 1la minoration :

(4.10) 2 < K .

4.2.2.2. - Autres champs proposés

-~

De nombreux auteurs se sont attach&s 3 construire, soit par voie analy-
tique, soit par voie numérique, des champs de contrainte conduisant i de meilleures

. . +
majorations de K .

Ainsi Heyman (1973) et de Josselin de Jong ont obtenu pour K 1a

. . +
minoration : 2,73 < K .

- . . N +
Palmer a porté cette minoration 3 : 3 < K .

De Josselin de Jong (1977) a réussi 3 obtenir : 3,39 < K+ .

Pastor (1978), en utilisant la méthode des &léments finis et en impo-
sant au champ de contrainte déterminé dans la zone 3 maillage triangulaire, néces-
sairement de dimension finie, des conditions permettant de construire un prolonge-
ment du champ de contraintes jusqu'a 1'infini sans violer le critére, a rdussi 3

obtenir la minoration :
(4.11})- 3,635 < K ,

qui est le meilleur résultat actuel.

4.2.3. - APPROCHE PAR L'EXTERIEUR PAR LES VITESSES

4.2.3.1. - Mécanisme avec plan de glissement

On considére le mécanisme représentd i la figure 22 dans lequel le bloc
OAB glisse 3 la vitesse U sur la droite AB, le reste du massif &tant immobile.

On a :

P(v)

C U h/cos o

2

Uh
Y 5 tgacos o

Q. i(z)

. . + . .
ce qui conduit pour K & la majoration :

+ .
K < 2/sinacosa.
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L'optimum de cette majoration correspond 3 o = m/4, d'ol :

(4.12) K < &

o) B

Figure 21 : Stabilité d'une

U gouille verticale ; approche

\f par L'exterieun : méeanisme
avec plan de glissement.

o
A

4.2.3.2. ~ Mécanisme avec cercle de glissement

La figure 22 repré@sente un mécanisme par bloc, dans lequel le bloc O0AB,
.animé d'un mouvement de rotation de vitesse angulaire ® autour du centre instan-—

tané Q(E, N), glisse le long de 1l'arc de cercle AB sur le massif immobile.

@’ﬂ) a B Figuie 27 : Stabilite d'une
gouille verticale, approche
par L'extérieur : mécanisme

avec cercle de glissement.

<y

X

Avec les notations indiquées sur la figure 22, on a :

CwR?aq

P(v)

h
J wyxx - g)dx )
0]

Q.q(v)

oli W est comptée positivement dans le sens rétrograde : R et o sont des fonc-

tions de & et n.

(!) cette formule s'obtient par application du théoréme "de la divergence" & 1'in-

tégrale de volume sur OAB ; on remarque en effet gque dans ce mouvement on a :

YV, = div(yx.v).
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P + . .
On a ainsi pour K 1la majoration :

1
(4.13) ' < a®?/n?) J xx - DHdx
0

oli 1'on a posé : & = &£/h et x = x/h .

A titre d'exemple, pour £ =n =0, ona R=h eta=1m/2 d'oi :

k¥ < 3m/2 # 4,71 .

En minimisant 1'expression analytique de la borne supérieure de K+,
dans (4.73) par rapport aux variables £ et n dont dépendent R, o, et &, on

obtient pour ' 1a majoration :
(4.14) k' < 3,83

les coordonnées du centre du cercle optimal &tant (Taylor 1937, 1948 ; Pastor, 1978):

£ =-1,21h

{4.15)

n ~1,41 h .

La majoration (4.74) est la meilleure actuellement connue.

4.2.3.3. - Remarque sur ces mécanismes par blocs

On pourrait encore, 3 propos des mécanismes par blocs qui viennent
d'étre présentés s'interroger sur la compatibilité géométrique du point A lorsque
la vitesse de ce point dans le bloc en mouvement tendrait i le faire pénétrer dans
le reste du massif : en effet il semblerait alors que la zone OAB doive demeurer
immobile, &tant bloquée par le reste du massif. Nous avons déja levé ce paradoxe au

§ 2.6 en nous référant a4 la notion méme de champ de vitesse virtuel pour. les milieux

continus.
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4.3 - MATERIAU CONSTITUTIF REGI PAR LE CRITERE DE TRESCA SANS
SRV VNPV PV P PV VUV VP VIV PV v v VUV VUV UV VUV

RESISTANCE A LA TRACTION

Le critére de Tresca sans résistance a la traction a &té &crit au
chapitre II (§ 2.6) pour le milieu continu tridimensionnel. Pour les problémes de

calcul & la rupture en déformation plane, on obtient pour ¢ bidimensionnel :

(4.16) f(g) = Max {[01 - o2] - 2¢, oy, 02} < 0.

On reprend le champ de contrainte discontinu & 3 zones présenté au
§ 4.2.2.1. (figure 20 et formules (4.§)). On voit que, sous la méme condition que
celle énoncée alors, soit <Yh/C < 2, ce champ respecte le critére (4.76). Il en
résulte que pour ce nouveau probléme on trouve pour K la méme minoration qu'au

§ 4.2.2.1. :

(4.17)

N
A
tal

On remarque au passage, car ceci interviendra au § suivant, que pour
Yh/C = 2, ce champ vérifie f£f(d) = 0 dans toute la zone (::) (et &ventuellement

dans d'autres zones suivant la forme adoptée pour a(x)).

. . + 2

Les majorations de K  obtenues au § 4.2.3. demeurent &videmment
valables pour le probléme actuel puisque 1l'on a affaire i un matériau (le sol) dont
les capacités de résistance sont maintenant inférieures 3 ce qu'elles &taient aupa-

ravant.
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I1 convient donc d'essayer de mettre en &vidence des champs de vitesse
conduisant & des majorations plus faibles pour K+, en faisant intervenir par exem-
ple la possibilité de "d&collement" par une discontinuité de vitesse normale, permise
par le critére de Tresca sans résistance 3 la traction. La figure 23 rappelle la
"courbe intrins&que de déformation plane" pour ce crit@re : comme on 1l'a indiqué au
§ 5.2, du chapitre V, elle permet d'obtenir par normalité les discontinuités de
vitesse admissibles, T(n, [v ]) &tant la fonction d'appui du domaine convexe limité

par cette courbe.

Figure 23 : Counbe intrninse-

,/’ que de déformation plane pour
/ Le cnitene de Tresca sans
!I nésistance a La trhaction.
\
\
\
\\

On considére le mode de déformation représenté 3 la figure 25 dams

lequel ona h > 2¢ et ol

¢ le bloc ODBC tourne autour du point B avec la vitesse angulaire w ,
¢ il y a décollement (discontinuité de vitesse normale et positive) le long de BC,

¢ dans le triangle rectangle isoc&le ABD, il y a cisaillement uniforme : avec les

axes £ et mn indiqués sur la figure, le champ de vitesse y est :

u = 0
(4.18) 2
un = wg ,
d'oli :
(4.19) dgg = dnn = 0, dEn = dng = w/2 .
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<Y

Figure 24 : Stabilite d'une
fouille verticale pour Le
matérniau coherent sans nesis-
tance & La traction : mode de
défonmation avec "dZcollement”.

Le calcul de P(v) pour ce champ de vitesse ne présente pas de diffi-
culté :
on voit, par exemple en se reportant aux formules (2.15) du chapitre II, ou de fagon
&vidente sur la figure 23, que la contribution de la discontinuité de vitesse
(normale et positive) le long de BC est nulle ;
la vitesse est continue le long de BD et de BA ;

P(v) se réduit au terme di au cisaillement uniforme dans ABD :
(4.20) P(v) = Cuwl?

Sans procéder au calcul exact de la puissance des forces extérieures

dans ce champ de vitesse,on a de fagon évidente 1'encadrement :

2’2 . 9/2
(4.21) y(h - 22) 7w <Qq(® < vh 7O

En appliquant alors la formule de 1'approche par 1'extérieur on
¥
obtient pour gr = —Y—CE— ( lcll )+ , une majoration fonction de %, soit K(f) :

(4.22) k' < k@)
oli K(L) est, compte tenu de (4.20) et (4.21), encadré par :
(4.23) 2 < K@) < 2/ - 2%/h)

En faisant tendre £/h vers zéro on voit que K(2) Vv 2, d'oi

pour K+ :

(4.24) k"

AN
N
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La comparaison de (4.24) et de (4.17) montre alors que la valeur

+ P
exacte de K est ainsi connue :

(4.25) KW = 2

Ce résultat est dfi & Drucker (1953).

P . . s +
On remarque que le mécanisme qui correspond i la valeur exacte de K

"&évanescent”, limite d'une famille de mécanisme ;

est en quelque sorte un mécanisme
de plus on vérifie qu'il est bien associ& au champ de contrainte utilisé au § 4.3.2.
lorsque Yh/C = 2 : ce champ U satisfait en effet f(g) = 0 le long de BC avec
Oyy = 0, or lorsque £/h ¥ 0 1la zone déformée dans le mode de déformation de la

figure 24 se réduit & BC et la vitesse de décollement est bien dirigée selon Oy.

. 4.4. - MATERIAU CONSTITUTIF REGI PAR LE CRITERE DE COULOMB

On se place maintenant dans le cas oil le critére de Coulomb écrit,

en déformation plane, au § 6.3 du chapitre V :

(4.26) £(@) = 01(1 + sin ¢) - 02(1 -~ sin ¢) -2 Ccos ¢ < O .

4.4.2. - APPROCHE PAR L'INTERIEUR

-

On utilise 3 nouveau le champ discontinu 3 trois zones selon le schéma

de la figure 20 avec pour ¢ les mémes expressions (4.§)

Pour ce champ statiquement admissible dans le mode de chargement, en
&quilibre avec vy, la valeur maximale de f(o) dans (4.26) est atteinte pour x = h

en zone , (et éventuellement en zones(::)et<::> selon le choix de a(x), ol

l'on a :

(4.27) f(© =vh(l - sin ¢) - 2 C cos ¢
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La valeur maximale de +Yh/C pour que ce champ respecte le crité&re est
done vYh/C = 2 cos ¢/ (1 - sin ¢) = 2 tg (w/4 + ¢/2) ; on a ainsi pour K* la mino-
ration :

(4.28) 2 tg(n/é + ¢/2) < K' ,

(qui contient bien (4.10)).

4.4.,3.1. - "prisme de Coulomb”

Dans le méme esprit qu'au § 4.2.3.1. on consid&re un mode de déforma-
tion par bloc (figure 25) : le bloc OAB est en translation 3 la vitesse U inclinée

3 l'angle B (0 < B < w - ¢) sur la ligne de discontinuité de vitesse AB.

)7‘ Figuwte 25 : Stabifit? d'une
U fouille verticale pour un
h B maténiou negi per Le crnitene
de Coulomb : "prisme de
,‘ Couomb" .

Wx
Le calcul de P(X) ne fait intervenir qu'un terme, dd a la discontinuité
de vitesse sur AB, soit :

P(v) = UhC cotg ¢ sin B /cos o .

(en application de la formule (2.9) du chapitre II dommant w(n ; [vl])
La puissance des forces extérieures est :
. h?
Qq(» =YyU 3 tgocos(B + a)

. = P . +
d'oi, en fonction des paramdtres o et B , la majoration pour K ()
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(4.29) K'(¢) < 2 cotgd. sin B/sin a cos(B + a)

avec $ < B < m-4¢ et 0 < a+B < 7w/2.

A B donné, la minimisation en o donne o = w/4 - B/2 et

conduit 3 :

K+(¢) < 4 cotgd . sinB/(1 - sin B) ;

le minimum par rapport & B est atteint pour B = ¢ et on en déduit :

(4.30) K@) < 4 tg(n/4 + 6/2) .

Ainsi le minimum de la majoration donnée par ce mé&canisme correspond
au plan AB incliné 2 (w/4 - ¢/2) sur la verticale, et la vitesse de translation
du bloc est incline 3 1'angle ¢ sur AB. (On rapprochera ce résultat de celui

obtenu au § 2.8.3.).

On retrouve ainsi, avec une interprétation cinématique rigoureuse, le

mécanisme dit du "prisme de Coulomb".

4.4.3.2. - Mécanisme avec bloc en rotation

On considére maintenant un mécanisme de déformation dans lequel le bloc
OAB est animé d'un mouvement de rotation, de vitesse angulaire w® , comptée positi-
vement dans le sens rétrograde, autour du centre instantané Q(E, n). La ligne de
discontinuité de vitesse AB fait en chaque point un angle Y avec le rayon vec~
teur, tel que w/2 + ¢ < ¢y <7, en sorte que la discontinuité de vitesse est

=
inclinfe 3 B = Y -7/2, ¢ < B < T/2 sur la ligne de discontinuité (fig. 26).

Q(gn)

Figure 26 : Stabilite d'une
fouille verticale pour un

Y maténiau negl par Le criténe
de Coulomb : mécanisme avec
bloc en notation.
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Le calcul de P(v) ne fait intervenir qu'un seul terme dd a la discon-

tinuité de vitesse le long de AB :

Pv) = J C cotg ¢ w.Msin B ds
A

L'intégrale de volume de la puissance des forces extérieures se trans-

forme aisément, par la formule de la divergence, en :

h
Q a(¥) =I wyx(x - E)dx - In YX.0. Msin B ds .
o AB

D'oli pour K+(¢) la majoration :

cotg ¢ J(\ QM sin B ds

(4.31) k') < AB

1
hzj (& - D)dx - Jn = M sin B ds
o AB

oi £ = &/h et x = x/h

Cette majoration dépend de la courbe AB, c'est a dire de la fonction

B(s) sous la condition posée ¢ < B < T/2, et de £ etn .

Posons §A =R, B = r, la majoration s'écrit :
2 _ 2 R A 2 -1
(4.32) gtp) <08 ¢ R - T ( J' G- -E o+ I [l E)
2 h? o 2h? B 2h% h
oi p= §M est le rayon vecteur sur la courbe AB.

Pour § fix&, c'est & dire & et n donnds, R est constant ainsi
que le premier terme du dénominateur qui est égal 3 1/3 - €/2 ; rest alors maxi-
mal ainsi que le dernier terme du dénominateur, si 1l'on fait B(s) = ¢ tout au long
de AB ; ceci fournit donc la majoration minimale pour K+(¢) : 32 Q fixé la majo-
ration minimale pour K+(¢) donnée par ce type de mécanisme est obtenue lorsque AB

est une spirale logarithmique définie par ¢ = w/2 + ¢ (1).

(1) on constate encore que dans le mécanisme optimal la discontinuité de vitesse est
inclinée & ¢ sur la ligne de discontinuité.
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Il est 3 remarquer que le numérateur de (4.32) qui représente P(v)
a8 un facteur multiplicatif comstant pras, est, une fois @ et B fix&s, indépen-
dant de la courbe AB , choisie comme ligne de discontinuité pourvu que la condi-
tion ¢ < B(s) < 7~ ¢ soit satisfaite 5 le dénominateur représentant, i un
facteur multiplicatif constant prés la puissance des forces extérieures est maximal

lorsque le secteur OAB est d'aire maximale (n &tant négatif).
q g

Il reste alors i minimiser par rapport a £ et n , coordonndes de .
On obtient finalement le résultat (Chen, 1975) :

(4.33) K'(9) < 3,83 tg(n/4 + ¢/2),

homologue de (4.74).
En regroupant les résultats des deux approches on obtient 1l'encadrement :

(4.34) 2 tg(n/h + $/2) < K'(¢) < 3,83 tg(n/4 + ¢/2) .

4.5. - MATERIAU CONSTITUTIF REGI PAR LE CRITERE DE COULOMB

SANS RESISTANCE A LA TRACTION
e e o R L VUSSP

4.5.1. - CRITERE DE RESISTANCE DU MATERIAU

Le critére de Coulomb sans résistance 3 la traction a &té écrit au
chapitre II (§ 2.7) pour le milieu continu tridimensionnel. Pour les problémes de

calcul 2 la rupture en déformation plane il s'crit en fonction de g bidimensionnel :

(4.35) £(@) = Max {(01 + Oz)sin ¢ + |01 - 03] - 2¢C cos o, 01, 02}

La figure 27 représente la courbe intrinséque de déformation plane correspondante.
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Figure 27 : Cowrbe intninse-
c que de déformation plane pour

Le ceniténe de Coulomb sans

nésistance a La thaction.

Le probléme &étudié est 1'homologue de celui du § 4.3 ; il ne sera que

-~

bridvement traité car la méthode suivie est semblable & celle utilisée alors.

4.5.2. - APPROCHE PAR L'INTERIEUR

-

On voit sans difficultd que le champ de contrainte discontinu & trois
zones de la figure 20, explicité par (4.8), statiquement admissible, respecte le
. P - . . . +
critdre de Coulomb sans résistance & la traction, conservant ainsi pour K (¢) 1la

minoration précédente :

(4.36) 2 tg(n/h + $/2) < K (9)

La figure 28 représente un mode de déformation avec bloc en rotation

-

avec décollement, analogue & celui de la figure 24 utilis& au § 4.3.3.

2

0 c -
Y Figure 2§ : Stabilit? d'une

fouille verticale pour Le
maténiau 1égi parn Le crnitene
de Coulomb sans nésistance a
fLa trhaction : mode de défonma-
tion avec décollement.
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Dans ce mécanisme, le bloc ODBC tourne autour du point B avec la
vitesse angulaire w. Il y a décollement le long de BC . La vitesse est continue au
franchissement de BD et de AB, et le champ de vitesse dans ABD est défini dans les
axes (Bxa, BxB) représentés sur la figure, par ses composantes covariantes :

v = 0, v, =wx® cos ¢ 3

B

d'ol pour le tenseur d
P £

I
o
]
o
[=N
I
[N
I
|
€
(2]
o
[}
©
.

]
€
t

[07]
R=g

trd= (dOLB + dBa)sin ¢ /cos? ¢

d = _duB/(l + gin ¢) tg(n/4 - ¢/2)

[

d

vy tg(n/4 + ¢/2)

d g/ (1 - sin ¢) %

Pour le calcul de P(v), la contribution de la discontinuité normale de

vitesse le long de BC est nulle s dans ABD on a :

trd =wtg ¢ = sin ¢(|dxx| + 'dyy')

d'oll
T = tgn/h + ¢/ (d_| + ldyyl -trd) =Cuw
et :
(4.37) P(v) = Cwl®tg (n/4 + ¢/2) .
on encadre, comme précédemment la valeur de Qa ) :
2:2 . 22
(4.38) Yo 5 [h = 22tg(n/4 + ¢/2)]1 <Q Qv) <vyow S h .

La majoration K(¢, 2), fonction de & » donnée par ce mode de déforma-
tion peut alors &tre encadrée et, en faisant tendre le paramdtre %/h vers z&ro,on voit
que K(d, L) ¥ 2tg(n/4 + ¢/2). On en daduit :

(4.39) K'(9) < 2 tg(n/h + $/2)
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D'oll par comparaison de (4.39) et.de (4.36) :

(4.40) k(@) = 2 tg(m/4 + $/2)

Ce résultat est d i Drucker (1953).

4.6. - RETOUR SUR LA METHODE DU PRISME DE COULOMB

e e i g

APPROCHE PAR L'EXTERIEUR PAR LES CONTRAINTES

e A P A e et S A I el = S e St el el NI NININTNI s

Aprés avoir &tudié le problime de la tenue de la fouille verticale par
application directe des approches développées en calcul 3 la rupture, il est intéres-
sant de reprendre 1'exemple de la méthode dite du "prisme de Coulomb", pour quelques
.réflexions théoriques se rattachant au raisonnement initialement d&veloppé et encore

-

souvent employé 3 son propos (cf par exemple (Caquot et Kérisel, 1966)).

0) B

Figure 29 : Stabilite d'une
fouille verticale pour un mate-
" ndau négi par Le crnitére de
Coulomb : approche par £'exte-
ndeun par Les contrhaintes.

Reprenant le raisonnement fondamental de 1'approche par 1'intérieur, on

peut énoncer que :

pour que Yh/C soit inférieur 3 la valeur extréme K+(¢) il est nécessaire et suffisant
qu'il existe au moins un champ de contrainte ¢ en &quilibre avec les conditions aux
limites, avec les forces de masse (Y), avec le critére (C, ¢), dans tout le volume du
systéme. Pour cela, si 1'on considére un triangle quelconque du type OAB (figure 29),
il faut qu'il existe dans OAB, au moins un champ de contrainte en &quilibre avec les

conditions aux limites nulles sur OA et OB, avec (Y), et qui respecte le critére (C,¢).
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Pour cela encore, il faut que 1'équilibre global de n'importe quel
triangle de type OAB, sous l'action de la pesanteur Y et de contraintes normales

0 et tangentielles T sur AB respectant la condition :

(4.41) [t] < c-0tgé

soit possible. En particulier cela nécessite que cet &quilibre soit possible du point

de vue de la résultante des forces appliquées.

Désignant par W =(1/2)yh%tg o le poids du triangle OAB, par N et T, les
composantes normale et tangentielle de la résultante des actions de contact sur OAB

le long de AB, comptées positivement comme indiqué sur la figure 29 :

(4.42) N = J odg , T = J Tdf
AB

on peut écrire :
pour que Yh/C < K+(¢) il est nécessaire que :
Wcosa- T = 0

et
Wsinoa+ N = 0
(4.43)
soient possibles sous
1] <c=~-o0tg ¢

Y a €00, ©/2) .

Compte tenu de (4.42) et de 1'inégalité &vidente

T < J [T] a2 ,

AB
(4.43) s'écrit :
(4.44) Wecos o< Ch/cosa+ Wsinatg ¢, Vo € (0, 1/2) ,
soit, en exprimant W :
(4.45) Yh/C < 4 Vo € (0, w/2) .

(1 - tgatgd)sin2a
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Ainsi on a :

yh/C < K'(¢) —> (4.45)

on en déduit donc :
(4.46) k') < 4/ - tgatgd)sin2a , ¥ o € (0, W/2).

Le minimum du second membre est atteint pour o = w/4 - ¢/2, ce qui con-

duit au résultat final :
K'(¢) < 4 tg(n/b + ¢/2).

On constate que ce résultat est celui obtenu par 1'approche par 1'exté-
rieur par les vitesse au § 4.3.1. en considérant les champs de vitesse avec bloc

triangulaire OAB en translation.

Le raisonnement ci-dessus met bien en &vidence le caractére de dualisa-
tion mathématique de 1'approche par l'extérieur vis-a-vis de 1'approche par 1'inté&-
rieur. Basé sur des considérations relatives aux champs de contrainte, il part de
la condition nécessaire et suffisante pour que Yh/C < K+(¢) et, par un affaiblis-
sement progressif de cette condition, aboutit i une condition nécessaire portant sur
1'équilibre global de tout bloc tracéd dans le massif pour des conditions au contour
satisfaisant le critére. Un tel raisonnement est tr&s proche si ce n'est identique
3 la démarche suivie par Coulomb lui-méme, mais il importe de bien en voir le carac-
tére de condition nécessaire qui se traduit en particulier par le fait que 1l'on doit
procéder ici & une minimisation comme dans 1'approche par l'ext&rieur par les
vitesses. Il s'agit d'une approche par 1'extérieur par les contraintes comme indiqué

au chapitre I § 4.1.

De la méme manidre dans 1l'approche par 1'extérieur, le fait de ne copsi—
dérer que des champs de vitesse cinématiquement admissibles particuliers correspond
3 un affaiblissement du résultat fourni par cette méthode, c'est 3 dire I une majo-
ration plus large de K+(¢) : ainsi en ne considérant que des champs de vitesse
par déplacement d'un bloc triangulaire OAB en translation, on procéde purement et
simplement 3 la dualisation de la condition d'équilibre du point de vue de la résul-
tante pour ce bloc triangulaire, P(v) dii uniquement & la discontinuité de vitesse

sur AB y traduisant la condition imposée par le crit@re de Coulomb.
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On peut procéder dé la méme manidre pour tout bloc OAB limité par une
courbe AB quelconque, en &crivant la possibilité de 1'équilibre global du point de
vue des trois &quations en résultante et en moment : on pourra se reporter 3 ce
propos 3 [Coussy et Salencon (1979)] oit le raisonnement correspondant est donné en
détail dans le cas du matériau purement coh&rent. D'une manidre générale cette
démarche est assez délicate (cf. Baker et Garber, (1978)), et conduira au résultat
K+(¢) < 3,83 tg(m/4 + ¢/2),0btenu au § 4.4.3.2., de facon relativement aisée par
1'approche duale. Ceci montre que, de méme que le bloc triangulaire défini par
o = w4 - ¢/2 est parmi tous les blocs triangulaires OAB celui pour lequel 1la
condition de compatibilité de 1'équilibre global avec le critdre de Coulomb est la
plus contraignante, de méme le bloc OAB limité& par la spirale minimisante )
définie par B = ¢ est, parmi tous les blocs OAB, celui dont 1'équilibre global
est le plus "faiblement" compatible avec le critére de Coulomb le long de AB : on
dira aussi que la spirale minimisante AB est la "ligne faible". L'utilisation de
ce type de courbes (spirales logarithmiques inclines a ¢ = w/2 + ¢ sur le rayon
vecteur) par Rendulic (1935) dans son analyse de stabilité se trouve ainsi pleine-

ment justifide.

(1) Rappelons gue cette spirale correspond au minimum sur toutes les courbes
issues de A .
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