
Chapitre 1
Fonctions gamma et bêta, fonctions

hypergéométriques

On commence ce chapitre par présenter la fonction gamma ( notée par Γ ), qui prolonge la

fonction factorielle n! à l’ensemble des nombres complexes C. Elle est considérée également

comme une solution de l’équation fonctionnelle f(z + 1) = zf(z).

1.1 La fonction gamma

1.1.1 La fonction gamma sur R

Définition 1.1. Soit x ∈ R∗+, on définit la fonction gamma, notée Γ, par l’intégrale généra-

lisée suivante :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.

Exemple 1.1. 1) Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tdt = [−e−t]+∞0 = 1

2) Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

t
1
2
−1e−tdt =

∫ +∞

0

e−t√
t
dt.

On pose y =
√
t, on aura Γ(

1

2
) = 2

∫ +∞

0

e−y
2

dy =
√
π.

Exercice 1.1. Démonter que : Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.

Théorème 1.1. La fonction Γ est classe C∞ sur ]0,+∞[, ses dérivées successives sont
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données par la formule

Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

(ln t)ktx−1e−tdt.

De plus, la fonction Γ satisfait à l’équation fonctionnelle Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Théorème 1.2 (Formule de Stirlig). Quand x→ +∞, on a l’équivalence

Γ(x+ 1) ∼
√

2πxe−xxx.

Théorème 1.3 (Formule de Gauss). Soit x ∈]0,+∞[, on a

1

Γ(x)
= lim

n→+∞

∏n
k=0(x+ k)

n!nx
.

Preuve. D’après l’équation fonctionnelle, on a

Γ(x+ n+ 1) = (x+ n)Γ(x+ n) = (x+ n)(x+ n− 1)Γ(x+ n− 1) =

· · · = (x+ n)(x+ n− 1) · · · xΓ(x) = Γ(x)
n∏
k=0

(x+ k).

Donc pour démontrer la formule de Gauss il suffit de démonter que

lim
n→+∞

Γ(x+ n+ 1)

n!nx
= 1.

Quand n → +∞, en applique la formule de Stirling sur Γ(x + n + 1) et n! = Γ(n + 1), on

aura

Γ(x+ n+ 1) ∼
√

2π(x+ n)e−x−n(x+ n)x+n et n! = Γ(n+ 1) ∼
√

2πne−nnn.

Alors
Γ(x+ n+ 1)

n!nx
∼
√

1 +
x

n
e−x(1 +

x

n
)x(1 +

x

n
)n.

Comme on a

lim
n→+∞

(1 +
x

n
)x = 1, lim

n→+∞

√
1 +

x

n
= 1, lim

n→+∞
(1 +

x

n
)n = ex

alors on a le résultat. �

Théorème 1.4 (Formule de Weierstrass). Soit x ∈]0,+∞[, on a

1

Γ(x)
= xeγx lim

n→+∞

n∏
k=1

((
x

k
+ 1)e

−
x

k ),

avec γ =
∑+∞

n=1(
1

n
− ln(1 +

1

n
)), s’appelle la constante d’Euler.
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Preuve. On a n! =
∏n

k=1 k, alors d’après la formule de Gauss, on a

1

Γ(x)
= lim

n→+∞

∏n
k=0(x+ k)

n!nx
= lim

n→+∞

x
∏n

k=1(
x

k
+ 1)

nx
.

Alors, il suffit de démontrer quand n → +∞, l’équivalence (
∏n

k=1 e
−
x

k )nxeγx ∼ 1. En effet,

a partir de la définition de γ, on a

1

eγx
= exp(

+∞∑
n=1

(− 1

n
+ ln(1 +

1

n
))x) = lim

n→+∞
e

∑n
k=1(−

x

k
)+x lnn

= lim
n→+∞

(
n∏
k=1

e
−
x

k )nx.

Alors lim
n→+∞

(
∏n

k=1 e
−
x

k )nxeγx = 1. �

1.1.2 La fonction gamma sur C

Définition 1.2. Soit z ∈ C avec Re(z) > 0, on définit la fonction gamma par l’intégrale :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

Théorème 1.5. L’intégrale Γ(z) et absolument convergente pour Re(z) > 0. Elle définit

une fonction holomorphe sur ce demi-plan. Pour Re(z) > 0 et k ∈ N, on a

Γ(k)(z) =

∫ +∞

0

(ln t)ktz−1e−tdt.

Preuve. Devoir �

Lemme 1.1. La fonction gamma satisfait l’équation fonctionnelle f(z + 1) = zf(z), ainsi

que l’équation

Γ(z) = Γ(z + n)
n−1∏
k=0

(
1

z + k
).

Exercice 1.2. Démontrer le Lemme.

Théorème 1.6. La fonction Γ admet un prolongement méromorphe à C. Elle est holomorphe

sur C−Z− et admet un pôle simple au point −n, pour tout n ∈ N, tel que le résidu est égale
(−1)n

n!
.

Preuve. Voir [2] �
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Théorème 1.7. La fonction Γ ne s’annule nulle pas, et la fonction entière
1

Γ
est donnée

par les formules de Gauss et de Weierstrass, pour z ∈ C

1

Γ(z)
= lim

n→+∞

∏n
k=0(z + k)

n!nz
= zeγz lim

n→+∞

n∏
k=1

((
z

k
+ 1)e

−
z

k ).

Corollaire 1.1. La fonction
Γ′

Γ
est méromorphe sur C et pour z ∈ C− Z− elle est donnée

par
Γ′(z)

Γ(z)
= −γ − 1

z
+

+∞∑
k=1

(
1

k
− 1

z + k
).

Exercice 1.3. Démontrer le Théorème.

Théorème 1.8 ((Formule des compléments)). Soit z ∈ C− Z−, on a

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
.

Exercice 1.4. 1- Calculer Γ(
1

2
).

2- Monter que : ∀n ∈ N, Γ(n+
1

2
) =

(2n)!
√
π

4nn!
.

Théorème 1.9 ((Formule de multiplication de Legendre-Gauss)). Soit z ∈ C − Z−, pour

n ∈ N∗ on a
n−1∏
k=1

Γ(
z + k

n
) = (2π)

n−1
2 n

1
2
−zΓ(z).

Cas particulier : Pour n = 2, on a

Γ(
z

2
)Γ(

z + 1

2
) =

2
√
π

2z
Γ(z).

1.1.3 La fonction bêta

Définition 1.3. Soient p, q ∈ C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. La fonction bêta est défini

par

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt.

Remarque 1.1. 1- Par le changement de variable u = 1−t, on trouve :β(p, q) = β(q, p).

2- Par le changement de variable t = (cosψ)2, on trouve

β(p, q) = 2

∫ π
2

0

(cosψ)2p−1(sinψ)2q−1dψ.
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Théorème 1.10. Soient p, q ∈ C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a la relation entre la

fonction bêta et la fonction gamma

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(P + q)
.

Preuve. D’après le Théorème de Fubini, on a

Γ(p)Γ(q) = (

∫ +∞

0

up−1e−udu)

(∫ +∞

0

vq−1e−vdv

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

up−1vq−1e−u−vdudv.

On effectue le changement u+ v = v′, alors 0 < u ≤ v′. D’où

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ v′

0

up−1(v′ − u)q−1e−v
′
dudv′

=

∫ +∞

0

e−v
′
(

∫ v′

0

up−1(v′ − u)q−1du)dv′

=

∫ +∞

0

e−v
′
(

∫ v′

0

up−1(v′)q−1(1− u

v′
)q−1du)dv′.

Posons u′ =
u

v′
⇒ du′ =

1

v′
du⇒ du = v′du′. Donc

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

e−v
′
(

∫ 1

0

(u′v′)p−1(v′)q−1(1− u′)q−1v′du′)dv′

=

∫ +∞

0

e−v
′
(

∫ 1

0

(u′)p−1(v′)p+q−1(1− u′)q−1du′)dv′

= (

∫ +∞

0

e−v
′
(v′)p+q−1dv′)(

∫ 1

0

up−1(1− u′)q−1du′).

D’où

Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)β(p, q).

Sachant que Γ ne s’annule jamais donc

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

�

Exercice 1.5. I- Soient les deux intégrales suivantes

I =

∫ ∞
0

t
−3
2 (1− e−t)dt, J =

∫ π
2

0

√
tan θdθ

a) Réécrire I par la fonction gamma et J par la fonction bêta, puis par la fonction

gamma.

b) Montrer que I = 2
√
π et J =

π√
2
.
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II- Pour tout x ∈ R, montrer la formule

β(x, x) = 2−2x+1β(
1

2
, x).

Indication : Utiliser deux changement de variables : t =
1

2
(1 + s), puis u = s2.

− Déduire la formule dupliquée de Legendre :

Γ(2x) =
22x−1
√
π

Γ(x)Γ(x+
1

2
).

1.1.4 Fonctions hypergéométriques

Définition 1.4. (Symbole de Pochhammer) Soient a ∈ C\Z−. On définit le symbole de

Pochhammer par

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
.

Le symbole de Pochhammer vérifie les propriétés suivantes

1- (a)0 = 1.

2- (a)n+1 = (a+ n)(a)n.

3- (a)n+1 = a(a+ 1)n.

4- (a)n = a(a+ 1)...(a+ n− 1).

En effet,

1− On a ; (a)0 =
Γ(a+ 0)

Γ(a)
=

Γ(a)

Γ(a)
= 1.

2− On a ; (a)n+1 =
Γ(a+ n+ 1)

Γ(a)
=

(a+ n)Γ(a+ n)

Γ(a)
= (a+ n)(a)n.

3− On a ; (a)n+1 =
Γ(a+ n+ 1)

Γ(a)
=
aΓ((a+ 1) + n)

aΓ(a)
=
aΓ((a+ 1) + n)

Γ(a+ 1)
= a(a+ 1)n.

4− On a ;

(a)n =
Γ(a+ n)

Γ(a)
=

Γ((a+ n− 1) + 1)

Γ(a)

= (a+ n− 1)
Γ(a+ n− 1)

Γ(a)
= (a+ n− 1)

Γ((a+ n− 2) + 1)

Γ(a)

= (a+ n− 1)(a+ n− 2)
Γ(a+ n− 2)

Γ(a)
= ... = (a+ n− 1)(a+ n− 2)...(a+ 1).a.

Γ(a)

Γ(a)

= (a+ n− 1)(a+ n− 2)...(a+ 1)a.

Comme exemple (1)n = 1.2...n = n!

D’après la propriété 4, on peut calculer le symbole de Pochhammer pour tout a ∈ C.
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Définition 1.5. La fonction hypergéométrique notée 2F1(., .; .; .) est définie par la série

entière

2F1(a, b; c; z) =
+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

zn. (1.1)

Où a, b, c, z ∈ C. La fonction hypergéométrique généralisée notée pFq(.; .; .) est définie

par la série entière

pFq(a1, ..., ap; b1, ..., bq; z) =
+∞∑
n=0

(a1)n...(ap)n
(b1)n...(bq)nn!

zn. (1.2)

Remarque 1.2. Le rayon de convergence ρ de la série hypergéométrique est donné par

ρ = lim
n→+∞

| cn
cn+1

| =


∞ si p < q + 1;

1 si p = q + 1;

0 si p > q + 1

où cn =
(a1)n...(ap)n

(b1)n...(bq)nn!
, car

cn
cn+1

=
(a1)n...(ap)n

(b1)n...(bq)nn!
× (b1)n+1...(bq)n+1(n+ 1)!

(a1)n+1...(ap)n+1

=
(b1 + n)...((bq + n)(n+ 1))

(a1 + n)...(ap + n)
.

Donc la série (1.1) converge si |z| < 1, diverge si |z| > 1 et pour |z| = 1 la série converge si

Re(c− a− b) > 0 i.e Re(c) > Re(a) +Re(b).

Exemple 1.2. 1) ez =1 F1(a; a; z) =
n=+∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.

2) 2F1(1, a; a; z) =
n=+∞∑
n=0

zn, |z| < 1.

3) (1− z)−α =2 F1(α, 1; 1; z), |z| < 1.

4) z ×2 F1(1, 1; 2;−z) = ln(1 + z), |z| < 1.

5) z ×2 F1(
1
2
, 1; 3

2
;−z2) = arctan(z), |z| < 1.

Proposition 1.1. On a les limites suivantes

1- lim
b→+∞

2F1(a, b; c;
z
b
) =1 F1(a; c; z).

2- lim
c→+∞ 2F1(a, b; c; cz) =2 F0(a, b; .; z).

Preuve. 1. D’après la définition de 2F1, on a

lim
b→+∞

2F1(a, b; c;
z
b
) = lim

b→+∞

+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

(
z

b
)n

=
+∞∑
n=0

(a)nz
n

(c)nn!
lim
b→+∞

(b)n
bn

.
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Comme lim
b→+∞

(b)n
bn

= lim
b→+∞

b(b+ 1)...(b+ n− 1)

bn
= 1, alors on a

lim
b→+∞

2F1(a, b; c;
z

b
) =

+∞∑
n=0

(a)nz
n

(c)nn!
=1 F1(a; c; z).

2. On a
lim
c→+∞ 2F1(a, b; c; cz) = lim

c→+∞

+∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)nn!

(cz)n

=
+∞∑
n=0

(a)n(b)nz
n

n!
lim
c→+∞

cn

(c)n

= 2F0(a, b; .; z).

�

Théorème 1.11 (Représentation intégrale d’Euler). Pour |z| < 1 et Re(c) > Re(b),
on a

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt.

Preuve. (Devoir 1) �

Corollaire 1.2 (Formule de Gauss). Pour Re(c) > Re(a) +Re(b), on a

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

.

Exercice 1.6. Montrer le Corollaire 1.2.

Corollaire 1.3. Pour c ∈ C− Z− et n ∈ N, on a

2F1(−n, b; c; 1) =
(c− b)n

(c)n
.

Preuve. D’après la formule de Gauss, nous avons

2F1(−n, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c+ n− b)
Γ(c+ n)Γ(c− b)

=
Γ(c)

Γ(c+ n)

Γ(c− b+ n)

Γ(c− b)
=

(c− b)n
(c)n

.

�

Théorème 1.12. Pour |z| < 1, on a

2F1(a, b; c; z) = (1− z)−a 2F1(a, c− b; c;
z

z − 1
)

Preuve. (Devoir 1) �

Théorème 1.13. Les dérivées de la fonction hypergéométrique sont données par :
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1-
d

dz
2F1(a, b; c; z) =

ab

c
2F1(a+ 1, b+ 1; c+ 1; z).

2-
dn

dnz
2F1(a, b; c; z) =

(a)n(b)n
(c)n

2F1(a+ n, b+ n; c+ n; z).

3-
dn

dnz
2F1(a, b; c; z)|z=0 =

(a)n(b)n
(c)n

.

Exercice 1.7. Prouver ce théorème.

Théorème 1.14. La fonction hypergéométrique est solution de l’équation différentielle or-

dinaire suivante :

z(1− z)y′′ + (c− (a+ b+ 1)z)y′ − aby = 0.

Preuve. On met αn =
(a)n(b)n

(c)n
, alors on peut vérifier facilement que

(c+ n)(n+ 1)αn+1 = (a+ n)(b+ n)αn.

Donc on aura

2F
′
1(a, b; c; z) =

+∞∑
n=1

nαnz
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)αn+1z
n,

z. 2F
′
1(a, b; c; z) = z

+∞∑
n=1

nαnz
n−1 =

+∞∑
n=1

nαnz
n =

+∞∑
n=0

nαnz
n, et

z. 2F
′′
1 (a, b; c; z) = z

+∞∑
n=2

n(n− 1)αnz
n−2 = z

+∞∑
n=1

n(n+ 1)αn+1z
n−1

=
+∞∑
n=1

n(n+ 1)αn+1z
n =

+∞∑
n=0

n(n+ 1)αn+1z
n.

De plus,

z2. 2F
′′
1 (a, b; c; z) = z2

+∞∑
n=1

n(n+ 1)αn+1z
n−1 =

+∞∑
n=1

n(n+ 1)αn+1z
n+1

=
+∞∑
n=2

n(n− 1)αnz
n =

+∞∑
n=0

n(n− 1)αnz
n.

Après, si on remplace les séries dans l’équation différentielle, on trouve que les coefficients

βn de zn sont tous nulles. Car

βn = n(n+ 1)αn+1 − n(n− 1)αn + c(n+ 1)αn+1 − (a+ b+ 1)nαn − abαn
= (n+ c)(n+ 1)αn+1 − (n(n− 1) + (a+ b+ 1)n+ ab)αn

= (n+ c)(n+ 1)αn+1 − (n2− 6 n+ an+ bn+ 6 n+ ab)αn

= (n+ c)(n+ 1)αn+1 − (a+ n)(b+ n)αn = 0

�
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