Chapitre 1

Fonctions gamma et béta, fonctions

hypergéomeétriques

On commence ce chapitre par présenter la fonction gamma ( notée par T ), qui prolonge la
fonction factorielle n! a l’ensemble des nombres complexes C. Elle est considérée également

comme une solution de l’équation fonctionnelle f(z + 1) = zf(2).

1.1 La fonction gamma

1.1.1 La fonction gamma sur R

Définition 1.1. Soit x € RY, on définit la fonction gamma, notée I', par l'intégrale généra-

lisée suivante :

+o0
[(x) = / t" et
0

+o0
/ e tdt = [—e )i =1
0

1 +o0o 1 +oo e—t
2) F(—) = ; t2 e tdt = ; Wdt

1 o e
On pose y = \/t, on aura F<§) = 2/ e Vdy = /7.
0

Exemple 1.1. 1) T(1)

Exercice 1.1. Démonter que : I'(n+ 1) =n!, ¥n € N.

Théoréme 1.1. La fonction I' est classe C* sur |0,400], ses dérivées successives sont
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données par la formule

r®(z) = /+Oo(ln t)yFt* e tdt.
0
De plus, la fonction T satisfait a l’équation fonctionnelle T'(x + 1) = zI'(z).
Théoréme 1.2 (Formule de Stirlig). Quand x — 400, on a l’équivalence
D(z+1) ~ V2rze *a”.

Théoréme 1.3 (Formule de Gauss). Soit x €]0,+00|, on a

[(x) notoo nln®

Preuve. D’aprés I’équation fonctionnelle, on a

[z+n+1) =@+n)l(xz+n)=@+n)(z+n—1)T(z+n-1)=
=(x+n)(x+n—-1)---z[(x) :F(:v)k];[o(x+k).

Donc pour démontrer la formule de Gauss il suffit de démonter que

I 1
i L@t+n+1)

=1.
n——+o00 nln®

Quand n — 400, en applique la formule de Stirling sur I'(z +n + 1) et n! = I'(n + 1), on

aura
C(z+n+1)~2r(x+n)e ™ ™(xz+n)" et n! =T(n+1) ~ V2rne "n".
Alors
INe4+n+1 x T T
Herntl) i Zema s S Dy
nln n n n
Comme on a
lim (1+-)"=1, lim (/14+—=1, lim (142)"=¢"
n—-+4oo n n——+oo n n—-+oo n
alors on a le résultat. [ |

Théoréme 1.4 (Formule de Weierstrass). Soit x €]0,+00|, on a

n

Xz
1 T -
T ze” i T ie k
o) " nglookl((kJr Je k),

“+oo

avec y =) =}

1 1
(= —In(1+ —)), s’appelle la constante d’Euler.
n n
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Preuve. On a n! = [[;_, k, alors d’aprés la formule de Gauss, on a

HZ:O (x+k)

e Tl + 1)
I'( '

1
I) n—+o00 nln® n——+00 n¥*

T
Alors, il suffit de démontrer quand n — 400, I’équivalence ([],_, e k )n*e’ ~ 1. En effet,

a partir de la définition de v, on a

X T
1 =1 1 D T
e~ QI ) = i R = i ([ e Ry
T
. n _E T YT
Alors nl—l>I—&I-loo(Hk:16 )n“e 1. |

1.1.2 La fonction gamma sur C

Définition 1.2. Soit z € C avec Re(z) > 0, on définit la fonction gamma par l'intégrale :

+o00
['(z) = / t*le~tdt.
0

Théoréme 1.5. L’intégrale I'(z) et absolument convergente pour Re(z) > 0. Elle définit

une fonction holomorphe sur ce demi-plan. Pour Re(z) >0 et k € N, on a

“+oo
I (z) = / (Int)**~te tdt.
0

Preuve. Devoir [ |

Lemme 1.1. La fonction gamma satisfait I’équation fonctionnelle f(z + 1) = zf(2), ainsi

que [’équation
n—1

D(=) = Tz + ) [

k=0

1
z+k

).

Exercice 1.2. Démontrer le Lemme.

Théoréme 1.6. La fonction I admet un prolongement méromorphe a C. Elle est holomorphe

sur C—7Z_ et admet un pole simple au point —n, pour tout n € N, tel que le résidu est égale
(="

n!

Preuve. Voir [2] |
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1
Théoréme 1.7. La fonction I' ne s’annule nulle pas, et la fonction entiére T est donnée

par les formules de Gauss et de Weierstrass, pour z € C

z
1 . Lz + k) e e YT R -
= === 7 — ? — k

I\/
Corollaire 1.1. La fonction T est méromorphe sur C et pour z € C — Z_ elle est donnée

par

I'(2) 1 X1 1
T(2) ”‘Zﬂ%}%‘ el
Exercice 1.3. Démontrer le Théoréme.

Théoréme 1.8 ((Formule des compléments)). Soit z € C—7Z_, on a

™

T(2)[(1 - 2) =

sin(mz)

1
Exercice 1.4. 1- Calculer P(§)

1 2n)!
2- Monter que : Yn € N, I'(n + 5) = (Z)—\'/%
"n!

Théoréme 1.9 ((Formule de multiplication de Legendre-Gauss)). Soit z € C — Z_, pour
n € N* on a

n—1

T[rCEE) = @n) ' ni—r(s).

1.1.3 La fonction béta

Définition 1.3. Soient p,q € C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. La fonction béta est défini

par )
B = P11 — )1 dt,

Remarque 1.1. 1- Par le changement de variable u = 1—t, on trouve :5(p, q) = B(q, p).

2- Par le changement de variable t = (cos)?, on trouve

s
2

B(p.q) =2 /0 (cos ) (sin ) dy.
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Théoréme 1.10. Soient p,q € C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a la relation entre la

fonction béta et la fonction gamma

B(p,q) =

Preuve. D’apreés le Théoréme de Fubini, on a

“+00 —+o00
I'(p)l'(q) = / uP" e du) </ vqle”dv)
+oo “+o00
= / / uP e TV dud.

On effectue le changement u + v = v’, alors 0 < u < v’. D’oul

+0o0
I'(p)l(q) = / / uP ™ 1L dudy’

_ /0 v /O WL — w) i du)dv’

+oo / v u
= / e’ (/ )1 = =) du)do'
0 0 v

U 1
Posons v = — = du' = —du = du = v'du’. Donc
v v

PN = [ e ([ e —
/0+oo , Al
= /0 e’ (/o ()P~ (PN (1 — ) ) do'
400 1
= (/0 e_”'(v')pﬂ_ldv')(/o uP~H (1 — ) ).
D’ou
I'(p)I'(g) = (p+q)B(p, 9).

Sachant que I' ne s’annule jamais donc

I'(p)'(q)
Bp,q) =
P9 =5 (»+a)
[ |
Exercice 1.5. I- Soient les deux intégrales suivantes

I :/ 21— e N)dt, J = / Vtan 6d6
0 0

a) Réécrire I par la fonction gamma et J par la fonction béta, puis par la fonction

gamma.

T
b) Montrer que I = 2y/m et J = —.
) q VT 7

10
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1I- Pour tout x € R, montrer la formule
—2x+1 1

1
Indication : Utiliser deux changement de variables : t = 5(1 +s), puis u = s>
— Déduire la formule dupliquée de Legendre :

j;ElF(q;)F(x 4

I'(2z) = 5

1.1.4 Fonctions hypergéométriques

Définition 1.4. (Symbole de Pochhammer) Soient a € C\Z_. On définit le symbole de

Pochhammer par
~ T(a+n)
=T

Le symbole de Pochhammer vérifie les propriétés suivantes
1- (a)p = 1.
2- (a)py1 = (a+n)(a),.
3- (a)pt1 = ala+ 1),.
4- (@), =ala+1)..(a+n—1).

En effet,
) Oﬁt' _F(a+0)_F(a)_1
S On e =T T
2 00 0; W = Y = R =k wa
' ~Tla+n+1) al((a+1)+n) al'((a+1)+n)

3— Ona; ()1 = Ia) = oT(a) = Tatl) =ala+1),.
4— On a;

_ T(a+n) T((a+n—-1)+1)
R S R )

= (a+n—1)—r(a ;—(Z)_ D :(a+n—1)r((a+;(;)2)+1>

= (a+n—1)(a+n— Q)W =.=(a+n—-1)(a+n—-2)..(a + 1).@.%

= (a+n—-1)(a+n—-2)..(a + 1a.

Comme exemple (1), = 1.2...n = n!

D’apres la propriété 4, on peut calculer le symbole de Pochhammer pour tout a € C.

11
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Définition 1.5. La fonction hypergéométrique notée o F(.,.;.;.) est définie par la série
entiere .
. e _ = (a’)n(b)n n
o F1(a,b;c;z) = BRI 2", (1.1)

Ou a,b,c,z € C. La fonction hypergéométrique généralisée notée ,F,(.;.;.) est définie

par la série entiére

N~ (@)@,

qu(al,...,ap;bl,...,bq;z) = ZWZ’ . (12)
n---\Og)nN:

n=0

Remarque 1.2. Le rayon de convergence p de la série hypergéométrique est donné par

o0 st p<q+1;
lim |
= 1m = ) — .
P n—+00  Cp1 182}? Q+1’
Osip>qg+1

_ (@)n-(ap)n
(b ) (bg)nn!”

Cn (a1)n--(a ) % (bl)n+1'-'(bq)n+l(n+1)! _ (bl+n)"'((bq+n)(n+1))
Cn+1 ( 1)n-e(bg)nn! (a1)n+1---(ap)nt1 (a1 +n)...(ap +n) ‘

car

Donc la série (1.1) converge si |z| < 1, diverge si |z| > 1 et pour |z| =1 la série converge si

Re(c—a—1b) >0 i.e Re(c) > Re(a) + Re(b).

Exemple 1.2. 1) € =1 Fi(a;a;2) = ) . zeCc.

n=0
n=+4o00
2) oF1(1,a5a;2) = > 2", |z < 1.
n=0
3) (1 —2)"% =y Fi(a,151;2), |2] < 1.
4) 2 X9 F1(1,1;2; —2) = In(1 4 2), |2| < 1.
5) z X5 Fi(3,1;2; —2%) = arctan(z), |2| < 1.
Proposition 1.1. On a les limites suivantes
I- lim 2Fy(a,bic5) =1 Fi(asc;2).
2- lim oFi(a,b;c;cz) =9 Fy(a,b;.;2).
c—+00
Preuve. 1. D’aprés la définition de 5 F}, on a
A2 (@)n(b)n 2,
bgg-noo 2F1(& b G ) - bgg-noonzo (c)nn‘ (E)
+o0 (a)nzn ' (b)n

2.

=0 (€)pn! botoo b7

12
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Comme lim @ = lim bo+1)..(b+n—1) =1, alors on a
b—+oo b7 b—s—+00 bn
: 2 X (a)p2"
bginoo o F (Cl, b; & g) = v (C)nn' =1 F1<CL; G Z)'
2. On a to0 (), (B)
: . X (a)n(0)n n
clg—noo 2F1(CL, b7 & CZ) - cginoonzo (c)nn' (C’Z>
o0 (a),(b),2" . c"
= 1
nz::o n! erto (C)n

= ofp(a,b;.;2).
[ ]

Théoréme 1.11 (Représentation intégrale d’Euler). Pour |z| < 1 et Re(c) > Re(b),

—F(b;((‘;)_ 5 /0 711 — 1)1 — 2t)Cdt.

Preuve. (Devoir 1) |

2F1(a,b; G 2) =

Corollaire 1.2 (Formule de Gauss). Pour Re(c) > Re(a) + Re(b), on a

L)' (c—a—10)
F(c—a)l'(c—10)

2F1(a7 bu G, 1) =
Exercice 1.6. Montrer le Corollaire 1.2.

Corollaire 1.3. Pource C—7Z_etn e N, on a

QFI(_na b7 G 1) =

Preuve. D’aprés la formule de Gauss, nous avons

I'(c)l'(c+n—0b) I'(ec) T'(e=b+n) (c— b)n‘

Pl b ) = ST e =) T e n) Te—b) (©)n
|
Théoréme 1.12. Pour |z| < 1, on a
2Fi(a,bic;z) = (1 —2)™"2Fi(a,c — by Ll)
Preuve. (Devoir 1) |

Théoréme 1.13. Les dérivées de la fonction hypergéométrique sont données par :

13
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d

1- 7 oFi(a,b;c;2) = —oFi(a+ 1,b4 1;¢+ 1; 2)
z c
d" n(0)n

2- e oFi(a,b;c; z) = (azd(n) oFi(a+mn,b+n;c+n;z).
d" (@)n(b)n

- — 9 Fi(a,b; .
3 d 22 1(@ C, Z)|Z 0= (C)n

Exercice 1.7. Prouver ce théoréeme.

Théoréme 1.14. La fonction hypergéométrique est solution de ’équation différentielle or-
dinaire suivante :

2(1=2)y"+(c—(a+b+1)2)y —aby = 0.

(@)n (0)n

C)n

Preuve. On met o, = , alors on peut vérifier facilement que
(c+n)(n+ a1 =(a+n)b+n)a,

Donc on aura

—+00
o F(a,b;c; 2) Znan 1= Z(n+ Dapy12",
n=0

“+00 400 o0
z.9F(a,b;¢;2) = 2 E na,z" ! = E no, 2" = E na,z", et
n=1 n=0

n=1
+00 too
z.9F(a,b;c;2) = 2> nn—1)ap,2"2=2> nn+1)a, 12"
+go:2 +Oon*1
= Y nn+Da12" = > n(n+ Da,12".
n=1 n=0
De plus,
+oo Too
22 oF(a,b;c;2) = 223 n(n+ Va2t =Y. n(n+ Dap2" ™
o oo n=1
= Y nn—1a,z"= > nn—1)a,z"
n=2 n=0

Apreés, si on remplace les séries dans ’équation différentielle, on trouve que les coefficients

B, de 2" sont tous nulles. Car

Bn = n(n+ Dayy —nn—Da, +c(n+ 1ap — (a+ b+ 1)na, — abay,
= (n+c)(n+ay —(nn—1)+ (a+ b+ 1)n+ ab)a,
= (n+co)(n+1Daps — (nP— A +an+bn+ A+ ab)ay,
= (n+c)(n+Days — (a+n)(b+n)a, =0

14
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