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Série de TD N°2 

Exercice 1:  

1) Calculer 𝑃𝑛(0), puis trouver la valeur de l’intégrale 

𝐼 = ∫ 𝑃𝑛(𝑥)d𝑥

1

0

 

2) Trouver le développement en série de polynômes de Legendre  de la fonction suivante : 

𝑓(𝑥) = {

0      , pour    − 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼

1      ,              pour   𝛼 < 𝑥 ≤ 1
 

 

3) Est-ce que la somme de la série est égale à  𝑓(𝑥) , en tous point? 

Exercice 2 :  

Montrer que : ∫ 𝑃𝑛(𝑥)𝑃𝑚(𝑥)d𝑥 =
2

2𝑛+1
𝛿𝑛,𝑚 ,

1

−1
∀𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. 

Exercice 3 :  

La fonction génératrice des polynômes de Hermite est donnée par  

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑒2𝑥𝑡−𝑡 2
= ∑ 𝐻𝑛(𝑥)

𝑡𝑛

𝑛!
𝑛≥0

 

1) Démontrer que la fonction 𝑤 vérifie l’équation différentielle :    
𝜕𝑤

𝜕𝑡
− (2𝑥 − 2𝑡)𝑤 = 0 

2) Déduire la relation de précurrence suivante, pour tout 𝑛 ≥ 1 : 

𝐻𝑛+1(𝑥) − 2𝑥𝐻𝑛(𝑥) + 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) = 0 

3) Démontrer que la fonction 𝑤 vérifie l’équation différentielle :    
𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 2𝑡𝑤 = 0 

4) Déduire la relation de récurrence suivante, pour tout 𝑛 ≥ 1 :    𝐻𝑛
′ (𝑥) = 2𝑛𝐻𝑛−1(𝑥) 

 

Exercice 4: 

Dans cet exercice on va étudier les propriétés des polynômes de Tchebychev de deuxième espace, qui sont 
définies par: 

                                             𝑈𝑛(𝑥) = sin(𝑛 arccos 𝑥), 

1. Calculer 𝑈𝑛(0) ,  𝑈𝑛(1)  , 𝑈𝑛(−1) . 
2. En posant  𝑥 = cos 𝜃, calculer les intégrales suivantes pour 𝑛 ≠ 𝑚 et pour 𝑛 = 𝑚: 
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       ,             ∫
𝑈𝑛(𝑥)𝑈𝑚(𝑥)

√1 − 𝑥2

1

−1

 d𝑥 

3. a) Démontrer la relation de récurrence suivante :  

                              𝑈𝑛(𝑥) − 2𝑥𝑈𝑛−1(𝑥) + 𝑈𝑛−2(𝑥) = 0. 

             b) utiliser cette relation pour obtenir la fonction génératrice ordinaire 

              𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑈𝑛(𝑥)𝑡𝑛
𝑛≥0  . 

Exercice 5: 

Soit la suite des polynômes de Laguerre (𝐿𝑛
𝛼)𝑛 , donné par le terme générale: 

                              𝐿𝑛
𝛼(𝑥) =

(𝛼+1)𝑛

𝑛! 1𝐹1(−𝑛; 𝛼 + 1; 𝑥) ;  

1) On note par 𝐿0
𝑛 = 𝐿𝑛 . Vérifier que : 

𝐿𝑛(𝑥) = ∑(−1)𝑟
𝑛! 

(𝑛 − 𝑟)! (𝑟!)2
𝑥𝑟

𝑛

𝑟=0

 

2) Ecrire les 4 premier termes de la suite (𝐿𝑛)𝑛 .  
3) On sait que la fonction génératrice des polynômes de Laguerre est donnée par : 

𝐺(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝐿𝑛(𝑥)𝑡𝑛

𝑛≥0

=
1

1 − 𝑡
𝑒

−𝑥𝑡
1−𝑡  

- Calculer 𝐿𝑛(0)  et   𝐿′𝑛(0) . 
 

4) Soient les intégrales : 

𝐼 = ∫ 𝑒−𝑥 (
𝑒

−𝑥𝑡
1−𝑡

1 − 𝑡
) (

𝑒
−𝑥𝑠
1−𝑠

1 − 𝑠
)  d𝑥

+∞

0

                ,           𝐼𝑛,𝑚 = ∫ 𝑒−𝑥𝐿𝑛(𝑥)𝐿𝑚(𝑥) d𝑥

+∞

0

 

1. Démontrer que :    𝐼 =
1

1−𝑠𝑡
   . Déduire le développement de 𝐼. 

2. En multipliant les séries génératrices, Confirmer que l’intégrale 𝐼𝑛,𝑚 est le coefficient de 𝑡𝑛𝑠𝑚  dans le 

développement de 𝐼.  Démontrer que   𝐼𝑛,𝑚 = 𝛿𝑛,𝑚 . 

 


