Chapitre 3

Séries entiéres, séries de Fourier

3.1 Séries entiéres

Les séries entiéres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien

adaptées a 'opération de dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.

Définition 3.1.1 On appelle série entiére une série de fonctions > f, telle que pour tout
n

n € N, f, est définie comme suit :

la variable z peut étre réelle ou compleze.

3.1.1 Rayon de convergence

Le rayon de convergence d’une série entiére caractérise a peu pres les modes de conver-

gence de la série de fonctions > a, 2" et les propriétés analytiques de la somme.

n

Lemme 3.1.2 (d’Abel) Soit > a,2" une série entiére. On suppose que la suite (a,zy), est
n
bornée pour un certain zo € C. Alors pour tout z € C, si |z] < |z|, la série de terme général

a,z" est absolument convergente.
Preuve. Supposons que Vn € N, |a,,zf| < M. Alors pour |z| < |z] et n > 0,

20

< Mr"our= € [0,1].

|an2"| = lanzg]|

Zn

n

<0

Donc la série ) a,z" est absolument convergente. m
n
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3.1. SERIES ENTIERES

Théoréme 3.1.3 Soit Y a,z" une série entiére. L’ensemble des réels r positifs tels que la

suite (anr™), est bornée est un inervalle de Ry contenant 0.

Preuve. Si (a,r"), est bornée et si 0 < s < r, alors la série de terme général a,s" est
absolument convergente d’apres le lemme précédent, donc la suite (a,s"),, tend vers 0 et est

donc bornée. m

Définition 3.1.4 (Rayon de convergence)

On appelle rayon de convergence de la série entiére Y a,z" [’élément
n

sup {r > 0, (a,r"), est bornée} de [0, +o0]

Si R est le rayon de convergence de la série entiére » a, 2", ’ensemble des r > 0 tels que
n

la suite (a,r"), est bornée est [0, R] .
Théoréme 3.1.5 1. 8i R = +00, alors pour tout z € C, la série de terme général a,z"

est absolument convergente.
2. 8t R =0, pour tout z € C/{0}, la suite (a,2"), n'est pas bornée, en particulier, la
série diverge.
3 SiR#0 et R# 400
- Pour tout z € C tel que |z| < R, la série de terme général a,z" est absolument convergente.

- Si|z| > R, la suite (a,2"™), n'est pas bornée, donc la série diverge grossiérement.

- Si |z| = R, on ne peut rien dire en général. On a ainsi une partition du plan complexe en

trois parties(dans le dernier cas).

Preuve. 1) Si R = +o00, alors pour tout z € C, il existe r > 0 tel que 7 > |z| et (a,r"),,
est bornée. D’apres le lemme d’Abel, la série est absolument convergente.
2) Trivial.
3) Pour R # 0, la suite (a, |2|"), n’est pas bornée (définition du rayon de convergence)
- Si |z| > R, la suite (a,2"), n’est pas bornée.
- Si |z] < R, il existe r € ||z|, R[ tel que (a,r™), est bornée. Puis, d’aprés le lemme

d’Abel, la série de terme général a,,z" est absolument convergente. m

Exemple 3.1.6 La série > 2" est absolument convergente si |z| < 1 et diverge si |z| > 1,

donc on conclut que le rayon de convergence est R = 1.
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3.1. SERIES ENTIERES

3.1.2 Rayon de convergence d’une somme et d’un produit

Théoréme 3.1.7 Soit R, le rayon de convergence d’une série entiére Y a,z", Ry, celui d’une
n
série entiére » b,z". Alors le rayon de convergence des séries somme et produit sont suppe-

n
rieurs ¢ min (R,, Ry) . Et pour somme :

Si R, # Ry, le rayon de convergence de > (a, + by,) 2" est égal & min (R, Ry) .

n

Preuve. e Pour |z| < min (R,, R), on a

S 6 = D" + T et T (Z) x (y)

n

ouc, = Zakbn x. Donc Z (apn, + by) 2™ est absolument convergente, idem pour » ¢, z"
k=0 n
(Théoréme sur le produit de Cauchy) En particulier ((a, + by) 2™),, et (¢,2™),, sont bornées

et donc le rayon de convergence de la série somme est > min (R,, Rp) .
e Si R, # Ry, disons par exemple : R, < Ry.
Pour r € |R,, Ry, (a,r™), n’est pas bornée, (b,r"), est bornée. Donc ((a, + b,) r"),, est

non bornée.

Donc pour tout r € |R,, Ry, le rayon de convergence de la série somme est plus petit

que 7.

Comme le plus il est plus grand que R,, ce rayon vaut R,. ®

Exemple 3.1.8 1.
vn € N,a, = —b, = 1.

Alors R, = Ry = 1 mais le rayon de convergence de la série somme égale +00.

2. On prend (ay),, telle que

1—=2 n n
T, :z;anz , etb,=(—1)"a,
Ainsi
“+00 n .
1 1 simn =0,
anz” = tz et ¢, = Zakbn_k =
=0 l—=z P 0 sinon.
On a alors R, = R, = 1, mais le rayon de convergence de la série produit égale +o0.
Avec
B 1+
2
nZ R, =1, b, )
Z“ T 1tz 2 S

Ry = 2 et le rayon de convergence de la série produit égale +oo.
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3.1. SERIES ENTIERES

+o0o

Définition 3.1.9 Si R est le rayon de convergence d’une série entiére »_ a,z", le disque
ouvert "
D (0,R) = {z € C tq |z| < R},
est appelé disque de convergence de la série entiere.
+00
Remarque 3.1.10 Si R est fini, on ne sait pas & priori si Y a,z" converge pour |z| = R.
n=0

Théoréme 3.1.11 Soit > a,z" et > b,z" deux séries entiéres de rayon de convergence R,

et Ry respectivement. Alorr‘Ls on a
dng € N,Vn > ng : |a,| < |by| = Ra > Ry,
et plus généralement :
eda € R,k > 0,3ng € N,Vn > ng : (Jap| < kb ™) = (Ry > Ry),

eda € R, <an ~ bnna) = (Ra = Rb)7

—+00

en particulier :

.(an ~ bn) = (R, =Ry).

+o00

Preuve. De ce premier cas, il est immédiat que : Vz € C,Vn > ng, |a,||2]" < |ba]|2]" .

Donc

+00 oo
VzeC,(|z] < Ry) = (anz" converge absolument> , d’ou (Zanz" converge absolument
n=0 n=0

et donc

Vze C,(|z| < Ry) = (J2]| < R,).

Dot [0, Ry[ C [0, Ra], et Ry > R
e De méme

Vz € C,Vn > ng, |an| |2]" < k|ba||2]" ™.

Donc

VzeClzl < Ry=3dpeR (Jz]| <p< Ry),

ennotant:m:%‘,onangglet

Vi 2 ol [2" = la] "2 < [ba] g (ka"a™) = k|ba] |21 "
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3.1. SERIES ENTIERES

Or d’apres le théoréme des croissances comparées, [kx"a"| tend vers 0, donc constitue

une suite bornée (par M par exemple), et

Vn > ng, |as] 2" < |by| p" M.

+00 too
D’ou : comme p < Ry, lasérie > b,p™ est absolument convergente, tout comme > Mb, p",
n=0 n=0
+oo
et donc aussi Y a,2".

Finalement :
Vz € C,(|]z] < Ry) = (2] < Ra),

puis [0, Ry[ C [0, R,], et Ry > Ry,

e Dans ce troisiéme point, puisque a,, ~ b,n%, entraine
+00
la,| = b, n® (14 ¢€,), avec lim &, =0,
n—+o0o

on en déduit que

dng € N,Vn > ng : |a,| =210, n® = R, > Ry.
Mais on a aussi b, ~ a,n"%, et en application de ce qu’on vient d’obtenir, on en déduit :

+oo

R, = Ry.

e Enfin ce quatriéme point correspond au troisiéme dans le cas particulier « = 0. m

3.1.3 Meéthodes de calcul du rayon de convergence

Théoréme 3.1.12 (Régle de d’Alembert)

Soit (a,), une suite de complexes telle que :

1. Il existe ng € N tel que ¥Yn > ng, a,, # 0.

2. La suite |“2%| tend vers | € [0, +00] .
+oo
Alors le rayon de convergence de la série entiére Y a,z" est R = % € [0, +o0].
n=0
Preuve. Pour z # 0 : lim |20 — |z| 1.
n——+00 an 2

Discusion :

e Pour 0 <l < +o0:
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3.1. SERIES ENTIERES

- Si |z]1 < 1, d’apres la regle de d’Alembert sur les séries numériques, la série de terme
général a,, 2" est absolument convergente donc le rayon de convergence est > %

- Si |z| > §, alors |a,2"| — o0, donc (|a,|2™), n’est pas bornée, et le rayon de conver-
gence est < %

e Si /=0, on a toujours convergence absolue, donc le rayon de convergence est +00.

e Si | = 400, on a toujours divergence grossiére si z # 0, donc le rayon de convergence

est nul. m
+m%_1n+1 n 0
Exemple 3.1.13 1. %Wz , Tayon de convergence ‘
On a
ap " 1\" 1 1
Qn (n+2)" n+2) n+2+xe
+o0 n
Donc le rayon de convergence R = +o00, donc Z —;nlzn converge dans C.

7’L 2 7
2. Z CES)! 2n+1) , rayon de convergence, étude en £R 7

On a
Any1| (n+1)n! X(n+1)-~-(2n+1)_ (n+1)° 1
an | (n+2)---(2n+3) n! (2 +2)(2n+3) +o 4

Donc le rayon de convergence R=4.
o Etude en +4 : Pour Z méﬂ

an+1
G,

(n+1)° L (n+1)
@t (@ntd)  Clents ¢

fos1(4) ’ _
fa (4)

donc la suite (4"ay), décroit. On cherche un équivalent de 4"a,, en +oo.

On va chercher o et k > 0 tels que f, e kn®. On chercher « tel que la suite de terme

général In (7’:—’;) converge.
fﬁ jhfl o jh n——l
() (i) = () e (50
_ 2n | n—1
B n(2n+1)+an( n )
- —ln(l%—%)—l—aln(n;l)
1)1 1
= —-(O%+'§> ‘%0 (n2>.

o7




3.1. SERIES ENTIERES

Ainsi, si on prend o = —%, la série converge absolument, donc la suite de terme général

A A

In (i—z) converge vers A € R et 7{;—2 — e’ ie. f, ~ e'n® on a donc aussi trouver k tel que
+oo

kK
fo &
Ainsi, en R = 4, il ya divergence car 4"a,, o £ Bt en R = —4, il ya convergence par

B

le critére de Letbniz.

3.1.4 Propriétés fonctionnelles d’une série entiére

+00
Théoréme 3.1.14 Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R. La série
n=0
converge normalement sur tout compact inclus dans le disque ouvert de convergence (cas
d’une variable complexe) ou lintervalle ouvert de convergence (cas d’une variable réelle).
Dans le cas réelle, il ya en particulier convergence normale de la série entiére sur tout seg-

ment de type |a,b] ou [—a,a] inclus dans |—R, R|.

Preuve. Dans le cas complexe ou réel, la fonction z +— |z| (ou x +— |x|) est continue sur
le compact C donc elle est bornée et atteint ses bornes, puisque & valeurs réelles.

Donc :

dzy € C, |20| = max {|z],z € C}. Et CC B(0,1),

ona |z| <R.

Dans ce cas, Vn € N,Vz € C, |z| < |2/, donc

|an] |2]" < lan] [20]",

d’ou
sup |an| 2" < |an|[20]" .
zeC
+oo
Mais comme la série Y a,z{ converge absolument (puisque |zp| < R), on en déduit la
n=0

+o0o
convergence de > sup |a,||z|", donc la convergence normale de la série de fonctions sur C.
n=0z€C
La démonstration s’adapte immédiatement dans le cas réel, et pour finir, il suffit de

remarquer que [a, b] ou [—a, a] sont des ensembles fermés, bornées donc des compacts de R.
|
Théoréme 3.1.15 (Continuité de la somme d’une série entiére de variable réelle)
+o0o
Soit > a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme

n=0
S. La fonction S est continue sur l'intervalle ouvert de convergence |—R, R|.
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3.1. SERIES ENTIERES

n

Preuve. La continuité des fonctions : Vn € N,z +— a,z" sur tout intervalle [a,b] C

|—R, R| et la convergence normale sur [a, b] de la série de ces fonctions (Théoréme 3.1.14),
font que la somme de cette série (soit la somme de la série entiére) est continue sur tout

intervalle [a,b] C |—R, R[, donc sur |—R, R| lui méme. =

Théoréme 3.1.16 (Continuité de la somme d’une série entiére de variable compleze)
+oo
Soit Y a,z" une série entiére de variable compleze, de rayon de convergence R et de
n=0
somme S. La fonction S est continue sur le disque ouvert D (0, R) .

Théoréme 3.1.17 (Primitives de la somme d’une série entiére de variable réelle)
+o00
Soit Y a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme
n=0

—+00

S(x) = Zanx”.

n=0
On peut intégrer S terme a terme sur tout segment inclus dans |—R, R[. En particulier,

S admet sur |—R, R| des primitives qui valent :
+oo $n+1

c+ Y a,——, ouce C.
nZ:o "n+1

+o0o
Ces primitives ont méme rayon de convergence R que »_ a,x".
n=0

Preuve. S étant continue sur |—R, R[, elle y admet des primitives. De plus, pour 0 <
+o00o
a < R, la série entiére > a,z™ converge normalement sur[—a,a] donc on peut calculer la
n=0
primitive terme a terme.

Finalement les primitives de S sur [—a, a] (qui sont toutes égales & une constante additive

prés) valent :
n+1

+oo +oo
/S(x)dx-c—k%/a,w”dx—c—i-nzzoan;f_i_l

ol c¢ est une constante réelle ou complexe.

Ces nouvelles séries entiéres ont un rayon de convergence .
“+o00 il —+o00 n
X 2. : N x™
e Pour  non nul, la convergence de » a,7— est équivalente a celle de Zoann—ﬂ,
n= n=
puisqu’elles sont égales a une constante multiplicative prés. Mais

G

< lag|,
n—+1

VnEN,‘
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3.1. SERIES ENTIERES

et on en déduit que R, > R.
e Puis Vz € C: |z| < Ry, 3p € R*,|z| < p < R,. On peut alors écrire :

V2

Vn € N :|a,2"| = |an| np+ 1 {(”JF 1) %} ’

et comme la suite ((n +1) %) tend vers 0, du fait du théoréme des croissances com-
n

parées, on en déduit que :

[2"] p"
dng € N,Vn > ng : 1 <1let |a,2"| < la, ,
moe N s 0+ ) ] < et Ja,] <ol L
or la série Z |a,| ;25 converge (puisque 0 < p < R,), et donc la série ) a,z" converge
=0 n=0
absolument. On en déduit que |z| < R, donc [0, R,[ C [0, R] et finalement R, = R, et les

séries primitives ont méme rayon de convergence que la série de départ. m

Exemple 3.1.18 Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres réelles :

+00  n41

+o0 T

§ nmn—l’ E +1’ E n2 n— 1
n

n=1 n=0

+o0
1. Znaz L est la série dérivée de la série entiere Y " de rayon de convergence R =1
n=0
et de somme

S (z) = 1ix sur |—1,1].

et .
X 1
= an”_l = —— Ve e|-1,1[.
n=1 (1 - ZL‘)
b )
2. z =1

n=0 ntl n=0

et

OO s +oo
/E anxndx—/ de =—In(l—z),Vo e]-1,1].
-z

3.
+00 +oo
Zn2 = ) (n*—n+n) Zn D"+ na!
n=1 n=1

+oo
= xZn (n—1)a" 2+ an’”*l
n=1 n=1
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3.1. SERIES ENTIERES

+oo +o00o

Son(n—1)x"? est la série dérivée d’ordre 2 de la série entiere > x™, donc
n=1 n=0
/ 2 1 1
ZnQ n a8 (1) 45 (1) = — — T veel-11].

(1-2)" (-2 (1-u2)

Théoréme 3.1.19 (Dérivabilité et caractére C* de la somme d’une série entiére)

+o00
Soit > a,x™ une série entiére de variable réelle, de rayon de convergence R et de somme
n=0
+oo
S(x) = E anx”.
n=0

Sur |—R, R, la fonction S est de classse C™, et on obtient ses dérivées successives par

dérivation terme a terme de la fonction S.

+00
Toutes les séries entiéres dérivées de S ont méme rayon de convergence R que > a,z".
n=0
De plus
+o00
eVr € |-R R, Znanx i Z(n—ir 1) ap 2™
n=0
+oo +oo
(p) o n! n—p __ (’I’L + p)' n
+00
Les coefficients de la série entiére Y an,z" vérifie alors
n=0
S (0
Vn € N,a, = ( )
n!

Preuve. Tout d’abord montrons que S € C* (]—R, R]). On a
Vo e]-R,R[,S (x) = Zanx".

%oanx” converge normalement et donc uniformément sur tout intervalle [—r, 7] tel que 0 <
"< R,

D’autre part, la fonction f, : z — f, (x) est de classe C* sur R et donc en particulier
sur [—r, 7).

Montrons par réccurence que :
0 sip>n,
i 0n P gip <n.

(np
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3.1. SERIES ENTIERES

Cette expression est vraie pour p = 1, en effet

!

f,, (@) = na,a™ ' vn > 1,

et

!

fn(x) =0 pour n =0.

Supposons que I’hypothése est vraie pour (p) et démontrons la pour (p 4+ 1). On a

0 sip>n,
!/
(@) = (F7 (@) =4 25 (n—p)aa™™" s <n,
0 p=n,
0 sip>n-—1,
#Ll)!anl'nipil si P S n — 1,
0 sip+1>mn,
Wil))!anlﬁni(lﬂrl) si P +1 S n,
+o0
donc la relation est vraie pour (p + 1). Reste & montrer que ”—!anm”*p converge
p p q (n—p)! g
—0 ’
uniformément sur [—-r,7],0 <r < R.
+o00
On a la série > a,z" et la série dérivée ayant le méme rayon de convergence R, d’ou
n=0

+00
> f) (x) converge uniformément sur [—r, 7] C |—R, R[. Donc vu le théoréme de dérivation
n=0

des séries de fonctions (Théoréeme 2.2.20), on conclut que :

S e C?([—r,r]) pour tout p > 1,

donc S € C* (|-R, R]) .
Montrons que Vn € N : a,, =
On a

5™ )

n!

0 sip >k,
2 (x) =

| _ .
ﬁakxk Posip <k,
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+o0o |
(n (Tb) k! k—n
0 = (Lae) =0 -3
k>n
+o00
n! 0 k! e
= —a,r + apx” "
o ,§H< o
= an!'+z Z k==t
k>n+1
et par conséquent
5™ (0
S™(0) = a,n! = a, = (0)
n!
|
Théoréme 3.1.20 Si la série Y a,x™ converge pour © = R(x = —R), donc la somme
n=0
+o00
S(x) = > apx™ est continue sur |—R, R| ([—R, R|) .
n=0

3.1.5 Fonctions développables en séries entiéres

Définition 3.1.21 Soit I un intervalle de R contenant 0 et soit f une fonction de I dans

k. On dit que f est développable en série entiére en O si et seulement si, il existe une série

+o00
entiére > a,x" de rayon de convergence non nul R, et 0 < r < R tels que
n=0
+oo
Ve el—rr[NI, f(x)= Zanx”.
n=0

Conditions d’existence

Théoréme 3.1.22 (Condition nécessaire de développement en série entiére)
Soit r > 0, et soit f une fonction de |—r,r| dans k, développable en série entiére en 0

telle que
+oo
Ve e]—rr[, f(x)= Zanx”.
n=0

(n)
Alors f est de classe O sur |—r,r| et Vn € N : a, = L9,

n!

Preuve. f coincide avec la somme d’une série entiére sur |—r,r[. Le résultat découle

alors du Théoréme 3.1.19. =
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Théoréme 3.1.23 (Condition suffisante de développement en série entiére)
Soit f : |]—r,r[ — R une fonction de classe C* dans un voisinage de 0. On suppose qu’il

existe M > 0 tel que
pour tout n € N, et pour tout x € |—r,r], }f(") (z)| < M. (*)

Alors la série Z I (0) x™ est simplement convergente dans |—r,r[ et on a
n=0

(n)

Zf 3: " Nx € |-rr[.

Preuve. Par hypotheése, il existe M > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout = € |—r, r|

on a

\f \<M

Le développement de Taylor de f au voisinage de 0 & ’ordre n donne :

Zf(k) f(n+1) <0$) -

i (n+1>!x , avec 0 < 6 < 1.

(n+ )
Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver que lim £ (em)m”“ =0.

n—-+oo ( +1)
En effet
rE|-rr[=lz|<r=0z|<r= )f(nﬂ) (Hx)‘ <,
et donc )
n+1
f (93:) l,n—‘,—l < M Tn—i—l‘
(n+1)! ~ (n+1)!
Or la série de terme général u,, = %r +1 est convergente car
im |2 = i =0 <1,
n—+00 | Uy, n—-+0o00 (n + ].)
et par suite
(n+1)
0
n—+00 (n + 1)'

ce qui donne
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Remarque 3.1.24 La condition (%) n’est pas nécessaire comme le montre l’exemple suivant

+00
Exemple 3.1.25 Soit f (z) = Y. Zra™. Posons a, = 2
n=0

n! "’

Calcul de R : )

n 2nt !

fn1 n 0= R = +o0.

an, (n 4+ 1)! 27| notoo

Alors f est de classe C™ sur R, et on a
(n)
A0
n!

Donc f™(0) = apn! = Znl =27 —  +o0.
n n—+o00

f(") (0) n’est pas bornée, donc on conclut que les dérivées de f ne sont pas bornés.

Théoréme 3.1.26 (Condition necéssaire et suffisante de développement en série entiére)

Soit f une fonction de classe C™® sur |—r,r[. [ est développable en série entiére si et

£ (o)

seulement si le reste de Mac-Laurin I
n+1)!

2" avec 0 < 0 < 1 vérifie :

(n+1)
Vo € ]—r,r[, lim f_(@x)an =

0
n——+o0 (n + 1)!

Exemple 3.1.27 1. La fonction exponentielle : f (x) = e®

Cette fonction est indéfiniment dérivable dans R, et on a
Vn € N, f(n) (x) =e€".

Le reste de Mac-Laurin est

(6x) P - 2
(fL H),x”H. On vérifie comme précédemment (preuve du Théo-

réme 3.1.23) que cette limite tend vers 0 quand n tend vers +o0, et ceci quelque soit x dans

R. Finalement

2 +oo
r i A . 1’_
VeeR:e _1+ﬂ+§+---_2%n!.

2. Les fonctions hyperboliques :

Les fonctions cosinushyperbolique et sinushyperbolique ont méme rayon de convergence

de la fonction exponentielle, c’est-a-dire, R = +00.

L et 4+ e % - ZL‘2 N .I'4 N +0o x2n
coshr = — = 4T 4=
2 2! 4! (2n)"
n=0
et — =% o +oo p2n+l
sinhy = —=20+4+—4+—-+---= —_—.
— 2 TR 2n+1)!

i
o

n
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3. Les fonctions circulaires :

a. La foction sinus : f () =sinz. f € C°(R) et on a :
f(x)=sinz, f'(z)=cosz, f’'(z)=—sinz, f"(x)=—cosuz,
ce qui permet d’en déduire que pour tout p € N :

= sinz = %) (0) =0,

()
fE D (2) = cosz = fUY(0) =1,
fE (1) = —sinz = @ (0) =0,
fEPH) (2) = —cosx = fUPH(0) = —1.

Les dérivées d’ordre quelconque sont majorées par 1, et ceci quelque soit x dans R. On

a alors
+oo p2n+l
SiInxr — Z (-1) m et R = +00.
n=0

b. La foction cosinus : f (z) = cosx

. ’ <= n xQn
f(z)=cosx = (sinx) = HZ% (—1) 2n) et R = +oo.

4. La série binéme :(Famille du binome)

Considérons la fonction
r— f(x)=y=>1+2)",acR.

Son domaine de définition est |—1,+oo[. On a une relation simple entre la fonction et sa
dérivée
y=(1+xz)" :y':a(l—l—x)a_l,
d’ou l’équation différentielle :
v (1+z) = ay. (1)
Toutes les solutions de cette équation sont de la forme y = c¢(1+x)%, ot ¢ est une
constante arbitraire. Cherchons maintenant s’il existe une solution f développable en série

entiére au voisinage de 0.
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Supposons que f(x) = > a,z" est solution de (1). Pour qu’une telle fonction existe il
n>0
est nécessaire d’avoir les relations :

(1+z)f (z)—af(z) =0< (1+2) Znanx”’l—aZanaE” = Z [(n+1)ap41 — (@ —n)a,] 2" =0,

on déduit alors que
(n+1)ans1 — (@ —n)a, =0 pour tout n € N,

et donc
o—n
n+1

car une série entiére est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, ceci

Qpy1 = Gy, pour tout n € N,

permet d’avoir :

(
a1 = (o,
_ a—1
Az = —5—4ar,
_ a—n+2
ap—1 = n—1 Ap—2,
_ a—n+l
\ Ap = Tanfla

ceci donne enfin
ala—1)(a=2)---(a—n+1)

Ap — agp.
n!
Soit la série Za(o‘fl)(o‘fz!)"'(afnﬂ)aox”, le rayon de convergence R est donné par la

n>0
relation

— —_ . — | —
1 lim ala—=1)(a=2)--(a—n) n! _ g AT 1,
R n—too (n+1)! ala=1)(a=2)---(a—n+1)| noto|n+1

a(a—1)(a—2)--(a—n+1)

par construction, la série f(x) = > =

n>0
différentielle (1), elle est donc de la forme f(z) = c(1+ ).
Puisque ¢ = ag = [ (0), on déduit que pour tout x € |—1,1]|
-1 —2)...(a— 1
(1+x)a:1+za(a Jla=2)..(a=n+ )x”,Rzl.

n!
n>1

agx” est solution de l’équation

Cette série est connu sous le nom de série du binéome. Par exemple

1.1.3.5... (2n —
Ttz = 1+ (=) 35...(2n — 3)

1 1
2" =14 ——at -

2nn 2 8
n>1
1 n1.3.5...(2n —1) 1 3 5
= 1 -1 n_—1—-= — — e
T+a +;( ) onpl L 3"t g”
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5) La fonction v —

On remarque d’une part que pour tout |x| < 1, liril |z|" =0 et d’autre part

n+1
pour tout || < 1.
x

2 n z
=l+z+a”+---+a"+
1—x 1—

d’on
1
E:Zx” avec R =1 et

—Z "2 R=1.

n>0 n>0
6) La fonction x — In(1+ x)
Certains développements en série entiére s’obtiennent au moyen des théorémes sur l’in-
tégration et la dérivation des séries entiéres, donc du développement en série de la fonction

1+_ac on déduit par intégration que

In(l+z)= Zﬂx”H,R = 1.

De méme on a

n>0
Donc
Vo e [-1,1[:In (1 — z) Z—
n>1
o 1 1.3..(2n—1) , 1, 3,
P —— n:]_ —_— —_— . ..
(arcsin z) m ; an‘ + 5% + 7 +

Sachant que arcsin(0 = 0, on obtient

1.35..2n—1) 5, 4 1 5 3 5
arcsmx—x+224 o 2n+1)x :IJFE"T +Ex 4+ ...
Par la méme démarche on développe les fonctions x +— arccosz, x +— argsinhzx, z —

arctan z, x — argtanh x.

Exemple 3.1.28 Déterminer les développements en série entiére autour de 0 des fonctions
définies par :
e’ )
x) = x) = :
/(@) 9@ = T e

a) Ona f(x) = fi(z) x fo(x) avecfl:xHem,fZ:a:Hﬁ.

1—=x
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La fonction fy est développable en série entiére sur R, fo est développable en série entiére

sur ]—1,1]. On en déduit

+oo n +o0 n
Vo e]-1,1] (Zx > (Z%) =) a,a" avec a, = Z%,
: n=0 p=0 ’

n=0

f(x) = ap+ax +agx® + -
11\, 1 1 1
— 1+2m+<1+1|+2)x +(1+1,+2,+ ) +Z—x +-
b) On a x* —132% + 36 = (22 — 9) (22 — 4).

La fonction g n’est pas donc définie aux points —3,—2, 3, 2.
1l en résulte que le plus grand intervalle de centre 0 sur lequel g peut étre développable
en série entiére est lintervalle |—2,2[ .

Soit x un point de cet intervalle. On a

) 1 1 1 1

1
-0 -4 @-9) @-4) 01-2 a1 2

Pour tout y tel que |y| <1, on a — Zy

On a <1et < 1. Il en résulte

z?
9

z?
4

1
Vo € ]-2 Za:( 4n+1—9n+1).

3.1.6 Résolution des équations différentielles sous forme d’une sé-
rie entiére

Exemple 3.1.29 Déterminer dans chacun des cas suivants les fonctions solutions des équa-

tions différentielles et développables en série entiére

1. Soit l’équation différentielle

??(1—a2)y —2xz(1+2)y +y=0 (3.1)
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Si > anx™ est le développement en série entiére d’une fonction f solution de l’équation
n>0
différentielle, on a
Y (z) = > naa" ™,

n>1

y' (z) = > n(n—1)aa" 2
n>2

Substituons y! et y" dans (3.1), on obtient :

(31) & 22(1—ux) Zn (n—1)az" % -2 (1 +2) Znanx"_l + Zanx” =0

n>2 n>1 n>0
& 2a2$2+2(n—1) [nan—(n—2)an_1]x"—alm—Z[nan+(n+1)an_l]x"+2ana:"
n>3 n>2 n>0
= 0
& agtar® —a® + ) [(n(n—=1)—=n+1)ay - ((n—1)(n—2) + (n+ 1)) ay_y] 2" =0
n>3
( ag = O,
A a9 — a1 :30,

(n—1>%a, —(n—1)%a,_1 =0,Yn > 3.

\
ag = 07

< Ao = Qq,

| an = an_1,Yn > 3.

D’autre part, en faisant x nul dans Uexpression de f, on a f(0) = ag = 0. Donc la

série Y. x™ a pour rayon de convergence R = 1. Par conséquent, toute solution de (3.1)
n>1
développable en série entiére est proportionnelle a la solution particuliére

filz)=) a"= -

1—2a
n>1

2. Considérons [’équation

22 +x(1+z)y —y=0 (3.2)

Si > a,x™ est le développement en série entiére d’une fonction f solution de l’équation
n>0

différentielle (2), on a
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(32) < 51322% (n—1)a,2"*+ 2 (1+x) Znanaﬁ"’l - Zanx" =0

n>2 n>1 n>0
& Zn (n—1)a,z" + Znanx” + Znanx“+1 — Zanx” =0
n>2 n>1 n>1 n>0
& Z[n(n—l)an+nan+(n—l)an_1 —ap) 2" + ax —ag—ayx =0
n>2
& —ao—l—Z(n— Di(n+1)a, +a,1]2" =0
n>2
ag = O,
=
(n—1[(n+1)an + an1],Yn > 2.
Qg = 07
< 1
Qp = _man—lavn Z 27

ou encore : ag = 0 et Vn € N*

1
Qn, = ————a,
i (n+2)
-1 " -1
= Oy
(n+2) " (n+1) "'
-1 " -1 -1
= Oy
(n+2) " (n+1) 2
—-1"
= 2 ( ) ai.
(n+2)!
De plus
. An+1
lim =0,
n—-+4oo an,
d’ot
R = +o00,

donc les solutions de (3.2) développables en série entiére sont les fonctions définies sur R

par

(-n" (=D"
f(x):ag—i-alx—i-QalE —x”:2a1§ 2"t
= (n+2)! = (n+2)!

et par conséquent, on a
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alors toute fonction développable en série entiére et solution de (3.2) est donc est pro-
portionnelle & la solution particuliére fo définie par :

e T4+xr—1
. .

f(0)=0etVreR" f(z)=

3.1.7 Définitions des fonctions de variable complexe en série en-
tiére
1) L’exponentielle complexe

On a vu que la seule fonction qui soit égale a sa dérivée (sur un intervalle) est la
fonction exponentielle, et c¢’est la raison pour laquelle on I'utilise pour résoudre les équations

. , . s LEN 7 n
différentielles d’ordre 2. On a vu que le rayon de convergence de la série entiére réelle ) &
n=0

est +00 et que pour tout z € R :
n

Z n!
n>1

2. 2. : . ~ n
On généralise cette expression a tout z € C et on pose e* = > .
n>0

Propriétés :

1. Pour tout 21,2 € C: e*1e*2 = es1172,

2. Pour tout x € R:cosx = > ((;i))T " sing = Y (é;}r)f)!x%“.
n>0 n>0

3. Pour tout z € R : € = cosx + isinx

4. Pour tout z € C, pour tout n € N* : (e*)" = e"*.

Preuve. 1) Pour tout 21,2, € C:

k k

2" n 0=
21,22 1 2 — 1 2
€ (Zn'> in' ch ou & = k'( — k)

n>0 n>0 n>0 k=0

(> ¢y est la série produit de Z X Z - qui sont absolument convergentes). Donc
n>0 n>0 n>0

o 3 (R ) s

n>0

1 n
- Zﬁ (21 + 29)" = €772,

n>0
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2) D’apres la formule de Taylor-Lagrange au tour de 0 d’ordre 2n + 1 :

n

2%
cos T = g [cos(%) (0) % + cos® D (0)

:L,2k+1

2k + 1)!

I‘2k+2

} e o) oy

or pou tout n € N :

cos®) (0) = (1) cox0 = (—1)" et cos®*Y (0) = (~1)" sin0 =0,

donc § B "
i T . T
nl—l}:lf—loo cos T — kzg (—1)F @ < nkrfmﬁ =
La méme démarche pour sin z.
3)
ot Z(zx)” _ Z(im)Q” N Z (iz) _ Z(_1)P 2P . iz(_l)p L2201
Sl S S & @) g @)

= cosx +isinz,

P

car (2)2 = (=", (1) P — (-D)". m
Remarque 3.1.30 La fonction z — e* est périodique de période 27i i.e.

"2 = %™ = % (cos 2i + i sin 27i) = €.

2) Les fonctions hyperboliques de valeurs complexe

Pour tout z € C:
2n 2n+1 z

e+ e * z z e —e”

Toute ces séries entiéres ont donc un rayon de convergence infini.

3) Les fonctions z — cosz,z — sinz,z € C

iz —i2 iz —iz 21z
is o e” +e . e —e 1—e
e” = cosz+1isinz =cosz=——",8inz=——F—,tanz =1 oF
2 21 1+ e%
siniz = 1isinhz, cosiz=coshz, taniz=itanhz

4) Définition de la fonction z — Inz

Théoréme 3.1.31 Soit Z un nombre complexe non nul, pour tout nombre complexe z :
e=Z<3dkelZ /z=W(Z])+i(arg(Z) + 27k).

En particulier, la fonction exp : C — C*, z — €* est surjective.
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Preuve. Soit Z € C,z € C, posons z = x + iy ou x et y sont deux réels
=7 & eV =7 =|7Z| el
e’ = |Z| )

dk€Z:y=arg(Z)+2nk,
& JkeZ:z=m(Z])+i(arg(Z)+27k).

=

Exemple 3.1.32 Trouver In (—3) et résoudre dans C l’équation cos z = 2.

—3 =3¢ =3 (cosT +isinm) = In(—3) =In3 +i (7 + 27k)

cosz = 2
& #:2@62”“—4@”:0
& 1 =2-3Vve?2 =243
o izlzln<2—\/§>+i27rk:\/i22:ln<2+\/§>+i27rk
= 21:—i1n<2—\/§)—i—27rk\/z2:—z'ln<2+\/§>+27rk,kz€Z.

3.2 Séries de Fourier

3.2.1 Séries trigonométriques

Définition 3.2.1 On appelle série trigonométrique une série de fonctions de la variable x

dont le terme général u, : R — C est de la forme
up () = —, uy, (z) = ay cosnwz + by, sin nwzx, pour tout n > 1,
ou (an), , (by), sont deuz suites de nombres complexes, w > 0.

Remarque 3.2.2 Supposons que la série D+ > [an cosnwzx + b, sin nwzx] converge pour
n>1
certain x € R et posons

f(x)= % + Z lan, cos nwzx + by, sin nwz] (3.3)

n>1
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on a pour toutn € N et k € Z:

2rk
cos (nw (x + L)) = cos (nwx + 2mkn) = cos nw.
w

w

2rk
sin (nw (x + L>) = sin (nwx + 27kn) = sin nwz.

Alors la série converge en tout point de la forme x + 2 k € 7Z.

- Si la série (3.3) converge dans R, on aura f (z) = f (z + Z%) et par suite la fonction f

est périodique de période T = %’r En conclusion, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. La série trigonométrique (3.3) converge dans R.
2. La série trigonométrique (3.3) converge dans [0, %%] .

3. la série trigonométrique (3.3) converge dans [oz, a4+ %”] ,Va € R.

Les résultats obtenus pour les séries de fonctions s’appliquent évidemment aux séries

trigonométriques, en particulier on a

Proposition 3.2.3 Si les séries > |an|, > |by| sont convergentes, alors la série trigono-
n>0 n>0

métrique (3.3) est normalement convergente sur R, donc absolument convergente sur R.
Preuve. On a
|a,, cos nwz + b, sin nwz| < |a,| + |b,|,Vr € R,Vn € N,
d’ou le résultat. m

Proposition 3.2.4 Si les suites numériques (a,), , (b,), sont décroissantes et tendent vers

0, alors la série trigonométrique (3.3) est convergente pour x # % ou k € Z.

Preuve. En appliquant le théoréme d’Abel, donc il suffit de montrer que les sommes
partielles suivantes sont majorées indépendamment de m et n.

p=n p=n

S = Z sin pwz, C' = Z COS PW.

p=m p=m
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Onapourt#zg—k,kEZ:

p=n p=n p=n
C,+1iS, = Z cos pwt + ZZ sin pwt = Z (cos pwt + i sin pwt)
p=0 p=0 p=0
p=n . . ) 1 — 6i(n+1)wt
— Zezpwt -1 + ezwt + ez2wt R emwt — :
1— ezwt
p=0
. (n4l)wt .. (n+1)wt (n+1)wt
 l—cos(n+1l)wt—isin(n+1)wt 2 [sm 2 ] — 2sin cos 7
1 — coswt —isinwt Q[Sin‘g} — 2isin cos—
—2i sin —("+21 Jut [cos —("H)Wt + i sin —("+21 )Wt]

—2¢s8in & [cos S +isin ]

nwt

_ sin W [cos & [cos 2% + i sin %] + isin % [cos % + isin 2] ]
s1n— [cos— + ¢ sin 2}
sin w nwt . nwt
= s1n%t [cos 5 +2s1n 5 }

d’oll on trouve
sin (n+1)m cos ”T‘"t
Cn = sin &t )

sin LJFDM sin 7wt

J— 2
Sn - sin %t :

Maintenant on peut majorer, et on a

p=n
S| = E sinpwz| =[S, — Sm_1| < |Sa| + [Sm_1]
gin Hbes nge sin "% sin (m;l)wx
<
— 3 wT 3 wT
sin 42 sin 42
< 1 1 2
- |sin%} ‘sin%| B ‘sin%|‘
2 2 2

De méme on a

2

o wx |
|s1n2|

p=n
|IC| = g cospwz| = |Cp, — Cpq] <

p=m
Les deux sommes étant majorées indépendamment de m et n, la série Y [a,, cos nwx + b, sin nwx

n>1
est donc convergente pour x # #, keZ. m
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3.2.2 Représentation complexe d’une série trigonométrique

Proposition 3.2.5 Une série de fonctions de la variable x est une série trigonométrique si

et seulement si son terme général u, : R — C est de la forme

’anl’ —inwx

ug () = co, up () = cpe +c_pe , pour tout n > 1,

ot (cn),, , (c_pn), sont deux suites de nombres complezes.

Preuve. D’apreés les relations d’Euler :

eZ'f’LUJ$ + e—znwm . eznwx _ e—znwx
coSNWr = ————— . sinnwey = —————,
2 21

donc la série (3.3) devient

mwx + e —inwx einwx _ efinwx
Pl () ()

n>1
ao . . . .
— ? +§ [Cneznwx +C—n€ znwx] = ¢ + § :[cnemwx_’_c_ne znwm]7
n>1 n>1
ou
aop a, — b, a, + by,
Cozgacn: 9 yCon = 9 = Cp,
donc
= ¢ + E Cn mwac 4 E e mw:v — E e mwac
n=-—o00 n=-—o00

Lemme 3.2.6 Soit f : R — R, périodique de période T > 0 et intégrable dans l’intervalle

0,T]. Alors :
a+T
Va €R: /f /(t)dt.
Preuve. On a
a+T at+T
/f b dt = /f dt+/ ()dt+/f(t)dt.

T
En faisant un changement de variable ¢ = T' 4+ 7 dans la derniere intégrale, on obtient

a+T

/f t)dt = /fT+TdT—/f
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Puisque f est de période T, on trouve

7Tf / ()dt+7f(t)dt+7f(t)dt_7f(t)dt'

3.2.3 Calcul des coefficients de la série triginométrique
a) Cas réel

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série triginométrique

(3.3).
Posons :
f(x)= % + Z [ay, cos kwx + by sin kwz] .
k>1
Alors
f(z)cosnwz = 20 cosnwz + Z lay, cos kwx cos nwx + by sin kwx cos nwz|
k>1
f(z)sinnwz = % sin nwz + Z [ay cos kwx sin nwx + by sin kwz sin nwz] ,
k>1
donc

27 27 27 27

w

° /f () cos nwzdr = —/COS nwxdm—i—/z ay, cos kwx cos nwx dx+/z (b, sin kwx cos nwx) d.
0

k>1 k>1

La série triginométrique (3.3) est uniformément convergente, donc on trouve

27 27r 2m 27
w w w

° /f (x) cos nwzdr = —/ cos nwxdw—i—Zak/ cos kwz cos nwxdx—i—Zbk/ sin kwx cos nwxdx.
0 k>1 k>1 Y
1
cos kwx cos nwrdr = 3 [cos (k 4+ n)wx + cos (k —n) wz],
1
cosnwz sin kwr = 3 [sin (k + n) wx + sin (k — n) wz],
sin kwzx sin nwzrdr = 5 [cos (k + n)wz — cos (k —n) wz],

78



3.2. SERIES DE FOURIER

et
2 2m 2r 21
w w w w
. Qo . . . .
f (z) sinnwzdr = 5 sin nwxdr+ E ap | cos kwx sinnwxdr+ E by | sin kwzx sin nwxdx,
0 0 k=1 7 k>1 7
or on a
27
w .
) ) 0 sin#k,
cos kwz cosnwzdr = sin kwzx sin nwxrdx =
I gsin=k.
0 w

cos kwx sinnwzdr = 0.

o\g“;" O\E":‘f

Alors on déduit les coefficients de la série par les relations suivantes

f (z) cosnwzxdzx,

f (z) sinnwzdz.

D’apres le lemme 3.2.6, les coefficients peuvent s’écrire :

2n a2

an =2 [ f(z)cosnwzdr =< [ f(z)cosnwrdr, Vo € R,

by =2 [ f(z)sinnwade =< [ f(z)sinnweds, Vo € R.
0 a

En particulier, dans le cas des fonctions 2w —périodique (si w = 1) :

27 ™
an = = [ f(z)cosnadr = L [ f(z)cosnadz,
0 —T

27
b, = %{f (z)sinnzde = £ [ f (z)sinnadz,

—Tr

ces expressions sont valables méme pour n = 0.

b) Cas complexe

+oo .
Dans ce cason a: f(z) = > cpet®,
k=—00

2m

w

2r
—+00 “

/f (33) €_inwxdﬂf _ Z Ck/eiw(k_n)xdl',
0

0 k=—00
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or
27
w

. 0 si k,
/elw(kn):pdm — 1 n 7é

2 §in=k.
0 w
Alors les coefficients sont donnés par :

2m 2m
w OH—w

C, = i/f (z) e "™ dy = “ / f(z) e ™*dx, pour tout o de R et n € Z.
2 2m
0 «

3.2.4 Développement en série trigonométrique

Jusqu’a présent, nous sommes parti d’une série trigonométrique et nous avons étudié la
fonction définie par la somme de cette série. Dans cette partie, nous partons d’une fonction

f:R — C et on a deux questions se posent :

1. Existe-il une série trigonométrique qui converge partout sur R et dont la somme soit

égale f7
2. Si la repense a la question est positive, cette série est-elle unique ?
Définition 3.2.7 (Série de Fourier d’une fonction périodique)

Soit f : R — C wune fonction 2w-périodique et absolument intégrable sur [0,27]. On

appelle série de Fourier de f la série trigonométrique % + 3 |a, cos nx + b, sinnx| dont
n>1
les coefficients sont donnés par les formules

27 27 27
1 1 1
a, (f)=— [ f(z)cosnxdx, b, (f)=—[f(z)sinnzdx, ay=— [f(z)dx,
77[ W{ 27_(_[

+oo .
ou bien > c,e™ o

n=—oo

2m
1 .
cn (f) = %/f (x) e dz, pour tout n € Z.
0

Les ¢, (f) sont appelés les coefficients de Fourier de f. On notera Sy (f) la série de

Fourier de f.

Remarque 3.2.8 Soit f : R — C une fonction 2w-périodique et absolument intégrable sur

[0,27] . La suite (¢, (f)),cq €St bornée.
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En effet, pour tout n € Z, on a

27 27
1 A 1
(1) < 55 [ 15 @ e do = 5 17 @) e
0 0

Le méme résultat est valable pour les suites (a,),, et (b,), -

Remarque 3.2.9 Soit f : R — C une fonction 2m-périodique et absolument intégrable sur
tout intervalle borné [a,b] de R. Si f est développable en série de Fourier, alors

1. Si f est paire :

™

17 2
a, (f)=— [ f(z)cosnxdx = — [ f (z) cosnxdzx,
YA

0

car la fonction x — f () cosnx est paire, pour tout n de N.

car la fonction x — f (z)sinnx est impaire, pour tout n de N.

2. Si f est impaire :

car la fonction x — f (x)cosnx est impaire, pour tout n de N.

27 ™
by (f) = %/f () sinnzdr = %/f (x) sin nzdz,
0 0

car la fonction x — f (z)sinnx est paire, pour tout n de N.

Théoréme 3.2.10 (Dirichlet) (Condition nécessaire)
Soit f : R — C une fonction 2mw-périodique satisfaisant aux conditions de Dirichlet

suvantes :

i) Les discontinuités de f (si elles existent) sont de premiére espéce et sont en nombre

fini dans tout intervalle fini,

ii) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.
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Alors la série de F ourier associée a [ est convergente et on a :

f(z) si f est continue en z,

+ [a,, cosnx + by, sinnx| =
; w si f est discontinue en x.

Qo
2

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est continue.

Les notations f (x4 0), f(x — 0) représente respectivement les limites a droite et a

gauche de f au point x.

Théoréme 3.2.11 (Jordan)

Soit f: R — C une fonction 2m-périodique satisfaisant auzr conditions suivantes :

i) Il existe M > 0 tel que |f (z)| < M.

it) On peut partager Uintervalle (o, oo + 27| en sous intervalles [ay, as[, [ag, asl, -+ - [an—1, ],

avec o = et o, = a+ 27 tels que la restriction fHa]. soit monotone et continue.

RepEstl

Alors la série de Fourier associée a [ est convergente et on ait :

f(z) si f est continue en z,

+ [a,, cosnx + by, sinnx| =
nzg w st f est discontinue en x.

Qo
2

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ou f est continue.
Exemple 3.2.12 1. Soit f: R — R la fonction 2m-périodique définie par
f(x) =|z|, pour tout v € [—m, 7.

On a

|f (z)| < m, Vo € [—m, 7).
ii) f|[_7r?0] est décroissante, continue et f|[0,7r} est croissante, continue.

f satisfait les conditions de Jordan, donc développable en série de Fourier. Comme f
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