B) Logique des Predicats

Introduction

On considere I’assertion suivante

Quelqgue soit X un nombre entier superieur a 2, si X est un
nombre premier alors x est impair

> 7 est un nombre premier,  donc 7 est impair

Ce raisonnement utilise les notions d'objet et de propriété
des objets: On peut noter

nombre_premier(7) - impair(7)

7 est I'objet ; nombre-premier est la propriété.



 Nombre premier(7) etant un enoncé singulier,

 Pour les énonces géneriques , on utilise
guantificateur universel V.

» (V X) (nombre_premier(x) — impair(x)).
autre exemple
~ TOUT étre humain est mortel "
(V X) (étre-humain(x) — mortel(x)).



Définitions

Définition (alphabet).
L'alphabet de la logique des predicats est constitué de

 un ensemble dénombrable de symboles de prédicats a
0, 1, ou plusieurs arguments, notés p, g, r, ..., homme,
mortel, pere, ...

* un ensemble denombrable de variables d'objets (ou
variables d'individu), notées X, y, z, X, X5, ...

* un ensemble dénombrable de fonctionsa 0, 1, ou
nlusieurs arguments, notées f, g, ..., double_de, ...

* les quantificateurs V, 3 ;
* les connecteurs —; A v —> ;<> et(;)




Remarques
* Q dénote un guantificateur quelconque:
YV ou d.

 Les fonctions a 0 arguments sont appelees
constantes (souvent notées a, b, ..., Ali, ...).

 Les préedicats a 0 arguments sont des variables
propositionnelles (p, q....)



Définition (fonction , terme)

Une fonction conduit a une constante lorsque les variables
sont instanciees.

........... X, : n variables indépendantes
n =0 fexprime une constante : aoub..,
n=1:f(x) = successeur (x), f (X) = x?ou carée (X)
n=2:fx,y)=x+y...........

* toute variable x est un terme

e f(ty,...,t,) est un terme si f est une fonction a n
arguments et t;,...,t. sont des termes



Définition (predicat)
C’est une fonction propositionnelle qui conduit a une
proposition lorsque les variables sont instanciées.

Exemple
Etudiant (x), est un prédicat a un argument

Etudiant(Ghofrane) exprime la proposition « ghofrane est un
etudiant »

________________ X, : nvariables indépendantes
* n=0 Pexprime une proposition, Doite

« n=1 Pexprime une propriété : premier (x)

* n=2 Pexprime une relation binaire : inferieur (X; y)




Deéfinition (formule).

 Si p estun prédicat a n arguments et t,,...,t, sont des
termes alors p(ty,...,t,) est une formule atomique.

 L'ensemble des formules ou formules bien formees de la

logique des prédicats est alors défini de la maniere
sulvante :

- un atome est une formule
- Si F, et F, sont des formules alors :
—F,F AR, F,VvE, F, > F,, F, > F,sont des formules
- SI F est une formule et x une variable alors
YV x F, 3 x F sont des formules



Exemples de traduction d'enoncés en formules:

 Tout est relatif.

 Une porte est ouverte ou fermée

* Tout ce qui brille n'est pas or.

* Pour tout entier il existe un entier plus grand. "
* Il existe un plus grand entier. "



e V x relatif(x)

* V x (porte(x) -> (ouvert(x) v fermeé(x))

e 3 x (brille(x) A —or(x))

e V x (entier(x) -> 3y (entier(y) A plus-grand(y,x)))
* Jx (entier(x) A YV y (entier(y) -> plus-grand(x,y)) )



Définition : (portée d'un quantificateur, variable libre).

Dans les formules (V x A) et (3 xA),
A est appelé la portée du quantificateur.

Une occurrence d'une variable x est libre
Si elle n'est dans la portée d'aucun quantificateur v, ou 3.
Sinon elle est liée.

exp: V x p(x,y) xestlié parcontrey est libre

Définition (formule fermeée, formule ouverte)
Une formule est fermeée (ou close)
Si elle ne contient pas de variables libres.
Sinon elle est ouverte.



Remarque:

Une fbf est dite fermée (ou close) lorsqu'elle n'a
aucune variable libre et pas lorsque toutes les
variables sont liées, puisqu’une variable peut étre
libre et liée en méme temps.

Exemple

F1=V'y ((p(x) v 3 x p(x)) A aly))
F2= 3 x ¥y ((p(x) v 3 x p(x)) A aly))

Donner les variables libres: liées.
F est elle fermée?



Définition (substitution de variables).

L'application d'une substitution a une fbf E est le resultat du

remplacement simultane de toutes les occurrences libres des
variables dans E par leur terme associe.

SI E est une formule , s une substitution alors
(E), est appele une instance de E.
Exemple
E = (V xq(xy)) etappliquant la substitution s {x par z ety par t}
(E)s= (¥ x alx, 1))
« Notation:
une substitution s de x, part,, ..., x,par t, est alors notee

S ={X\t;, ..., X\t }.



Exemples de substitutions
Exemple :

E =P(X,Y) A Q(9(X),2)
q = {X\f(a), Y\g(t), Z\t } une substitution
(E)q = est une instance de E

* (p(x) v alx,y)){x\z}
* (p(x) v alx,y)){x\y}
* (Vxa(xy)) {x\z} =
* (p(x,y) vIyalxy){x\z,y\z} =



Composition de substitutions

Soit
g = {X1\t1, X2\t2, ..., Xn\tn} et s={Y1\ul, Y2\u2, ..., Ym\um}
la composition de g et s (notée s°q) est la substitution obtenue a partir de

{X1\ (t1)s, X2\(t2)s, ..., Xn\(tn)s, Y1\ul, Y2\u2, ..., Ym\um} en éliminant les couples :

a) Yi\ui si Yiappartient a {X1, X2, ..., Xn}
b) Xj\(tj)s si Xj = (tj)s

Exemple :

q={X\f(T), Y\Z}

s={X\a, T\b, Z\Y}

s°q = {X\f(T).s, Y\ Zs, X\a, T\b, Z\Y}
= {X\f(b), Y\Y, X\a, T\b, Z\Y}

= {X\f(b), T\b, Z\Y}

On note aussi
(E)s°q = ((E)a)s

Déterminer (E)s°g sachantque E =P(X,Y) A Q(g(X),Z,T)



Remarques

» Substitutions interdites :
constante\ ?
X\f(X)
fonction\ ?

» L.a composition est associative et possede un
elément neutre (substitution vide )



Exercice

Calculer la substitution S = Sa°Sb dans les
trois cas suilvants :

a) Sa = {X\Y, W\f(2), V\b} et
Sh = {Y\X, V\g(W), U\f(V)}

+ b) Sa = {Z\c, X\f(W), Y\T} et
Sb = {Z\b, Y\g(a,X)}

+ ) Sa = {Z\f(a), Y\f(b)} et
Sb = {X\a, Y\b, W\T}



Théorie des modeles

Définition (interprétation).
Une interpreétation | est constituée de :

un ensemble non-vide D appelé domaine d'individus
une fonction IV de I'ensemble des variables dans D

une fonction IF associant a chaque fonction a n
arguments une application de D" dans D

une fonction IP associant a chague prédicat a n
arguments un sous-ensemble de D"

Les fonctions d'interpretation IV, IF, IP sont souvent
notees I.



Deéfinition :Interprétation des termes
On peut etendre l'interprétation | aux termes :

* a chaque symbole de constante c, on associe sa
valeur selon I, I(c) ;

* a chaque variable x, on associe la variable elle-
méeme 1(X) =x;
* a chaque terme f(t, ,t)), onassocie le terme

f(t', ,t')out, ,t',sontles interprétations des
t, .t etf estl'interprétationde f. c.a.d

1(1(ty,....to)) = (ID)U(T),.... I(t,)



Definition :Interprétation des formules

Une interpréetation donnée | peut étre etendue
aux formules par :

* I(p(ty,...,t,)) = Vrai ssi
I(p) contient ( I(t,),...,I(t,) )
* (V x A) =Vral ssi
I’(A) = 1 pour toute variante I' de I en x
e (3 xA)=Vral ssi
Il existe une variante |I' de | en x telle que
I'(A) = Vral



exemple d'interprétation

Soit la formule:

A=(V x 3y R(x,y)) A (¥ x =R(x,x))A

(V xV yV z ((R(x,y)AR(y,z)) -> R(x,2))).
Donnez une interprétation 11 pour A tel que I1(A) est vraie
Donnez une interprétation 12 pour A tel que 12(A) est fausse



Validité et Consistance

 Définition Formule valide
Une formule F est valide ssi,
pour toute interpretation I, ona |(F) = Vral.

o Définition Formule satisfiable

Une formule A est satisfiable, ou sémantiquement
consistante si,

Il existe une interprétation | telle que 1(A) = Vrai.
L'interpretation est alors un modele de A.



Définition Formule invalide

Une formule invalide est fausse dans au moins une
Interprétation.

Déefinition Formule insatisfiable

Une formule insatisfiable, ou semantiquement
Inconsistante, ou encore antitautologie,

est une formule fausse dans toute interprétation.

Définition Formule contingente

Une formule contingente est vraie dans certaines
Interprétations et fausse dans d'autres.



« Définition Consequence logique

Soit une formule B et une famille de n
formules A, A, ... A, ; Ondit que B est
consequence des Al 1=1an

Si pour toute interprétation | telle que
VA, I(A)=V,onaaussi I(B) =V

Onnote alors A A, A, |=B.



Exemple
Soit la formule suivante : F = ¥x3ayp(x,y) — 3yp(y,y)

a) Dans les interpretations suivantes, dites si F est
vrale ou fausse :

« D ={Hommes} et p(x,y) signifie X est le pere dey.
D ={Hommes} et p(x,y) signifie y est le pere de Xx.
* D=Retp:RxR—{VJF}

tel que p(X,y) :« X <=y »

b) Que peut-on dire, en terme de validite et de
consistance, au sujet de la formule F ?




Définition Formules equivalentes

Deux formules sont equivalentes quand elles ont la méme valeur de
verité dans toute interprétation (notation : A =B).

Propriété de Formules équivalentes

Soit A et B deux formules bien formees de la logique des prédicats.

Les formules equivalentes de la logique des propositions demeurent
equivalentes en logique des prédicats.

« VXA AVXB = VX(AAB) . 3IxA v IxB z= 3Ix(AvV B)
« —(VXA) =z Ax—A . (IXA) =2Vx—A(X)

Remarque :
* VXAV VYXB=VYX(AV B) *x
* IXAAIXB(X) = AIX (AAB) x



Théorie de la preuve

Définition axiomatique de Hilbert.

» Les schemas d'axiome de la logique des prédicats
sont ceux de la logique propositionnelle, plus

. (A){x\t}—> I x A
. V X A—> A {x\t}

(ou {x\t} est une substitution quelconque),



» lesregles d'inférence sont Modus Ponens :
Si A,A->B alors B

A et A > B sont appelées premisses, et
B est appelée conclusion  de la regle.

« plus les deux regles pour les quantificateurs

Si A—>B Alors A — (V xB)

s'll n'y a pas d'occurrence libre de x dans A

Exemple 3Ix p(x,y) — 3y p(y,x) alors

ET
Si A—>B Alors (3xA)—>B

s'il n'y a pas d'occurrence libre de x dans B

Exemple VX p(X,y) — 3y p(y,x) alors



Equivalences relatives aux quantificateurs

Ce sont les principes de base pour pouvoir mettre en forme normale.

Fermeture universelle : soit A sans occurrence libre de x. Alors
|-A ssi |-V XxXA.

 Fermeture existentielle : soit A sans occurrence libre de x. Alors
A est satisfiable ssi 3 x A est satisfiable.

« Quantification repétée : |- (Q; X Q, XA) & Q, XA

* Quantification sans variable libre :
soit A sans occurrence libre de x. Alors
|- (QxA) <A
|- (A){x\t}<> A



Renommage :

* - (Q@XA) & (QYyANXY}
 Les deux cas ou la distribution est possible
|- (V xA) A (V XxB) <> V x (A A B)
|-(dxA)v(dxB)<«<>dx(AvB)
 Elargissement de la portée des quantificateurs :
soit B sans occurrence libre de x. Alors
F( QXA AB QXx(AAB)
F(QxA)vBo Qx(AvB)



Formes normales

1) Forme normale préenexe

Deéfinition (forme normale prénexe).
A est en forme normale préenexe si elle est de la

forme Qx; ... Qx, B, ou B est une formule sans
quantificateurs.

* La suite des quantificateurs est appelée prefixe,
« B est appeléee matrice.



Algorithme de mise en forme normale prénexe
entree : une formule A
sortie : une formule en forme normale prénexe
début
eliminer —; <>, FALSE —;
appliquer autant que possible les équivalences
suivantes, dans n'importe quel ordre
—— A=A ;
—(AvB)2z=—AA-B; -(AAB)=z—-Av—-B ;
—(VXxA) = dx—=A ; —(dxA) =2Vx-A



tant qu’ il existe une sous-formule Q x B
telle que x apparait en dehors de B dans A faire

remplacer Q x B par Q y (B){x\y},
(y est une nouvelle variable n'apparaissant pas dans A) ;

fin tant que;

appllquer autant que possible les équivalences suivantes,
dans n'importe quel ordre

(QXA)AB2zQX(AAB) ; (QxA)vB=zQx(AvB)
AAr(QxB)zQX(AAB) ; Av(QxB)zQx(Av B)

FIn



Exemple

Mettre sous forme prénexe les formules
suivantes :

* Ix(p(x)->Vxplx))
* —lpx)->((Fyalxy) A3yriy))



Forme normale de Skolem

Deéfinition (forme normale de Skolem).
Une formule est en forme normale de Skolem

v" sl elle est en forme normale prénexe et
v ne contient pas de quantificateur existentiel.



Algorithme de mise en forme normale de Skolem
entreée : une formule A
sortie : une formule en forme normale de Skolem
début
- mettre A en forme normale prénexe ;
- pour tout quantificateur existentiel 3 x apparaissant dans faire
* appliquer la substitution {x\f(x,,...,x,)} a la matrice de A,
(Xq,---X,, SONt dans la portée des quantificateurs universels
précedant 3 x dans le prefixe de A et f est une nouvelle
fonction qui n'a pas encore éeté utilisée)
* supprimer 3 x du préfixe de A
fin pour tout
fin
Remarqgue. Si n = 0 on substitue par une constante.



Exemple

Soit la formule
JuVx3adyVzat(p(x)Aaqly) Ar(xzt) As(y) Ak(u))



Forme normale clausale

Deéfinition (forme normale clausale).

Une formule est en forme normale clausale si elle
est

v en forme normale de Skolem,

v’ fermée et

v sa matrice est en forme normale conjonctive
propositionnelle (conjonction de disjonction(s))



Algorithme de mise en forme normale clausale

entree : une formule A

sortie : une formule en forme normale clausale
début

pour tout variable x apparaissant libre dans A faire

fermer A existentiellement : remplacer Apar 3 X A

fin pour

mettre A en forme normale de Skolem ;

mettre la matrice de A en forme normale conjonctive
fin



Exemple :
Soit la formule V x3vy ( (p(x) A q(x,y)) v r(z))

20.10.24 ﬁne {,eracfa &mcﬂme Ouidad Iczgz}[ue (Cfa&&'yue (c%rtz'e 2)

39



Notation.

» Comme toute variable est quantifiée
universellement, on peut éliminer le préfixe.

» Avec les mémes définitions de litteral et clause
gu'en logique propositionnelle, on peut
appliquer la méme convention notationnelle :
une formule est représentée par un ensemble
de clauses.



demonstration automatique

L "unification
Définition (unificateur)
Une substitution s unifie deux termes si elle les
rend identiques :
s unifie tet t' si (t)s = (t')s.

Un unificateur d'un ensemble fini d'équations

entre termes E = {t,=t', , ..., t,=t' } est une
substitution qui unifie jIes deux termes de chagque

equation



Exemple d'unificateur
Soit E = {x=f1(y) , y=z2}.

Un unificateur de E est s = {x\f(a) , y\a, z\a}.



Définition (équations résolues).
Un ensemble d'équations E est résolu si

 toutes les parties gauches des équations sont des variables
» chaque variable apparait au plus une fois dans E (en partie gauche)

* 1l ny apas de substitutions interdites (constante\ ?, X\f(X), fonction\ ?)
dans E

Soit E={x=t;, .., %=t}
un ensemble d'équations resolu.

La substitution associé a E est
S = XMy 4 e X\



Remarque.
Soit E={x;=t;,..,x=t}
un ensemble d'équations E est dit résolu, si

pour tout x\t dans s :
* X N'apparait pas dans t
 sitcontient uny, alors i1l n'y a pas d'autre y\t' dans s.

Alors on a en particulier
S est I'upg (unificateur le plus général) de E.



Algorithme d'unification
entrée : un ensemble fini E d'équations entre termes
sortie : ou bien échec, ou bien un upg de E
début
tant que E n'est pas résolu faire
choisir une équation de E ;
appliquer une des regles suivantes a cette équation :
si elle est de la forme t =t alors la supprimer
si elle est de la forme f(t,,...,t,) = g(t';,...,t',,) et f et g sont différentes alors échec
si elle est de la forme f(t,,...,t)) = f(t',...,t",) alors
la remplacer par n équations t, =t';, ... ,t, =t
si elle est de la forme t = x et t n'est pas une variable alors la remplacer par x =t
si elle est de la forme x =t et x apparait dans t alors échec
si elle est de la forme x =t et X n'apparait pas dans t alors
remplacer x par t partout ailleurs dans E
fin tant que ;
rendre la substitution s; associe a E
fin



Exemple: Soit {x=g(y) , f(x)=z , y=a}.

* remplacement y\a :
{x=9(a) , f(x)=z , y=a}

* remplacement x\g(a) :
{x=g(a) , 1(9(a))=z , y=a}

* Inversion de f(g(a))=z :
1x=g(a) , z=1(9(a)) , y=a}

 L'upg associeé est donc :
{x\g(a) , z\f(g(a)) , y\a}



Théoreme

S1 un ensemble de termes est unifiable alors
I'algorithme calcule leur upg, sinon Il s'arréte
sur echec.

Exemple

Donner I’ upg (s'il existe) des deux formules
sulvantes :

Al - qlx, 1(x), 1(i(x)))  A2:q(t(f(y)), y, T(y))



La méthode de resolution

Définition (résolvante).
Soient C et C' deux clauses telles que

C={p(t,...t)3UD
C = {-p(ty -t} UD

S’il existe un upg s = {t,\t", , ..., t\t' }

(apres avoir éventuellement renomme les variables
d'une des deux clauses)

Alors (D U D")s est une résolvante de C et C".



Exemple.
Soient les deux clauses

C ={p(x.f(y)) . a(x,y.2)}
D = {_'p(y1u) 1 _'pl(y) ’ pZ(h(u’y))}

Donner la résolvante des deux clauses C et D



définition (facteur).

Soit C une clause telle que
C ={p(ty,....,tn),p(t',...t )y U D, ou
C={-p(ty....t),=p(ty,...t)} UD,

et il existe upg s = {t,\t",, ..., t\t'}

(apres avoir eventuellement renomme les
variables d'une des deux clauses)

Alors (C)s est un facteur de C.



Exemple.
Soit la clause

C ={-px.a), —p(f(y)y) , a(y.2)}.
On appligue I'algorithme d'unification a

{x=1(y) , a=y}, qui rend un unificateur le plus
general s ={x\f(a), y\a}.

Alors on applique s a C : Un facteur de C est
donc :

(C)s = 1p(f(a).a) , a(a,z)}



Définition (réfutation).
Une réfutation des clauses C,,...,C,, est une liste finie de
clauses (D, ... ,D,) telle que

D, est la clause vide
pouri =1, ..,n, laclause D, est
v soit égale a une des clauses C;
v soitelle est résolvante de deux clauses D;, D,
précédant D; dans la liste
v soit elle est facteur d'une clause D; précédant D;
dans la liste



Corollaire.
Pour savoir si une formule donnée A est valide en
logique des predicats, il suffit de

* Nier A: A'=—-A

* mettre A'en forme normale clausale ;

* répéter la production de résolvantes et facteurs jusqu'a
ce que
— ou bien la clause vide est produite

— ou bien il n'est plus possible de produire des clauses
nouvelles

v si la clause vide est produite alors aest valide ;

v S’ il n'est plus possible de produire des clauses
nouvelles alors A n'est pas valide



Soient la formule logique ci-dessous, Est elle
valide.

Vx. 3y (R(x, y) A (VzR(x, z) 2 (z=y VR(y, z))))



Clauses de Horn
Définition (clause de Horn):

» Une clause de Horn est une clause dont au
plus un littéral positif.

Dans le cas ou la clause a exactement un atome
positif, (Av—A1lv—-A2v...v—An)

on parle de clause définie et on la note:

A< Al,A2,...,An
ou les Al1,A2, ... ,An, Asont des formules atomiques



Deéfinition (fait, regle, programme logique, question).
v Un fait est un littéral positif.
v Une régle est une clause avec un littéral

positif et au moins un litteral negatif (elle est donc de

la forme {p, —p4, ..., 7P}, avecn>0)

v Un programme logique est une liste de faits et regles.

v Une guestion est une clause sans littéral positif.



Deéfinition (reponse).

Soit
P un programme logique, et
C une question.
Alors une substitution s est une réponse ssi
P U {(C)s} est insatisfiable



Exemple
Soit le programme logique
P={
{pere(a,b)},
{pere(a,c)},
{pere(d,a)},
{fils(x,y) , —pere(y,x)} }
Soit la question {—fils(z,a)}.

Alors les substitutions {z\b} et {z\c} sont des
réponses.




Sachant que :

—un oncle est soit le frere d’une mere, soit le frere
d’un pere ;

— Farid est I’oncle de Yakoub ;

— Bachir est le pere de Yakoub ;
Radia est la mere de Yakoub ;

— Bachir n’a pas de frere ;

Deéduire par la méthode de résolution le nom du
frere de radia.



Exercicel

On considere les propositions suivantes :

P1 Tout crime a un auteur

P2 Seuls les gens malhonnétes commettent des crimes

P3 On n’arréte que les gens malhonnétes

P4 Les gens malhonnétes arrétés ne commettent pas de crimes
P5 Des crimes se produisent

On voudrait en déduire :

Q Il y a des gens malhonnétes en liberté




Exercice?

Soit I’énonceé

1. Les personnes qui ont la grippe A doivent prendre du Tamiflu.

2. Les personnes qui ont de la fievre et qui toussent ont la grippe A.
3. Ceux qui ont une température supérieure a 38° ont de la fievre.
4. Mourad tousse et a une température supérieure a 38

5. Mourad doit prendre du Tamiflu.

Questions

Modélisez en logique du premier ordre 1’énoncé ci-dessus en utilisant les prédicats
suivants :

e grippe(X) : x a la grippe A. e prendre(X, y) : X doit prendre y.
* fievre(x) : x a de la fiévre. * tousse(X) : X tousse.
» temp(x, t) : x a la température t. * sup(X, y) : X est supérieur ay.

On utilisera les constantes 38, Mourad et Tamiflu.

Prouvez a1’aide de la méthode de résolution que la derniere affirmation est une
conséquence des autres



