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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la troisiéme année Licence Physique, conformé-
ment au programme national. Il fournit un cours simple, riche aux notions de base et illustré
par des exercices d’applications corrigés pour faciliter la compréhension et le savoir-faire.

L’objectif de ce cours et d’approfondir les concepts de base et se familiariser avec les outils
mathématiques de la mécanique quantique. Il comporte les chapitres suivants :

1) Un rappel sur les systémes quantiques unidimensionnels.

2) Les moments cinétiques en mécanique quantique.

3) Le potentiel central.

4) La théorie de perturbation.

5) Les particules identiques.

6) Initiation a la thérie de la diffusion.

Ces chapitres sont suivis par des exercices proposés pour bien maitriser les concepts essentiels
du cours.

Enfin, je propose quelques références utiles

1) Albert Messiah, Mécanique quantique, Tome 1 et 2, Editeur : Dunod

2) L. Landau et E. Lifchitz, Mécanique Quantique, Editions Mir.

3) Nouredine Zettili, Qunatum mechanics : Concepts and applications. Wiley 2nd edition.

Mots-clés : Mécanique quantique, Moments cinétiques, Perturbation, Potential central, Par-

ticules identiques, Diffusion.
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Chapitre 1

Etude quantique de quelques systémes

unidimensionnels (rappels)

1.1 Introduction

L’équation de Schrodinger décrivant la dynamique d’une particule de masse m dans un

potentiel unidimensionnel indépendant du temps V' () est donnée par

S (@) +V (@)9 (@) = B (2) (L)

Les solutions de cette équation donnent les valeurs propres d’énergie autorisées F, et les
fonctions d’onde correspondantes 1, (). Pour résoudre cette équation différentielle aux dérivées
partielles, il faut spécifier le potentiel V' () ainsi que les conditions aux limites.

On se limitera & des formes de potentiel trés simplifiées afin de pouvoir résoudre sans diffi-

culté I'équation de Schrodinger comme le saut de potentiel et la barriére de potentiel.

1.2 Saut de potentiel

Il est défini par
0 si <0 région I
V(z) = (xégion ) (1.2)
Vo si x>0 (région II)
L’énergie E de la particule doit étre positive afin que 'onde incidente soit une onde de
propagation. On supposera que la particule vient du coté négatif de ’axe des abscisses x. Nous

allons distinguer deux cas : £ > Vy et £ < V4.
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a) B>V,
¥ (x)
S [ E
"o
BE—H:]I
e — Cei'kzx
Aeiklx *
- i-
0
i) Région z < 0 : I’équation de Schrodinger s’écrit
P
2y (2) = By (2) (13)
avec p = %8% c’est-a-dire
0%y, (2)
&IEQ + kY (r) =0 (14)
oll on a posé T—QE = k?. La solution générale est alors donnée par
Y; (z) = Ae™®  Bemihi® (1.5)

ikix

L’onde incidente est représentée par le terme e’ et qui correspond a une onde plane allant

de gauche vers la droite. Lorsque la particule arrive en = = 0, elle peut soit étre réfléchie, soit
—ik1x

étre transmise. L’onde réfléchie est représentée par le terme e

ii) Région = > 0 : 'équation de Schrodinger s’écrit

2
p
%¢11 (@) + Vo (x) = Evyy (2), (1.6)
c’est-a-dire ,
0V (x
TOul®) 4 by ) =0, (17)
T
avec 2 ) — 12 La solution générale est

Uy () = Ce™** 4 Dethe, (1.8)

Le premier terme en e*2* correspond & une onde plane allant de gauche vers la droite : il
représente donc l'onde transmise. Par contre le second terme représente une onde venant de
~+oo allant vers la gauche. Comme nous n’avons pas de particule qui provient dans ce sens, nous

poserons D = 0, la solution précédente se réduit a

Y () = Ce'tet (1.9)
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Conditions aux limites : La fonction 1 (x) et sa premiere dérivée 1'(z) doivent étre

continues en x = 0. C’est-a-dire

Yr(07) = (0%) o A+B=C

U7 (07) = ¢7,(07) A-B=1C

d’ou on tire les rapports

A Ttk O A Fi+ ks

Nous montrons ( exercice ) que le courant de Schrédinger a une dimension est donné par

jo ( o ) (1.10)

ZZm

B_k—k  C_ 2

le courant incident

i h * dwmc d ;‘nc tkiz
Jine = m (¢ - ¢ w ) ) ,Ivbinc = Ae g

27/ mc d mnc dm
i (iky |A]? + ik |A])

_ @| |2

- m

le courant réfléchi

h d * .
jr = 5= ( : wT dwr) ) wr = Beilklx
dx

2im " dx
_ (—iky |B|> — iky | B| )
2im

le courant transmis

h d d ,
Je = (wt id — wt) L = Ot

%im

zg_wﬂﬁ+%wﬁ

==l
Le coefficient (la probabilité) de réfléxion s’exprime par

L

B> |BJ?
: u = ‘— (1.11)
jz’nc

|Al”
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c-a-d

2
R— /{?1—/{32 2_ 1- _% (112)
a k1—|—]€2 B W . '

1+ 1o

Le coefficient de transmission est

T |d| ke Q:@( 2ky )2
Jine ki | A ki \ki+ko)
c-a-d
7 Akiks (1.13)
(k1 + k2)* '

On remarque que
R+T=1 (1.14)

Dans une situation analogue en mécanique classique, la particule serait toujours transmise,
alors qu’en mécanique quantique elle a une probabilité non nulle d’étre réfléchie.
b) E<Vj:

i) Région z < 0 : 'équation de Schrodinger reste la méme, c-a-d la solution est toujours
Yy (z) = Ae™1® 4 Be~the (1.15)

ii) Région = > 0 : I’équation de Schrodinger s’écrit dans ce cas

2
POl s () =0 (1.16)

avec 2m (Vo — E) /h? = k2 et donc la solution générale est
wll (ZL’) — Cekgfﬂ + De—kzw (1.]_7)

L’exponentielle e*2* diverge et ne représente donc pas une solution physique. On doit poser

C = 0. La solution dans cette region est
V() = De~t2t

Y (x) — 0 alinfini; c’est une onde évanescente. Il n’y a pas d’onde transmise. Les condi-

tions aux limites s’écrivent

¥;(07) =9, (07) N A+B=D
Y7(07) = 47, (07) A—B=i2D
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d’ol on tire le rapport

B ki —iks
—_ = 1.18
Ak + ik (1.18)
Le coefficient (la probabilité) de réfléxion s’exprime par
o = || [Bf _|heikp
Jine A k’l + ZkQ

o (119)

Remarque : le coefficient de réfléxion R dépend de la valeur de E par rapport a V;

1 si E<V

R= AR 1.20
(—1 V2 5) i E>V, (1.20)
I4+4/1-52

1.3 Barriere de potentiel

La barriére de potentiel est définie par

0 si x <0 (régionI)
V(z) = Vo si 0<z<a (région II)
0 si x>a (région III)

Du point de vu de la physique classique : la traversée de la barriére est possible si £ > V4.
Par contre pour E < Vg, il est impossible. Qu’en est il en mécanique quantique ? Pour fixer les

idées, on va considérer uniquement le cas £ < V.

i) Région (I) = < 0 : comme dans le cas du saut de potentiel, la solution de 'équation de

Schrodinger dans cette région est

Y; (z) = Ae™®  Bemihi® (1.21)

2mE 1.2
=k

avec



1.3 Barriére de potentiel

10
ii) Région (II) 0 < 2 < a : 'équation de Schrodinger s’écrit
0, (x
D |y (@) = By (@)
sa solution est
Yy (2) = CeM™ 4 Deke® (1.22)
ou2m (Vo — E) /h? = k3.
iii) Région (III) x > a : la solution est
Ypp () = Fe'™1? 4+ Gem™ae (1.23)

Comme on n’a pas d’onde venant de +oo allant vers la gauche (il y pas d’obstacle & +00)
on pose G = 0.

Conditions aux limites : () et ¢)'(x) doivent étre continues en z = 0 et = = a.

Continuité en z =0 :

¥;(0) = ¢ ,(0) N A+B=C+D | (1.2
SO = | im@A-B=C-D

ainsi on peut obtenir C' et D en fonction de A et B
1 Ky K

C=-1|(1 — ] A 1—i— | B 1.25
2 [(+) 4+ (1) 7] a2
1 Ky K

D=—||[1—-i—|A 1 — | B 1.2
(=) e (o) 7] 120

Yri(a) = Yr(a)
¢}I<a) = @//Hl(a)

Continuité en x = a :

ce qui donne

Cvekga +De—k2a Fezkla

kyCek2e — [y De k20 iky Fetfre

remplagons (1.25) et (1.26) dans (1.27) et (1.28) on obtient
.kl koa ~k1 —koa
{(1+2k—2>6 +(1 Zk—2>6 A
+(1- z@ ek2e 4 (1 + z‘ﬁ e Rt B = oF¢ih1a
ko k
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ky
() e (- @—> o}
k ko
+ { (1 - zk—;) ek _ (1 +i— > ’fza} Qik—:FeZkla

et

On pourra ainsi déterminer les rapports = E et par suite calculer les coefficients de
réfléxion et de transmission, on obtient (exerc1ce)
po || _|B 2 1
B jinc B A B 1 4kik;

(K2+42)” sinh?(k2a)

' F| 1
T = _jt =|—=| = = avec R+ 1 = 1.
Jine A L (k3+k3)" sinh? (k2a)

4K2K2
On remarque ici que méme pour E < Vj, la particule & une certaine probabilité d’étre

transmise, ce qui est contraire & la physique classique. Ce phénomeéne est appelé effet tunnel.

1.4  Oscillateur harmonique a une dimension

Considérons une particule de masse m soumise & un oscillateur harmonique de fréquence w

dont ’hamiltonien est

2
P 1
= — + —mw’z?
2m 2
introduisons 'opérateur de création
mw

7
T — 1.29
o7 TN (1.29)

et son transposé, 'opérateur d’annihilation

mw 7
=4/ + 1.30
2h ’ v/ 2mﬁwp ( )

l’opérateur nombre de particules N = a™a est donc

N—( mwx_ i )( mww_i_ i )
N 2h 2mhwp 2h thwp
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Donc

M?:m4N+§)

(1.31)

La recherche des valeurs propres de I’Hamiltonien H se réduit donc a la recherche de valeurs

propres A et les vecteurs propres |\) de N

NA) = A1) (1.32)

+

L’opérateur N est hermitique puisque N = (aTa)” = ata donc les valeurs propres A de

N sont réelles

N =A= NN = (Aata|\) (1.33)

le bras (| a™ est le transposé de a |\) donc A représente la norme (positive ou nulle) du vecteur

alA)

A= lla[N][=0 (1.34)

si A = 0, alors suivant (1.34) la norme ||a|0)|| = 0. Ainsi

al0) =0 (1.35)

Utilisons les relations (1.29) et (1.30), on peut montrer (exercice) :
[a,a"] =aa® —ata=1

Cela donne les relations suivantes

Na = (a+a)a: (aa+—1)a:aa+a—a
:a(a+a—1)

= Na=a(N—1) (1.36)

ce qui correspond & la relation de commutation

de méme pour 'opérateur de création :
Na* =a" (aa*) =a® (aTa+1) =a" (N +1)
ce qui correspond & la relation de commutation

[N,a*] =a*
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Appliquons maintenant la realation (1.36) au vecteur |)), il vient

N(a[A) =a(N=1)]A) =a(A=1)[N)
N(alA) = (A =1)(alN) (1.37)

ainsi le vecteur a [\) est un vecteur propre de N avec la valeur propre (A — 1). D’autre part,
on a

NA-D=A-1rA=1) (1.38)

Comparons (1.37) et (1.38), on obtient
alA) =clA—-1) (1.39)
or (A |X) =4, on peut écrire alors
Alatal\) = (N =1|cte|A—=1) = |¢)? (1.40)

de (1.34) et (1.40), on déduit
c=VA

la relation (1.39) s’écrit donc comme

al\) =VAIN=1) (1.41)

Alors

a2\ =aaN) =Via]A—1) = /AN =1)[A=2)

a" N =VAA=1) . AN =n+1)|A—n)
Supposons que a™ |A) # 0. Ainsi, on remarque tout de suite que
N (a"|A)) = (A =n) (a" [N)) (1.42)

alors a” |\) est un vecteur propre de N avec la valeur propre A — n. Mais A —n < 0 pour
A < n, ce qui contredit notre résultat précédent selon lequel la valeur propre de N doit étre un
nombre réel non négatif. Par conséquent, pour un A donné, il doit exister un entier n tel que

a™ [\) # 0 mais "™ [A) = 0 ou n € N. C'est-a-dire

alA—n)=0=A—n=0=>A=n
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En d’autres termes, les valeurs propres autorisées de N sont les entiers non négatifs n =

0,1,2,.... On montre d’'une fagon analogue (exercice)

at|n) =+vn—+1|n+1) (1.43)

Le spectre d’énergie est obtenu d’aprés (1.31)
1
H|n):hw<N—|—§> In) = E, |n)

= Bn=hw(n+3)] (1.44)

Les fonctions propres se déduisent les une des autres par application de l'opérateur de

création a™ ou 'opérateur d’annihilation a

10)
1) = a™|0)
Loy b at)?
|2>=Ea |1>—ﬁ( )" 10)
n) = 7 (a*)"|0) (1.45)

Les valeurs propres de NN constituent une base compléte dans laquelle nous pouvons re-
présenter 1'oscillateur harmonique; ceci est la représentation du nombre d’occupation { N} ou

I’espace de Fock engendré par les vecteurs |n) états propres de N avec

Nin)=n|n), n=0,1,2,...
(n[n') = dnm

2o ) (nf=1
1.5 Exercices

Exercice 01

Soit une particule qui se déplace sur I'axe des z. L’état quantique de cette particule est
caractérisé par une fonction d’onde ¢ (z,1).

i) Rappeler le postulat de Born donnant la probabilité dP que la particule se trouve dans
I'intervalle [z, x + dz] & 'instant ¢. En déduire la dimension de v (z,t). Interpréter la propriété

[P da = 1.
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ii) Quelle est la signification physique de p = |1 (x,t)|* ?
iii) A partir de ’équation de Schrédinger

montrer I’équation de conservation de la probabilité de présence

9p
ot

+divj =0
ol 7 est le courant de probabilité qu’on déterminera.

iv) On cherche des états d’énergie stationnaire £ de la forme ¢ (z,t) = ¢ (z) f(t). Détermi-
ner I’équation de Schrodinger indépendante du temps vérifiée par ¢ (x) et la forme générale de
¥ (z,t). Que peut-on dire de la probabilité de présence dP ?

v) On définit une particule libre comme une particule de masse m, d’impulsion J’ et d’énergie
E = p?/2m > 0 évoluant dans une région d’énergie potentielle V' (x) nulle. Déterminer la
solution générale de I’équation de Schrédinger indépendante du temps pour une particule libre.

vi) Montrer que sa fonction d’onde 1 (x, t) est la somme de deux ondes planes se propageant
en sens inverse.

v) Définir le vecteur d’onde ? que ’on peut associer a cette particule. Déterminer la relation
entre P et % Comment s’appelle cette relation ?

Exercice 02

On considére une particule de masse m piégée dans un puits de potentiel. On suppose que
le potentiel est nul pour 0 < z < a et infini (trés grand), pour = < 0 et pour x > a.

1) Montrer la condition d’existence d’ondes stationnaires

ou A est la longueur d’onde.

2) Montrer que les niveaux d’énergie sont donnés par 1’expression

R*r?
n°, n=12,..

E, =
2ma?

Exercice 03 (Mines ponts/2016 adapté)
Une particule d’énergie F arrive d’une région (I) définie par x < 0 et dans laquelle son
énergie potentielle est V' (z) = 0. Il est susceptible également de se trouver soit dans une région

(IT) telle que 0 < z < a ou régne une énergie potentielle V' (z) = V4 ou bien dans une région
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(III) définie par x > a, dans laquelle V' (z) = 0 (voir figure). On supposera que 0 < E < Vj et

I’on cherche des états stationnaires d’énergie F.

(@)

1) Rappeler briévement ce que serait le comportement de cette particule s’il était régi par
la mécanique classique.

2) Déterminer la forme générale de la solution de I’équation de Schrodinger indépendante
du temps dans la région (I) et (III).

3) Déterminer la forme générale de la solution de I’équation de Schrodinger indépendante
du temps dans la région (IT). On posera ¢ = \/2m(V — E)/h.

4) Ecrire les conditions de continuité de la fonction d’onde en = = 0 et © = a permettant
d’écrire un systéme de 4 équations dont les 5 inconnues sont les constantes d’intégration des
questions 2) et 3).

5) Quelle derniére hypotheése permet de définir complétement la fonction d’onde ?

6) Déterminer les courants de probabilité dans les régions (I) et (III) en fonction des
constantes d’intégrations de la question 2). En déduire les coefficients de réflexion R et de trans-
mission 1" caractérisant cette barriére d’énergie potentielle en fonction de ces mémes constantes.

7) Montrer que

1
T =

v .
1 + m Sll’lh2 (qa)

8) On consiére que la particule est un électron de masse m, = 9,11 x 1073 kg et d’énergie
E = 1,00 eV évoluant dans le potentiel décrit sur la figure (1) avec V5 = 2,00 eV. Remplir le

tableau suivant

a (nm) 0,5 1 2

qa
T

9) Définir ce que 'on appelle une barriére d’énergie potentielle épaisse et montrer que dans
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ce cas

T~ Ty (E,Vy)e 2

ou l'on précisera l'expression de Ty (E, Vp). En étudiant les variations de Ty (E, Vp) pour 0 <

E < Vj, déduire que pour une barriére épaisse, I’on peut écrire
In (T) ~ —2qa.

Exercice 04 (Mines ponts/2016 adapté)
La radioactivité « est I’émission de noyaux d’hélium 4, appelés particules «, par des noyaux

atomiques lourds (généralement tels que Z > 82), selon la réaction
AX — iHe + 47ty

dans laquelle A représente le nombre de nucléons (protons et neutrons) et Z le nombre de
protons du noyau X. George Gamow fut le premier en 1928 & interpréter la radioactivité «
grace a l'effet tunnel. Il considéra que le noyau X était constitué au préalable de la particule
a et du noyau Y. L’énergie potentielle V(z) d’interaction entre ces deux particules est une

fonction de la distance x qui les sépare dont l'allure est représentée sur la figure

M)

r
oy

O L'

- pour des grandes valeurs de z, cette énergie potentielle correspond a la répulsion électro-
statique, et présente donc un profil coulombien de la forme K /4meqx .

- pour x < xg, les interactions nucléaires attractives interviennent et I’énergie potentielle
est un puits trés profond.

- pour l'uranium 238 : Z = 92 et 2o = 3,50 x 107! m. La mesure de 1'énergie E des
particules v émises par ce noyau donne une valeur proche de 4,00 MeV.

1) i) Déterminer I’expression de la constante K en fonction de Z et de la charge élémentaire
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e=1,61x107% C.

ii) En déduire la hauteur V4 de la barriére d’énergie potentielle a franchir.

iii) Calculer la distance x,, a laquelle ’énergie potentielle coulombienne est égale a F.

iv) Donner un ordre de grandeur de la largeur de la barriére d’énergie potentielle a franchir.
Peut-on considérer que la barriére est épaisse ?

On donne la masse de la particule a, m, = 6,64 x 1077 kg et on rappelle que —— =

4reg
8,98 x 10° SL.

2) Etant donné que la barriére d’énergie potentielle n’a pas la forme simple de celle étudiée

dans 'exercice (3) (on ne peut donc plus utiliser directement I’approximation de 7" obtenue a
la question 9) . Pour x > x, on peut cependant approcher la fonction V' (z) par une succession
de barriéres rectangulaires de hauteur V' (z) et de largeur dz (voir figure) suffisamment épaisse

pour pouvoir utiliser I’approximation.

— Approximation de V()

1T

aTp€— 3 e dar —>I'm

/

W=

3) En généralisant le résultat obtenu pour 7' en fonction de Tj, déterminer T'(x + dx) en
fonction de T'(z), q et dz. En considérant, pour simplifier la suite du calcul, que gdzr << 1.

i) Etablir la relation

ln(T)%—%/ \/2ma <ﬁ—E>dm
To

On admettra que

/ Ve - e xa, (3-2,/2)
zo

ii) En déduire la loi de Gamow-Condon-Gurney, valable pour S << 1

Dans laquelle on exprimera a et b en fonction des données du probléme.



Chapitre 2

Moments cinétiques en mécanique

quantique

2.1 Introduction

En mécanique quantique, le moment cinétique est un opérateur vectoriel dont les trois com-
posantes ont des relations de commutation bien définies. Cet opérateur est ’analogue quantique
du vecteur moment cinétique classique. Il joue un role central dans la théorie de la physique
atomique et moléculaire et d’autres problémes quantiques impliquant la symétrie rotationnelle.
Le moment cinétique avec 'impulsion et I’énergie constituent les trois propriétés fondamentales

du mouvement.

2.2 Moment cinétique orbital

%
En mécanique classique : le moment cinétique orbital L d’une particule est défini par

I’expression
L=7AT7 (2.1)
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les composantes x; et p; avec @ = 1,2, 3 vérifient le crochet de Poisson suivant

0 si 1#]

1 st 1=

{wi,p;} = 0i5 ou 65 = (le symbole de Kronecker)
avec les notations z1 =, zo =y, v3 =2 et D1 =ps, D2 =Py, D3 =D:

H
En mécanique quantique : 'opérateur moment cinétique orbital L est défini comme 1'opé-

—

A G gy = ns , - .
rateur vectoriel L = " A p avec p = 3 V. En coordonnées cartésiennes, il a les composantes

i

avec

ﬁy = Aﬁx - jﬁz (2'2)

ou les opérateurs ; et p; vérifient au lieu de crochet de Poisson le commutateur

A partir de maintenant, on va omettre de mettre les chapeaux sur les opérateurs pour
simplifier ’écriture.
On peut montrer d’aprés (2.2) et (2.3) que les composantes L,, L, et L, obéissent aux

relations de commutation cycliques

(Lo, L,) = ihL.
[L,,L.] = ihL, (2.4)
(L., L) = ihL,

en effet,

Ly, Ly| = [yp. — 2py, 20e — D] = [YD=, 2Dz) — (Y2, TD-] — [2Dy, 2Da) + [2Dy, D2

=y [p., 2| ps + 2 [2, . py = th (xp, — yp,) = thL,

on peut montrer aussi que le carré du moment orbital L? = L2 + L12/ + L? commute avec toutes

H
les composantes de L (exercice)

(L7, L] = [L* L,] = [L*, L.] =0 (2.5)
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Remarque : on peut représenter le moment orbital en coordonnées sphériques (r, 6, ), en

particulier nous pouvons montrer que les opérateurs L? et L, s’écrivent

h 0
L,=—— 2.6
P00 (2.6)
0? 1 0 1 0?
L’=-1n(—=5 — 2.7
<ae2 T ang06 s (0) a@) (2.7)
Valeurs propres de L? et L, et harmoniques sphériques
Les équations aux valeurs propres de L? et L, sont
L2Y[™ (0,¢) = ah®Y{" (8, ) (2.8)
LY (0.¢) = bhY;™ (0, ¢) (2.9)

le moment cinétique orbital a la dimension de h et les constantes a et b sont sans dimensions.

On peut montrer que

a=0((+1) ou £=0,1,2,..
b=m ou m=0,+1,£2, ....

les fonctions propres Y;” (6, ) sont appelées harmoniques sphériques. Elles sont données par

I’expression

Y, (0,0)=(—1)" \/(%4—7’; (:lg)f;)T)'Pﬁ (cos @) ™7, (2.10)

m| <l —0<m</

ot PJ" (cos @) est le polynome de Legendre associé défini par

. ml/2 diml
Py () = (1—a%)"™ T (Pe (@) Im] <
1 d ¢

Calculons par exemple la premiére fonction Y7 (6, ¢) :

YO (6, ) = (-1)° @p@ (cos ) c°

x =cosf = Py (cosf) = P () = Py () (x2—1)0:1

~ 200!
1

YVOO (9790) = E
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de méme pour Y (0, )

Y2 (0,0) = (~1)° \/<2 Hd )0) Py (cos®), x=cosf

3
— /= PY( ,/ P ( ,/
e aC) 1 de
3 3
=4\/—x =1/-—cosf
4 m

on obtient également les fonctions Y= (6, ¢) comme

120,00 =y L e

Quelques propriétés des harmoniques sphériques

i) La normalisation

2T ™ %
/ / [Yg,”’ @ go)} Y™ (0, ) sin 0d0dp = 64,06, (2.11)
0 0

ii) Toute fonction f (6, ¢) a carré integrable peut étre développée d'une fagon unique sur les

harmoniques sphériques .
FO.0)=>"3" aY"(0,0) (2.12)
iii) les Y™ (0, ) vérifient la relation _
Y (0,0) = (1) Y™ (6, 0))" (2.13)
En notation de Dirac, on peut écrire les Y™ (6, ¢) comme suit
Y™ (0, 0) = (0, ¢l £, m) (2.14)

les relations de complétude et normalisation sont notées comme

e L

DN Jem)em| =1 (2.15)
<€,, m'\ g, m) = 5g/,g(5m/7m (2.16)

|¢,m) est un ket propre de L? et L. donc on écrit également

L? |6, m) = R (0 + 1) ¢, m) (2.17)
L, |¢,m) = hml|l,m) (2.18)
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Les Opérateurs d’échelle L et L_

Il est utile de définir les opérateurs d’échelle L, et L_, adjoints I'un de I’autre

Ly =L,+iL, (2.19)
L_=L,—ilL, (2.20)

En coordonnées sphériques ces deux opérateurs s’écrivent

- 0 0
= het™ [ +— +4 —
Ly =he <ﬂ: 5 + i cot Q&p) (2.21)

leurs actions sur les Y,™ (0, ¢) sont

LY/ (60, 0) = /T + 1) — m (m £ Y"1 (6,0) (2.22)

on écrit aussi en notation de Dirac

Lill,m)=T\C(l+1)—m(m*1)|t,m=£1) (2.23)

notons ici que les kets |[¢,m) ne sont pas kets propres de L.
Ezercice : Vérifier que

1

L = 3 [L,L_+L_ L]+ L?
[Ly,L_]=2hL,
[L.,Ly] = +hLy

2.3 Moment cinétique de spin

Le moment cinétique de spin est une forme intrinséque propre a la particule qui n’a pas
d’équivalent classique. L’existence de spin des particules est déduite de I'expérience telle que
I’expérience de Stern et Gerlach. Il est donc soumis aux mémes lois générales qui régissent tout
autre moment cinétique quantique, tel que, par exemple, le moment cinétique orbital. Le spin
est représenté généralement par 'opérateur hermitien E) de composantes 5,5, et S,. Il existe
pour l'opérateur spin une base de vecteurs propres notés |s,m) , ol s est entier ou demi-entier

positif, et m est un entier ou demi-entier prenant 1’'une des 2s + 1 valeurs —s < m, < s tels que

S%|s,m) = h*s(s+1)|s,m)

S.|s,m) = hm|s,m)



2.4 Théorie générale des moments cinétiques 24

Le nombre s est un nombre quantique, qui est aussi appelé le spin. Toutes les particules

connues ont un nombre quantique de spin compris entre 0 et 2. C’est en particulier le cas des

particules élémentaires.
s = 1/2 : I’électron, le positron, les neutrinos, les quarks, etc. ;

s =1 : le photon.
s = 2 : le graviton, particule hypothétique, qui serait vecteur de la gravitation.

2.4  Theéorie générale des moments cinétiques

_>
En mécanique quantique, on appelle moment cinétique tout opérateur hermitique .J de

composantes J,, J, et J, vérifiant les relations de commutations suivantes

[Jzy Jy| = 1R,
[Jy, J.| = ihJ, (2.24)
[J2, Ju) = ihJ,
comme dans le cas du moment orbital, on peut montrer les relations
(2, 1) = [J% ) = [J% J.] =0 (2.25)
ou J? = J2 + J2 + JZ. On définit également les opérateurs d’échelle
(2.26)

Ji=J, il

on peut aussi montrer les relations (exercice)

20 = [ 0] =0

(], Ju] = £hJy
[J.,J_] = 2hJ,
1
ﬁ:§ML+LM+ﬁ

J Jy=J>—J>—hJ,
JoJ_ =J*—J*+hJ,

Valeurs propres de J? et J,
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Soit {|7,m)} une base propre commune & J? et J, on écrit ainsi

J2j,m) =125 (5 +1) |5, m)

. _ (2.27)
J2|j,m) = him |j,m)
ot —j<m<j) &m=—5,—j+1,...,5—1,5 et de plus nous avons
T ljym) =h/5 (G +1) —m (m£1) |[j,m £ 1) (2.28)

et comme {|j,m)} est une base compléte on écrit également

> lim) (jym| =1

m=—j

(7', m[ j,m) = 651 j0msm

L’espace des états £ (j) & j fixé, engendré par la base {|j,m)}, est de dimension 2j + 1.

Ezxercice d’application

Soit le moment cinétique de spin s = 1/2. L’espace £ (s = 1/2) est engendré par les kets
{11/2,m)} .

i) Quelles sont les valeurs possibles de m.

ii) En déduire la dimension de 1’espace £ (s = 1/2).

iii) Trouver les matrices représentatives de S%, S., S, et S_.

En déduire celles de S, et S,
iv) On pose ? = 2% ou @ est un opérateur de composantes o, , 0, et 0, appelées matrices

2
de Pauli. Vérifier ainsi qu’'on a

02 =0, =0->=1; (matrice unité¢ 2 x 2)
03,04 =2i0, , [oy,0,]=2i0, , [0.,0,]=2i0,
Solution
i) Les valeurs possibles de m sont : —% <m< % =m = —%, %
ii) La dimension de 'espace £ (s = 1/2) est dim(§) = 2s + 1 = 2. Cet espace est engendré

ll> l_l>}
2°2/012 7 2/J

iii) Matrice représentative de S?. On a

par la base {

L)

S*[zm) =15 (3 +1) [3.m) = 0[5,
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%, m>} est une base propre de S?, la matrice représentative est diagonale et

comme la base {

les éléments de cette matrice sont donnés par
1,1 @21 _332/1 1|1 _ 332
(om/| 8% [5,m) = 0% (5.m| 5,m) = 320

ou explicitement

372
g2 _ 0 _ 3 2 10
3p2 4 0 1
Matrice représentative de S, :
on écrit
S. |%,m> = hm %,m>

la base {|%, m>} est une base propre de S, alors la matrice représentative coorespondante est

diagonale. Les éléments de cette matrice sont donnés par
(gom/| S [3,m) = ham (3,m| 3,m) = hand g

ou explicitement

S, =

S vl
|

|
(]

=]
|

—_

Matrice représentative de S; et S_ :

Les opérateurs d’échelle S, et S_ sont définis comme suit

Sy =S, +iS,

Sef3my =L (3 +1) —m(m+1)[5m+1)

:h\/%—m(m+1)|%,m+1>

la base {|%,m>} n’est pas une base propre de S, ainsi la matrice représentative n’est pas

diagonale. Les éléments de cette matrice sont donnés par

(o] S [fom) = b2 1) (o] fom 1)

= h\/% —m(m~+1)0m mt1
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ou explicitement

0 1
S+:h
0 0
comme S_ = (S,)7" il vient
0 0
S_ =h
10
et par suite
1 01
Se==(Sy+5.)==
2 10
1 h{ O —
Sy==—8r—-95)==
. — h— . .
iv) On pose S = 50 . Ainsi, on a
0 1 0 —i 1 0
Oy = y Oy = y Oz =
10 i 0 0 —1
1 0
:Uizazzaz: =1,
0 1

On montre également les commutateurs (exercice).

2.5 Addition de deux moments cinétiques

Soient maintenant deux systémes physiques distincts (1) et (2) de moments cinétiques res-
— —
pectifs J 1 et Jo. Les espaces vectoriels £, et &, associés sont engendrés respectivement par les
vecteurs de base |[ji,m1) et |j1,m1) avec
i v ma) = By (i + 1) [, ma) (2.29)
I3 1, ma) = hja (ja + 1) 2, ma) (2.30)

les nombres quantiques m; et mo prennent les valeurs

my = _jla _jl + 1a "'7j1

Mo = —jg, —jg + ]_, ...7j2
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— —
Les deux moments J; et Jo commutent puisqu’ils se rapportent & des systémes indépen-
dants
— —
(71 72| =0 cacd [, sl =0 Vo, B=a,y.2
Considérons maintenant le systéme formé par l'union des deux systémes (1) et (2). Ce

—
systeme global est caractérisé par le moment cinétique J tel que

- —

N
J=J1+ J, (2.31)

de composante J, suivant ’axe oz.
Les opérateurs J? , J2 , Ji. et Jo, commutent entre eux et donc peuvent former un ECOC
(ensemble complet des opérateurs qui commutent ). Désignons par |ji, j2, m1, mse) leurs vecteurs

propres communs définis par le produit tensoriel suivant
|71, J2, M1, ma) = |jima) @ |ja2, m2)
ce que 'on écrit simplement comme
1, J2, ma, ma) = |jima) |2, ma) (2.32)

Ainsi, Pensemble {|j1, j2, m1, m2)} forme une base standard de ’espace vectoriel du systéme

global
=808 (2.33)
cet espace est de dimension dim(§) = dim (&;) .dim (§,) = (251 + 1) (2j2 + 1) .

Par ailleurs, les opérateurs J? , J2 , J? et J, commutent également entre eux et peuvent for-
mer un ECOC. Ce qui conduit & une seconde base {|j1, ja, j, m) } notée simplement {|j, m)} .On
doit donc connaitre les valeurs propres de J? et J, .

i) Valeurs propres de J, :

On a 'opérateur

son action sur le ket |71, jo, M1, m2) est

Lo g1, g2, ma, mae) = (Jiz + Joz) |1, J2, ma, ma)
= Jiz |j1, o, ma, ma) + Joz |j1, Jo, M, M)
= Ji. |jima) |J2, ma) + Joz [j1ma) |2, ma)
= Ty [jima) [J2, ma2) + hma |jima) |2, ma)

= h(my + ms) |J1, J2, M1, M2)
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multiplions & gauche le bra (j, m/| il vient
(Jym| 2|1, 2, ma, ma) = (G, m| h(my +ma) |j1, j2, ma, ma)

c-a-d

hm(j, m| j1, j2, m1, ma) = h(my +ma) (J, m| j1, jo, m1, ma)

d’ot on tire la relation

|m =my +my| (2.35)

comme
-1 <m < . . ) )
. S =S =i ta) <m <G+

—J2 <mg < Ja

ii) Valeurs propres de J*.

On a m = my + my et comme les valeurs maximales de m; et my sont (mq),,. = Jji et
(M2) yax = J2 ONL & Mumax = J1 + Jjo mais |m| < j il s’ensuit que
jmax = jl +]2 (236)

Pour trouver la valeur minimale j;, de j, on utilise le fait qu’il existe (2j; + 1)(2js + 1)

vecteurs propres |j, m). Pour chaque valeur de j correspond (2j + 1) vecteurs propres |j,m),

donc on a A
Jmax
> (2+1) =2 +1)(2j2+ 1) (2.37)
J=Jmin
Soit la somme s telle que
jmax
s= Y (2 +1) = 2jmin + 1) + (2min +3) + oo + (2max + 1)
J=Jmin

qui s’écrit aussi comme suit
$ = (2max + 1) + (2jmax — 1) + ooove + (2min + 1)
Faisons la somme
25 = 2 (Jmax + Jmin + 1) + 2 (Jmax + Jmin + 1) + ... + 2 (Jmax + Jmin + 1)

c-a-d

s = (jmax +jmin + 1) + (jmax + jmin + ]-) + ...+ (jmax +jmin + 1)
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comme cette somme a jyax — Jmin + 1 termes, on écrit

premier terme + dernier terme
2

s = nombre de termes x
- (jmax - jmin + ]-) (jmax + jmin + 1)
mais jmax = Jj1 + Jo on

s = (.]1 +.]2+]-_jm1n) (]1 +]2+1+]m1n)

= (i i+ 1" = i
d’aprés (2.37) on obtient I’égalité
(1 +d2+ 1) = Jon = (2 + D(22 + 1)

d’ou on tire
Join = (1 = J2)* = Juin = |1 — Jo|

Par suite, pour jiet jo fixés, les valeurs possibles de j sont

lj1 = Jo| <5 < s+ Jol (2.38)

2.6 Coefficients de Clebsh-Gordan

Comme les deux bases {|j1jamima)} et {|jm)} sont complétes, on peut écrire

lim) = Z |J1jzmame) (jijamama| jm)

mima2

m) = 3" Grjemamal jm) [jrjamims)

mima2

Les coefficients (j;jamims|jm) sont les élements d’une matrice d’une transformation uni-
taire qui relie les deux bases {|jm)} et {|j1jamima2)}, ces coefficients s’appellent coefficients de

Clebsh-Gordan (C-G).
Propriétés des coefficients de C-G

i) Regles de sélection : comme J, = Ji, + Jo,, on a

(Jz = Jiz — J2z) [J1jemame) = 0 = (jm| J, — Ji. — Jo. |j1jamams) = 0

h(m —my —mg) (ym| jrjamams) =0
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Donc si

m # my +mg = (jm| jijamims) =0

et on a vu que

iy — g2l <7 <1+ je

(2.39)

Alors les C-G sont nuls sauf si les deux conditions suivantes sont simultanément satisfaites

m = mi -+ My

et |jn—7l<i<p+i

ces conditions sont connues comme les régles de sélection des C-G.
ii) Relations d’orthogonalité :

Comme les {|jm)} forment une base, on a I'orthogonalité
<j,m/| jm) = 5jj’5mm’
introduisons la relation de fermeture

Z !j1j2m1m2> <j1j2m1m2] =1

mimso
comme

(g'm'| jm) = (§'m" (1] jm)

= Z (3'm |1 j2mama) (jijamamal| jm)
mimso
il vient
Z (3'm’ [j1jzmama) (jijamama| jm) = 050

mimse

c-a-d

> {gm|sjamums) Gy jamma] jm) = 1

mima2

iii) Les C-G sont réels par convention, par conséquent
(Jrjzmama| jm) = (jm| j1j2mama)

la relation d’orthogonalité précédente devient

> (rjamama jm)? =1

mima2

(2.40)

(2.41)
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iv) Quelques relations usuelles des C-G :

(jrjamama| jm) = (—1)"77* 772 (jojimamy | jm) (2.42)
(j1ja, —my, —ma| j, —m) = (=1)"""277 (j, jymyms| jm) (2.43)
(j1j2mamal j1 + ja,m) >0 (2.44)
- (=)™
<j7]7 m, _m’ 07 O> = (245)

V2ji+1
Signalons aussi que les C-G peuvent étre trouvés dans des tables spécifiques appelées Tables
des C-G.

Calcul des C-G

En général, les C-G sont reliés par des relations de récurrence qu’on peut déterminer en
appliquant les opérateurs .J.. La combinaison de ces relations de récurrence avec la condition
de normalisation détermine tous les C-G mais avec un signe prés. Pour déterminer ce signe, il

faut utiliser la convension de phase suivante

<jlaj27j17j _j17 ‘j7j> réel et Z 0 (246)

FEzxercice d’application

On considére le couplage de deux spins s; = sa = 1/2. Ainsi, soit 'espace £ = &, (51)®&, (s2)
engendré par la base {|s;s9mimy)} relative a Pensemble {S?,5%, S}, Sa.} et soit une deuxiéme
base {|s1, 2, s,m)}, notée simplement {|s,m)}, relative a I’ensemble {S%, 52, 5% S.}.

(a) Quelle est la dimension de & ? Quelles sont les valeurs possibles de s 7

(b) Vérifier I'égalite

Smax

> (2s+1) = (251 + 1)(252 + 1)

S$=S8min

C our le sous espace S = montrer qu on a
(c) Pour 1 pace & (s = 0), trer qu’

1 1 11
00) = S pp— b S —
| > a 81752727 2>+ S1, S92, 272>
ol a et b sont des C-G a déterminer.
(d) Pour le sous espace £ (s = 1), montrer que
11
1,1) = -
‘ ) > 817827272>

En déduite |1,0) et |1,—1).
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(e) Trouver la matrice de transformation entre les deux bases, formée par les C-G, puis
vérifier qu’elle est unitaire.

(f) Vérifier les résultats précédents a partir d’une table des C-G
Solution

(a) La dimension de & est dim(&) = (251 + 1)(252 + 1) = 4.

Comme [s; — 2| < s < |51+ 52| = 0 < s < 1 donc les valeurs possibles de s sont s = 0, 1

(b) On a

Smax

> (@s+1)=

S$=8min

M-

(2s+1)=(20)+1)+(2(1)+1)

©
Il
o

I
—_

+3=4=(2s1 +1)(2s2 + 1) donc l'égalité est vérifice

(c) Pour le sous espace £ (s =0), on a

D=

|0 0> =1 |0 0 Z Z |31,82m1m2 <81782m17’TL2| 00>

mg_—f ml——f

1

2

E E (s1, S9m1mz|00) |s1, sgmyma) avec my +mo =0
mzz—% mi=—3

1 1 11 11
= <81,S2§, %y '00> 81,82 — 5 2>+<51,52—§,§’00> |51, s9myma)

1 1 11
:>a:<51,52§,—§‘00> et b=<81752——7—‘00>

reste & déterminer les deux C-G a et b. Pour cela, utilisons la propieté

=

(jrjz, —ma, —ma] j, —m) = (=127 (i jamyms| jm)
donc

1 1 1 1
<51782§7_§‘00> = (_1)81+S2_0 <51,82 —'00>

11 .
——<81782—§,§‘00> (1)

La condition de normalisation

Z (s189mimg| jm)? =1

5152
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donne

1 1 1 ..
<51732>§7_§’070>2+<317527 2 §‘O7O>2 =1 (11)

1 1

S1,89, =, ——
1, 2727 2
1

2

mais comme (jy, jo2, j1,J — j1,|J,J) = <51732;

les deux C-G sont

de (i) et (ii) on a

~

‘00

,—1]00) doit étre positif par convension, donc

111 100> 1t 11 1100> 1
222 2| T B \22 22 2
Donc
1 1 1 11
0,0) = — - —=
| ) > \/5 |:81782727 2> 51,52, — 272>:|

(d) Le sous espace £ (s = 1) engendré par la base {|1,1),]1,0),|1 — 1)} donc

NI

11,1) = Z Z |51, 82, M1, M2) (51, S2, M1, Ma| 1,1), avec m+my =1

mz—f%ml—f§
B RIPY 11
- 817827272 8178272 2

la condition de normalisation :

11
<81,82,2 2'1 1>

mais comme (ji, jo, J1,7 — J1, |7, J) = <31, So, %, %‘ 1,1) réel et > 0. Donc

11
S1,89, = 1 1> 1

272
c-a-d
11

1,1) =

‘ ) > $1,S82, 5 2 2>
pour déduire |1,0) et |1, —1) on peut appliquer l'opérateur S_ au ket |11) , en effet :

11
S_ |1, 1> = [(Sl), + (52)7] S1, 82, = 2 2>

= hV/2|1,0) = (Sy)_

11
$1,52, 5 >+ (52)

272
1 1
817§> 827§>+(52)

11
$1,52, 5 27 2

1 1
517§> 82775 >

= hv/2]1,0) = (Sy)_

1 1 1 1
:>h\/§’1,0> =h 51,—§> 52,§>+h 517§> 5277—5 >
= [1,0) 1 11 n 1 1
= —14181,82,—=, = 51,89, =, —=
’ \/§ 1592, 272 1, 2727 9
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et de méme

11
51,82, — 272 + |8

= V2|1, —1>:7[( D]
f

1 1
i _§>}
1 11
5 > { 81752,—§,§>}
h
517827_ ) >+7

1
17527_27_5
1
S1,89, ——=, ——=
1)°2, 27 2

e) Matrice de transformation entre les deux bases, formée par les C-G :

5-11,0) = = (15 + (52 {
1

51,82, 3

= h2[1,-1) =

=1,-1) =

Ecrivons les relations entre les éléments des deux bases précédentes sous forme matricielle

10,0) 0 55 —7 0 [51:52,5.3)

11,1) 10 o0 0 |s1,52, %, —3)

‘170> 0 \/Li \/Li 0 |517827_%7%>

11, —1) 0 0 0 1 |s1,50,—%,—1)
7

On voit bien que les C-G trouvés précédement sont les élements de la matrice de transfor-

mation U. La transformation inverse est ;

|s1,50,3,%) 0 1 0 0 00)

sis20.5.-3) | | 5 0 5 0 |11)

|51, 50, —2,3) ~7 0 5 0 |10)

|51, 50, =2, —3) 0 0 0 1 1—1)
—-1

c’est-a~dire qu’on a bien U™t = U* = U est unitaire. (UUT =U U~ =1).

2.7 Exercices

Exercice 01
1) Calculer les harmoniques sphériques Y et Y;' puis en déduire Y; '

2) Supposons qu'un électron est dans un état décrit par la fonction d’onde

A,
W (r,0, ) =35 (e"sin + cos6) eT/?
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i) Exprimer 1 en fonction des harmoniques sphériques puis déterminer la constante A pour
qu’elle soit normalisée.

ii) La fonction v est-elle fonction propre de L? ou de L, ?

On donne: T'(a) = f0+oo ro~te " dr.

Exercice 02

Soit |¢,m) un état propre de l'opérateur L? et L, avec

L2lem) = Re@E+1)]6m),
L.|¢,;m) = hm|l,m)

1) Exprimer L, en fonction de L, et L_ .

2) Calculer pour cet état : (L,) = (¢, m| L, |¢,m) et (L2).
Exercice 03

Soit la base propre {|j, m)} relative a J? et J,.

1) Montrer que
2

=
(ML) (AJ) = [j(G+1) =
2) Verifier que : (AJ,) (AJ,) > 2|(1,)].
Exercice 04
Considérons un systéme dans un état |1)) donné en fonction des états propres |¢,m) du
moment orbital comme suit

1 1
[9) = 5 1L,=1)+ A0} + S [1,1)

ou A est une constante réelle.

1) Calculer A pour que |¢) soit normalisé.

2) L’état [¢)) est-il un état propre de L? ou de L, ?

3) Si on effectue une mesure de L., quelles sont les valeurs possibles obtenues et avec quelles
probabilités 7

4) Trouver (L.,).

Exercice 05

On considére un systéme physique dont le moment cinétique 7 est défini par la valeur
j=1

1) Trouver les matrices représentatives des opérateurs J?, J,, Ji, J, et J,.
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2) Trouver les vecteurs propres communs & J? et J, puis vérifier qu’ils forment une base
compléte et orthonormée.

3) Utiliser les matrices J, , J, et J, pour calculer les commutateurs [J,, J,], [J,, J.] et
EAPAR

4) Vérifier qu'on a J? = h?J,.

Exercice 06

Soit ? le moment cinétique intrinséque d’une particule de spin s = 1.

H
Montrer que pour toute composante S, = S.u on a

S3 =8, exp(—ipS,)=1—isin(p)S, — (1 —cosp)S?, h=1

u

Exercice 07
ﬁ
Soit L le moment cinétique orbital d’une particule, 6 et ¢ ses angles polaires. II est 'opé-
rateur effectuant une réflexion autour de lorigine ( opérateur de parité), son action sur une

fonction F' (0, ) est définie par
[F(0,¢) = F(r—0,0+m)

Vérifier que [H, f} = 0. En déduire que les harmoniques sphériques ont une parité bien
déterminée et que celle-ci ne dépend que du nombre quantique ¢. La déterminer.
On donne : Y;5(0,¢) = (—1)*Cye®sin’ 0,  C, est une constante qui dépend de .
Exercice 08
1

Un systéme de deux particules de spins s; = % et s; = 5 est décrit par ’hamiltonien effectif :

- —
H:OZS:[.SQ

oll « est une constante. Le systéme est initialement (& ¢ = 0) a D'état %, %, %, %> qui est
état propre des opérateurs S%, Sz, Si., Sa..
1) Trouver I’état du systéme & un instant ¢ > 0.
el X , 313 _1
2) Quelle est la probabilité de trouver le systéme dans I'état |3, 3, 5, —§> ?
Exercice 09

Un systéme de deux particules de spins s; = % et so = 1 est décrit par I’hamiltonien

2 - =
H=A(S,+S52.)+BS:.5,
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ou A et B sont des constantes. Soit la base {|s1,s2,m1,m2)} de lespace produit tensoriel
£ =¢(s1) ®E&(s2) commune a lensemble {S?, 52, S),, S, }, et soit une deuxiéme base {|s, m)}
commune & l'ensemble {S%, 5%, 52, S,} avec S =9,+79.
1) a) Quelles sont les valeurs possibles de s 7 b) Quelle est la dimension de £ 7
2) a) Montrer que les états |s,m) sont états propres de H.
b) Donner ainsi 'énergie E ,, . Est-ce-qu’il y a de dégénérescence ?
)

3) Trouver les C-G a , b et ¢ tels que

13/2,3/2) = a|s1, 52,3, 1)
13/2,1/2) = bls1, 80, =35, 1) +¢|s1,59,5,0)

4) Développer le ket |1/2,1/2) sur la base standard {|sy, s2,m1, m2)} en respectant les régles
de sélection. Puis, trouver les C-G associés de fagon que (3/2,1/2(1/2,1/2) = 0.

Exercice 10

On considére un systéme de deux particules chacune est de spin % Ce systéeme est décrit
par ’hamiltonien effectif

H=A(Sw + S.) + BS1. S5

11
272

ou A et B sont des constantes. Soit la base { ml,m2> = |+, ﬂ:)} dans ’espace produit
tensoriel £ = & (s1)®& (s2) commune & Pensemble {S%, 5%, S1., Ss.} et {|s,m)} la base commune
a I'ensemble {57, S3,5% 5.} avec S =9,+5.

1) Quelles sont les valeurs possibles de s. 2) Quelle est la dimension de &.

3) Montrer que les kets |s, m) sont vecteurs propres de H. Donner ainsi I’énergie E;,, en
fonction de A et B pour chaque valeurs de s et m.

4) Trouver les C-G a, b, c et d tels que

|+7 _> = (l|1,0> +b|070>
’_7+> = 0‘170> +d|070>
5) Le systéme est initialement ( & ¢y = 0) a Pétat |+, —). Trouver I’état du systéme a un

instant ¢ > 0.

6) Quelle est la probabilité de trouver le systéme dans ’état |—,+) ?



Chapitre 3
Le potentiel central

3.1 Introduction

Si on utilise les coordonnées sphériques (7,0, @), un potentiel central V' (r) ne dépend pas
des variables angulaires 6 et . Il dépend uniquement de la distance radiale . On ’appelle aussi
potentiel & symétrie sphérique. Un exemple de potentiel central est le potentiel de Coulomb

entre deux particules chargées électriquement (Ze, e)

7Ze?
V —— 1
(T) dmegr (3 )

En mécanique classique, la solution de ce probléme repose sur le fait que le moment cinétique

H
est conservé. En effet, le moment cinétique L est défini par

L=7TAp (3.2)
alors
dL  d7 7
2 _ T A+
dt dt dt
7 dp
= —AND+T A=~
m dt
=0
dL
- =
— =7 AF 3.3
il (3.3)
Laforce F = —VV (r) = —%T(,T)UT est dirigée suivant 7~ lorsque le potentiel V ne dépend

é
que de r il s’ensuit que dd—t = (0 donc L est une constante de mouvement.
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En mécanique quantique, le moment cinétique est un opérateur et on doit résoudre 1’équation
de Schrodinger. On va voir également que les opérateurs L? et L, commutent avec I’hamiltonien

H est donc sont des constantes de mouvement.

3.2 Etats stastionnaires

Soit une particule de masse M dans un potentiel a symétrie sphérique V(7). L’équation de

Schrodinger stationnaire s’écrit

Hy (7)) = B (7T) (3.4)
ou 'hamiltonien H est
7?2
H=—
Wi + V(r)

. . . . y . . — , , — Ae
et puisque en mécanique quantique l'opérateur impulsion p° est représenté par p = TV,
I’hamiltonien H s’écrit alors )

h
H=—-——-V*+V 5
5 MV + V(r) (3.5)
En coordonnées sphériques (7,0, ¢), le Laplacien V? s’écrit
10 0 1 0 0 1 02
Vie —— (r?= — | sinf— —— 3.6
2 or (T ar> T 0o (Sm ae> TSm0 (36)
qu’on peut écrire également comme
L2
2 _ o2
Vo=V, — 72,2 (3.7)
ou L est le moment orbital ot
1 0 0 1 02
L2 — _h? . : 9_ - 38
Lin@ 6 (Sm ae) * sm2ea<p2] (3:8)
et
10 0
Vi=——|(r— 3.9
" r?2or <T (‘3r) (3.9)
L’équation de Schrodinger (3.4) prend alors la forme
10 (,0 L? _ _
- - = - i =F 1
l 2M7‘2@T(T 5T)+2M7“2+V<T)]w(r) v () (3.10)

Le premier terme de (3.10) peut étre considéré comme ’énergie cinétique radiale

10 (,0 p?
“oM 2 or ( 5) = o (3:11)
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ou le moment radial p, est donné par

h(o 1
== =—+=], . pr| =ik 12
p=2(43). (Bad=in) (3,12
L? ne dépend pas de r = [H, L*] = [H, L,] = 0 et donc {H, L?, L.} forme un ECOC.

On a vu précédement (voir chapitre 02) que les fonctions propres simultanées de L? et L,

sont les harmoniques sphériques

L2Y[" (0,9) = BPL(L+1) Y™ (0, ¢) (3.13)
LY[" (0, 0) = hmY[" (6, ¢) (3.14)

avec £ = 0,1,2,....00a et = < m < {. Cherchons alors les solutions de (3.10) comme un

produit d’une partie radiale R (r) et une partie angulaire représentée par les Y;” comme
(7)) =R (r)Y" (0,¢) (3.15)

Remplagons (3.15) dans (3.10) et tenons compte de (3.13), il vient

24 D L v(n)| R(r) = ER(r) (3.16)

Nontons que (3.16) ne dépend pas du nombre quantique m. Donc I’énergie E est au moins
(2¢ 4 1) fois dégénérée. Cette dégénérescence est une caractéristique des pontentiels centraux.
Posons R (r) = U (r) /r, 'équation (3.16) se réduit & une équation qui a une structure

unidimensionnelle en r. En effet, le premier terme de (3.16) se simplifier, d’aprés (3.11), de la

2 2
Prpy =t L0 [20 (U
2MR<T)_ 2Mr287"{r 87”( r

facon suivante

R 10 ,
h2 1 !/ " /!
=5 {U ) +1U ) - U ()}
h2 1 "
= o0 )
et par suite (3.16) devient
— LY Ly (r)U (r) = EU (1) (3.17)
2M dr® eff
ot le potentiel effectif V. ;r (1) est
R0+ 1
Vigs (1) = D)y (3.18)

2Mr?
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Vet (1) est la somme d’un potentiel central V(1) et d’un potentiel centrifuge répulsif h2¢ (¢ + 1) /2M)
qui tend & repousser la particule loin du centre. Donc pour avoir des états liés, il faut que V()
soit négatif. La distance radiale r se variée de 0 & +00, nous devons donc besoin d’une fonction

d’onde ¢ (7) finie pour r = 0 et r — +o0.

3.3 Particule libre en coordonnées sphériques

Une particule libre peut étre considérée comme un cas particulier des potentiel centraux
(V(r) =0). Donc (3.17) se réduit a

{21;\’“4 W h “25@;21)1 R(r) = ER(r)

[—fiiﬁ (H%) 4 %] R(r) = ER(r)

c’est-a-dire

qui s’écrit aussi comme

#2d )
dr?2  rdr r2

+ kQ} R(r) =0 (3.19)

ou k? = 2M E/h?. Utilisons le changement de variable p = kr, on a
d _dpd _,d
dr  drdp " dp
ez, d
dr? 7 dp?
et donc (3.19) devient
#ozd ()
dp* ~ pdp p?

L’équation (3.20) est I’équation de Bessel sphérique. La solution générale de cette équa-

+1|R(p) =0 (3.20)

tion est une combinaison de deux solutions linéairement indépendantes ; la fonction de Bessel

sphérique j; (p) et la fonction de Neumann ny (p) ;

R (p) = Aje(p) + Bne(p)

Je (p) et my (p) sont données par la formule de Rayleigh

vin-of (1) %
ne(p) = = (=)' (%d%)fpp
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on donne ici les premiéres fonctions
. sin p , sinp cosp
Jo(p) = —, 1 (p) = -
() p P’ p
() cos p () cosp sinp
no (p) = — ) ni(p) = — -
’ p 1 P p
les comportements a l'origine de ces fonctions sont
' ~ <<1 3.21
Je (p) T (p ) (3.21)
20!,
ne (p) = P “o(p<<) (3.22)

La fonction de Neumann diverge a l'origine (p — 0) et comme la fonction d’onde doit étre

finie a 'origine alors ny (p) est une solution inacceptable pour ce probléme. Donc la solution

compléte pour une particule libre est

() = Aje (kr) Y™ (0, ) -

(3.23)

A est une constante de normalisation. Comme £ varié d’une fagon continue le spectre d’énergie

%
est infiniment dégénéré ( ceci puisque n’importe qu’elle orientation dans 1’espace du vecteur k

correspond & la méme énergie ).

3.4 Exercices

Exercice 01

Une particule de masse m est contrainte a se déplacer entre deux sphéres concentriques

impénétrables de rayons r = a et 7 = b. Il y a pas d’autre potentiel. L’équation de Schrodinger

radiale correspondante est

r2dr " dr h? 72

1) On pose R(r) = @ Trouver 1’équation radiale de wu(r).

ii(QdR)+(2mE_€(€+l))R:O’ <<

2) Trouver I’énergie de I’état fondamental (n = 1,¢ = 0) et la fonction d’onde normalisée

correspondante.

On donne : Y=1/v4m
Exercice 02 (L’atome hydrogénoide)
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Un atome hydrogénoide est un atome qui a perdu tous ses électrons sauf un. Il est donc
constitué d’un électron de masse m, et charge e en interaction avec un noyau de charge Ze et
de masse m,,. Cette interaction ne dépend que de la distance qui sépare ces deux particules
r=|7.— 7.| de fagon que I’énergie potentielle est V(r) = —Ze?/r (on utilise le CGS, en
unité MKS V(r) = —Ze? /4meor). L’équation de Schridinger correspondante peut se réduire a

celle d'une particule dans un potentiel central
EV V)]0 () = B (7)

ou i = memy,/ (me +my) est la masse réduite.

1) En se basant sur le cours, donner directement ’équation radiale vérifiée par u (r) .

2) Reéécrire ’équation précédente en faisant le changement p = ~r. Puis, on choisit v de
fagon que 2uFE/ (h*y?) = —1/4 et on pose 2uZe? /A%y = .

3) Veérifier que u (p) se comporte comme p**! pour p — 0, et comme e~ 2P pour p — 00.

4) Suite aux résultats précédents, la solution u (p) est obtenue par la factorisation suivante

u(r) =G (p)ylp) avec G (p)=ptle 2’

Montrer ainsi que 1’équation différentielle vérifiée par la fonction y est

d*y dy
— 4+ 204+2—pl—=+A—(L—-1)y=0
pdp2+[ + p]dp+( )y
5) Comparer cette équation a I’équation hypergéométrique confluente
d’y dy
mﬁ—k[c—x]%—ayzo

dont la solution réguliére a 1’origine est la série

B L +Ooa(a+1)..(a+k—1)xk
y=2(@Go) =1+ cletl). (ctk—1) k"

k=1

cette série se comporte comme %~ “e” lorsque k — +00.
a) Montrer dans ce cas que la solution u (r) ne peut étre physiquement acceptable.
b) Pour obtenir des solutions acceptables, la série doit étre terminée (coupée) a une certaine
puissance n,.. En déduire ainsi que A = £ + 1 + n,..
c) Désignons par n = £+ 1+ n, le nombre quantique total et par a = €?/hc la constante de
structure fine. Vérifier que ’énergie de liaison FE,, a ’expression
VAT

E:E”:_2n2 e
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6) On considére p ~ m, et Z = 1. Calculer I'énergie de 1'état fondamental en eV.
7) Montrer que le degré de dégénérescence du niveau E,, est g, = n?.

On donne :
a TIO?;B , me =~ 0.511 MeV/c?

Exercice 03 (Théoréme de Hellmann-Feynman)

On considére un hamiltonien H (\) dépendant d’un parameétre A tel que

EA) = (@ NIH XN [ (A)

ol | (\)) est un vecteur normé.
1) En dérivant ’équation précédente par rapport a A, montrer le fameux théoréme de
Hellmann-Feynman

OE(N) OH (\)
N (W (V)] T 1P (N))

2) On considére maintenant I’équation aux valeurs propres de I’hamiltonien radial de ’atome

d’hydrogene H, |n,l) = E, |n,{) avec

2 2 2
g b ( d +£(£+1))_e_7

T om \ d? r2

-
2 h
En:_a—mc27 ag = ) n=n,+{+1, n.=0,1,2,..
2n2 amce

ou m est la masse de 1’électron, n, le nombre quantique radial et o = €2 /Mic est la constante de
structure fine.
Appliquer le théoréme précédent, en choisissons convenablement le parameétre \, pour dé-

terminer les valeurs moyennes suivantes
n n ! n n !
) r ) ) r2 )

Exercice 04

On considére 1’équation radiale de I’atome d’hydrogene

R, R2(0+1) €2
- _— =F
2mU (r) + ( CT— r) U (r) WU (1)
ou U (r) = rR(r), R(r) est la partie radiale, F, = — (a?®/2n?) mc?® est énergie du niveau n,

ag = h/ame. La valeur moyenne d’une fonction f(r) est donnée par I'expression

400 400
(f (1)) = / R (r) f () r2dr = / U (r) 7 (r) dr
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1) a) Montrer I’égalité

+oo
/0 Ur)r*U" (r)dr =20 +1) <32> <51>—|- 5

b) Par intégrations par partie du premier membre de I’égalité précédente, montrer le résultat

suivant

OOU(r)rSU”(T)dT: F_E(é-l—l)} (s— 1) (r*=2) + Sfl (r1y —

0 2 s+1 a0n2

ouU(r=o00)=U(r=0)=0.

2) En déduire la relation de récurrence de Kramer

s+ 1
2

. (r') —ap(2s + 1) <r571> + Zaﬁ [(% + 1)2 — 52} <7’s’2> =0

3) Utiliser la relation de récurrence de Kramer pour déterminer les valeurs moyennes

<r_1> =7, (r) =7, <T2> =7

4) Déterminer la valeur (r—3) =?



Chapitre 4

Théorie des perturbations

4.1 Introduction

La plupart des problémes rencontrés en mécanique quantique ne peuvent étre résolus exac-
tement. Les solutions exactes de 1’équation de Schrodinger existent seulement pour quelques
systémes simples. Pour résoudre certains problémes, on utilise souvent des méthodes d’approxi-
mation. Ces méthodes sont parfois indispensables, sans cela le probléme serait insoluble. De
plus, elles nous permettent aussi de comprendre le systéme en termes simples.

Dans ce chapitre, nous allons considérer une de ces méthodes d’appproximation connue

comme la théorie de perturbation.

4.2 Perturbation stationnaire

La technique consiste a trouver les valeurs propres de I'énergie FE,, et les fonctions propres
|4,,) d'un hamiltonien H indépendant du temps qui n’a pas de solutions exactes pour le pro-

bléme stationnaire suivant

H ) = En[t),) (4.1)

I'idée est de séparer le Hamiltonien H en deux parties
H=H,+ H, (4.2)

telles que I'on sache résoudre le probléme pour Hj et que H, est considéré ici comme une petite

correction (H, << Hp). Nous pouvons faire cette idée plus explicite en écrivant H,, en termes
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d’un parametre réel sans dimensions A << 1 comme
H, = \W (4.3)

Ainsi (4.1) devient
(Ho+ AW) [¢,,) = En [1h,) (4.4)

4.2.1 Cas non dégénéré

. L T 0
Dans le cas ot Hy a un spectre non dégénéré ; c’est-a-dire pour chaque valeur propre E,(L)

correspond un seul état propre |¢,,) :

Hylo,) = EY |9,) (4.5)

ot les solutions exactes E.” et |¢,,) sont connues.
L’idée consiste a supposer que les valeurs propres et les états propres perturbés peuvent a

la fois étre développées en série de puissance en A :

E,=FEY9 £ \XEV 4+ N2 E® . (4.6)
) = )+ A9 + X2 [62) + . (4.7)

Alors E,sk) et

représentent les corrections a 1’énergie et a 1’état propre a 'ordre k. On
(k) ésentent 1 tions a 'énergie et a I'état y Pordre k. O
doit calculer les E,(LI), 7(12), ...et les wﬁll)> , w£2)> e

On se limite ici & déterminer ES” et B pour I’énergie et ’¢;1)> pour I’état propre.

Remplacons (4.6) et (4.7) dans (4.4), on a

(Ho + W) (16,) + A

o) 42 [u) + )
= (B9 + \EY + NEQ + .....) <|¢n> + A

v) + X

¢53>> + )

Egalons les coefficients des puissances successives de A des deux membres de 1’équation
précédente, nous obtenons les résultas

lordre 0 en A\ :

Hylo,) = EY |9,) (4.8)

le premier ordre en A\ :

Hy

W)+ Wlp,) = EO

) + ED 1,) (4.9)
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le deuxiéme ordre en A\ :

Ho [6@) + W |60} = EO [6@) + EO |40} + B |,) (4.10)
Comme [1,,) est considéré de ne pas étre trés différent de |¢,,) , on a approximativement
(@] V) =1 (4.11)

d’aprés (4.7) on aura
(Bl 60) + A (Bl ¥ ) + 22 (3, ¥ ) + . = 1
comme (¢, | ¢.) = 1 il s'ensuit que
(Bl U0 ) = (@, ¥} = ... = 0 (4.12)

B Correction a lordre 1 en X\ a l’énergie

Multiplions les deux membres de (4.9) par le bra (¢, |, on obtient
B = (6a W 16,) (4.13)

soit AEYY = AE{". La correction a I’énergie a 'ordre 1 en A est donc

ABY = (0, H,|0,) | (4.14)

et I’énergie a ’ordre 1 est alors
E,=E" + AED (4.15)
Dans certains cas la correction au premier ordre s’annulle et par suite on doit aller a I’ordre
suivant.
B Correction a lordre 1 en A a l’état propre

Comme les états non perturbés |¢,) forment une base compléte et orthogonale, on peut

vV} dans {|6,)}
o) =3 16} (00l

puisque le terme m = n n’a pas de contribution car (¢, | w£1)> = 0. Le coefficient (¢,,| ¢£1)>

développer I'état

W) =" (6l ¥} 16,0) (4.16)

m#n

peut étre obtenu a partir de I’équation (4.9) en multiplions les deux membres par le bra (¢,,|.

En effet

<¢m| HO

VO + (0l W 10,) = EO (6, 1) + B (0] 6,)
= ED (6l 6) + (6l W 16,) = B (6, )
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d’ol on obtient
(G| W [00)
Oul ) = gl g9 i
remplagons dans (4.16), il vient
(1)> _ (Dl W 1)) ¢ 4.18
W)= 3 S o) (118)
la correction & l'odre 1 en A a I’état propre [¢,,) de H est
W\ _ N (Pml Hp |¢ >
e = 30 T (o)
m#n
alors
n) = 160) + Y oot |6,,) (4.19)
m#n
B Correction a lordre 2 en A a l’énergie
Pour déterminer £, multiplions I'équation (4.10) par le bra (¢, |, on obtient
ED = (o, W |v) (4.20)

ou on a utilisé le fait que (¢, | ¢§P> = (¢, ¢£L2)> =0 et (9,| &,) =

relation (4.18) dans (4.20) on aura

E® = |WZM|¢>

m;én

(Dl W 100) (Dl W | 1)
2. EY — EY

m#n

La correction a I’énergie a 1’ordre 2 en A\ est donc
AE® = )\EWO

H,
_ Z' oul |¢>>|

m#n

Au deuxiéme ordre ’énergie F,, de H s’écrit
E,=E® + AEW + AE®

ou bien

H
B, =B + (6, H, |6,) +Z'¢;(o'>”§<o

m¥#n

1. Puis, remplacons la

(4.21)

(4.22)
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Remarque : si les niveaux d’énergie EVet B sont égaux ( niveaux dégénérés), alors 'ex-
pression (15) et (17) ne seront pas définis et dans ce cas il faut traiter le probléme avec un
approche différente de celui du cas non dégénéré.

FEzxercice d’application

Une particule de charge ¢ and de masse m est soumise a un potentiel harmonique de fré-
quence w et un champ électrique faible ? = eﬁ dans la direction des x o ¢ << 1 est un
parameétre sans dimension.

(a) Ecrire ’hamiltonien H du systéme.

(b) Trouver I'expression exacte de 1'énergie.

(c) Calculer la correction & I’énergie a 'ordre 1 en «.

(d) Calculer la correction & ’énergie a l'ordre 2 en . Comparer cette correction avec le
résultat exacte de la question (b).

(e) Trouver I’état propre de H a l'ordre 1 en e.

On donne :
= \/ p
\/ 2mhu}
at = Y-
27i 2mhwp
avec a|n) = y/n|n —1) et a® |n) = vV/n+ 1|n+ 1) ou |n) désigne un état propre de I'oscillateur
harmonique.
Solution

a) L’hamiltonien du systéme est donné par

2

p 1 22

H=— mw? V

om T

ol le terme ¢V représente le potentiel d’intéraction entre la charge g et le champ électrique.
— —

Comme ¢ = —VV, cet hamiltonien s’écrit aussi de la fagon suivante

H=H, +H,
avec

"o a1, - i
o——%@+§mw x° et Hy, = —eqHxr << Hy.

b) Notons que la solution de I’équation de Schrodinger pour ce systéme peut étre donnée

exactement sans avoir recours & aucun traitement perturbatif. En effet, faisons le changement

q€

mw?

y=x-—
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I’hamiltonien H devient

qui est ’hamiltonien d’un oscillateur harmonique plus un terme constant. Le spectre d’énergie

1 2¢2
En:hw(n+—) LS

2] 2mw?

correspondant est donc

c) La correction a 'énergie a ’'ordre 1 en ¢
Comme le champ électrique est faible, on peut traiter H, comme une perturbation. La

correction a l'ordre 1 & I’énergie est donc

AED = (6, Hy|6,)
ici les |¢,,) sont les états propres de Hy on les notes simplement par les kets |n) avec (m |n) =

On.m €t leurs valeurs propres sont Eéo) = hw (n + 1/2). D’autre par, les opérateurs de création

et d’annihilation a et a™ relatifs a 'oscillateur harmonique sont donnés par

a = mw:c—ir !
—\V 2n \/thwp

o — mwx _ 1
2h V 2mhwp
soit
h +
T = e (a + a)

mais comme a|n) = /n|n—1) et at |n) =+/n+1|n+ 1) donc

AED = —qé\/%ml (a* +a) In)
= —qi\/%{wf In) + (n|a|n)}

= —qfwi vn+1{n|n+1) ++/n{n|n—1)
2mw — ~—
=0
0

=0

donc la correction & I'odre 1 de I’énergie est nulle.

c) la correction a I’énergie a 1'ordre 2 en ¢
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D’aprés la relation (4.21) on écrit

avec (¢,,| = (m| et |¢,) = |n) et donc EY — EY = hw(n - m) donc
AE® _ ¢ [(m| 2 |n)?
" o on—m

on obtient aprés un calcul simple

28 > |(VAF L0mnir + Vbmna)|”

AE® =
" 2mw? n—m
m#n
2
¢ (Vi + 1mni1)” + (VAdmn 1)
puisque 9, +10mmn_1 =0
2mw? =, (n —m) ; :
_ q2£2 n N n 4 1 - q2€2
 2mw? n—(mn—-1 n—(n+1) T 9mw?

Donc I’énergie a ’'ordre 2 en ¢ est

E, = EY+AEY + AE?

n

1 q*e?
- fw b
<n+ 2> 2mw?

ce résultat est en accord total avec I’expression exacte de I’énergie.

(e) exercice.

4.2.2 Cas dégénéré

On a toujours le probléme (4.4) c-a-d

mais maintenant le spectre EY de Hy et g fois dégénéré ( c-a-d qu’il existe un nombre g d’états

propres ‘¢n7a> ,a=1,2,...,g qui corresponds au méme énergie Eﬁo) ).

Ho|¢po) = EY |6ne)  (@=1,2,...,9) (4.24)

Pour simplifier, on considére que g = 2 ( c-a-d EY est deux fois dégénérée).
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A Tordre zéro, on peut écrire [1,) comme une combinaison linéaire de |¢n1> et |¢n2>
2
|wn> =0 |¢n,1> +c |¢n,2> = Z Ca |¢n,a> (02) (425)
a=1
les ‘¢n,1> et ‘gbn,2> sont orthonormés
(Dna |Onp) = 0ap avec a,f=1,2 (4.26)
remplagons 1’équation (4.25) dans (4.23), il vient
2 2
(HO + )\W) Z Co }¢n,a> = E, Z Ca ‘¢n,a>
a=1 a=1
c-a-d
2 2
STED 6y0) + AW [0r0)) Ca = En Y Ca|bpa)
a=1 a=1
puis, multiplions les 2 membres pas le bra <¢nﬂ‘, on aura
2 2
> o (BP8us+ Ay sl W bpa)) = En Y abap
a=1 a=1
c-a-d )
8B+ Xy sl W [y0) ca = Encs
a=1
on peut écrire cette derniére équation comme
2
> Mp| W bna) ca = (En— EL) cs (4.27)
a=1

mais au premier ordre en A on a F, — E7(10) = )\E,(Ll) et posons <¢nﬁ} w }¢n7a> = Wgq, on

obtient : )
> Whaca = B
a=1

qui s’écrit aussi comme

2

> (Woa — EM6ap) ca =0, B=1,2

a=1

le dernier résultat est un systeme de 2 équations linéaires homogenes

(Wn - E7(L1)> c1 + Wiace =0, B=1
Waier + (W22 — ES)) co =0, £ =2

(4.28)

(4.29)
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qui s’écrit aussi sous forme matricielle comme suit

Wiy W
11 12 C1 _ ET(LI) (430)
War Wa Co Co

Pour déterminer les énergies E,(Ll), il faut résoudre I’équation aux valeurs propres (4.30). La
généralisation au cas ou la dégénérescence est g sera trés simple a formuler.
Exemple d’application

On considére un systéme quantique décrit par ’hamiltonien :

2 0 0
H=VW| 0 1+¢ £
0 0 1—¢

ou Vj est une constante et ¢ est un nombre réel sans dimensions (e << 1).

a) Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de I’hamiltonien non perturbé Hy
(e =0).

b) Donner les énergies exactes du systéme décrit par H.

c) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections aux énergies au premier
et au deuxiéme ordre de I’état relatif a ’état non dégénéré de Hy. Comparer avec les résultats
exacts (b).

d) Utiliser la théorie de perturbation pour donner les corrections au premier ordre des états
relatifs aux états dégénérés de Hy. Comparer avec les résultats exacts (b).

Solution

a) L’hamiltonien non perturbé Hy (¢ = 0) est

Ho=Vo| 01 0 ) H,=W]| 0 ¢ €
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qui est une matrice diagonale, donc ses vecteurs propres sont la base canonique

1 0
6) = [0 | =EQ=2v, o= 1|—=EY =W,
0 0
0
6) = | 0 | = EY =1,
1

L’état d’énergie Eﬁo) = 2V est non dégénéré alors que les états d’énérgie Eéo) = Eéo) =V
sont deux fois dégénérés.

b) Les énergies exactes du systéme décrit par H.

2y — E 0 0
det(H—EL)=| 0 (1+¢)Vo—E eVy
0 0 (1-e)Vo—E

=% -E)[1+e)Vo - E][(1-¢)Vy— E]
= B =2V, Ey=Vy(l4e), E3=Vy(1—¢)

c) Pour I'état d’énergie non dégénéré, la correction a 'ordre 1 en € a I’énergie 2V, est

00 0 1
”z@ﬂ%@0=(100)% 0 ¢ ¢ 0
00 —¢ 0

=0

D’aprés le cours, la correction & 'ordre 2 en ¢ a 1’énergie 21} est

§y¢\HWM (@l Hyl60) | 1(ds] Hy l61) "

e BB BV -EY BB
mais :
00 0 1
<¢2|Hp‘¢1>:<0 1 O)VO 0 ¢ € 0|=0
00 —¢ 0
00 0 1
@il Hylo)=(0 0 1)%|0e & ||o]=0
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donc AE?) = 0.

Les corrections du niveau Efo) = 2V} sont nulles ce qui est en accord avec le résultat exact
E, =2V,.

d) Pour obtenir les corrections au premier ordre des états relatifs aux états dégénérés de
Hy, on est besoin de diagonaliser la matrice [, relative au sous espace engendré par les états

dégénérés, qu’on la note par V' ;

15 £
V=Y
0 —e¢
c-a-d
Vo — A v
det (V= AL) =0=|°° R
0 —eVp—A

= (EVo—AN)(=Vo—N) =0
=\ =V et A\ ==,

. NS R . N 1 1
donc les corrections a 1’énergie a l'ordre 1 en € du niveau dégénéré sont Eé ) = eVy et E?() ) =

—eVy. Donc les énérgies de ce niveau a 'ordre 1 sont :

E.=EP+EY & B, =V, +elj
et B_=EP +EY - E_=V,—¢Vj

qui sont en accord avec les résultats exacts Fy et E3 de la question (b).

4.3 Pertubation dépendante du temps

4.3.1 Introduction

La théorie des perturbations dépendantes du temps est trés utile pour I’étude des processus
d’absorption et d’émission d’un rayonnement par des atomes ou plus généralement pour le
traitement des transitions des systémes quantiques d’un niveau d’énergie & un autre. Soit un

systéme quantique décrit par ’hamiltonien

H(t)=H,+V(t), V()<< H (4.31)

ou Hy est un hamiltonien indépendant du temps qui décrit le systéme non perturbé et V(t)

caractérise l'interaction du systéme avec la source extérieure. La question est comment V' (t)



4.3 Pertubation dépendante du temps 58

affecte ce systéme ? Ce processus provoque le systéme de subir des transitions d’un état propre
de Hy & un autre. Si le systéme est initialement & I’état (non perturbé) |y (¢; = 0)> = ]gp) de
Hy, quelle est la probabilité de trouver ce systéme & un autre état non perturbé |y (¢, }(p f>

de Hy aprés la perturbation ?

4.3.2 Meéthode

Considérons 1’équation de Schrodinger

11 1) (1)) = in 12 (4.32)

ou bien

1y + V)] (1) = in 20

On suppose que ’état |1 (t)) est développable sur la base propre {|p,,)} de Hy

(4.33)

[ () =D cn(t)len) (4.34)

n

on pose V(t) = AW (t) ou A est un parameétre sans dimension. Remplagons (4.34) dans (4.33),

> e () Holp,) + A en ()W () |0,) _mz 5Cn o)

n

il vient

avec Hy |p,) = En |p,,) . Multiplions par le bra (g,,|, on aura

mais comme ((pm| ©p) = Om.n » ON Obient

(9cm()

posons
(P W) [0) = Winn 0t o (t) = ba(t)e 17"

on obtient alors

i Ob,, (t i i
b0 S B0t = i bt (et
qui peut se simplifier &
by (1)

A bt W, = ih (4.35)

ot
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ol Wy, = (B — Ey) /h. Ainsi
i) Si A = 0 alors (4.35) donne

Pnll) _ = b, (1) = Cte =b, (t=0) = e, (1=0)

d’aprés (4.34) et pour t =0 on a

[ (E=0)=) cu(t=0)]p,)

= o) = ca(t=0)p,)
multiplions par le bra (¢, |
(o) =D cn(t=0){p,]0,)
on déduit
Cm (t =0) = i (4.36)

ii) Si A # 0, on peut chercher une solution approximative de (4.35) sous la forme
b (1) = 0O () + XBV) () + N2 (8) + ... (4.37)
remplagons (4.37) dans (4.35), on obtient
A (B0 (1) + A (8) + NP (1) + ] €V,
0 0 0
= dh b (t) + iRA= 05 (1) + ihA* b2 (8) + ...
ihy b’ () + ahAZ b (8) + ahA" 2 by (1) +

identifions les termes de méme ordre en A\

l'ordre zéro en A

(0)
ab’gt(t) =0=b9(t)=Cte=1by, (t=0)=cp(t=0)=0n,
lordre 1 en A
, 0
) (t) €<V, = ih—b5) (¢
LACL ih=-bY (1)

c-a-d
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ou bien

: 0
omit ;= ih= bl (¢

par intégration on trouve

Y L
b (1) = — / elmit' (¢ dt’ (4.38)
ih /g
ainsi on écrit & 'ordre 1 en A
b (1) = 09 () + X0V (1) (4.39)
A [t
_ 5mz Wit sz t, dt/
S (t)
et .
)\ . ’ 7
Cm (1) = <5m,i - z_h/ et W (t) dt! > e~ Emt (4.40)
0

Soit U (t,t;) opérateur d’évolution définit comme suit

¥ (1)) = U (&, i) |v3) (4.41)

Lélément (| U (t,1;) [1;) repésente 'amplitude de transition d’un état initial non perturbé
|1;) = |¢;) de Hy & un autre état non perturbé [¢;) = |¢;) de Hy. La probabilité de transition

correspondante est donc

Py (8) = [{os| U (8, t:) [ |* = | (@ [0 (1))

d’apreés (4.34) on écrit

2

Poy(t) = )<¢f| 5 en ()l = \;m (1) oy o)

= les (@)

2

%;cm (t) 0 fm

on suppose que ’état final est différent de 1’état initial donc suite au relation (4.40) la probabilité

de transition est

p
b iw it
Pi—>f (t) = % fO etwrit Vfi (t,) dt' (442)
o (BB , i oy
oll wy; = ~——— est la fréquence de transition et Vy; (t') = <<pf| V(t) |e;) -

A partir du premier ordre le calcul devient compliqué, mais le premier ordre est suffisant
généralement pour traiter nombreux problémes de physique atomique et moléculaire.

Ezercice d’application
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Une particule est initialement (i.e., ¢ — —o0) a son état fondamental dans un puits de
potentiel infini localisé aux points x = 0 et x = a. Cette particule est soumise & une perturbation
dépendante du temps de la forme

V(t) = exe

ol € << est un parameétre réel positif.
Calculer la probabilité de transition pour que la particule se trouve dans son premier état

excité aprés un temps suffisamment long (i.e., ¢ — +00).

On donne :
T ) 8
/ ysin (2y)sin (y) dy = — ¢
0
—+o00 2
/ €_a2t2+ﬁtdt p— ﬁ exp /8_
o « 42
Solution

L’état de la particule est décrit par I’hamiltonien suivant :
H=Hy+V(t)

Hy est ’Hamiltonien d’une particule libre dans un puits infini, les fonctions d’onde et le

spectre d’énergie correspondant sont

2 . /nmw h2m2n?
Vo () = \/;sm (?x> ’ En = 2ma?

La probabilité de transition de I’état fondamental n = 1 (o0 ¢ — —oo ) au premier état

premier état excité n = 2 (ou t — +oo ) est donnée par

1] [, ’
Pia®)= g5 |[ e Vi)
ou
B E2 - E1 o 37T2h
W= h "~ 2ma?
et

(Wl V(1) [1r) = / "0y (@) V(O (2) da

2t _p /“ , <27r > . (T
= —¢ sin [ —z | sin <—x) dx
a 0 a a
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faisons le changement Z~x = y on aura

16ca _ 2
e
972

<¢2| V(t) |¢1> ==

La probabilité de transition est donc

16 2o 2

Pz (®) (97;2) / et
oo T 52

/ et = vr exp (4a2)

16ea\> 9rth?
Fies <f>=”(9ﬂzh) exXp (—sm—)

2

utilisons la formule

on obtient

4.4 Exercices

Exercice 01 (Correction spin-orbite)

Dans le référentiel propre de I’électron, le proton se déplace en créant un champ magnétique
qui interagit avec le spin de I’électron. Cette interaction dite spin-orbite peut étre retrouvée
qualitativement par un traitement approché.

1) La formule de Biot et Savart appliquée au proton en mouvement relatif par rapport a

I’électron peut s’écrire
— —
B=-1 (7 x E)

H
oll U est la vitesse de 'électron et E le champ électrique créé par le proton.

—
a) Vérifier que B s’écrit aussi comme

- —
b= m;e %(fl_‘: L
b) Ecrire ensuite ’hamiltonien d’interaction spin-orbite.
2) Le mouvement relatif de I’électron et du proton n’étant pas rectiligne et uniforme, le
résultat précédent est inéxact. On le corrige en tenant compte de la rotation, ce qui introduit
un champ magnétique supplémentaire autour duquel précesse le spin de I’électron (précession

de Thomas). Le résultat exact aprés correction est finalement

1 1dV§>Z>

Heo= ——-""73.
50 om2e2r dr
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Posons H = Hy+ Hgo. Soit une premiére base |n, £, my, m,) relative a ’ensemble { H, L%, S? L., S.}
et soit une deuxiéme base |n, £, j, m) relative a 'ensemble {H, L? S? J? J,} ou JT=1T+5.

a) Est-ce-que [H, L,] = 07 b) Est-ce-que [H,S,] =07

¢) Calculer les commutateurs [H, J?| et [H, J.].

3) A partir des résultats de la question 2) quelle est la base appropriée pour traiter le présent
probléme.

4) Montrer que la correction de spin-orbite a ’énergie est donnée par 1’expression

me G+ —e(+1) -7

AEso =
O oY |7 e+ D2+

ol « est la constante structure fine.
5) En déduire la correction de spin-orbite AEZ,.
Exercice 02 (Correction relativiste a l’énergie cinétique)
L’hamiltonien non relativiste représentant le mouvement d’un électron dans le potentiel

central créé par un proton de charge +e s’écrit

Hy = e
T om
et I’énergie correspondante est
2
0 _ X 2
E) = 5,2 e

1) Donner I’expression de ’énergie cinétique relativiste de 1’électron.

2) Vérifier que 'Hamiltonien H de I'atome d’hydrogene, a 'ordre O (1/m?*), devient

H=H,+ Hp
ou Hr = —% est considéré comme une correction relativiste de I’Hamiltonien non perturbé
H,.
3) Montrer que la correction AEg apportée par Hg est
4
« 8n
AFERp = ——— — 3| mc?.
T gt {2@ +1 ]

4) En déduire les corrections relativistes AEY, AE% et AEY.

Exercice 03 (Structure fine de l’atome d’hydrogéne).

La correction de la structure fine est obtenue en additionnant les corrections AFEgo et AFERg,
c’est-a-~dire

AFEsr = AFEgo + AER
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Vérifier ainsi que cette correction, dans le cas j = ¢ + % ouj=~— %, a I’expression

ABgr = 2 3= an ] e
SF_8n4 mc.

Jts
on donne
1 1 1 2
U= |n,l) = U= nbl) = ———
(Al 00 = e Al Inh) = s
1 2
(n,€|ﬁ|n,€>:n3€(€+1> OESrE avec ag = — — (le rayon de Bohr)

Exercice 04 (Effet Zeemann anormal)
Lorsqu’on tient compte du spin de I’électron, ’hamiltonien de ’atome d’hydrogéne, en
ﬁ
présence d’un champ magnétique constant suffisament fort B dirigé selon 'axe oz, est donné

par: H~ Hy+ Hy ouH():%—i—V('r’)

h
Hy = “?BB (L, +2S,), pug= L magneton de Bohr

© 2mec
1) En utilisant le théoréme de projection, montrer que la correction apportée par Hy peut
s’écrire sous la forme

AE = <n7j7m’ Hy ’nuja m> = :uBBgm

ol g est le facteur de Landé & déterminer.

2) Ecrire ainsi le spectre d’énergie E;,, = Ey + AE pourlecas { = 1l et s = avec

1
5-
EO - (n,j,m| HO |n,j,m> .

On donne le théoréme de projection pour les composantes S, et L,

. ﬁﬁ .
(J,m| S.J [j,m)

(j.m| LT |j,m)

. ‘ jm| L.J |j,m) . .

y Lz y = A s Jz ,
(J,m| L. |j,m) G+ D) (4,m| J. [j,m)

Exercice 05 (Correction relativiste a l'oscillateur harmonique)
I) Une particule de masse m est soumise a un potentiel harmonique de fréquence w dont
I’hamiltonien est
Hy = ﬁ + lmuﬂx?
2m 2

Soient les opérateurs de création et d’annihilation
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et soit |n) un état propre de Hy avec Hy|n) = EY |n) tel que
alny=+vnn—-1) , a"|n)=vn+1n+1)

(1) Ecrire les opérateurs z et p en fonction des opérateurs a et a™.
(2) Déduire I’hamiltonien Hy en fonction de a et a™.
(3) Déterminer 1’énergie EY.

IT) On considére une particule de masse m et d’énergie cinétique 7' soumise a un oscillateur

harmonique de fréquence w dont 'hamiltonien du systéme est
L 5
H=T+ §mw x°,

1) Donner I'expression de ’énergie cinétique relativiste 7" de la particule.

2) Vérifier que ’Hamiltonien H de 'oscillateur harmonique, a 'ordre O (1/m?*), devient :

H = Hy+ H,
4

- 8mie?
perturbé Hy = p?/2m + (1/2) mw?a? tel que Hy |n) = EY In) .

3) Calculer (0| p*|0).

ou H, = est considéré comme une correction relativiste a I’oscillateur harmonique non

4) En déduire la correction a I’énergie de I'¢tat fondamental de l'oscillateur harmonique.
On donne : 1+ az? ~ 1+ 222 — 2g?
Exercice 06

Une particule de masse m est soumise a l'oscillateur harmonique isotropique a deux dimen-

sions de la forme

2 2
Dz py I 5 2
Hy=—"7+—"+ -—nmw" (z
0= g T o T 3™ (@7 +Y)
Soient les opérateurs
Ay = \% Tg_;;x + \/2:)’1hwpx ay - \% Tg—;:’y + \/Zanhwpy
+ _ mw 7 ’ + mw 7

ax o Wm o \/2mhwpm CLy - Ey - \/2mhwpy

et considérons les opérateurs nombres d’occupation sont définis comme
_ ot _ ot _
N, =a,a,, Ny—ayay et N=N,+N,

1) Vérifier que: Hy=hw (N +1).
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2) Donner les énergies des trois états les plus bas? est-ce-qu’il y a de dégénérescence ?

3) On applique maintenant la perturbation H, = dmw?zy ou § est un parameétre réel
sans dimensions trés petit devant I'unité. Utiliser la théorie de perturbation pour donner les
corrections aux énergies au premier ordre des trois états les plus bas, et les vecteurs propres
correspondants & l'ordre zéro.

4) Trouver la solution exacte du probléme H = Hy+ H, pour chacun des trois états les plus
bas, puis comparer avec les résultats (3).

Exercice 07

On considére un systéme quantique décrit par I’hamiltonien
H=AL*+ BL,+CL,

on suppose que les constantes A, B >> C de fagon qu'on peut écrire H = H, + H, ou
Hy = AL*> +BL, et H, = CL,.

1) a) Veérifier que les états |¢,m) (états propres de L? et L, ) sont états propres de H,.

b) Donner ainsi I’énergie Eé% de H.

2) Calculer la correction & I'énergie au premier AE™ relative a H, .

3) Calculer la correction & I'énergie au deuxiéme AE?) avec

Exercice 08

Un systéme physique décrit par un oscillateur harmonique d’hamiltonien Hy = p?/2m +
Lmw?r? est & son état fondamental |0) & ¢ = —oo. Ce systéme est perturbé par un champ

2
électrique faible E de facon qu’on a

V(t) = —eExexp (—t7/77)

Quelle la probabilité de trouver le systéme a son premier état excité |1) a t = +o0.

Exercice 09

Une particule est initialement (i.e., ¢ — 0) a son état fondamental dans un potentiel har-
monique & une dimension. A t = 0 elle est soumise & une perturbation dépendante du temps

de la forme

V(x,t) = ex®e /7.

oll € << est un parameétre réel positif. L’état de la particule est décrit par I’Hamiltonien

H = HO +V(.’,U,t)
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ou H, est ’Hamiltonien relatif & I'oscillateur harmonique.

1) Soit |n) un état propre de Hy . Utiliser les opérateurs de création et d’annihilation pour
calculer 'élément de matrice (n|z30) .

2) Calculer les probabilités de transition au premier ordre Py_1, Py et Py_3 pour que la
particule se trouve dans un état excité aprés un temps suffisamment long (i.e., t — +00).

3) Calculer la probabilité Fy_,,, pour n > 3. Que peut-on déduire ?

Exercice 10

Un atome d’hydrogene, initialement dans son état fondamental (1s), est placé a partir du

temps ¢ = 0 dans un champ électrique dépendant du temps dirigé selon 'axe Oz

—

fﬁ(@::fbemg<—;> k.

ol T est une constante ayant la dimension du temps. Le potentiel V (¢) résultant de I'interaction

de I’électron de I’atome d’hydrogeéne avec le champ E (t) s’écrit
V(t) = —eT.E (¢)

En considérant V (t) comme une perturbation, calculer la probabilité pour que I'atome se
trouve dans ’état 2p aprés un temps suffisamment long (i.e., t — +00).

On donne :

1, (F) = (F¥h1,) = exp (—r/an)

¢2p (?) = <7>’ ¢2p> :—\/%1(70)32% exp (—r/2ag) cos 0
Din) = [y~ ot exp(—p)dp.  By= B

Exercice 11

Considérons la perturbation harmonique
V(t) = ve™ 4 vTe ™t

ol v est un opérateur indépendant du temps. Une telle perturbation survienne, par exemple,
lorsque des particules chargées (électrons) interagissent avec un champ électromagnétique.

1) Trouver P;_, ¢ (t) en négligeant le terme qui vient du produit. Trouver le taux de transition
Ly = 25,

2) En déduire que le taux de transition est différent de zéro que lorsque I'une des deux
conditions suivantes sont vérifiées

E; = E; + hw

Quelle est la signification physique de ce résultat ?



Chapitre 5

Particules identiques

5.1 Généralitée

Il existe dans la nature de nombreux systémes composés de plusieurs particules de la méme
espece. Ces particules ont toutes la méme masse, la méme charge, le méme spin et toutes autres
grandeurs intrinseques. Ces particules sont dites identiques et ne peuvent pas étre distinguées en
mesurant leurs propriétés. Par exemple, les électrons d’un atome sont des particules identiques.

Dans ce chapitre, nous voulons examiner comment décrire les systémes de plusieurs parti-
cules. Nous allons considérer en particulier les systémes de particules identiques et voir comment
construire leurs fonctions d’onde.

La dynamique d’un systeme de N particules est décrite par un hamiltonien H obtenu en

généralisant ’hamiltonien & une particule

N o9
D; - — —
H= — 4+ V t 5.1
p 2mz+ (T17T27 y 'N, ) ( )

. — — — 4 . . .
Le potentiel V (71, 73, ...,rn, t) représente toutes formes d’interactions (internes, externes,

mutuelles,...). Les opérateurs correspondants aux différentes particules commutent
[xwpa:]} :Zhazj) [ZL’“I]] = [pzﬁpm]] :07 (Za.] - 177N>

L’état d’'un systéme de N particules sans spin (nous ignorons le spin pour le moment) est
décrit par une fonction d’onde ® (7, Tayes TN, t). L’évolution dans le temps de cette fonction

d’onde s’écrit N R
0P (71,73, ...,TN, 1)

ot

ik = H® (7' 1,75,....,TN, 1) (5.2)
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Dans le cas ou le potentiel V' est indépendant du temps, la solution de (5.2) est
:¢<?17F2>a"'>m) e " (53)

ou F est I’énergie totale du systéme de N particules.
Remarque : Pour simplifier cette étude, on va considérer uniquement un systéme de deux

particules. La généralisation est simple & formuler.

5.2 Symétrie d’échange

Soit &, les coordonnées (position 7';, spin 5, et tous autres degrés de liberté internes)
de la particule (i) et soit 1(&,&,) la fonction d’onde du systéme de 2 particules. On définit

I'opérateur d’échange (ou opérateur de permutation) Pj5 comme

P1277Z)(£17§2) - ¢(§27§1) (54)

et comme

V(€2 &1) = Putp(§1,82) = Pra = P

et aussi

P122w(51752) = P12P12¢(51af2) = P12¢(f2a§1)
=(£1,6) = Ph=1

Donc les valeurs propres de Pjs sont +1 c-a-d

P12¢(§1752) = iw(&afz) (5-5)

Les fonctions d’onde relatives a la valeur propre 1 sont symétriques et celles a la valeur —1
sont antisymétriques par rapport a 1’échange. Notons ces fonctions par v, et ¢, respectivement.

On écrit

(€1, €a) = ¥s(82:61) (5.6)
1%(517 52) = _ws<§27 gl) (57)
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5.3 Systéme de particules discernables (non identiques)

Pour un systéme de 2 particules discernables et sans interactions mutuelles, chaque particule

a la masse m; et soumise & un potentiel différent V; (§;). Le potentiel total V' est

Vi(£1,6) = ) Vi(&) (5.8)

L’hamiltonien du systéme est donc

H = ZHz NZ(2m A@))

=1 =1

L’Hamiltonien de différentes particules commutent [Hy, Hs] = 0. L’équation de Schrédinger

du systéeme s’écrit

Hip(&1,85) = [Hi + Ho (€1, &)
= E¢<§1752)

Si on considére la séparation

Y(1,€) H (3 ENV(E,)

on aura

1/’(52)]'111/1(51) + ¢(§1)H2¢(§2) = E¢<§17§2)
mais H19(§;) = e190(&;) et Hap(&,) = e2¢0(&y) il vient

N=
o1 + 2] U(€1,6) = EY(€1,6) = E=e1+e= Y &
=1

5.4  Systéme de particules identiques (indiscernable)

En mécanique classique, lorsqu’un systéme est constitué de particules identiques, il est
toujours possible d’identifier et de distinguer chaque particule des autres.

En mécanique quantique, les particules identiques sont vraiment impossibles & distinguer
en raison du principe d’incertitude ot le concept de la trajectoire d’une particule devient sans

aucun sens.
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Considérons un systéme a 2 particules identiques dont la fonction d’onde est ¥(£,,&,). 1l
est impossible de déterminer expérimentalement l'identité de la particule qui est située a &; ou

celle qui est située a &,. Mais la probabilité doit rester inchangée par un échange de particules

(&, &)1 = [0(&0, &) (5.9)
= w(€1752) = iiﬂ(fmfi) (510)

Cela veut dire que la fonction d’onde pour un ensemble de particules identiques doit étre

soit symétrique ou antisymétrique par un échange d’une paire de particules.

5.4.1 Deégénéréscence d’échange

Un ensemble de particules sont dites identiques si les différentes observables liées au sys-
téme (comme ’hamiltonien H ) sont symétriques lorsque deux particules sont interchangées.
L’invariance de H sous une permutation de particules provoque une dégénéréscence des valeurs
propres de H ; c’est-a-dire que les fonctions d’onde associées a toutes permutations ont la méme
énergie E. Cela est connu comme la dégénéréscence d’échange.

Cette proprieté peut étre obtenue en montrant que 'opérateur H commute avec I'opérateur

de permutation.

HPle(§17§2) = H¢(§2751) = E¢(§2,§1)
= EPpy(€;, &)
= P12E¢(f1af2>

= P12H¢<51a§2)

5.4.2  Postulat de symétrisation

Dans la nature, les états d’un systéme de particules identiques sont soit totalement symé-
triques ou totalement antisymétriques sous I’échange de toute paire et que des états avec des
symétries mixte n’existent pas. En outre, ce postulat stipule que :

i) Les particules de spin entier (bosons) ont des états symétriques.

ii) Les particules de spin demi-entier (fermions) ont des états antisymétriques.
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5.4.3 Construction de fonctions d’onde symétriques et antisymétriques

A partir de toute fonction d’onde symétrique (£, &,) normalisée, on peut construire des

fonctions d’onde symétriques (&, &) :

0u(E1,6) = 5 0160, 60) + V(6] (5.12)
on peut aussi construire des fonctions d’onde antisymétriques ¥,(&;,&,) :
al€1.62) = 5 [0(E1,6) = V16 1) (5.13)

ol on a utilisé le principe de superposition et 1/ V/2 est un facteur de normalisation.

5.4.4 Systéme de 2 particules identiques sans interactions mutuelles

Soit un systeme de 2 particules identiques sans interactions mutuelles. Chaque particule
a la masse m; = m et soumise a un potentiel V; (¢;) = V (¢;). L’équation de Schrodinger du

systéme s’écrit

Hy (&4, 85) = Ev(&y, &) (5.14)
qui peut étre séparée en 2 équations & une particule
p; _
(2 +V(6) vule) = 2ubu(e) (5.15)

ou les «a; sont des nombres quantiques de chaque état. Notons ici que I’énergie est donnée

(comme dans le cas d’un systéme de particules discernables) par la somme

E=Y2 e, (5.16)

alors que la fonction d’onde ne peut étre donneé dans le cas des particules identiques par le

N=2
produit ¢ (£;,&,) = H Y, (&;) pour deux raisons :
i=1

i) Si la fonction d’onde est donnée par ce produit, cela veut dire que la particule 1 est dans
'état 1, (£,) et la particule 2 est dans I'état v, (&,). Ceci, bien str, n’a pas de sens puisque
tout ce que nous savons est que I'une des particules est dans I’état ¢, et une autre dans I'état
Y, puisque les particules sont identiques.

ii) Ce produit n’a pas, en général, une symétrie bien définie. Ceci est en désaccord avec le
fait que la fonction d’onde d’un systéme de particules identiques doit étre soit symétrique soit

antisymétrique.
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Par ailleurs, on peut construire les fonctions d’onde symétriques et antisymétriques pour ce

systéme comme suit

7/15(51752) = [7/)&1 (51)1%2(52) + ¢a1(§2)¢a2 (51)} (5-17)

Sl- sl

1/’a(§1a§2) - wal (51)¢a2(52) - ¢a1<§2)1/’a2 <§1)} (5-18)

oll on a supposé que oy # «s. Lorsque oy = ap = « on aura

7%(51752) = wa(€1)¢a(€2)
Va(€1,€5) =0

Nontons qu’on peut écrire la fonction 1 (&, &,) de la fagons suivante

b1, &) = fz o1 (§1) 10, (&) (5.19)

ol P est l'opérateur de permutation et la somme est sur toutes les permutations possibles (ici
2 permutations).
On peut écrire également la fonction d’onde ,(&;,&,) sous forme d’un déterminant connu

comme déterminant de Slater comme suit

wa(ﬁhfﬁ) :\/L? wal(gl) Z

5.20
Yy (€1) 20

5.4.5 Fonction d’onde d’un systéme de N particules

Pour un systéme de N particules identiques sans interactions mutuelles, les fonctions

d’ondes symétriques et antisymétriques sont données par

1 ~
a6 o) = = ; P o, (§) 00y (&)t (E) (5.21)
Vo (61) oy (E2)  oothn, (Ex)
_ L L, () v, (&) o, (En)
1%(51752; "'7£N) W : (522)

avec o # Qo # ... # ay.

Cas particuliers
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1)siay =ay=...=ay =« alors
ws(gla €2a sety gN) = ¢a(€1)¢a(§2) """ wa(SN) (523)
¢a(£17§2a "'7§N) = 0 (524)
2) Si ajapparait N; fois dans la suite g, ag, ....,an et si ap apparait N fois et ainsi de

suite. La fonction d’onde symétrique s’écrit

Uol€ &) =\ o D P Ve (600 () Vay () (5:25)

P

La sommation ), se porte uniquement sur des permutations donnant des termes distincts
et par conséquent comprend N!/N;!Ny!....Ny! termes différents.

3) Contrairement au cas symétrique, si parmi les nombres oy, ag, ....,an seulement deux
sont égaux, la fonction d’onde antisymétrique est nulle. Cela veut dire que les fonctions d’ondes
antisymétriques sont non nulles seulement si tous les nombres ag, s, ....,an sont distincts.
C’est le principe d’exclusion de Pauli qui stipule que deux fermions identiques ne peuvent
occuper le méme état quantique individuel. Ainsi dans ’atome, par exemple, tous les électrons
ont des nombres quantiques différents. C’est également le cas dans tous les autres systémes de
fermions.

Remarques

i) A basse température, contrairement au fermions, les bosons ont tendance & se condenser
tous dans le méme état (état fondamental). Ce phénomeéne est connu comme la condensation
de Bose-Einstein.

ii) Toutes les particules élémentaires observées sont des fermions ou des bosons.

Ezercice d’application

Considérons un systéme de 2 particules sans interactions mutuelles confinées dans un puits

infini unidimensionnel définit comme suit

0 si 0<z<a
V(x) =
00 ailleurs
Déterminer I’énergie et la fonction d’onde de ’état fondamental et du premier état excité
lorsque les 2 particules sont :

(a) discernables et sans spin avec m; < mo.

(b) des bosons identiques. (c) identiques de spin 1/2.
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Solution
(a) Chaque particule se déplace dans un potentiel définit par V;(x;) = 0 pour 0 < z; < a et

Vi(z;) = oo ailleurs. Dans ce cas, I’équation de Schrodinger du systéme est

P
Z om,; da? "2 (71, 22) = Enl:”2¢n1,n27n3 (21, 22)
1 it

1=
qui est séparable en 2 équations a une particule comme

n o d? _
=, (@) = enthy, (2), 1=1,2

2mi

avec
2,2 2 ,

En; = T nzi? wm (xz) = \/gSin (nzﬂ'xZ)
2m;a a a

L’énergie totale et la fonction d’onde sont
2
R*r? (n?  n2
Buans =20 = oy * )

2
2, /mm . [NaT
wm,nz (-Tla $2> = 11 wnl (fl?z) = ESIH <T$1> sin (7[[’2>
1=

L’état fondamental du systéme correspond au cas ou les 2 particules occupent leur état

fondamental ; n; = ny = 1 donc

’r? (1 1
EO = E, = W(_ﬁ"_»

2a2 \m;  mo

2
w(o) =1y, (21,22) = —sin (E:cl) sin (E:cg)
’ a a

a
Comme la particule 2 a la plus grande masse, le premier état excité correspond au cas ou

la particule 2 est dans ny = 2 tandis que la particule 1 reste dans n; = 1. Alors on a

e (1 4
EW = By, = W<_"“_)
my Mg

2a2
2 2
w(l) = 1)y 5 (21,72) = —sin (Eml) sin (-ﬂ-fﬂg)
” a a a

(b) Si les 2 particules sont des bosons identiques, I’état fondamental correspond au cas ou

les particules sont dans n; = ny = 1. Ainsi
h2m?
a’m

E© = Ey1=2e =

¢(O) =114 (21, 22) = ¥y (21) Pq (22)

2 ./ LT
= —sin( —z; | sin | —29
a a a
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Comme les particules sont identiques, alors pour le premier état excité, une particule est

dans I’état 1, ( d’énergie £, = ;;7’; ) et une particule est dans l'état 1, (avec une énergie

_ 4h2m?2 .
&2 = 2a2m 451 )a

5h2m?
2a2m

E(l):51—|—€2:€1+461=581:

La fonction d’onde totale du premier état excité s’écrit

(l)l' Xz :L T i) i) T
P (w1, 2) \@[%( V1o (2) + 1y (£2)3g(21)]

qui est une fonction d’onde symétrique.
(c) Si les 2 particules sont identiques de spin 1/2 (des fermions), I’état fondamental corres-
pond au cas ou les 2 particules sont dans ’état v); ( une particule a un spin en haut |+) et

l'autre a un spin en bas |—)).
h2?

a’m

E(O) = 261 =

la fonction d’onde de I’état fondamental est antisymétrique

0O (21, 35) = (L n(e)x (s1) (@)X (s2) (5.26)

V2| gy (@) x (s1) Wy (a2)x (52)

Nous devons garder a ’esprit que les états de spin sont donnés par

X (8i) = [+)

Le premier état excité correspond au cas o une particule est dans ’état ¢, ( de spin |+)
ou |—)) et lautre particule sont dans I’état 1, (de spin |+) ou |—) ). L’énergie de cet état est

5h27?

EW =g, +ey=¢g,+4e, = 5¢, =
2a2m

5.5 Exercices

Exercice 01

Dans un atome d’hélium (Z = 2), on néglige l'interaction spin-orbite et I'interaction entre
les électrons, trouver les niveaux d’énergie et la fonction d’onde correspondante de 1’état fon-
tamental et le premier état excité.

Exercice 02
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L’Hamiltonien de ’atome d’hélium peut étre écrit, en négligeant I'interactions spin-orbite,

comme

H:HO+H12

ol Hy est la somme de deux parties, chacune correspondant a I’Hamiltonien d’un seul électron

en interaction avec le noyau séparément

2 2
p; 2e
Hy= -1 —
2m T;
Le terme
2
e
ng = = =
r — 7‘2|

est la répulsion électrostatique entre les deux électrons.

1) (a) Quel est ’état fondamental de 'atome d’hélium si on néglige la répulsion des élec-
trons ?

(b) Quel est le premier état excité ?

2) Considérons maintenant le terme de répulsion comme une perturbation. Calculer la cor-
rection a ’énergie de I’état fondamental.

Exercice 03

Considérons un systéme de 2 particules identiques de spin 1/2 sans interactions mutuelles

de masse m confinées dans puits infini unidimensionnel défini comme suit :

0 si O<z<a
V(z) =

00 ailleurs

Supposons que les particules sont dans un état défini par la fonction d’onde :

Y (1, 19) = \/75 {sin (27?1) sin (57?2) + sin (57;I1> sin (27?2) } X (51, 82)

ol x1 et x5 sont les positions des particles 1 et 2 respectivement, et y (s1, s2) est état du

spin des deux particules.
(a) Est ce que x (s1, s9) doit étre un état singlet ou triplet ?

(b) Trouver ’énergie du systéme.



Chapitre 6
Initiation a la théorie de la diffusion

6.1 Introduction

Presque tout ce que nous savons sur la physique nucléaire et atomique a été découvert par
des expériences de diffusion (collision) comme, par exemple, la découverte du noyau atomique,
les nucléons, les quarks, etc.

Dans I’étude expérimentale de la diffusion on dispose en général d’une source de particules
incidentes sensiblement monocinétiques et on réalise un faisceau incident & peu prés paralléle
au moyen de collimateurs suffisamment étroits pour que les particules aient une impulsion
pratiquement bien déterminée en grandeur et en direction.

Soit un faisceau de particules (A) diffusé a partir d’une cible localisée (B). Suite a cette
collision, plusieurs cas sont possibles

(

A+ B (élastique)
A+ B*
A+ B — (inélastique)
A+B+C
(| C (absorption)

Pour simplier, nous nous concentrerons sur la diffusion élastique dans laquelle ’énergie et

le nombre de particules sont conservés.

6.2 Caractéristiques d’un phenoméne de diffusion

A) Caractéristiques du faisceau incident
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i) La nature des particules incidentes.

ii) L’intensité I, du faisceau : qui le nombre de particules qui traversent par unité de temps
I'unité de surface normale & la direction du faisceau.

B) Caractéristiques de la cible

i) La nature des atomes qui la constituent.

ii) Le nombre X de ces atomes (centre diffuseurs).

6.3 Section efficace de diffusion

On place une cible sur le trajet d’un faisceau incident et on dispose, en dehors de celui-ci,
un compteur (Détecteur) qui dénombre les particules diffusées dans un angle solide d) autour
d’une direction moyenne repérée par deux angles polaires (6, p). L’angle solide d€2 = sin 0dfdy
est fixé par 'ouverture de la fenétre d’entrée du compteur et par la distance r de celui-ci a la

cible.

e Détecteur

____________________________

Particules diffusées
dans la direction (8,@)

Source @ = - I
/ffthF

Collimateur

Expérience de diffusion

Le détecteur définit alors un angle solide df) = sinfdfdy . On compte le nombre dn de
particules diffusées qui traversent par unité de temps ce détecteur. Ainsi, on constate que :

i) dn est proportionnel a dfQ.

ii) dn dépend des angles 6 et .

iii) dn est proportionnel a I et X.
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On peut écrire donc dn = o (0, ¢) Ip X dS2 soit

dn

La quantité o (0, ) dS2 = do est la section efficace différentielle de diffusion.

Dimensions de do :

nombre de particules diffusées dans I’angle solide df) par unité de temps

do = - — ; " "
nombre de particules incidentes qui traversent une unité de surface par unité de temps
d’ou
T-1 9
[do] = T L

il en résulte que do est une surface (section). On exprime une section efficace en barn (b) :

lbarn = 10~2*em?.
La section efficace totale o (6, ¢) = [ 92dQ mesure Defficacité de la cible (du potentiel) a
diffuser les particules incidentes. Elle représente la surface totale du faisceau incident qui est

diffusé par la cible.

6.4 Calcul de la section efficace

On considére 1’équation de Schrodinger

Vo] e - Bo) (6:2)

On suppose que V(1) est de portée finie, c’es-a~dire que 'interaction entre la particule et
le potentiel se produit uniquement dans une région limitée de ’espace r < a ol a est la portée
du potentiel. Pour r > a le potentiel est négligeable (V(r) ~ 0). Donc, avant la collision la

particule se comporte comme une particule libre et peut donc étre décrite par une onde plane

Y (T) = AT (6.3)

ol ? est le vecteur d’onde associé & 1’onde incidente avec P = h? et A est une constante de
normalisation.

Lorsque l'onde incidente interagit avec la cible, une onde sortante ¢ (7°) est diffusée.

Jiry g

. . . . , L. 7 .
Pour une diffusion isotrope, 'onde diffusée est une onde sphérique de la forme ¢*-™ /r. Mais en
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générale, I'onde diffusée n’est pas a symétrie sphérique, c’est-a-dire que son amplitude dépend
de la direction (0, ) le long de laquelle elle est détectée et par conséquent on écrit

—
. —
ik’ 7

e

r

—_
ou f(0,p) est Pamplitude de diffusion et k' est le vecteur d’onde associé a 'onde diffusée.
Aprés la diffusion, la fonction d’onde totale est composée d’une superposition de ’onde plane

incidente et de ’onde diffusée
Y (T) = Yine (T) + Vi (T)
-, eiﬁ.?
~ AT+ f(0,9)

r

L’amplitude de diffusion f (6, ) joue un role central dans la théorie de la diffusion, car elle

détermine la section efficace différentielle de diffusion. Pour le voir, introduisons le flux incident

— h — = .
J inc = 2_ <¢incvwinc - 77Z}incvwinc) (65)
mi
et le flux diffusé
J diff = i <¢diﬁv¢diﬁ - ¢diﬁv¢diﬁ) (6.6)
On remplage (6.3) dans (6.5) et (6.4) dans (6.6), on obtient les modules suivants
. |A|? Rk
inc — 6.7
J p- (6.7)
_ |A|* hk! 5
iff — 9, 6.8
jaw = E 517 6, ) (6.

le nombre dn des particules diffusées dans I’angle solide df2 dans la direction (6, ) et passant

a travers un élément de surface dS = r?dS) par unité de temps est donné par
dn = jdiﬁ'T’2dQ (69)
de (6.8) on obtient

AP RE

m

dn 1£(0,0)]? d (6.10)

le nombre dng de particules incidentes qui traversent une unité de surface par unité de temps

dno = jinc (611)



6.5 Méthode des ondes partielles 82

mais on a vu que la section efficace différentielle est

dn
do = 2 12
7T X (6.12)

on prend X = 1, il est claire alors que Iy = ji,. et donc on obtient

_KIf(0,9)dO

d
o k

(6.13)

Notons que la constante de normalisation A ne contribue pas a la section efficace différen-

tielle, on va le prendre égale a 1. Pour une diffusion élastique on a k' = k et donc

do = |f (0, ¢)| dQ (6.14)

f (0, ) est Pamplitude de diffusion.

6.5 Meéthode des ondes partielles

But : Développer une méthode pour calculer 'amplitude de diffusion f (6, ¢) .
On suppose ici que le potentiel V' (r) est & symétrie sphérique (potentiel central) et a courte

portée. Supposons aussi que 'onde incidente est suivant 'axe (0Oz) c-a-d

+o00
Yoo (T7) = e = gibreest — Z it (20 + 1) j; (kr) Py (cos ) (6.15)

=0

Rappelons aussi que la solution de I’équation de Schrodinger (6.2) est de la forme
(7)) =) amR(r)Y;" (0, ¢) (6.16)

ou la partie radiale R (r) = (1/r)U (r) vérifiée I’équation suivante

n d2U (r) [W (£+1)

S 2M dr? M2 + V(T)] U(r)=EU(r) (6.17)

Comme V(r) est central, le systéme est invariant par rotation autour de l'axe (Oz) ( L,
commute avec I’'Hamiltonien du systéme). L’onde diffusée ne doit pas dépendre de 1'angle ¢,

c’est-a-dire m = 0.
+o0

U (T) = _ R (r) P (cos) (6.18)

=0
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20+ 1
Y0 (0,0) = \|=—Pi(cost)

20+1
et Ao = Cy.
AT

avec

Aprés la diffusion, la fonction d’onde est constituée de I'onde plane incidente et de 1'onde

diffusée
D (7)) = Yo (77) + P (77) (6.19)
c’est-a-dire . A
V(7)) ~ Z i (20 + 1) j; (kr) Py (cos 0) + f(6) ez:r (6.20)
=0

Ainsi, la fonction d’onde est donnée soit par (6.18) ou par (6.20).

En général, les détecteurs sont situés a des distances de la cible qui sont beaucoup plus
grandes que la taille de la cible elle-méme. Ainsi, les mesures effectuées par les détecteurs se
rapportent & des fonctions d’onde diffusées & des grandes valeurs de la distance radiale r. Pour
déterminer 'amplitude de diffusion f(6), nous allons établire une connexion entre les formes
asymptotiques des expressions (6.18) et (6.20). Ainisi, puisque

je(kr) =~ sin (k:r — Eg) /kr

r—-+00

alors I'expression (6.20) se comporte comme

400 . .
kr yus ikr
b(@) - ST 5) b s+ 16)° (6.21)
r——+00 o kr r
de plus
i(kr—t3) _ —i(kr—t%)
sin <kr — gﬁ) _ ¢ .e ,
2 21
B (_2)5 eikr - (Z)f efikr
B 2i
alors (6.21) devient
_ efikr +oo o
¥ (7) _22'167»202 (20 + 1) P, (cos 0)

—+00

Z (26 + 1 (cosf) (6.22)

=0
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puisque ¢ (—i)é = 1. Pour déterminer la forme asymptotique de (6.18), on considére qu’a
des grandes valeurs de la distance radiale r le potentiel V' (r) est négligeable (V(r) ~ 0). Donc
I'équation de Schrédinger (6.17) se réduit a celle d’une particule libre ou la solution de 1’équation

radiale correspondante est une combinaison des fonctions de Bessel et de Neumann sphériques
R (r) = Agje (kr) + Beng (kr) (6.23)

la forme asymptotique de R (7) est alors

sin (kr - fg) B cos (kr — ﬁg)

A 27 24
R (T) r:&-oo ¢ kr ¢ kr ’ <6 )
réécrivons (6.24) comme
in (kr —0Z +6
R(r) —>ng1[1( r-t5+%) (6.25)
kr
ou Ay = bycosdy et By = —bysind, , c’est-a-dire
B
tan o, = _Xj (6.26)

L’angle 0, est appelé déphasage.
Remarques : Alors §, a une valeur réelle qui s’annule pour toutes valeurs de ¢ lorsque le
potentiel est nul (V(r) = 0), c’est-dire dans le cas ou la particule est libre. La fonction d’onde

(6.18) se comporte pour r — 400 comme suit

= sin (kr — 05+ 5g)

¢ (?) TH:)OO Cgbg k"r‘

Py (cosb), (6.27)

et comme
T cilbr—t5+00) _ —i(kr—t5+5,)
in (kr— 0=+ ) _
sm( r 5 + dy 5 7
(_i)f eihreide — (7)0 gmikreide
21

on peut alors réécrire (6.27) de la fagon suivante

+oo NC ikr Lidy _ (\C —ikr ,—id,
V(7)) — Zcebe<<_l) e — (i) e 6)P2(C039)7

2ikr

c’est-a-dire

—ikr T00
6ik7‘ +00

+ Sihm Z ceby (—i)" € Py (cos ) . (6.28)
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Egalons maintenant les coefficients de e~**" /r dans (6.22) et (6.28), on obtient
cobe (i)' e =20 (20 + 1)
= by = it (2@ + 1)€i5é
alors (6.28) s’écrit
e thr +oo
— _ 20
() = o ;z (20 +1) P, (cosh)
etkr +oo
20+ 1) e* P, 2
+2ikr;0(€+ ) e Py(cosl), r — Hoo (6.29)
Egalons maintenant les coefficients de e?*" /r dans (6.22) et (6.29), on a
+00 1 400 '
f(0)+ ik (20+1) Py(cosf) = %k Z (20 + 1) €%t P, (cos 0)
=0 =0
c’est-a-dire .
(o) = i L (2¢+ 1) Py (cos ) (e** — 1) (6.30)
prs 2ik
ou bien
F(0) = Y008 BED G0 5, Py (cos 6) (6.31)
qui s’écrit aussi comme
+o00
F0)=">" fu(6)
=0
avec .
204 1)e*
Fu(0) = % sin 6P, (cos6) | (6.32)

fe(0) est amplitude de 'onde partielle ¢. La section efficace différentielle est obtenue & partir

de Pexpression (6.14) et (6.31)

do 9
]
<% ide oo o 8y
= M sin 0, Py (cos 0) Z M sin §p Py (cos §)
k
=0 0'=0
1 400 400 A
= ﬁ Z Z (26 + 1) (26/ + ].) 62(6(8_52/) sin (Sg sin 64/Pg/ (COS 9) P@ (COS 8)

=0 ¢'=0
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la section efficace totale (intégrée) est donc

o= [1sraa= [(isorsnon [

:27r/ | £(0)]? sin 6d6
+o0 +oo

Z Z 20 4+ 1) (20 4 1) %= sin §, sin 54// Py (cos8) Py (cosB) sin 0do
=0 ¢'= 0

I'intégrale précédent se calcule en posant x = cosf et en utilisant la relation d’orthogonalité

des polynomes de Legendre

! 2000
Py (x) Py (x)dx . 6.33
| Pe@ P de = 52 (6:33)
donc
o =455 (20 + 1)sin®§, (6.34)

rappelons que si V(r) = 0 alors §, = 0, ¥/ = o = 0.

6.5.1 Théoréme optique

Pour 6 = 0 Pamplitude donnée par (6.31) se réduit a

Z (20 +1) e®t sin 6, P, (1)
=0

?vl»—*

comme Py (1) =1, et ¢t = cos §; + isin dy, on a

+

8

(20+1) (cos d;sin &y + i sin? (54)

| =

f(0) =

~
i
o

on déduit que la partie imaginaire de f(0) vaut

“+00

> (204 1)sin’ 5, (6.35)

£=0

| =

Im £(0) =

remplagons (6.35) dans (6.34) on obtient le théoréme optique

— 47 1 £(0) (6.36)
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6.5.2 Calcul de déphasage dans le cas d’un potentiel de portée finie
Soit un potentiel de portée finie définit par

V <
Vi) = (r) pour r <7 (6.37)
0 pour 1 > 71y

Comme V(7) est central, la solution de 1’équation de Schrédinger pour ce potentiel est

donnée par (6.18) a savoir
+oo
(7)) = _eRy(r) Py (cosb)
=0

ou Ry (r) = (1/r) U, (r) vérifiée I'équation différentielle radiale

K d2U, (r) [W (£+1)

TOM dr? o2 V(T)] Ue (r) = EU(r) (6.38)

Région (I) : 0 < r < o, la partie radiale R(r) est donc donnée par

U
R(r) = ’3:7”) (6.39)
Région (II) : 7o <7 < +o0, V(r) = 0, I'équation radiale se réduit & une équation d’une
particule libre ot la solution est
Ry (r) = agy (kr) + Bng (kr) (6.40)

« et 3 des constantes et k* = 2M E/h*. Appliquons les conditions de continuité

Ry(ro—¢) =Ry (ro+¢),

d d
%Re(’/‘o—&?) = %RKO”O—FF:‘)

ou € — 0. On aura

Rg (7“0) = Ozjg (k?“g) + ﬁng (kT‘Q)
Ry (ro) = akjy (kr) + Bkny (kr)
Ecrivons le rapport

Ry (ro) _ krojy (kro) + Skrom, (kro)
Ry (o) Je (kro) + Zny (kro)

posons
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on déduit le rapport
B _ krogy (kro) — veje (kro) (6.41)
a vy (kro) — kronyg (kro)

D’autre part
sin (kr — Eg) CoS (k‘r — ég)
Ry (r) r:i-oo @ kr -8 kr

si on pose @ = ccos(dy), [ = —csin(dy) c-a-d tan (dy) = —g, on obtient

sin (lm“ — 05+ 5g)
kr

Ry (r) — ¢

ol 0y est le déphasage. Alors, I’équation (6.41) donne

_ e (kro) — krojy (kro)

tan (0
(0¢) vene (kro) — krony, (kro)

(6.42)

La formule (6.42) permet de calculer le déphasage d’un potentiel de portée finie si on connait
les valeurs des fonctions j, (kro) , ng (kro) et 7.

i) Comportement & haute énergie

A haute énergie (F >>), on néglige le potentiel V(r) devant 'énergie E. L’équation de
Schrodinger dans les deux régions précédentes est celle d’une particule libre = le déphasage
9, = 0 donc la section efficace suivant (6.34) est 0 = 0 = pas de diffusion et les particules
traversent la cible directement.

ii) Comportement a basse énergie

A basse énergie (E <<), c’est-a-dire krg << 1 les fonctions de Bessel sphériques se com-

portent comme suit

, 2001 ‘ ) 2L () i1
Je (kro) ~ m (k’ro) = Je (]CT()) ~ m (k’?"o)
20)! e , 2001 (£ +1 e
ne (kro) ~ —(222! (kro) ™ =l (kro) ( )2(% ) (ko) 2
Alors le déphasage (6.42) s’écrit
20 (p1)2 _
tan (0,) ~ — 2 (8) e =1 (kro)® (6.43)

201 (20 + 1) [y, + €+ 1]
ou bien

tan (8,) ~ —ack**!

2% (ﬁ!)z [ve — 14 201
O 20+ D! [y, +£+1]°

avec ap =
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ap est appelée longueur de diffusion.
Suite & I’équation (6.43) a basse énergie (kro << 1) on a tan (d;) << = tan(dy) ~ &, ~

sin d,. Ainsi, la section efficace de diffusion

Ar 2 . 9 At &
0=13 (2¢ + 1) sin” §, ~ (

£=0 =0

+oo
:>02247r(2€+1 2Rt = Zae
=0

20+1)6;

donc lorsque £ — 0
0 sio £#0
Oy =
4rad si £=0

Alors a basse énergie, la section efficace est dominée par les ondes s :

o~ 0y = 4ma} (6.44)

FEzxercice d’application
I) Une particule de masse m est diffusée par le potentiel attractif V'(r) défini par
V(r) = Vo si r<a T
0 si r>a

La partie radiale de la fonction d’onde totale de la particule est R, (1) = ug (1) /7.

(1) Soient k¥ =2m (E + Vy ) /h* et k3 = 2mE/h?* avec E > 0.

(a) Ecrire I’équation de Schrodinger satisfaite par la fonction uy (r) pour r <a et r > a.

(b) A basse énergie, la section efficace est dominée par des ondes spécifiques quelles sont
ces ondes ?

(c) Réécrire les équations précédentes pour ¢ = 0, et donner les solutions correspondantes
en tenant compte du fait que la solution acceptable doit étre nulle pour » = 0 et finie pour
r — 0.

(2) (a) Appliquer la condition de continuité (Inwu, (r))’]

r=a—e (Inu, <T)>,}T:a+e pour mon-

trer que le déphasage g est donné par I’expression

k
do = —kga + arctan (k_2 tan (km))

1

(b) A basse énergic F << on a: kea << 1 et ky — kg >~ 2mV, /h* Donner ainsi

I’expression de Jy.
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(c) En déduire la section efficace totale de diffusion.

(d) Si de plus kpa << 1. Montrer que la section efficace totale devient

167aSm2Vg§
9ht

o~

On donne : sin (z) ~ z — 2%, cos (z) ~ 1 — Jx

2, tan(z) ~a + 32°
Solution
I) Une particule de masse m est diffusée par le potentiel attractif V'(r) défini par

-V si r<a

V(r) = ’ = % >0
0 si r>a

La partie radiale de la fonction d’onde totale de la particule est R, (1) = ug (1) /7.
(1) Soient k? = 2m (E + Vy ) /h? et k2 = 2mE/R* avec E > 0.
(a) L’équation Schrodinger

h_2d2Ug(7”) |:h2€(€+1) _v('):| UZ(T):EUZ(T) r<a

C2m dr? 2mr?
h? d®up (r) R (0+1)
B T e T (r)y=FEu/(r) r>a

(b) A basse énergie, la section efficace est dominée par les ondes s (¢ = 0).

(c) Pour £ =0, on a

h? d*ug (r
~ 5 dfﬂg)—%uo(r)—Eu()(r) r<a
n? d*uq (1)
BT =FEuy(r) r>a

Les solutions correspondantes

up (r) = Asin (kyr)  pourr <a

ug (r) = Bsin (ker + Jdp) pour r > a

ol on a tenu compte du fait que la solution acceptable doit étre nulle pour r = 0 c-a-d Rq (1)
soit réguliére et finie pour r — oo.

(2) (a) Appliquons la condition de continuité

(nug ()], _, . = (Inue (r)'],_,.,. :
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c’est-a-dire
sin (kia)  sin(kaa + do)

ki cos (kya) ko cos (kea + o)

alors

dp = arctan (Z—f tan (kla)> — ksa

(b) A basse énergie F << on a: kea << 1 et k; — kg >~ 2mV; /h*. Ainsi 'expression de

t k
50%2@(M_1> el
koa

0¢ devient

(c) La section efficace totale de diffusion est donc

47 47

2 2
o~ —sin“dg ~ —0
k3 k30
c’est-a-dire )
tan (k
o~ dra? <M _ 1)
/{Z()CL

(d) Si de plus kpa << 1. Alors la section efficace totale s’écrit

1 2
o~ 4ma® <1 +3 (koa)? — 1)

4
~ —l{:ga6

9

alors
16mm2Via®
9ht

o~
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