Chapitre2 : Préliminaires mathematique

2.1) Quelques définitions :
Un scalaire :

Un scalaire est défini comme une quantité représentée par un seul nombre, qui est indépendant
de tous base (par exemple, I'énergie, la masse, la température, le volume, etc.).

Un vecteur :
Est un segment linéaire, caractérise par une direction, un sens et une norme (ou module).
Repére orthonormé direct :
Base orthonormée :-orthogonale :e; L €, ,e; L é; , e; Lé;.
-Normé : [ef| = [ez] = |es]

Le produit scalaire :
— — — — — —
u-v =|u||x|vi|cos|lu, v

Le produit vectoriel :

- - —# —b :h-:.;
|uAv|| = ||ull|v (sm(u,v}| o
[T by
- re
Notons les coordonnées U = (ul, U, U3) etv= e T
(Vl, V2, V3). p - . -
- - e
y - i /./
oty — Uzt
UMV = | uzvy — Uvs

Ui — Uty

2.2 Convention de somation (Convention d’Einstein) :

Dans un mondme, si un indice est répété deux fois, cela signifie qu'il y a sommation sur
cet indice dans son intervalle. Cet indice est appelé muet, tandis que les autres indices sont

appelés libres.

Exemples :

1)

dy =

3
@ = dy +dxn + di;
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2)

3

u,'_,'fi_; = Z H,‘_,'II:.F_,' =anhy + aph +agh

2.3 Symbole de Kronecker :

5 Lifi=j
PO 0 i#) -

o e T
= =
—_— 2

2.4 Symbole de permutation :
+1 si(4,7,k)est (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2),
ek = ¢ —1 sif(i,7,k)est (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1, 3),
0 sii=jouj=kouk=1.
2.5 Notation indicielle

La notation indicielle est un schéma d’abréviation dans lequel un ensemble entier de

nombre est représenté par un seul symbole avec des indices.

Exemples :

ay ap dpr d3
HI' = “1 N HI'I' = Hl| “11 4.]'1_1
a3 a3 d3x dua

2.6 Tenseur :

Un tenseur généralement une fonction des coordonnées de ’espace a n dimensions par n

composante, avec k est I’ordre du tenseur.

- L’ordre d’un tenseur est égal le nombre d’indices nécessaires pour décrire ses
composantes

- Le nombre de composantes d’un tenseur d’ordre n dans une base tridimensionnel est :

3n.

2 Dr Bouzeriba Asma



Exemples :

1) Le vecteur Ti a un indice : tenseur d’ordre 1 (T )

2) La matrice Tjj: tenseur d’ordre 2 ( T)
2.7 Les opérations sur les tenseurs :
2.7.1 Le produit tensoriel
Notons & le produit tensoriel et A le produit vectoriel.

1) Le produit vectoriel est un vecteur: C = AAB

2) Le produit tensoriel de deux vecteurs est un tenseur d’ordre 2 : ¢ = A®B ou C; i =4

2.7.2 Tenseur symétrique et antisymétrique
A Symétrique: A = AT ou A;; = Ay
A Antisymétrique : 4 = —AT ou A;; = —4j

2.7.3 Trace d’un tenseur

La trace d’un tenseur d’ordre 2 est la somme de ces termes diagonaux.

TTZ = Aii = A11 +A22 + A33

2.8 Les opérations sur les matrices

Soit A et B deux matrices de composantes Ajj et Bij et « est un scalaire.

A=B: A, =B,

L

C=AB=[A]|B]: C,=> 4,8,

k=1

!

C=ad4:C, =aAd

if i

B;
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2.9 Changement de repere :

X3

Soit e; , e, , ez une base orthonormée et e;

, e, , e5 une autre base orthonormee.

On définit la matrice de passage Q telle que:

. _— _ ~
€ = I|Fvn 1 12% 1555
&= 0Q8 + Q.8 + Q7
E-:" — Q:C"I_:I + . J"t_—:'\l Bl Q_-C"-C"(_-

Un vecteur V devient dans la base e; , e}, e;:
r_
Vi = Q4

Un tenseur de second ordre (matrice) devient :

”lr_.' = QipQigtipg

2.10 Polynéme caractéristique :

Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre sont obtenues par la résolution de I’équation

caractéristique
P(3.)=det(A-211)=0
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Soit en développant
P())==i + 13> ~L+1,=0

Avec :

I—‘Z - é € Emtpfl:'.-n ‘_1;'.*. ‘_l-:-'P - D(-HH{J

17, =2[A 4 —A A |=2|(Tr AF —Tr &
2 o 7 s I 21 J
I=A=Tr A

I1, 12, I3 sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.
2.11 Application aux calculs tensoriels :

Il est pratique d’introduire la notation par virgule pour la dérivation partielle :

¥ i i
A= —d, a4 ;] = —dyj, dj g = —djj, -
L iy R 7 £ dry -

La dérivation d’un vecteur a;j;j produit un tenseur de second ordre.

Coday dayp dag

9y 1 I g F'j.l'_'l
dar  Dar  da

dy j = F F F
: vy dvr o
day  daz das

| Ox, Ox; O

Considérons une fonction scalaire f :

df  dfde dfdy df dz

ds  dvds  Ovds a9z ds

Avec le vecteur unitaire n est :
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H—I |+E-E?_2+T-E'3
Donc

o)

i— n-Vf

s

Vf : est le gradient de la fonction scalaire f.

Le gradient d’un scalaire :
Vi = e

Divergence d’un vecteur :

Vu=u,

6 Dr Bouzeriba Asma



