Vibrations et Ondes Chapitre III : Systemes forcés a un degré de liberté

Le mouvement oscillatoire d’un systéeme forcé a un degré de liberté est régi par une équation
différentielle générale de la forme :

¥4 2% + wix = f(t)
f(t) : force (ou moment) généralisée agissant sur le systéeme (excitation externe).
1. Systemes forcés non amortis a un degré de liberté (1 = 0)
1.1. Equation différentielle du mouvement
L’'équation différentielle du mouvement s’écrit :
X+ wix = f(t)

La solution de Cette équation est la superposition d’une solution homogéne (xj) et d’une solution
particuliere (x,) :

X =Xxp+Xxp
1.1.1. Cas d’une excitation sinusoidale

Prenons le cas d’une excitation sinusoidale de pulsation excitatricew,. L’équation différentielle est
alors de la forme :

¥+ wix = acos wet

e Solution homogéne : c’est la solution de I’équation différentielle ¥ + w3x = 0 en absence de
|’excitation externe. Elle s’écrit sous la forme d’une fonction sinusoidale :

xp(t) = A cos (wot + @)
e Solution particuliere : on a deux cas
- Siw, # wy, x, prend la forme x;, = A, cos (wt + @)

Ay et @, sont calculés sachant que x,, doit étre une solution de I'équation différentielle

Xp + a)(z)xp = a coS w,t. En dérivant et en remplagant, on aura :
—Apw? cos(wet + @) + Apwicos (wet + @) = acos wet

En utilisant I'identité cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb, I'équation peut s’écrire :
Ap(w(z) - wg)[cos Wet COSQ, — Sinwet sincpp)] = a COS Wyt

En identifiant terme a terme, on aura le systéme d’équations suivant :
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{Ap(wg — WF)COSPy = A v e e e e (1)
Ay (0§ — wF) singy =0 oo e (2)
a —-a
(2) > ¢, =0oumetdonc (1) » 4, = 2o’ ou prrm—":
La solution particuliere s’écrit alors :
a
X, = ——— COSW,t
P W

La solution de I'équation différentielle est donc de la forme :

a
X =xp+x, = Acos(wot + @) + —5—— cOsw,t
Wy — We
Les constantes A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales du systéeme.

- Siw, = wy, xp prend la forme x;,, = A, t cos (wet + ¢p)
En dérivant et en remplagant dans I'équation différentielle, on aura :
—24,0, sin(wet + <pp) - prgt cos(wet + <pp) + pr(z)tcos(wet + gop) = a CoS Wyt

Le deuxiéme et le troisieme terme se neutralisent car w, = w,, et en utilisant 'identité
sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb, on aura :

—2Apwe[Sinw,t cOSPy, + COSW,t sing,] = a cos w,t
D’ou le systeme :

—2A,weC08P =0 v . (3)
—2ApW, SINPY, = A v e e e e (4)
s -1 —-a a
3) - = ou —etdonc (4) = 4, = 0. O 70

La solution particuliére s’écrit alors :

T
Xp = t cos(w,t — E)

2w,

La solution de I'équation différentielle est donc de la forme :

a
X=xXp+x,= Acos(w0t+q))+2w

s
t cos(wet — =)
e 2

En analysant I'expression de la solution, on remarque que I'amplitude de x,est limitée a

, \ a I
+A4, alors que celle de x,,, égale a A, = —t, prend des valeurs infinies avec le temps
p P 2w,
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(figure ci-dessous). Ce phénomene, appelé phénoméne de résonance, peut causer la
destruction du systéme.

Xp 4

1.1.2. Exemples

On prend le cas du systéme masse-amortisseur horizontal

e Force excitatrice F, = Fycosw,t T agissant sur la masse pendant le mouvement.

Zﬁ:m:“éeﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁg=m§ x =
o] F m

Projection sur 'axe Oy : P = R

<
o |

Projection sur 'axe Ox : —kx + F, = mx

°)

e el . .,k F, ,k F
L'équation différentielle s'écrit alors : ¥ + —x = ;"coswet; Wy = [ eta= Z"

e Déplacement excitateur X, = Xycosw,t agissant sur le ressort pendant le mouvement :

Yy
Y F=mio F+P+R=mi |«
(4] >
=
Projection sur 'axe Oy : P = R k-
Projection sur I'axe Ox : —k(x — X,) = mi¥ =

Xe

. . el . .,k kX ,k kX,
L’équation différentielle s’écrit alors : X + X = ﬁcoswet; wo = |- eta= 70

1.1.3. Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange régissant le mouvement des systemes oscillatoire forcés non amortis
a un degré de liberté de coordonnée généralisée q s’écrit sous la forme :

%(S—z) —Z—fl 10

f(t) est la force (ou moment) généralisée excitatrice qui agit sur le systeme.
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2. Systemes forcés amortis a un degré de liberté
2.1. Equation différentielle du mouvement

Le mouvement oscillatoire d’un systeme forcé amorti a un degré de liberté est régi par une
équation différentielle générale de la forme :

¥4 2% + wix = f(t)

De méme que pour les systemes forcés non amortis, la solution de cette équation est la
superposition d’une solution homogéne (x;) et d’une solution particuliere (x,) :

X =Xxp+Xxp
2.1.1. Cas d’une excitation sinusoidale
¥ 4 2% + wix = a cos w,t
e Solution homogene : elle correspond a la solution de I’équation

¥ 4 2% + wix = 0 (voir chapitre 2) :

(Si A < wg: xp(t) = Ae M cos(wt + @), w= [wi— A2

Sid= wy: xp(t) = (A+Bt) e
Sid> wy:xp(t) = AePrt + BP2t P, = -1+ //12 - w?

e Solution particuliere : elle prend la méme forme que I'excitation. Elle s’écrit sous la forme :
xp = Ay cos(wet + @) Yo,

Sachant que x,, vérifie I'équation différentielle et en utilisant la représentation complexe, on
aura:

—wiA, el(wet+ep) 4 2 jweAy el(@et+op) 4 w§A, el (@et+ep) = gei(@ed)

a
(w3 — w?2) + 22w,

Ap{(w(z) —w?) + 2w, el = a - A = Apej(pp =

a
p= 2 2\2 2,2
w5 — W + 4A%w
On aura: V(@ 6)2/1(0 0
e
= —arctg(—————
®p g(wg — wez)

La solution de I'équation différentielle est donc de la forme :

X=xp+x,=xn+4, cos(wet + <pp)
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2.1.2. Etude de la solution particuliere

Pour un temps suffisamment grand, la solution homogene x; de I'équation différentielle
s'atténue (tend vers zéro) quel que soit le régime (pseudo-périodique, apériodique-critique ou
apériodique). Cette solution correspond a un régime transitoire. Le systeme continue a osciller
suivant la solution particuliére x,;, qui correspond alors au régime permanent :

lim x = lim X + X = X = A, cos(w,t +
t—oo too | g,}_l; o HI_’, ﬁ 14 ( e (pp)
regime transitoire  régime permanent régime permanent

L’étude de la variation de 'amplitude 4, = az en fonction de la pulsation excitatrice
/(w%—wf,) +422w}
w,pour w, > V22 permet de conclure qu'un phénoméne de résonance peut se produire pour les
faibles amortissements (A trés faible) & une pulsation w,, = y/w§ — 242, Comme le montre la
figure ci-dessous (41 < A2), I'intensité Ay yqx = 2,1\/%/12 du pic correspondant au maximum de
wo—

Ap est d’autant plus importante que A est faible.

Ap
A
Apmax . _’_/Résonance
Al
A2
We r W,

2.1.3. Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange régissant le mouvement des systémes oscillatoire forcés amortis a un
degré de liberté de coordonnée généralisée g s’écrit sous la forme :

d(@L) aL_ 6D+ .
dt\oq) dq 94 f®

f(t) est la force (ou moment) généralisée excitatrice qui agit sur le systeme.
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3. Cas d’une excitation périodique quelconque

Si le systeme est soumis a une excitation périodique de pulsation excitatrice w.définie par une
fonction développable en séries de Fourier, le probléme revient a résoudre une équation
différentielle ayant un second membre constitué de la superposition de fonctions sinusoidales :

a
¥+ 2A% + wix = ?0 + Z C,cos (nwet + ¢,)
n=1

La solution particuliere x,, de cette équation est a la superposition de solutions particulieres

Xp; correspondant aux équations suivantes :

jéo + ZAXO + O)%xo = % _____________ d xpo

X1+ 22%; + wixy = Cycos (wet + @) — — — — — —— - Xp1
$ %y + 2A%, + wix, = Cyc08 Qwet + @) — — — — — —— - Xpy
\ % + 2A%; + wéx; = Cicos (iwgt + @) — —— — — —— - Xpi

La résolution de chaque équation de ce systeme se fera de la méme maniere que pour le cas d’une
excitation sinusoidale vu aux paragraphes précédents pour les systémes non amortis (A = 0) ou
amortis (A # 0). La solution particuliére de I'’équation différentielle s’écrira sous la forme :

(o]
i=0
4. Analogie électromécanique

Le tableau ci-dessous résume les analogies électromécaniques selon la convention
masse < inductance.

Translation Rotation Electricité
Déplacement : x Angle : 6 Charge électrique : g
. S . _d . . : } . . _d
Vitesse linéaire : x = d—f Vitesse angulaire : 6 = i—f Courant électrique : g = d—z =]
Force : F Moment : M Tension : U
Masse : M Moment d’inertie : J Inductance : L
Coefficient de frottement : a | Coefficient de frottement : o Résistance : R
Raideur : k Constante de torsion : C Inverse de la capacité : 1/
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