Vibrations et Ondes Chapitre IV : Systémes a plusieurs degrés de liberté

Les systemes a plusieurs degrés de liberté sont de systémes dont les mouvements sont
décrits par plusieurs coordonnées généralisées.

Ce type de systémes est un assemblage ou couplage de plusieurs sous-systémes a un degré
de liberté, dont les mouvements des uns influent sur les mouvements des autres.

1. Différents types de couplage

Le couplage entre les sous-systémes constituants un systéme a plusieurs degrés de liberté se
traduit par la présence de termes dits étrangers dans les équations différentielles régissant leurs
mouvements. Si I’équation concerne le ddl i, on remarque la présence dans cette équation de termes
relatifs aux autres ddl j, k, ...etc.

En se limitant a ceux dits symétriques, on pourra distinguer les types de couplages suivants :

- Couplage élastique ou capacitif : termes proportionnels a la coordonnée généralisée (x, 9, q).
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- Couplage visqueux ou résistif : termes proportionnels a la vitesse généralisée (x, 0,q = I).
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- Couplage inertiel ou inductif : termes proportionnels a I'accélération généralisée (X, 0, G = I).
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2. Systemes a deux degrés de liberté

Le mouvement oscillatoire d’'un systeme a deux degrés de liberté est régi par un
systéme de deux équations différentielles de la forme :

3‘("1 + 2115(1 + w%xl = aiXxy + bl.).CZ + Cljéz + fl(t)
5("2 + 2125(2 + w%xz = QX1 + ble + Czjél +f2 (t)

X1, X5 : coordonnées généralisées

A4, A, : constantes d’amortissement

w1, W, : pulsations propres

a,, a,, by, by, cq, c;y : coefficients de couplage

f1(t), f>(t) : forces (ou moments) généralisées agissant sur le systeme (excitations externes).

e Sib; = b, = ¢y = ¢, = 0:couplage élastique ou capacitif
e Sia; = a, = ¢4 = ¢, = 0:couplage visqueux ou résistif
e Sia, = a, = by = b, = 0: couplage inertiel ou inductif

2.1. Systémes libres non amortis a deux degrés de liberté avec couplage élastique
Le systéeme d’équations différentielles s’écrit :

5&1 + (l)%xl = aix;
jéz + w%xZ = ayXq

Les  solutions de ce systéme s’écrivent sous la forme: x; = A; cos(2t +
@1) et  x; = A, cos(2t + ;).

0 = f (w4, w,) est la pulsation propre du systéeme couplé.

A{,A,, @1, 0, : constantes a calculer sachant que x;etx, vérifient le systeme d’équations
1,42, 91, P2 1 2

différentielles.

Représentation complexe :
m — Al ej(.()t+<p1) — A;ejﬂt ﬁm — —.QZA; ej!Zt
m = A, el (Q2t+@2) — AZejm *T(f) — —.QZA; ejat
En remplagant dans le systéme d’équations, on aura :

(w3 —02)A —a1A =0 e e . (D)
—a A5 + (0% —02)A5 =0 (2)
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2 2
wi — 1) —a
La solution de ce systeme dépend de la valeur du déterminant det = 1 2 1 ,|-Ona
—a, w; — 1)
deux cas :
{ 0 —aq
IA*— 0 w%—nz|_0_)x -0
1~ - 1~
e Sidet#0: — 4 w2 d;g 0| Dans ce cas, le systéme est a I’équilibre.
| 1
Wi === =0-x%=0
« 0
A1 = 6
o Sidet=0: - o Formes indéterminées. Il faut résoudre I'équation det = 0 pour
Ay =-
0

lever I'indétermination et pouvoir calculer x; et x,.
det =0 - (0? — 0?) (w3 —N?) —aya, =0
N* — (03 + w3)N? + w?w5 —a,a, = 0 Equation aux pulsations propres.

A= (wF + w5)? — 4(wiws — a;a;) = (0] — w5)* + 4a,a,
1
0t = H[(w} + o) —a)
1
03 = 5[(0)% + w3) + V4]

(2, et (), sont appelées pulsations propres des modes normaux de vibration.

En supposant que w1 < w,, on peut montrer que : 2] < wq < W, < £,

ay

w?-n2 >0

o Sin=0,1) 4=
AZ

a
2_n2
wi—N

étant un nombre réel positif, on peut écrire : ¢ = @,

Dans ce cas, les deux sous-systémes oscillent en phase, c’est le premier mode de vibration.

. Al a4y
. Sl.Q—-QZ,(l)_)A_;_w%_QZ<O
wfa_lgz étant un nombre réel négatif, on peut écrire: 1 = @, t

Dans ce cas, les deux sous-systémes oscillent en opposition de phase, c’est le deuxieme
mode de vibration.

Exemple

Soit le systéme de la figure ci-dessous ol les masses peuvent glisser sans frottement suer le
plan horizontal. Le ressort de constante de raideur k assure un couplage élastique entre les sous-
systémes de coordonnées x; et x.

x2 X1

k2 —s I 5 ki
axonomﬂmm* ’G-‘:mc-cﬂE
a A .{j ,
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42y 2

Equations de Lagrange : ‘Zt 66’21 66711
E(E) T ox
1 «2 1 .2 1 2 1 2 1 2
E.= §m1x1 +Em2x2 ; Ep = §k1x1 +Ek2x2 +§k(x1 —X3)
1 .2 .2 1 2 2 1 2
L=E.—E,= §m1x1 + Emzxz —§k1x1 —Ekzxz _Ek(xl —X3)
aL ; d (oL . 0L
. o myx, = E(a_x'l) =mqX; ; I —kixi —k(x1 —x3)
d(@L) dL 05 ¥ +<k1+k) k
—|=]—-——=0-% X, =—X
dt axl 6x1 1 mq 1 mq 2
aL ; d (oL . 0L
d %, myx; = E(E) =MaXy; Fr —kyx; + k(xy — x3)
d(@L) JdL 05 ¥ +<k2+k) k
_—_— — — = N = —
dt \0x, dx, 2 m, 2 m, .

Les équations différentielles régissant le mouvement du systeme sont alors :

s [tk ,k +k k k
Eton peut déduireque : w; = |=——; wy, = |=——; a;, =— eta, = —
my mz my mp

2.2. Systémes forcés non amortis a deux degrés de liberté avec couplage élastique

En considérant que I'un des sous-systémes est soumis a une excitation sinusoidale f;(t) =
Fy cos w,t, le systeme d’équations différentielles s’écrit :

¥+ wix; = a;xy + Fy cos w,t
jéz + w%xZ = ayXq

Les solutions de ce systeme sont la superposition de solutions homogénes et de solutions

particulieres :

{xl(t) = X1p T X1p
X2 () = Xop + X2p

Les solutions homogenes, obtenues pour f;(t) = 0, ont été calculées dans le paragraphe précédent
et correspondent a deux modes de vibrations, en phase ou en opposition de phase :

X1 (t) = Aq cos(2t + @) A
{th(t) = A, cos(Qt + ¢,) avec dip = > [(w? + w?) V4]

Les solutions particulieres s’écrivent sous la forme :
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X1p = B; cos(wet + 1)
X2p = By cos(wet + ¢3)

Les constantes By, By, ¢, et ¢, sont calculées en sachant que xy,etx,, vérifient e systeme
d’équations différentielles.

Représentation complexe :
X1p(t) = By e/ (@et*®1) = Biel@el — x\ (1) = —w}B] e/@e!

X2p(t) = By eJ(@et+92) = Brelwet - x, (t) = —w2Bj e/ @t
fi(t) = Fy el®et
En remplagant dans le systeme d’équations, on aura :

—ayB; + (w5 — w2)Bs =0.ccev e (2)

2 2
wi—w —aq
det =" ¢ 2 2 = (0§ — w@) (w5 — wZ) — a;a;
—a, w5 — wg

Ce déterminant s’annule pour deux valeurs w,; et w,, de w,. En raisonnant de la méme maniére
que dans le paragraphe précédent et en supposant que w1 < W3, We1 < W1 < Wy < Wey.

Selon la valeur de déterminant ; on deux cas possibles :

( |F0 —a;
IB* _ o wi-w? _ Fo(w3-w3) —
. Sidet=0—>! ! det 0
| wi—ws Fo|
2 det 0

Les solutions particuliéres prennent des valeurs infinies pour w,; et w,; = phénomene de

résonance.

B1: |
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( |F0 —a;
| pr =10 wi-wll _Ro@i-wd) _ p jp, |, —FR@i—wd o .
° Sidet £ 0 _)4 1 det det 1 1p det €
| w?-w3 FO|
- 0 axFo i axFy
By =—2——="20=PR ol 5 x, =-22cosw,t
k 2 det det 2 2p det e

Remarque : si w, = w, = x4 = 0, ce cas est appelé anti-résonance.
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