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Série de TD N1
Intégrales doubles et triples

Exercices 1 : Domaines d’intégration doubles et triples

1-

Tracer les domaines suivants

Dy ={(x,y)x=0,x*<y<1}

D, ={(x,y)|la® <x?>+y2<b?y=>0}avec b>a>0
Ds ={(,x=0,y=0,x+y<1}

D, ={(x,y)|x=>0,y=>0,y<2-—x%}

Ds = {G,M|x =0,y = 0,x < JZ—y)

R surface fermée limitéepar y=x+1, y=x—-3, y=—=-+2, y:_§+4

Dg={(x,y,2)|0<x<2, x<y<2 0<z<y?%

D, ={(x,y,2)|0<x<2, —x?*<y<2 0<z<2}

Exercices 2 : Intégration doubles et triples

Exprimer et calculer chaque intégrale définie dans son propre domaine (exercice

précédents) :
e*™” ———»  {D3}
Xy A — {D4}
xy ——»  {Ds}
Ax*+y+z — {D¢}
xX—=y _— {D;}
lx — I —  {D4}

Exercices 3 : Jacobien (transformation)

1-

En utilisant le jacobien, transformez le domaine {D,} en un domaine {T} respectant
les coordonnées polaire.

x=pcosf , y=psinb
Résoudre dans ce domaine{T}, les intégrales doubles des fonctions suivantes :

fl,y) =(x*+y?)



_ y
f(x»Y) - (xz +y2)

2- Calculer le jacobien et tracer les limites du nouveau domaine {S} issu du domaine{R}
en tenant compte des nouvelles variables suivantesu =y —xet v=y +§

3- Calculer les intégrales suivantes sur un volume d’une sphére de rayon R=1.5.

floy) =y (2 +y? +22)3

flxy) = a
J(x2 +y? + z2)




Solution Série de TD1
Intégrales doubles et triples
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Les domaines {D,} et {Ds} sont identique.

R surface fermée limitéepar y=x+1, y =x — 3, y=—§+2, y=—§+4

e Di={(x,y,2)|0<x<2 x<y<2 0<z<y?}

}
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e D, ={(x,y,2|0<x<2 —x*<y<2 0<z<2}

Exercices 2 : Intégration doubles et triples
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xX=y —» (D3}

e D, ={(x,y,2|0<x<2 —x*<y<2 0<z<2}

]

—-X

2 2
y\|° ,  x*
15=f 2 Xy == dx=2j 2x —2+x +7 dx
0 —x? 0

I PIEINE Sl
Is =|2x° —4x +—+ =
0

Of(x— )dZdydx—j j [((x — y)z]ddydx

—x2

N

2 5

lx — I — > {D}
e D;={(xy)lx=20x*<y<1}

16=U|x—y|dxdy= ﬂ(—x+y)dxdy+f (x —y) dxdy
Dl DA DB

lx—yl=—x+y

1 x

11
= Ofxf(—x + y)dydx +f f(x — y)dydx

Of(__H o

1

11
!J( x+y)dydx-][—xy+ ]

0



x2 0
. x> x*
87 10 4
I Iea+1 !
6 — 164 6B_6

Exercices 3 : Jacobien (transformation)

x3] 1
6], 60
s 1 11
60 60

e D,={(x,y)|a®> <x®+y2<b?y=>0}avec b>a>0

x=pcosfd , y=psinf
Ona

a<p<b
y=0 - psind =0

Tant que p=0 alors sinf >0 et
Donc

e T={(p,Dla<p<b, 0<6<mn}

Le jacobien dans ce cas s’écrira sous cette forme

10x 0x|
D(x,y) |op a6 |cosé —psing
D(p,6) |0y Oy sinf pcos@
ap a6

~

0<o6<nm




D,

1- fx,y) = (x* +y?%)

ﬂf(x,y) dxdy = ﬂg(pﬁ)
T

)
)

D(x,
G 1 o
u,v

D(

J1 =U(X2+y2)dXdy=ﬂp2pdpd9
D, T

) 4b

3 p
]1=pr dp dd =m -
0 a a

X

2 - f(xy)= GZT1y9)

D

- -

T
= Z(b4 —a*)
psinf
2 pdpdb

b
J1 =stin9 dp df = —cosO|Fp|2 = 2(b — a)
0 a

1- Calculer le jacobien et tracer les limites du nouveau domaine {S} issu du domaine{R}
en tenant compte des nouvelles variables suivantesu =y —xet v =y +§

Pour le demi-plan y<x+1 2> u=y-—-x=<
Pour le demi-plan y =>x—3 2> uUu=y—xz=
Pour le demi-plan y S_?x+4 S v =y+§£
Pour le demi-plan y 2_?’6+2 S v :y+§2

En écrivant les équations de x et y, nous aurons :

3 3 1 3
X=—-u+-v y=-u+-v
4 4 4 4
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dx 0x 3 3
ou ov|_| 2 42’—1225
oy 7|1 3716173
du OJv 4 4
|
+ y=x+1 4
S
y=x-—3
R 2
y=—-+4
y=—2+2 3 1 u
3 & 12 g

Pour tout calcul d’intégrales de fonction f(u,v) seront plus faciles avec des bornes
indépendantes dans le domaine (S)

1 4
J]f(u,v)Zdudv
32

3- Calculde f(x,y) = \/(xz + y2 4+ z2)3  surunvolume de rayon R=1.5

2T

U \/(x2+y2+zz)3dxdydz=bfbf

Sphere

R
f f(p,6,9) |p* sin p|dp d6 de
0

T 2T R
ff jpe’ |p? sin |dp d6 de
00 O

2T

gl

R
i R 2R
p° singpdpddde = zZH(— cos p[5) = .
0



3- Calculde f(x,y) = ﬁ

X = pcos6sing
T 2w R

Sphere 0

1=

= foﬂ fozn fOR p?dp cos 6 dé?%(dcp + cos 2¢dgp) = %

R T
p cos 6 sin ¢

f |p? sin p|dp d6 de j

0 0

R3
3

/N

2m

J

)

sur un volume de rayon R=1.5

ﬂf dx dy dZ_Jj ff(p,é’ @) |p? sin ¢|dp d6 de
JOE+y? +22)

— qj 2m _ 1. Ll
(—sin )2 ((,0 251n2<p)0

R
jP sin® ¢ cos 6 dp dO de
0

0



