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Examen de Math 3

Exercice 1 : Intégrales doubles (6 pts)

Calculer l'intégrale double suivante f [, f(z, y)dzdy, avec

a)
1 f@y)=zet D= {(z,5) €R%y> 0, 2~y +120, 2+ 2y -4 <0}
2 floy)=z+yet D={(mp) eRL 0<z <1, 22 <y<a).
3. f(z,y) = cos{zy) et D = {(:E,y) eR% 1<2<2, 0<ay< g}

b) Soit 1) le domaine : _ -

D:{(w,y)e]l??; —lgxgletw2gy§4—$3}.

Calculer I'aire de I.
Exercice 2 : Intégrales triples (4 pts)
Calculer les intégrales triples suivantes définies par les domaines D1 et D>

o flx,y,z2)=4x*+y+z D ={(x,y,2)[0<x<2, x<y<2 0<z<y?

e f(x,y2)=x-—y D, ={(x,y,2)|0<x<2 —x?<y<2 0<z<2}

Exercice 3 : Jacobien (6 pts)

Calculer en utilisant le Jacobien en coordonnées polaire

a) 1
[ tety
al+a22 492

oiA={(zy)cRE0<2<1,0<y<1, 0<2+y? <1},

. _ a, .4 2 9 o
b) SO|ID_{($,y)EIR,m +y 23_0}.
1. Montrer que D est un disque,

2. Calculer ff 22 + yPdady.
D

Exercice 4 : Suites numériques et séries de fonction (4 pts)

Etudier la convergence des séries suivantes

2 (n>2) |un =% (zeRL)

T n! n®
Un = (n'__ﬁ) (n21) = o)t

Régle de d’Alembert

Régle de Cauchy
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1. Si(z,y) € D,onay>0et
y—1<z<4-—2y.
C'autre part, pour que cette inégalité ait un sens, on doit avoir
y—1<4—-2y — y<5/3,

et donc on a l'inégalite 0 < y < 5/3. Cn obtient donc :

[ o= [ [

5/3
—3 [ (@-2r-w-17)ay

2. 0Ona:

3. On deduit de la définition de L) I'inégalité 0 < ¢ < < -, et on obtient :

fff ,yd:ndy—ff cos(zy)dyde

b) 1 pd-z?
aire (D) = / f dydx
-1/
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e Di={(x,y,2)|0<x<2 x<y<2 0<z<y?

0.25

, 0.5

2 2Y 2 2
I4=fff(4x2+y+z)dzdydx=JJ
0 x 0 0 x

0.25

2 2 2 2
4 4_x2 3 4 5
14=”(4xzy2+y3+y7)dydx:f[ Yy +y_+y_] gx | 0.25
0 x 0 X

2
z2]”
4x%z +yz + - dydx
0

3 4 10

30 4+ 3 +? dx | 0.25

2 2
/ ”32x2 16  4x°> x* xS]d ” 43x> x* 32x% 36
4= =~
3

43x x5 32x3 36x] 43x 64 32 256 72

4=[_ 180 20 9 T5 =[_ 180 _%+T+?]
[ 688 72 1280 648] 1168 | ;5
_[_E_EJ’ 45 +45]_ 45

e D, ={(x,y,2)|0<x<2 —x?<y<2 0<z<2}

2 2 2 0.5 P 0.25
Is = j f f( x — y)dzdydx = f f [((x — y)z]3dydx
0 —x20 0 —x2

2 > 2 2 4

I: = 2x—y— dx =2 2—2+3+x—d

5 3% > X X X > x| 0.25
0 —x? 0

o cae s B 2 272 [ons
=|2x"—4x+—=+—=| =— .
5 2 5 5
0.25
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On passe en coordonnées polaires en posant £ = rcos#f et y = rsinf. Remarquons que :

(z,y) EA «— 0<r<letfe[0,n/2]. | 05
0.5
D'autre part, 1 + 2% + y2 =14 #2. La formule de changemeant de variables en coordonnées

pelaires donne donc : 0.25

1 pa2 x 11 2 vy syl Tn2
I:LD£:0 1+T2d9d7°:§‘/'; Emd?':z[lﬂ(l-i-r)]D:T.
0.5

0.25 0.25 0.25




1. Ona:

2ty —2r=(z—-1+¢y* -1

et donc

224yt — 22 <0 «— (:1:—1)2-!—@;251.

D est le disque de centre {1,0) et de rayon 1.

2. On passe en coordennées polaires, avec = rcosf et y = rsinf. L'équation du disque

donne :

r? —reosf <0 = 0<r<2cosh,

tandis que 8 varie dans [—m/2, 7/2] (impératif pour que cos(f) soit positif}. La formule de

changement de variables donne donc :

O=x/2 pr=2cost

I= r?drdf

O=—n/2 Jr=0

w/2
= g f cos® Bdo.

/2

Il reste a linéariser cos® 8, ce que I'on fait en utilisant les nombres complexes :

1 3
3 - _
cos” 8= 4cos3ﬂ+4c059.

On achéve le calcul sans difficultés pour trouver :

32
I=—.
9
EX04 | 4 PTS
In (Iﬂﬂ]3 (]n b
-  op— . ’”’)
Ona: ¥, = "— = " or lim
tn lnn Inn nto N n3+o0

1
Cn en déduit: lim A, = — < 1. La série est convergente.
A €

Il s'agit dune série a termes tous strictement positifs. Cna : il ~
Uy, (ﬂ+1)i T

La série est convergente {on retrouve le fait que le terme général u,;, = fl—:(m € ]Ri) tend vers Q).

bt (n+1) IN* e
dr (2n+2)(2n+1)(1+ ) ~ 3

n 4

il

=(0,dot lim /4, = 0.La série est convergente.
L tUn, g

<2 1 donc Zd"' converge.



