
Fonctions trigonométriques inverses

Preuve , 
tt...

/ est surjective de\I sur / (/) , et
injective donc bijectîvç sur f e) ,

en effet, on suppose que."f ests ,

Que 9r ( 92, alors

est injective

1rt/,rz e 1; tels que

d'où fJ est strictement croissante.

e / est strictement monotone alors / est
/-Iexiste et elle suit la monotonie de /;

croissante et soient Ut,Uz e / (I); tel

donc z1 * ,, . O. suppose par I'absurde r1
croissante / ( > f (rr), ce qui est absu càr !1 I 92, donc

11 1 12 e r-, @r)

n-1 |:trrtJ'\az1 :*,

) 12 alors comme / est strictement

f-'(aù,

f(nme / est continue sur / alors / (/) est u'f -t U (/)) : 1 est un intervalle donc /-1 est
ntervalle, or f-r existe d'où

Inue.

4.6 Fonctions trigonométriques inverses
4.6.I Fonction arcsin

f : l-î,il -> [-1,1]
r + f(ù:sinr

./ est continue, strictement croissante sur [-f , f], alors / est bijective et donc/-l existe, est continue et strictement croissanteief ôn a
r Q-i,;l) : [-1, 1] et

f-l . [-1 1l
J ' [ 't']

u

/ arcsin 1t : r
\ -1 <u1I

d'où on a :

voir figure 4.1.

--+ f-a tlL 2) 2JÊ f -' (ù: arcsing

\*f sinr:e \i - \ -i<r<î )

rème 4.5.25 (inversion d,une fonction) (Ine f,
rrÀyvrsrrr. ,*..e).ao \rlrversron o'une ronctron) une foryzfion f continue et
strictement 

^monotone 
d'un interuaile I d,e R dans RH bijectiue d; i';";;\ - 

wv 4\ ww,ûd L\/rçou uçJçLLûuv ue I uLl,TLb

! (I) et; s,a Jonct'ion réciproquc r-' , r (/) -+ I eri,sl{ elre est conti.nue et sui,t
La monoto\tqg de f . ./
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Damerdji Bouharis A.



Fonctions réelles d,une variable réelle

{rwesi,rt

t,

Frcunp 4.1

4.6.2 Fonction arccos

f : [0, rr] -+ [_1, 1]
r r-> f(x):"osr

/ est continue, strictement décroissante sur [0, a.], alors / est bijective et donc/-l existe, est continue et strictement décroissante et on a
/ ([0, 

"]) 
: [-1,1] et

d'où on a :

voir figure 4.2.

4.6.3 Fonction arctan

f : l-i,il - l-*, +oolt r+ f(r):tut":ffi
/ est continue, strictement croissante sur l_i,i[, dor, / est biigçli]S et donc/-r existe, est continue et strictement croissante et on a , :
f Q-i,î l) : l-*, *oo[ et 

vw v* a

T-' , [-1, 1] -+ [0, rr]a '+ f -t fu): arccos y

( arccosU: n \ ,* / oo.":, \\ -r <y<r )o \o< r<; )

f -' , ]-oo, *oo[ -+ l-*. + |a '+ t-' til 3'&Lruna
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\

$4.6

*'

d'où on a :

voir figure 4.3.

4.6.4 Fonction arccot

FIcunn 4.2

/ ' t ( tatLfr:a \r axcfangr:" \e\ s€R l*\-o, 1r<i)

Frcune 4.3

Analyse 1

f : ]0,rrl -+ ]-oo,*oo[
r r+ f(r):cotz:ff*
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Fonctions réelles d'une variable réelle lch.4

/ est continue, strictement décroissante sur ]0, n[, alors / est bijective et donc

/-t existe, est continue et strictement croissante et on a

/ (10, 
"D 

: l-oo, *oo[ et

d'où on a :

voir figure 4.4.

f-t , l-oo,*oo[ -+ ]0,r[
a '+ f-t (ù: arccot'Y

( arccots:" ) o ( :orr:s )\ s€lR /"\0<r<n)

Frcunp 4.4

Propriétés L2 : Vz e [-1, 1] ; arcsinz * arccos r : Lz.

Remarques:
1. Si t e l-i,$] alors (sinf : r) ++ (arcsinr:t)

Sinon

(sint: A*{ 
f :arcsinr*2kn'

t , - (7f - arcsin r) +zkn ;k eZ

2. Si t € [0, r] alors (cos t : r) ++ (arccos r : t)
sinon 

(cost: ') o { 
t: arccos r *2kn

L ,: - aïccos r *2kn ;k eZ

3. Si , e )-i,f I alors (tant : r) <+ (arctanr : t)
Sinon

(tanf : r) +> t : arctaîfr * kn;k e Z

4. Si t e ]0, n[ alors (cot t : r) <+ (arccot r : t)
Sinon

(cotf : æ)et:ârccotr*kn;ke Z.
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$4.81 Fonctions hyperboliques et leurs i:rverses

2.

logor: H bgur; Vz > o.

En part'i,culi,er pour a: e etb:L0; on alnr: ln10logz.

3. Yr,U € ]0,*oo[ : Iogor: logo U ë r : g.

/n. Yr,g € ]0, *oo[ : log"(ry): logo r *logog.

5. Yr,g € ]0, *oo[ : tos" (-t) - - log /-\. -* \y./ -aa; loga (.;,) : Iogor - logoa

6. Yr € ]0, +oo[ ,Yn e N : logo (r") : nlogor.

7. La fonct'ionlogo est strictement cro'issante sur]0,+oolpour a> I et stricte-
ment d,écro'issante sur 10,*æl pour 0 < o < 1.

4.7.4 Fonction puissance

Définition 4.7.4 Soi,ent a un réel stri,ctement posi,ti,f et di,fférent de 7 et r un réel
quelconque, la foncti,on a puissance r ou foncti,on erponenti,elle de base a est la

foncti,on notée ar et défi,ni,e par
a' : e'lno,

c'est la foncti.on réci.proque de la fonctionlogo (logari,thme de base a).

Propriétés 76 Soi,ent a et b deur réels stri,ctement positi,fs, r et g deur réels quel-

conql.Les :

1. a* > 0; lna* : rIna.
2. L, : L, at*u : O,tCLg, 0,-æ : j, Aa-, : É-.

3. (ab)" : a'bt , (o')o : ata.

/r. La foncti,on erponenti,elle de base a est stri,ctement cro'issante szr iR pour a > 1

et strictement décroi,ssante sur IR pozr 0 < a < 1-

5. Il eri,ste aussz la fonctzon défini,e par ro pour a, € Rl.

4.8 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.8.1 Fonction cosinus hyperbolique

f : [0, +oo[ -+ [t, +oo[
t oT+o-rr Ê ïW):cnT:T

D"f : IR, / est Paire
/ est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ alors /-1 existe et est conti-

nue et strictement croissante et on a / ([0, +oo[) : [1, +oo[ et

T-t , [r, +oo[ -+ [0, +oo[
Y *)' T-t (u): argcôg (argument cosinus hyperbolique)
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Fonctions réelles d'une variable réelle

(*r{:;")* ç"1":,')
d'où on a :

voir figure 4.6

4.8.2 Fonction sinus hyperbolique

f : ]-oo,*oo[ -+ ]-oo,+oo[
ï + f @): shr: t=*:

D/ : lR, / est imPaire.

/ est continue et strictement croissante sur ]-oo, *oo[ alors /-lexiste et est

continue et strictement croissante et on a / (j-*, +*[) : ]-oo, *oo[ et

f-', ]-oo,*oo[ -+ ]-oo,*oo[
A + f -t @) - arg sâg (argument cosinus hyperbolique)

d'où on a :

(urrsha:")o (shr:*s)
\ s€R / \ z€lR )

voir figure 4.7

.4.8.3 Fonction tangente hyperbolique

]-oo, -too[ -+ ]-1, +1[
r + T@):tht:ffi
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s4.81 Fonctions hyperboliques et leurs inverses 93

Frcunp 4.7

D.f : IR, / est imPaire.

/ est continue et strictement croissante sur ]-oc,*oo[ alors /-rexiste et est

continue et strictement croissante et on a / (l-*, +-[) : j-1, *1[ et

f-t , ]-1,+1[ -+ ]-oo,*oo[
Y + f-'(g): atïihy (argument cosimrs hyperbolique)

d'où on a:

(:T':',:î )* ('X'.;')
voir figure 4.8

4.8.4 Fonction cotangente hyperbolique

f : ]0, +oo[ -+ 11, +oo[
r + f @): cotht: *: #

D"f : lR*, / est imPaire.

/ est continue et strictement décroissante sur ]0, *oo[ alors /-lexiste et est

continue et strictement décroissante et on a / (lO, +oo[) : ]1, +oo[ et

f-t ]1,+oo[ -+ ]0,+oo[
a r> f -t (a) : arg cothgr (argument cosinus hyperbolique)

d'où on a :

( "trcothsr:" ) o ( cothz:y \
\ y>r / \ r>v )

voir figure 4.9
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Fonctions réelles d'une variable réelle

Ftcune 4.8

Propriétés 17 1. chr * shr : e'.

2. chr - shn : s-û.

3. ch2r - sh2r: L.

/t. L-th2r:#u.
5. ch(r * a) : chr.chY * shr'shY'

6. sh(r + a) : shr.chg * cht'shg'

Expression sous forme logarithmique.

Les fonctions réciproques des fonctions hyperboliques s'expriment à I'aide de la

fonction logarithme népérien, comme suit

arsthr: | ln (|$) ,Vr e ]-t, t[.
argcothr : ; i; (#) ,v, € l-oo, -1[u ]1, +oo['
argshr: ln (r + ,Æ +æ),Vr € R"

argchr: ln (z + \F=1),Vr ) 1'

Preuve :

1. Soit r €.)-L,1[, on Pose argthr : U

argthr:Aëthg:reffifi:r
e ffi : n ë 1 - e-2s : t (7 + e-zs)

ë e-2s (1 +rD) : L - t:

ë e2e : # ç 2A: i" li{l
ëu:utg{h*:}tn(i*)
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Ftcunp 4.9

2. Soit z € ]-oo, -1[U ]1, +oo[, on pose argcoth t : A

argcothr : A ecothg : r ë ffi : *
+ # : î ë 1 + e-zs : x (1 - e-2Y)

ëe-2a (1+u):r-I
ë e2v : ry e2a: hl*=!
ë U : argtht: ; lo (}s) .

3. Soit r € IR, on pose arg shx : Y

argshr:Aëshg:a

etona

alors

4. Soit r >

etona

alors

eY : shg * chy et chg -

eu : t + r/xr-+ t ë A : argshr: m (" + \E + I)

1, on pose argchr:g

argchr:Aëchg:a

ea : chA * shy et, shy :

n

sh2y I !
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