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jon [ continue et
5t bijective de I dans
, elle est continue et suit

Theoreme 4.5.25 (inversion d’une fonction) Une fon
strzciement monotone d’un intervalle I de R dans R
f(I) etsa fonction réciproque f~1 : f) = I exis
la monotonze de f.

Preuve : \
f est surjective de [ sur f(I), et co
injective donc bijective sur f),
en effet, on suppose que f est
que y; < ¥s, alors

e f est strictement monotone alors f est
ors f~lexiste et elle suit la monotonie de jfs
rictement croissante et soient y;,y, € f (I); tel

2y = 7 () # £ (),
car f~1 est injective au Si; d’otr

Jzfxy € I; tels quey{\l () = @, f1 (y2) = 25

donc z; # x5 . Of suppose par ’absurde due T1 > o alors comme f est strictement
croissante f (z7) > f (z3), ce qui est absurde car Y1 < Yo, donc

& \
/ 21 <@ £ )\ 7 (),

ek = : N
d’ou f ]/est strictement croissante. \

\
goéme [ est continue sur I alors f (I) est unﬁtirvaﬂe or f~1 existe d’ol

ST (f(I)) = I est un intervalle donc f~1 est continue.
/ | N

4.6 Fonctions trigonométriques inverses

4.6.1 Fonction arcsin

f: [_g’%] - [_Ll]
T = filz) =snz

[ est continue, strictement croissante sur [~Z, %], alors f est bijective et donc

= existe, est continue et strictement croissante, et on a

F(-3.3) = -1 et

= -1,1] — [—
i =3 Y g

arcsiny = x 8 sing =y
=1yl ~1<z<3

0 o)y

]

arcsin y

Ik

d’otton a :

voir figure 4.1.
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36 Fonctions réelles d’une variable réelle [Ch.4
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FI1GURE 4.1
4.6.2 Fonction arccos
f: [0,7] = [-1,1]

T — f(z)=cosz

[ est continue, strictement décroissante sur [0, 7], alors f est bijective et donc
= existe, est continue et strictement décroissante et on 3
f([0,n]) =[-1 1] et

s -1,1] —
y =

[0, 7]
' (y) = arccosy

d’olt on a : ;
arccosy = g - COS T =iy
1= gl O0Lz<n

voir figure 4.2.

4.6.3 Fonction arctan

S

B

[ — ]—00, +00[
o () = tan o = E2e

cosz

b

IS ISTEY

f est continue, strictement croissante sur ]—g - [ , alors f est bijective et donc
! existe, est continue et strictement croissante et on a

£ (-5,3]) = ]-o00, +oo] et

f7 ]—o0,400] =
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d’ott on a :
arctany = tanz =y
& b s
yeR =S EELT

voir figure 4.3.
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FIGURE 4.3

4.6.4 Fonction arccot

f: ]077T[ o ]-OO,—}-OO[
r +— f(z)=cotx=222

sinz
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88 Fonctions réelles d’une variable réelle [Ch.4

f est continue, strictement décroissante sur |0, 7|, alors f est bijective et donc
f 1 existe, est continue et strictement croissante et on a
£(10,x[) = ]—00, 400 et

f7tt |00, 400 — 10,7
Y — 1y )—arccoty

arccoty = x E cotr =y
y€eR D=t ar

d’ou on a :

voir figure 4.4.
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FIGURE 4.4

Propriétés 12 : Vz € [-1,1]; arcsinz + arccosz = 3.
Remarques :
1. Site [-%,Z] alors (sint = z) < (arcsinz = t)
Sinon
; t = arcsinz + 2k7
(S e { t = (r — arcsinz) + 2k7
2. Sit € [0,7] alors (cost = z) < (arccosz = t)
Sinon

kel

t = arccosx + 2km
(cost = z) & { t = —arccos T + 2km k€L

3. Site |—Z,2] alors (tant = z) < (arctanz = t)
Sinon

(tant = z) & t = arctanz + km;k € Z

4. Sit € ]0,n[ alors (cott = z) < (arccotz = t)
Sinon

(cott =z) &t = arccot z + km; k € Z.
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§4.8] Fonctions hyperboliques et leurs inverses 91

2
log,z = % log, z; Vz > 0.

En particulier poura=€e et b= 10; on a lnz =1n10log z.
3. Vz,y €]0,4+00[: log,z =log,y ©z=y.
4. Vz,y €]0,+00][ : log, (zy) = log, z + log, y.
5. Vz,y € ]0,+400[ : log, (i) = —log, y; log, (%) =log, z — log, y
6. Yz € ]0,+o0[,Vn € N: log, (z") = nlog, z.
7. La fonction log, est strictement croissante sur |0,+oo] pour a > 1 et stricte-

ment décroissante sur |0, +oo[ pour 0 < a < 1.

4.7.4 Fonction puissance

Définition 4.7.4 Soient a un réel strictement positif et différent de 1 et x un réel
quelconque, la fonction a puissance x ou fonction exponentielle de base a est la

fonction notée a® et définie par

a® = ea:lna,’

c’est la fonction réciproque de la fonction log, (logarithme de base a).

Propriétés 16 Soient a et b deux réels strictement positifs, © ety deux réels quel-
conques :
L a2 >0 Iwae =2 In:
g, PV =, a e, T
8 (ab)’ = a"tF , (aW"=g",
4. La fonction exponentielle de base a est strictement croissante sur R poura > 1
et strictement décroissante sur R pour 0 < a < 1.

5. Il existe aussi la fonction définie par x* pour a € RZ.

4.8 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.8.1 Fonction cosinus hyperbolique

f: [0,400] — [1, +00[
s = | I+ =~
e = f(2) = che= = —
D; =R, f est paire.
f est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ alors f~! existe et est conti-
nue et strictement croissante et on a f ([0, +00[) = [1, 400 et

1 1,400
Yy

[0_,+oo[

—)
— f~!(y) = arg chy (argument cosinus hyperbolique)

Analyse 1 Damerdji Bouharis A.
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d’ot on a :
argchy =z o ehe =y
o=y 0=
voir figure 4.6
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FIGURE 4.6

4.8.2 Fonction sinus hyperbolique

f: oo voel = |=ep-toa]
@ — f(z)=shz ==
—00, +oo| alors f~'existe et est

D¢ =R, f est impaire.
f est continue et strictement croissante sur |
continue et strictement croissante et on a f (]—o0, +00[) = |—00, +00| et

fal ]—00, +00
Y f~!(y) = arg shy (argument cosinus hyperbolique)
d’oli on a :
arg shy = x 2 shr =1y
yeR z€eR

voir figure 4.7
4.8.3 Fonction tangente hyperbolique
]_1? +1[

|—00, +o0] —
- f el the=5""=
USTO MB

b s
T
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FIGURE 4.7

D¢ =R, f est impaire.

f est continue et strictement croissante sur |—oc, +o0o| alors f~'existe et est

continue et strictement croissante et on a f (]—o00, +00[) =]—1,+1[ et

f': ]-1,+1] — ]—oo0,+o0]

y — f!(y) = argthy (argument cosinus hyperbolique)

argthy =z
(—1<y<1)®(

d’ou on a :

voir figure 4.8

thx=y>

zeR

4.8.4 Fonction cotangente hyperbolique

f: ]0,400[ —

Dy =R*, f est impaire.

11, 400]
T — f(z) =cothz = ;= =

Gl
ez_e*I

f est continue et strictement décroissante sur ]0,+oo| alors f~'existe et est

continue et strictement décroissante et on a f (]0, +o00[) = ]1, +o0[ et

£~ J1, +o0]

— 0, +o0]
U

il

d’ot on a :

voir figure 4.9

(y) = argcothy (argument cosinus hyperbolique)

arg cothy = x coth =y
=4
Yy >k x>0

Analyse 1
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FIGURE 4.8

Propriétés 17 1. chx + shz = €”.
2. chx — shx =e™”.
3. ch’z — sh?z = 1.
4ol —ihfs = =,
5. ch(z +1y) = chz.chy + shx.shy.
6. sh(x +y) = shx.chy + chz.shy.

Expression sous forme logarithmique.

Les fonctions réciproques des fonctions hyperboliques s’expriment a laide de la
fonction logarithme népérien, comme suit

argths = 1In (¥Z) vz € |-L1[:

argcothz = 3In (;—t—f) \Vz € ]—00, —1[U]1, +o0].
argshz = In (z + V1 +2?) ,Vz € R.

argche =In (z++22—1),Vz > L.

Preuve :

1. Soit x € |—1,1[, on pose argthz =y

argthr =y S thy=r& S5 =1
& L’Lz:zz —rzol-eW=z(l+e?¥)
SeW(l+z)=1-2z
@erzﬁ-@Qy:In‘%l

& y=argthr = 1In (%) .

1-z
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5 —i;— — IS —
i
i
§
: % {argcoth)
\ | v=2
\
.
** {coth)
MWM
1 2 3 4 5
FIGURE 4.9

2. Soit z € ]—00, —1[U]1,+o0[, on pose argcothz =y

argcothz =y & cothy =z & i’y’fZZZ =
=
G e lteW=g(l-c )
SeW(lt+z)=z-1
& e = 1T o 9y — [p | 12|
€ z—1 o iz—11

& y=argthz = 3In (ﬁ)

3. Soit z € R, on pose arg shz =y

argsht =y & shy ==z

et on a ‘
eY = shy + chy et chy = /sh?y+1
alors

ey=ar+\/:c2+1@y=argsha:=ln(:c+\/z2—+l).
4. Soit x > 1, on pose argchz =y

mpchr =y < chy=2

et on a
e = chy + shy et shy = \/chQTE
alors
g=z+vVr?l-1sy=argchct=1In ($+\/m2+1).
a
Analyse 1
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