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Introduction

Ce cours est une introduction a la théorie de la mesure et de I'intégration destinés
aux étudiants de troisieme année licence de mathématiques.
Le présent polycopié s’articule autour de quatre chapitres et chaque chapitre se termine
par une série d’exercices.
Dans le premier chapitre nous commencons par donner un rappel sur la théorie des en-
sembles, ensuite nous présentons des notions fondamentales sur les tribus, les mesures
positives et leurs propiétés et on termine par 'introduction de la mesure de Lebesgue
sur la tribu des boréliens.
Nous présentons dans le deuxieme chapitre quelques définitions concernant les fonc-
tions étagées, les fonctions mesurables et les convergences presque partout et en mesure.
Le troisieme chapitre est consacré aux notions fondamentales concernant les fonctions
intégrables ainsi que les théoremes essentiels qui y sont liés.

La mesure produit et le théoréme de Fubini font I’objet du dernier chapitre.
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Notations

Dans tout ce cours on utilisera les notaions suivantes
R I’ensemble des nombres réels.
R, 'ensemble des nombres réels positifs.
R, 'ensemble des nombres réels strictement positifs.
IN I’ensemble des nombres naturels.
IN* I’ensemble des nombres naturels non nuls.
Z.1’ensemble des entiers relatifs.
Q I'ensemble des nombres rationels.
R, =R, U {+0}.
R = R U {400, —co}.
P(E) I'ensemble des sous-ensembles d"un ensemble E.

0@ "'ensemble vide.



CHAPITRE 1

Tribus et Mesures

Dans ce chapitre, nous commencons par donner un rappel sur la théorie des en-
sembles, ensuite nous présentons les notions fondamentales sur les tribus, les mesures

positives et leurs propiétés ainsi que la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.

1.1 Rappel sur la théorie des ensembles

Définition 1.1.1 On appelle ensemble toute collection bien définie d’objets. Les objets de cette

collection sont appelés les éléments de I’ensemble.

Remarque 1.1.1 1) L’ensemble noté () oii {} est I'ensemble vide, c’est a dire I'ensemble qui ne

cotient aucun élément.
2) E = {0} n’est pas vide.

3) Onécrit E = {x,y,z} si x, y et z sont les éléments de E.
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4) On écrit x € E si x est un élément de l'ensemble E, sinon on écrit x ¢ E.

Exemple 1.1.1 1) L'intervalle | — 3, 8] est I'ensemble {x € R, -3 < x < 8}.

2) Soit I'ensemble E = {x € R, x> = =5}, alors E = (.

Définition 1.1.2 Soient E, F deux ensembles. On dit que F est un sous-ensemble de E et on

écrit F C E si tout élément de F est un élément de E, c’est a dire

FCEse VxeFExeE.

Exemple 1.1.2
NcZcR.

Définition 1.1.3 Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de E I'ensemble de tous

les sous-ensembles de E et on le note P(E).

Remarque 1.1.2 Soit E un ensemble, alors on a toujours 0, E € P(E).

Définition 1.1.4 Soit E et F deux ensembles. On dit que E et F sont égaux et on écrit E = F si
onaECFetFCE.

Proposition 1.1.1 Soient E, F, G trois ensembles. Si E C F et F C G, alors E C G.

Démonstration. Supposons que E C F et F C G. Soit x € E, alors x € F car E C F, donc

xe€GcarFcG douEcCG. m

Définition 1.1.5 Soit E et F deux ensembles.

1) On appelle réunion de E et F et on la note E U F, I'ensemble des éléments qui appartiennent

aEouaF Cestadire EUF ={x,x€ Eoux € F}

2) Onappelleintersection de E et F et on la note ENF, l'ensemble des éléments qui appartiennent

alafoisaEetaF CestadireENF ={x, x€ Eetx€F}.

7
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3) On dit que E et F sont disjoints si ENF = (.

Définition 1.1.6 Soit E un ensemble et {Fi}1<i<,, 1 € IN* une famille de parties de E. On dit

que cette famille forme une partition de E si on a
a) F;#0,Vie(l,2,...,n}
b) FNF;=0,Vije(1,2,...,n},i# ]

C) E = OF;

i=1

Exemple 1.1.3 Soient E = R, F; = R}, F, = R*, F3 = {0}, alors la famille {F,, F,, F5} forme

une partition de E.

Proposition 1.1.2 Soient E, F, G trois ensembles. Alors
a) EN(FUG)=(ENF)U(ENG).
b) EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Définition 1.1.7 Soit E un ensemble et F un sous-ensemble de E. On appelle complémentaire

de F, 'ensemble des éléments qui n’appartiennent pas a F et on le note F;,, c’est a dire

F.={x€E, x¢F}.

Proposition 1.1.3 Soit E un ensemble et F et G deux sous-ensembles de E. Alors
1 (Fe) =F

2) SiF C G, alors G, C F;.

3) (FUG); =F.NGE.

4) (FNG); =FS UG

Définition 1.1.8 Soit E un ensemble et A, B € P(E).

On appelle différence de A et B, I'ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B et on

le note A\ B, c’est a dire
A\B={x,x€eAetx¢ B} =ANB;.

8



E. Belhannache CHAPITRE 1. TRIBUS ET MESURES

On appelle différence symétrique de A et B et on la note AAB, I'ensemble des éléments apparte-

nant soit a A, soit a B, mais pas aux deux ensembles a la fois, c’est a dire

AAB = (A\B)U(B\A)

(ANBL) U (BN AS)

= {xeE x€Aetx¢BlU{xeE, xeBetx¢ A}

Proposition 1.1.4 Soit E un ensemble et A, B, C € P(E). Alors

1) AAB = BAA, c’est a dire la différence symétrique est commutative.
2) (AAB)AC = AA(BAC), c’est a dire la différence symétrique est associative.
3) AAB=AAC e B=C

4) AnB=0 < B=A.

5) AAB=A & B=0.

6) AAB=E & B = Af.

7) AnB=A% & B =E.

8 AAB=ANB& A=B=0.

9) AAB=AUB & ANB=0.

10) (AAB); = AABE.

11) (AAB)U(ANB)=AUB.

Exemple 1.1.4 Soient E = {0,2,4,5,6,7,8,9,10}, F = {2,4,6,8}, G = {4,5,6,7}. Alors
*FCEetGCE.

*FNG={4,6}et FUG=1{2,4,5,6,7,8}.

* F.=1{0,5,7,9,10} et G5 = {0,2,8,9,10}.

*F\G=1{2,8}et G\ F={5,7}.

* FAG =1{2,5,7,8}.
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Définition 1.1.9 Soit E un ensemble. On dit que E est fini s'il contient n éléments ot n € IN.
Dans ce cas n est appelé cardinal de E et on écrit Card(E) = n.

Sinon E est infini.

Exemple 1.1.5 1) IN, Q, R sont des ensembles infinis.
2) E =1{0,2,4, 6} est un ensemble fini et Card(E) = 4.

3) L’intervalle [-5, 6] est un ensemble infini.

Remarque 1.1.3 Soit E un ensemble fini tel que Card(E) = n € IN et P(E) I'ensemble des
parties de E. Alors Card(P(E)) = 2".

Remarque 1.1.4 Soit E et F deux ensembles finis, alors
(i) Card(E UF) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F).

(ii) Si E et F sont disjoints, alors Card(E U F) = Card(E) + Card(F).

Définition 1.1.10 Soit E un ensemble.
On dit que E est dénombrable s’il existe une bijection de E dans I'ensemble IN.

On dit que E est au plus dénombrable si E est fini ou dénombrable.

Exemple 1.1.6 1) Tout ensemble fini est au plus dénombrable.
2) N et Z sont infinis et dénombrables.

3) L’intervalle I = [-5, 6] est infini et non dénombrable.

Définition 1.1.11 Soit E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F et on le
note E X F I'ensemble {(x, y), x € E et y € F}.

Remarque 1.1.5 Soit E un ensemble. On note par E* le produit cartésien E X E.

Exemple 1.1.7 Soit E = {3,4,5,6} et F = {0, 2}. Alors
EXxF ={(3,0),(3,2),(4,0),4,2),(5,0),(5,2),(6,0),(6,2)},

10
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E? =1{(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), (4,3),(4,4), (4,5),(4,6),(5,3),(5,4), (5,5),(5,6),
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} .

et

F? ={(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)}.

Remarque 1.1.6 Soit E, F deux ensembles et E X F le produit cartésien de E et F. Alors
1) EXF # F X E, c’est a dire le produit cartésien n’est pas commutatif.
2) SiE=QouF =0,alors EXF = 0.

3) Soit (x,y), (x',y") € ExFEalors (x,y) = (¥, y) ©x=x"ety=y.

Proposition 1.1.5 Soit E, F deux ensembles finis et E X F le produit cartésien de E et F. Alors

Card(E X F) = Card(E).Card(F).

Définition 1.1.12 Soit E, F deux ensembles et E X F le produit cartésien de E et F. On appelle
relation binaire de E vers F toute partie de E X F.

Si R est une relation binaire de E vers F et (x, y) € R on écrit xRy.

Remarque 1.1.7 Soit E, F deux ensembles et R une relation binaire de E vers F. Alors
1) Si E =F, on dit que R est une relation binaire sur E.
2) Si(x,y) € R, on dit que x est en relation R avec y.

3) Si(x,y) € R, on dit que x n’est pas en relation R avec y.

Exemple 1.1.8 R est une relation binaire sur E dans chacun des cas suivants
1) E=R xRy x=y.
2) E=R, xRy & x<y.
3) E=R, xRy © x < y.

4) E = P(F), GRH © G C H, oit F est un ensemble et G, H € P(F).

11
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5) E est I'ensemble des fonctions définies de R dans R et

fRg = f<yg
& f(x)<g(x), VxeR

Définition 1.1.13 Soit E un ensembles et R une relation binaire sur E. On dit que R est
1) réflexive si Vx € E, xRx.

2) symétrique siVx,y € E, xRy = yRx.

3) antisymétrique siVx,y € E, (xRy et yRx) = x = y.

4) transitive si Vx,y,z € E, (xRy et yRz) = xRz.

Exemple 1.1.9 1) La relation ” = " sur IR est réflexive, symétrique, antisymétrique et transi-

tive.
2) Larelation ” <” sur R est réflexive, antisymétrique, transitive, mais n’est pas symétrique.
3) La relation ” <” sur R est transitive, mais n’est pas réflexive ni symétrique.

4) La relation ” C ” sur P(E) est réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 1.1.14 Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une

relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Remarque 1.1.8 Si R est une relation d’équivalence sur l'ensemble E et si xRy on dit, dans ce

cas, que x et y sont équivalents.

Exemple 1.1.10 1) La relation ” = " sur R est une relation d’équivalence.

2) Sur R\ {0}, la relation binaire R définie par xRy & xy > 0, est une relation d’équivalence.

Définition 1.1.15 Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

1) On appelle classe d'équivalence de x € E modulo R, I'ensemble défini par

X = ly € E, xRy}.

12
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2) On appelle ensemble quotient de E par R, I'ensemble des classes d’équivalence des éléments

de E modulo "R” et on le note E/R, c’est a dire

E/R = {x, x € E}

Proposition 1.1.6 Soit E un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et x, y € E. Alors x

et y sont équivalents si et seulement si X = Y.

Démonstration. = ? Supposons que x et y sont équivalents, c’est a dire xRy et mon-
trons que X= ]./

Soit z € ¥, alors xRz. Mais R est symétrique et transitive, donc zRy, alors z € ]./, d’ot
Yo

De la méme maniere on peut montrer que ]./ C x.

&7 Supposons que X = }./ et montrons que xRy.

Onaxex= ]./, donc yRx, mais R est symétrique, donc xRy. m

Proposition 1.1.7 Soit E un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et x,y € E. Si x et

y ne sont pas équivalents, alors les classes d’équivalence X et ﬁ sont disjoints.

Démonstration. Supposons que x et y ne sont pas équivalents et montrons que J.Cﬂ]./ =0.
Supposons que XN ]./ # (. Alorsil existe un élément z de E tel que z € Xetze 3./, donc xRz
et YRz, mais R est symétrique et transitive donc xRy ce qui est contraire a '’hypothese,

douxNy=0. m

Corollaire 1.1.1 Soit E un ensemble, x,y € E et R une relation d’équivalence sur E. Alors on
ax = Q ou x N ]./ = (. De plus I'ensemble des classes d’équivalence associées a R forme une
partition de E, c'est a dire E = |Jx.

x€E

Définition 1.1.16 Soit E un ensemble et (Fy,)qen une suite de parties de E. On appelle

1. limite supérieure de la suite (F,),en-, et on la note limsup F,, la partie de E définie par

limsupF, = () UF. '

n n>1lk>n

13



E. Belhannache CHAPITRE 1. TRIBUS ET MESURES

2. limite inférieure de la suite (Fy,)qen-, et on la note iminf F,, la partie de E définie par
liminfF, = |J () Fx.
n

n>1k>n

Lemme 1.1.1 Soit E un ensemble et (F,)nen- une suite de parties de E. Alors

1) liminfF, C limsup F,,.
n n

¢ c

2) (limsup Fn) = liminf (F,): et (limiann) = limsup (F,)..
n n n E n

E

Démonstration.

1) Soit x € liminfF, = |J (" F, alors

n>1k>n

Ing € N*, x € ﬂFk c UFk' Vn>1,

k>ng k>n

donc pour toutn >1,onax € (JF, d'ou
k>n

X € mUF" =limsupF,,

n>1k>n

ce qui implique que liminfF, C limsup F,.

2) Soitx € (lim sup Fn) , alors
n E

x€Eetx ¢limsupF, = ﬂUF’“

n>1k>n
donc
Iy € N*, x ¢ UPk,
k>ng
alors il existe 1y € IN* tel que pour tout k > 1y, on a x ¢ Fy, c’est a dire

31’10 S N*, Yk > N, X € (Fk)lcg,

donc dny € IN* tel que

xe ﬂ (Fo)S © Uﬂ(m; = liminf (F,)5,

k>ng n>1k>n

14
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d’ou .
(lim sup Fn) C liminf (F,).
n E n
Réciproquement, soit x € liminf (F,); = U () (Fx)%, alors il existe np € IN* tel que
n n=1k>n
x € () (Fy)g, donc

k>ng

Elno S N*, Yk > Mgy, X € (Fk)%,

alors

dny € IN*, Yk > ng, x ¢ Fy,

ce qui implique qu’il existe ny € IN* tel que x ¢ ky Fi, c’est a dire
210

X ¢ ﬂUFk =limsupF,,

n>1k>n

X € (lim sup Fn) et liminf (F,); C (lim sup Fn) .

n E n E

[
De la méme maniére on peut montrer que (lim inf Fn) = lim sup (F,)5.
n E "

Corollaire 1.1.2 De la Proposition 1.1.3 et le Lemme 1.1.1 on trouve

liminf (F,); C limsup (F,)g.

Définition 1.1.17 Soit E un ensemble et (F,,)en- une suite de parties de E. On dit que la suite
(F,)nen admet une limite F € P(E) sion a

limsup F, = liminfF,,.

Dans ce cas, on écrit

F=1limF, =limsupF, = liminfF,.

Définition 1.1.18 Soit E un ensemble et (F,),en- une suite de parties de E. On dit (Fp,)nen
est croissante (respectivement décroissante) si F, C F,.1, Yn € IN* (respectivement F, 1 C
F,, Yn € N").

On dit que (F,)nen- est monotone si elle est croissante ou décroissante.

15
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Proposition 1.1.8 Soit E un ensemble et (F,),cn. une suite monotone de parties de E. Alors

(Fy),en admet une limite F, c’est a dire,

F=1limF, =limsupF, = liminfF,.

Démonstration. Soient E un ensemble et (F,).en+ une suite monotone de parties de E.

Alors

1) Si (F,).en- est croissante, alors F, C F,.1, Yn € IN¥, donc

ﬂFk = Fn et UFk = UFk

k>n k>n k>1
Donc
lim inf F,, = UMEe= s
n>1k>n n>1
et
limsup P, = (| _JFe = .
n n>1k>n n>1
D’ou

limF, = limsup F, = liminfF,.

2) Si (F,)nen- est décroissante, alors F,yq C Fy, Y1 € IN, donc (F,); C (Fui1)g, V1 € IN7,
donc ((FH)CE)%N* est croissante, alors d’apres 1) on a limnsup (Fn): = lirr}Z inf (F,)%.
En utilisant le Lemme 1.1.1 on trouve
(lirr}liann); = limsup (F,); = lirr}linf (Fo)g = (lim sup Fn)c ,
n n E
d’ol

liminfF, = limsupF,.

Définition 1.1.19 Soit E, F deux ensembles, G un sous-ensemble de E et H un sous-ensemble
de F. Soit l'application f : E — F.
e On appelle image directe de G par f I'ensemble

f(G)={yeF Ix G, f(x) =y} ={f(x), x € G}.
e On appelle image réciproque de H par f l'ensemble f~(H) = {x € E, f(x) € H}.

16
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Exemple 1.1.11 Soit f : R — R lapplication définie par f(x) = x*>, VYx € R et soient
G =1[0,3] et H = [3,9], alors £(G) = £ ([0,3]) = [0,9] et f'(H) = £ ([3,9]) =|-3,- V3|
[V3,3].

Proposition 1.1.9 Soit E, F dewx ensembles et f : E — F une application. Alors
1) f(G) c f(H), VG c HCE.

2) fAIN]) =N f T (Det fFAV]) = DU, VL] CE

3) f(GNH) C f(G)N f(H) et f(GUH) = f(G)U f(H), YG,H C E.

9 f(f'0)cLVICE

5) G C f-1(f(G)), YG C E.

6) f1(5) = (f),, vICE

Démonstration.

1) Supposons que G C H C E. Soit y € f(G), alors il existe x € G tel que y = f(x), donc
x € H, alors y € f(H), d’ott f(G) C f(H).

2) SoitI, ] C F. Alors

fiIN]) = {x€E, f(x)eln]}
= [x€E felln{xeE, f(x) €]}
= N
et
fFAIV)) = (xeE, f(x)elu])

{xeE, fxyel}JU{x€eE, f(x)e ]}
fOU .

3) Supposons que G,H C E. Soit y € f(G N H), alors il existe x € G N H tel que
y = f(x),doncy = f(x), x € Gety = f(x), x € H, alors y € f(G) N f(H). D'ou

17
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F(GNH) c f(G)N f(H). Et

f(GUH)

lyeF y=f(x), xe GUH}

{yeFE y=f(x), xe Goux € H}
lyeEy=f(x),xeGlu{yeF y= fx), x e H}
f(G) U f(H).

4) Supposons que I C F. Soit y € f(f‘l(l)) ,alors y = f(x), x € f71(I), donc y = f(x), x €
E, f(x) eI, d'otty = f(x) € I, Cesta dire f(f'(D)) € L.

5) Supposons que G C E. Soit x € G, alors f(x) € f(G), donc x € 1 (f(G)), c’est a dire
G c fFUf(G)
6) Soit I C F. Alors

{x €E, f(x) € I;}

{x€E, f(x) eFet f(x)¢]I}
(xeE x¢ )
(Fm),-

FHE) =

Proposition 1.1.10 Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes

1) f est injective.

2) f1(f(G) =G, VG CE.

3) f(GNH)=f(G)N f(H), VG,HCE.

4) f(G)N f(H)=0,¥G,H CE,avec GNH = 0.

5) f(H\G) = f(H)\ f(G), YG c H C E.

Démonstration.

18
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1)==2)? Supposons que f est injective. D’apres la Proposition 1.1.9 on a toujours
G C fY(f(G)), donc il suffit de montrer que f~(f(G)) C G.Soitx € f~1(f(G)), alors
f(x) € f(G), donc x” € G, f(x) = f(x’), mais f est injective, donc x = x" € G. D’ot1
2).

2)=1)? Soient x;,x, € E tel que f(x;) = f(xp), alors d’apres 2) on a f~! (f ({x1})) =
FHAf G = (et 71 () = 71 ({f(x2)}) = {x2). Mais f(x1) = f(x2), donc
X1 = xp et f est injective.

1)==3) ? Supposons que f est injective. D’apres la Proposition 1.1.9, il suffit de montrer
que f(G)N f(H) c f(GNH).Soity € f(G)N f(H),alors y € f(G) ety € f(H), donc
IxeG, y=f(x)etAx' € H, y = f(x'). Mais f est injective, doncx = x’ € GN H et
y=f(x),d’otty € f(GNH).

3)==4)? Supposons que GNH =0.D’apres3)ona f(GNH) = f(G)N f(H) = f(0) = 0.

4)==5) ? Soit G C H, alors H\ G C H. En appliquant 1) de la Proposition 1.1.9 on trouve
f(H\ G) C f(H). D’autre part on a GN (H \ G) = 0, alors d’apres 4) on obtient
fHN\G)N f(G) =0, donc f(H\ G) € f(H)\ f(G).
Pour l'autre inclusion, supposons que f(H) \ f(G) # 0. Soit y € f(H) \ f(G), alors
y€ f(Hety¢ f(G),doncAx € H, y = f(x)etx ¢ G. Alorsx €e H\ Gety = f(x),
d'ot f(H) \ f(G) € f(H\ G).

5)==1) ? Montrons que si x1,x, € E tel que x; # xp, alors f(x1) # f(x2) c’est a dire
f est injective. Soit x; # x,. En appliquant 5) avec H = {x1,x,} et G = {x,} on
trouve G C Het f(H\ G) = f(H) \ f(G), donc f({x1}) = f({x1,x2}) \ f({x2}), alors
)} = {f(x0), f)} \ {f(x2)}, dotr f(x1) # f(x2), car {f(x1)} # 0.

Définition 1.1.20 Soit E un ensemble et A C E. La fonction 14 : E — R définie par

1, sixeA,
Ta(x) = ,
0, sixeAS.

est appelée fonction caractéristique de A.
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Proposition 1.1.11 Soit E un ensemble et A, B C E. La fonction caractéristique a les propriétés

suivantes

D 1a=1-1a

2) 1anp = 1413.

3) laup =14+ 15 — 1anp.

4) 1aup = 14 + 1p si A et B sont disjoints.

5) Taxs(x,y) = 14(x)15(y), Y(x, y) € E>.

Démonstration.

1) Six € A, alors x ¢ A%, donc 1Ag(x) =0=1-1=1-14(x).
Six¢ A, alorsx € Af, donc 14 (x) =1=1-0=1-14(x).

2) Sixe ANB,alorsxe Aetx € B,donc 1445(x) =1 =1X%x1 = 14(x)1p(x).
Sixg ANB,alorsx ¢ Aoux ¢ B, donc 14n5(x) = 0 = 14(x)1p(x).

De la méme maniére que 2) on peut montrer 3), 4) et 5).

1.2 Algébres et tribus

Définition 1.2.1 Soit E un ensemble et T une famille de sous-ensembles de E. On dit que T est

une tribu sur E si on a
1) 0eT.

2) Pour toute famille dénombrable {F,},cn de T ona \J F, € T, c’est a dire T est stable par
nelN

union dénombrable.

3) SiFe€T,alors F, € T, c’est a dire T est stable par passage au complémentaire.

Exemple 1.2.1 Soit E un ensemble, alors {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.
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Remarque 1.2.1 Si E est un ensemble et T est une tribu sur E, alors les éléments de T sont
appelés ensembles mesurables et I'espace (E, T) est dit espace mesurable.
Si E est I'univers des possibles et T est une tribu sur E, alors les éléments de T sont appelés

evenements et I'espace (E, T) est dit espace probabilisable.

Proposition 1.2.1 Soit E un ensemble et T une tribu sur E. Alors
1) E€T.

2) Pour toute famille dénombrable {F,},cn de T ona () F, € T, c’est a dire T est stable par
nelN

intersection dénombrable.

3) SiFEGeT,alorsF\GeTetFAGEeT.

Démonstration. Soit E un ensemble et T une tribu sur E.
1) OnaE=0%et® €T, doncE €T car T est stable par passage au complémentaire.

2) Soit(Fy)uen C T.Ona(F,); € T, Vn € IN car T est stable par passage au complémentaire,
alors N F, = ( U (Pn)EE) € T car T est stable par union dénombrable.

nelN nelN E
3) OnaF\G = FNG} et FAG = (FNGE)U(GNFy). En utilisant 2) et la stabilité de T par

passage au complémentaire et par union dénombrable on trouve que F\ G € T et

FAG e T.

Proposition 1.2.2 Soit E un ensemble et {T;},.; une famille de tribus sur E. Alors T = (\T; est
iel
une tribu sur E.

Démonstration. D’apres la définition de T on a
T={FCE,FeT;, Yiel}.

Alors

1) Pour touti €I, T; est une tribusur E, alors@ € T;, Vie I, donc @ € T.
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2) Soit {F,},en une famille dénombrable de T, alors F, € T;, Vi € I, Yn € IN, donc
U F, € Tj, Vi € I, car T; est une tribu sur E pour touti € I, d'ou |JF, € TetT est

neN neN
stable par union dénombrable.

3) Soit F € T, alors F € T;, Vi € I, mais pour tout i € I, T; est une tribu sur E donc elle
est stable par passage au complémentair, alors F; € T;, Vi€ I, d’ou F; € Tet T est
stable par passage au complémentaire.

De 1)-3) on trouve que l'intersection de tribus sur E est une tribu sur E.

Définition 1.2.2 Soit E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée par C l'inter-

section de toutes les tribus sur E contenant C et on la note o(C).

Remarque 1.2.2 1) La tribu engendrée par C C P(E) est la plus petite tribu contenant C.
2) SiCy € C, C P(E), alors a(Cq) C a(Cy).

Définition 1.2.3 Soit E un ensemble et ‘A une famille de sous-ensembles de E. On dit que A

est une algebre sur E si on a
1) 0e A
2) Pour tout FFG € Aona FUG € A, c’est a dire A est stable par unions finies.

3) SiF € A, alors F; € A, c’est a dire A est stable par passage au complémentaire.
Remarque 1.2.3 Toute tribu est une algebre, la réciproque est fausse.

Proposition 1.2.3 Soit E un ensemble et ‘A une algebre sur E tel que si (G,)yen+ C A est une

suite croissante, on a | J G, € A. Alors A est une tribu sur E.
n>1

Démonstration. D’apres la définition d"une algebre, pour montrer que A est une tribu
sur E il suffit de montrer que A est stable par union dénombrable. Soit (F,,),en+ C A,

n

donc si on pose G, = |JFx on obtient que (G,),enx C A est une suite croissante, donc
k=1

UG, € A, mais JF, = UG, € A, d’ou A est stable par union dénombrable et donc

n>1 n>1 n>1

elle est une tribusur E. m
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Définition 1.2.4 Soit E un ensemble et 1 C P(E). On dit que T est une topologie sur E si elle

vérifie les conditions suivantes
1) E,0er.
2) Toute union quelconque d’éléments de T est un élément de .

3) Toute intersection finie d'éléments de T est un élément de 7.

Remarque 1.2.4 Si E est un ensemble et T est une topologie sur E, alors les éléments de T sont

appelés ouverts et I'espace (E, ) est appelé espace topologique.

Définition 1.2.5 Soit (E, T) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur E la tribu

engendrée par T et on la note B(E) et les éléments de B(E) sont appelés ensembles boréliens.

Lemme 1.2.1 Soit I un ouvert non vide de R. Alors I est I'union dénombrable d’intervalles

ouverts de R.

Démonstration. Il suffit de considérer 'ensemble F = {(p,q) € Q% p < q, Ip,qlc I} et

utiliser la densité de I'ensemble Q dans R pour obtenir que 7 = |J Jp,g[. m
p.qeF

Proposition 1.2.4 La famille {]a, +oo[, a € R} engendre la tribu borélienne B(R).

Démonstration. Soit O I’ensemble de tous les ouverts de R, c’est a dire O est la topologie
usuelle sur R. Alors {]a, +oo[, a € R} € O, donc ¢ ({]a, +o0[, a € R}) C (0) = B(R).

Pour montrer que B(R) C o ({]a, +oo[, a € R}) , il suffitde montrer que O C o ({]a, +0[, a € R})
car B(R) est la plus petite tribu contenant O. Soit I € O, alors d’apres le Lemme 1.2.1 on
al= Ula, byl, avec pour tout n > 1, a,, b, € R. D’autre part, pour tous x,y € R, x <y

n>1
on a

Ix, y[=] — oo, y[N]x, +0o[ et [y, +oo[= ﬂ ]y _ % +Oo[
n>1

avec

]y — %, +oo[ € {]a, +oo[, a € R} c o({]a, +oo[, a € R}),
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donc

[y, +oo[ € o({]a, +oo[, a € R}),
car o({]a, +oo[, a € R}) est stable par intersection dénombrable. Donc
] - o0, y[= ([y, +o)g € o({la, +eo[, a € R}) et ]x, +oo[€ o({]a, +oo[, a € R}),
alors
Ix, yl€e o({la, +oo[, a € R}) et I € o({]a, +oo[, a € R}),

d’ot1 O C g ({]a, +oo[, a € R}) et la démonstration est complete. m

1.3 Mesure positive

Définition 1.3.1 Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure positive, ou seulement

mesure, sur E toute application u : T — R, vérifiant
1) u(@) =0.

2) Pour toute famille dénombrable {F,},en C T d’ensembles disjoints deux a deux on a
u ( U Fn) = ), u(Fy), c’est a dire u est c—additive.
nelN neN
Définition 1.3.2 Soit (E, T) un espace mesurable et u : T — R, une mesure.
e On dit que u est une mesure finie si (E) < +oo.

e On dit que u est une probabilité si y(E) = 1.

Remarque 1.3.1 Soit (E, T) un espace mesurable (respectivement espace probabilisable) et u
une mesure (respectivement une probabilité), alors le triplet (E, T, ) est appelé espace mesuré
(respectivement espace probabilisé).

Définition 1.3.3 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que | est o—finie s'il existe une suite

(Fp)nen C T telle que E = |J F, et u(F,) < +o0, VYn € N.
nelN
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Exemple 1.3.1 1) Soit E un ensemble, T = P(E) et u : T — R, une application avec pour

tout FeT,

Card(F), siFest fini,
u(F) =

+00, sinon.
Alors u est une mesure sur E et est dite mesure de comptage, de plus cette mesure est finie

si E est fini et elle est o—finie si E est dénombrable.

2) Soit (E, T) un espace mesurable et a € E. Alors l'application 6, : T — R, définie par

1, sia€ekF
0,(F) =
0, sia¢FL

est une mesure sur E appelée mesure de Dirac, de plus cette mesure est une probabilité.
3) Soit E=IN*, T = P(IN*) et u: T — R, une application telle que pour tout F € T,
%, si Fest fini,
[J.(.F) = neF

+o00,  sinon.

Alors u n’est pas une mesure car elle n’est pas c—additive.
En effet, soit F,, = {n}, n € IN*. Alors (F,)uen+ C T est une famille de parties de IN*
disjointes deux a deux, mais y( U Fn) = ), u(Fn).

nelN* nelN*

1.4 Propriétés des mesures, mesure extérieure, mesure
compleéte

Proposition 1.4.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré. Si F,G € T avec F C G, alors u(F) < u(G).

(C’est la monotonie).
Démonstration. Soient F,G € T tel que F C G. On a

G=FU(G\F)avecFN(G\F) =10

et

G\F=GNF; €T, car T est une tribu sur E,
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donc

u(G) = u(F) + p(G\ F) = u(F).

Remarque 1.4.1 Si F,G € T avec F C G et 0 < u(F) < u(G) < +oo, alors u(G \ F) =
#(G) — u(E).

Proposition 1.4.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré. Alors la mesure 11 a les propriétés suivantes

1) Soit (F,)nen C T, alors y( U Fn) < Y. w(Fy). (Cest la o—sous-additivité).
nelN nelN

2) Soit (Fp)uen C T telle que F,, C Fyiq, Y € IN, alors y( U Fn) = lirP u(Fy,) = supu(Fy).
nelN n—4eo nelN

3) Soit (Fy)uen C T telle que F,q C F,, ¥Yn € N, et telle que Ing € N, p (F,,) < +00, alors
y( N Fn) = lim u(F,) = infu(F,).
nelN n—+oo nelN

Démonstration.

1) Soit (F)uen C T. On considere la suite (G,),en OU

n-1

Go=FoetG, = F,\ [UG] Vn e N*.
i=0
n-1
Donc G, € T, ¥n € IN*, car G, = F,() () (G)); et T est stable par passage au
i=0
complémentaire et par intersection dénombrable, de plus
GinG;=0sii#jet| B, = JG.
neN neN
En utilisant la 0—additivité de u on trouve
(Ur) oo - T
neN nelN nelN

Mais G, C F,,, Yn € IN, donc la monotonie de y nous donne

u(Gy) < u(Fy) et (UPH) < Y u(Ey).

nelN nelN
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2) Soit (Fy)nen C T telle que F,, C F,4q, Y1 € IN. En utilisant la monotonie de i on trouve
[J(Fn) < [J(Fn+1)/ VYn e N/ (11)

donc (u(F,)),n €st une suite croissante de R et donc elle converge vers sa borne
supérieure, c’est a dire
lim u(F,) = supu(F,) € R.. (1.2)
n—+oo neN
Soit F = (J F, et (G,)nen la suite définie par Go = Fp et G, = F,, N (F,-1);, Yn € IN*.

nelN
Donc G, € T, car T est stable par passage au complémentaire et par intersection

dénombrable, de plus G;iNG;=0sii# jet UF, = UG,.
neN neN
En utilisant la 0—additivité de u on obtient

(k) = M[UFn] = #(UGn] = Zu(Gn) = nlgrgmiu(Gp)-
0

nelN neN neN p=

Mais F, = |G,, alors }, u(G,) = u(F,), d’ou u(F) = lirr+1 p(Fn).
p=0 p=0 n—+oo
3) Soit (Fy)uen C T telle que Fyq C Fy, Vi € N et telle que Iny € IN, u(F,,) < +co. En
utilisant la monotonie de p on trouve

u(Fur) < u(E,), ¥n €N, (13)

donc (u(F,)), . €st une suite décroissante de R et donc elle converge vers sa borne
inférieure, c’est a dire

lim p(F,) = infu(F,) € R,. (1.4)

Soit F = () F, et (G,)nen la suite définie par
nelN

Gy = Fuy \ F, = Fyy 0 (F)5, ¥ € N.

Donc G, € T, car T est stable par passage au complémentaire et par intersection
dénombrable, de plus G, C G,11, ¥Yn > ny. D’autre part, ona F C F,,, donc d’apres

la o—additivité de u et (1.3) on obtient
p(F) < u(F,) < p(Fy,) < 400, Y1 > ny. (1.5)
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Soit G = |J G, alors
nelN

G = JFu \F) =Fu\ [ |Fa=Fy \E

nelN nxnop

En appliquant la question précédente a la suite (G,,),en On trouve

HG) = g \ F) = lim @(Gy) = lim p(Fyy \ Fo)- (1.6)
De (1.5) et la Remarque 1.4.1 on obtient
(Fny \ F) = u(Fyy) — u(F) (17)
et

P(an \ Fn) = F(Fno) - H(Fn)- (18)

Substituons (1.7) et (1.8) dans (1.6) on trouve u(F) = lim u(F,).
n—+oo

Définition 1.4.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et F C E. On dit que F est négligeable s’il

existe un ensemble mesurable G tel que F C G et u(G) = 0.

Proposition 1.4.3 Soient (E, T, u) un espace mesuré et (F,),en+ C P(E) une suite d’ensembles

+00
négligeables, alors L_Jan est négligeable.

Démonstration. Soit (F,).enx € P(E) une suite d’ensembles négligeables, alors pour

tout n € N*, F, est négligeable, c’est a dire
3G, €T, F, Cc G, et u(G,) =0, ¥n e N*.

Alors

+00 +00 +00
G=|JGieTet| Jr. c[ JGu
n=1 n=1 n=1
En utilisant la monotonie et la 0—sous-additivité de u on obtient
+00 +00
u (Ucn] <Y u(Gy =0.
n=1 n=1

+00
D’ott (JF, est négligeable. m
n=1
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Définition 1.4.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que | est compléte si tous les sous-

ensembles négligeables de E sont mesurables et dans ce cas 'espace (E, T, u) est dit complet.

Définition 1.4.3 Soit E un ensemble et u* : P(E) —> R, une application. On dit que u* est

une mesure extérieure sur E si on a
1) pu*(@) =0.
2) SiF,G € P(E) tel que F C G, alors u*(F) < u*(G). (C’est la monotonie).

3) Pour toute suite (F,)pen+ C P(E) on a y*( U Fn) < ), u*(Fy). (Cest la o—sous-

nelN* nelN*
additivité.)

Remarque 1.4.2 1) Toute mesure positive sur l'espace mesurable (E, P(E)) est une mesure

extérieure sur E, mais la réciproque est fausse.

2) Si u* est une mesure extérieure sur E et si elle est o—additive, alors yu* est une mesure

positive sur P(E).

Proposition 1.4.4 Soit u* une mesure extérieure sur l'ensemble non vide E. Alors pour toutes
parties Aet Fde Eona
u*(A) <y (ANF)+ u*(ANFy). (1.9)

Démonstration. Soit E un ensemble non vide et u* une mesure extérieure sur E. Alors

pour toutes parties A et F de E on a
A=ANF)UANF).
En utilisant la 0—sous-additivité de u* on trouve

U*(A) < p*(ANF) + u*(ANFS).

Définition 1.4.4 Soit u* une mesure extérieure sur l'ensemble non vide E. On dit que le

sous-ensemble F C E est u*-mesurable ou mesurable au sens de Carathéodory si on a
u(A) = (ANF)+u*(ANnFg), YVACE.
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Remarque 1.4.3 Soit E un ensemble non vide, u* une mesure extérieure sur E et F C E. Se

référant a (1.9), pour montrer que F soit u*-mesurable il suffit de montrer que

pr*(A) > u*(ANF) + u*(ANFE), YACE. (1.10)

Théoreme 1.4.1 Soit E un ensemble non vide, u* une mesure extérieure sur E et M* I'ensemble
des parties u*—mesurables. Alors M* est une tribu sur E et la restriction de u* sur M* est

une mesure positive.

Démonstration.

1) 0 € M* car pour tout A C Eona

ur(A) = u*(ANE)
w0 + p* (AN 0g)
= u*(AN0)+ u*(AN0L).

Soit F € M*, alors pour tout A C Eon a

WA = wANF)+p (ANF)

uHANFpE) + u* (AN Fy)

L (ANFL) + u* (AN (Fp)%),

c’est a dire F, € M*. Donc M* est stable par passage au complémentaire.

Maintenant, montrons que M* est stable par union dénombrable. Tout d’abord,
montrons que M* est stable par union finie. Soient F;,F, € M?*, alors d’apres la
Remarque 1.4.3, pour montrer que F; UF, € M* il suffit de montrer que pour tout

AeP(E)ona
u*(A) > (AN (FLUF)) + u*(AN (FLUF)p).
Soit A € P(E), alors

Aﬂ(Fl UFz):(AmFl)U(AﬂFz)
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et

AﬂFz:(AﬁFzﬂFl)U(AﬂFZH(Fl)%)

Donc

AN(F1UF) = (ANF)UANFNF)UANFN(F)R)

(ANF)UANF,N(F1)),
carANF,NF, c ANF,,alors

W (AN (FLUF)) =p*(ANF)U(ANF N (F)).
En utilisant la 0—sous-additivité de u* on obtient

AN (F1UF)) < u*(ANF)+ u*(ANFyN (Fr)g),
donc

B (AN(F1UF))+u* (AN(F1UFy)E) < w*(ANF1)+p* (ANFaN(F1)p)+u* (AN(F2)zN(F1))-

(1.11)
Comme F;, F, € M*, alors
((A) = (AN F + i (A (Fr)) (1.12)
et
AN (F)E) = w (AN (F)E N EFy) + u* (AN (F)p N (F)p) (1.13)

De (1.11), (1.12) et (1.13) on trouve que
(AN (F1UF)) + u* (AN (F1 U Fa)p) < u*(A),

c'esta dire F{ UF, € M*.

Montrons que si (F;)i<i<n € M* avec F;NF; =0, sii # j, alors

(AO(UFD Zy (ANF), YA € P(E). (1.14)
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Il suffit de montrer (1.14) pour n = 2 et par récurrence on peut montrer le cas

général. Soient F;, F, € M* tel que F; N F, = 0, alors pour tout A € P(E) on a

WANFVUER) = p"(ANF)UANE))
= W ((ANF)UANF))NF)
+ 1 ((ANF)U@ANE) N (F);), carF € M*

= W(ANF)+u*((ANFy)), car FiNF, =0.

Maintenant, on va montrer que M* est stable par union dénombrable. Soit

(Fp)nenx € M* et F = |J F,. On définit la suite (H,),en+ par

nelN*
n—1

H, = F, etH, :Pn\[UHk], Vin>2,
k=1

donc

c

F= UHn etHn:Fnﬁ[nLij] :
k=1

nelN* E
D’apres la stabilité de M* par union finie et par passage au complémentaire on

obtient H, € M* et comme H, N H,, = 0 si n # m alors (1.14) nous donne

u*A) = pr|An UHk]]+ u* (Am[UHk] ]
k=1 k=1 E
_ Zy*(A NHY) +u*|An UHk] )
k=1 k=1 E
Mais (JH; C F, donc Fj, C (UHk) ,alors ANF, C AN (UHk) . En utilisant la
k=1 k=1 E k=1 E

monotonie de y* on trouve
UHANE) < it (A n (k(ﬂlHk) )
= E

Donc

(A2 Y (AN HY) + p* (AN ).

k=1
En passant a la limite quand 7 tend vers +co on trouve

W (A) 2 W (ANF) + u*(ANFy).
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Alors F € M* et M* est stable par union dénombrable, donc M* est une tribu

sur E.

2) D’apreés la Remarque 1.4.2 pour montrer que u* est une mesure positive, il suffit de
montrer que u* est o—additive. Soit (F,),en+ C M* telque FiNF; = 0sii# jet

F= U F,, alors par la c—sous-additivité de u* on a
nelN*

u*(F) < Y i (F). (1.15)
n=1

D’autre part, si on prend A = E dans (1.14) on trouve
k k
u [UFn) = Z#*(Fn)'
n=1 n=1
k

Mais, u* est monotone et | JF, C F, donc
n=1
k
u [UFJ < u*(p),
n=1

k
Yt (F) < ().
n=1

En passant a la limite dans cette derniere inégalité quand k tend vers l'infini on

obtient .
Y it (Fn) < (F). (1.16)
n=1

De (1.16) et (1.15) on trouve que u* est o—additive donc u* est une mesure positive

sur M*.

1.5 Lamesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Théoreme 1.5.1 [1] Soit B(IR) la tribu borélienne sur R. Alors il existe une unique mesure,
notée A définie sur B(R) telle que pour tousa,b € R,a <bona A(Ja,b]) =b —a.
Cette application est appelée mesure de Lebesgue sur B(IR).
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Proposition 1.5.1 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR). Alors
1) Pour tout x € R, A({x}) = 0.
2) Pour tout a,b € R, a < bona A([a,b]) = A(]a, b]) = A([a, b]) = A(]a,b]) = b — a.

Proposition 1.5.2 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A un ensemble dénombrable.
Alors A(A) = 0.

Proposition 1.5.3 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR). Alors
VA € B(R), Ya € R, A(A + a) = A(A).

C’est a dire la mesure de Lebesgue est invariante par translation.

Proposition 1.5.4 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R). Alors
VA € B(R), A(-A) = A(A).

C’est a dire la mesure de Lebesgue est invariante par symétrie.

Proposition 1.5.5 [1] Soient A la mesure de Lebesgue sur B(IR) et f une application affine
définie sur R par f(x) = ax + B, ot « € R* et € R. Alors

VA € B(R), A(f(A)) = [a|A(A).
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1.6 Exercices

Exercice 1.6.1 Soit E, F et G trois ensembles. Montrer que
a) EN(FUG)=(ENF)U(ENG).

b) EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Exercice 1.6.2 Soit E un ensemble et F et G deux sous-ensembles de E. Montrer que
c

1 (F) =F

2) (FUG); =F,NG;.

3) (FNG)y =FS UGE.

4) F\G=(FUG)\G.

Exercice 1.6.3 Soit E, F et G trois ensembles. Montrer que
a) E\(FUG)=((EUG)\F)N((EUF)\G).

b) E\(FUG) = (E\F)N(E\G).

o E\(FNG)=(E\F)U(E\QG).

d) EX(FUG)=ExFUEXG.

e) EX(FNG)=EXFNEXG.

Exercice 1.6.4 Soit E un ensemble et F et G deux parties de E. Montrer que
1) Si Card(E) = n € N, alors Card(P(E)) = 2".

2) Si F C G, alors P(F) C P(G).

Exercice 1.6.5 Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application. Montrer que si H et H’
sont deux sous-ensembles de F tels que H C H’, alors f~1(H) c f~Y(H’).

Exercice 1.6.6 On définit sur R la relation binaire R par xRy & x* = 2.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
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2) Déterminer R/R.

Exercice 1.6.7 Soit E un ensemble.

I) Soit {T;}ic; une famille de tribus sur Eet T = {A C E, A € T}, Vi € I}. Montrer que T est une
tribu sur E.

2) Soit A C P(E) et T4 l'intersection de toutes les tribus sur E contenant A. Montrer que T4
est la plus petite des tribus contenant A.

3) Soit A,B C P(E) et Ty, Tg les tribus engendrées par A et B respectivement. Montrer que si
A CB,alors Ty C Tg.

Exercice 1.6.8 Soit E, F deux ensembles, f : E — F une application et B c P(F). Soit
I'application définie de P(F) dans P(E) par f1(B) = {x € E, f(x) € B}.

1) Soit S une tribu sur F et Tys = {f"1(B), B € S}. Montrer que Tys est une tribu sur E, (c’est
la tribu image réciproque).

2) Soit T une tribu sur Eet Sy = {B CF, f~(B) € T}. Montrer que S¢r est une tribu sur F.

Exercice 1.6.9 Soit E un ensemble.

1) Montrer que A C P(E) est une algebre si et seulement si

(i) E€A.

(ii)) ABEA=>A\BeA.

2) Soit {A;}ier une famille d’algebres sur E. Montrer que (\A; = {A € P(E), A € A;, Vi e I}

i€l
est une algebre sur E.

Exercice 1.6.10 Soit E un ensemble infini non dénombrable. On définit 'application p :
P(E) — R, par u(A) = 0 si A est au plus dénombrable et u(A) = +oo sinon. Montrer

que u est une mesure sur P(E).

Exercice 1.6.11 Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A € B(RR) tel que A(A) = 0. Montrer

que A n’est pas nécessairement fermé.
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CHAPITRE 2

Fonctions mesurables

Nous commencons ce chapitre par quelques définitions concernant les fonctions
étagées, ensuite nous présentons les fonctions mesurables et la convergence presque

partout et la convergence en mesure.

2.1 Fonctions étagées

Définition 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f : E — R une fonction.
1) On dit que f est étagée s'il existe une famille finie (A;)1<i<n C T et des nombres réels

a;, 1€{1,2,...,n}tels que f(x) = Ya;14,(x), Vx € E.
i=1

Remarque 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable.
1) Toute fonction étagée f : E — R est appelée fonction étagée positive.
2) L'ensemble des fonctions étagées est noté & et l'ensemble des fonctions étagées positive est

notés &,..

37



E. Belhannache CHAPITRE 2. FONCTIONS MESURABLES

Proposition 2.1.1 [1] Soit (E, T) un espace mesurable et f € &,. Supposons que f est non
identiqguement nulle, alors il existe une unique famille (a;, Ai)1<i<n C RY X T telle que 0 < a; <
B <...<a, etA;#0,Vie{l,2,...,n}, ANA;=0sii#jet

f(x) = Zn"ailA,(x), Vx € E.

i=1

Lemme 2.1.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et f € &,. Supposons que f est non nulle et que

f= Zn:ﬂilA,- = ibjlsj (2.1)
=1 =

CR:XT,AiﬂA]':@,BiﬂB]‘:@Sl‘l’ij.

Za L(Ay) Zb]y(B]) (2.2)

i=1

avec (i, Ai)1<i<n , (b]" B/)l
Alors

<j<p

Démonstration. On a
n

(xeE, f(x) >0} = UAl-

i=1

Il
B~
=

Soit C;; = A; N By, alors

Ci]‘ * Q), Ai = OCZ‘]‘ et B]‘ = UCZ‘]‘.
i=1

j=1
De plus,
Ci/ﬂCikz(Z), sij;&ketCi]-ﬂCZj :(Z), sii#l.

En utilisant la 0—additivité de u on obtient

n

400 = Y n(6) et (8) = Le(C)

i=1

donc
au(A) —ZZ aip (Cy)
;b]‘u (B) = ;;bw ().

Comme C;j # 0, alors a; = b;, d’ou (2.2). m
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Lemme 2.1.2 [1] Soit (E, T) un espace mesurable et f € &E. Alors il existe une unique famille

(a;, Ai)) CRXT,a; #a;, sii#j ¥i,je{0,1,...,n}

et Ai#0,Viel0,1,...,n}, AinA;=0sii#j E=| JAet f(x) = ZailAi(x), Vx e E.
i=0 i=0

Proposition 2.1.2 Soit (E, T) un espace mesurable et f,g € &E. Alors fg € & et pour tout
a,peR,onaaf+pgeé&.

n P
Démonstration. D’aprées le Lemme 2.1.2,0ona f = },a;14, etg = Zb]‘lgj ol (A)i<i<u C T
i=0 j=0

est une partition de E telle que a; € R, a; # a;, Vi # jet (B j)1<j<p C T est une partition de

E telle que b; € R, b; # bj, Vi # j. Alors de la Proposition 1.1.11 on trouve

f= anzp:ailAmBj etg= iibj]-AiﬂBj/

i=0 j=0 j=0 =0
car ) i
Ai = U(Al N B]) et B]' = U(A, N B])
j=0 i=0
Donc .
af +pg = (aa; + Bbj)1anp;, C'estadireaf +pg € &.
i=0 j=0
De plus,
nop
fg= ZaiblemB;r c'est a dire fg € &.
i=0 j=0
n

Corollaire 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable, alors I'ensemble & est un espace vectoriel

sur R.

2.2 Fonctions mesurables

Définition 2.2.1 Soit (E, T,), (F, T,) deux espaces mesurables et f : E — F une application.

On dit que f est mesurable ou Ty — T, mesurable si on a

VA €T, f{(A)eT.
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Définition 2.2.2 Soient (E, t1), (E, T2) deux espaces topologiques. On dit que f : E — F est

borélinne si elle est mesurable pour les tribus boréliennes B(E) et B(F).

Remarque 2.2.1 1) Soit (E, T;) un espace mesurable, F un ensemble et f : E — F une

application. Alors
i) Sion prend T, = {0, F} on trouve que f est Ty — T, mesurable.
ii) Sion prend la tribu image de T par f, T, = {B C F, f"Y(B) € Ty} on trouve que f est
T; — T, mesurable.
2) Soit E un ensemble, (F, T,) un espace mesurable et f : E — F une application. Alors
i) Sion prend Ty = P(E) on trouve que f est T — T, mesurable.
ii) Si on prend la tribu image réciproque, T, = {f~'(B), B € Ta} on trouve que f est

T1 — T, mesurable.
Proposition 2.2.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f € &, alors f est mesurable.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurableet f € &, alors d’apresle Lemme2.1.2,il

existe une partition (A;)o<i<, de E telle que f = Y a;,14, 0u1a; € R, A; € T, Vi€ {0,1,...,n}.
i=0

DoncVBe B(R), f!(B)= U A;eT. m

i,a;€B

Lemme 2.2.1 Soit (E, Ty) et (F, T,) deux espaces mesurables avec T, est engendrée par G C P(F)

etsoit f : E —> F uneapplication. Alors f est mesurable si et seulement si f~*(B) € Ty, VB € G.

Démonstration.
— Evident.

&=? Supposons que f~}(B) € Ty, YB € Getsoit T3 la tribu image de T par f, c’est a dire
T; ={B C F, f7(B) € Ty}, alors G C T3, mais T, est la plus petite tribu contenant
G, alors T, C T3, d’ou VB € T,, f1(B) € Ty, c’est a dire f est mesurable.

Corollaire 2.2.1 Soit E et F deux espaces topologiques et soit f : E — F une application.

Alors
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1) f est borélienne si et seulement si f~1(0) € B(E), pour tout ouvert O de F.
2) Si f est continue, alors elle est borélienne.

3) Si F =R, alors f est borélienne si et seulement si f~'(la, +oo[) € B(E), Ya € R.

Exemple 2.2.1 Soit (E, T) un espace mesurable et A C E, alors 14 : E — R est mesurable si

0, sia>1,
et seulement si A est mesurable, car Va € R, (1) '(Ja, +o[) ={ A, si0<a<1,
E, sia<DO.

Proposition 2.2.2 Soit (E, T1), (F, Tz), (G, T3), trois espaces mesurables et f : E — F, g :

F — G deux applications mesurables. Alors g o f : E — G est mesurable.

Démonstration. Soit A € T3, alors g~'(A) € T,, car g est mesurable, donc (g o f)™' (A) =

f(971(A)) € Ty, car f est mesurable. m

Proposition 2.2.3 Soit (E, T1) et (F, T2), To = B(F) deux espaces mesurables, et f,g : E —
R deux applications mesurables et ¢ : R> — F une application continue. Si on définit

U'application h : E — F par h(x) = ¢(f(x), g(x)), Vx € E, alors h est mesurable.

Démonstration. On définit I'application ] : E — R? par I(x) = (f(x), g(x)), Vx € E, donc
h = ¢ ol. Comme ¢ est continue, alors elle est mesurable et donc pour montrer que h
soit mesurable il suffit de montrer que / est mesurable. Soit O = I; xI, c RxRoul; et
sont deux intervalles de R. Alors ["(0) = f~'(I;) N g7(I,) € T;. Mais la tribu borélienne
sur IR? est engendrée par {I X ], [ et ] sont des intervalles de IR}, alors d’apres le Lemme

2.2.11 est mesurable. m

Corollaire 2.2.2 Soit (E, T) un espace mesurable et f,g : E — R deux applications mesu-

rables. Alors
1) f+g, fg, min(f, g) et max(f, g) sont des applications mesurables.
2) f* = max(f,0), f~ = max(—f,0) et |f| = f* + f~ sont des applications mesurables

positives.
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1

) est mesurable.

3) Si f(x) # 0, Vx € E, alors I'application x —
Remarque 2.2.2 Soit (E,T) un espace mesurable. On note M = M(E,R) = {f : E —
R, mesurable } et M, = M, (E, ﬁJr) ={f:E— R,, mesurable ).

Proposition 2.2.4 Soit (E, T) un espace mesurable et (f,),>1 une suite d’applications me-
surables a valeurs dans R. Alors les applications x +> supf,(x), x + inffn(x), X
nx1 nz
lim sup f,(x) et x — liminf f, (x) sont mesurables. De plus, si cette suite converge simplement
n—+oo

n—+00

vers une fonction f, alors cette derniere est mesurable.

Démonstration. Soit (E,T) un espace mesurable et (f,),>1 une suite d’applications
mesurables a valeurs dans R. On consideére 'application g : E — R définie par

Vx € E, g(x) = supf,(x), alors pour montrer que g est mesurable il suffit de montrer
n>1

que g~' ([—oo,a]) € T pour tout a € R, car la tribu borélienne B(R) est engendrée par les

intervalles de la forme [—o00,a[, a € R.On a

g ([~o0,a]) = {x€E, g(x) <al
x € E, supf,(x) < a}

n>1

{x e E, V¥n e N*, f,(x) <a}
{x € E, ¥n e N*, f,(x) € [0, 4]}
ﬂ fn_l ([_oola[) € T/

nelN*

car f, est mesurable et T est stable par intersection dénombrable, donc g est mesurable.
En utilisant le résultat obtenu pour l'application x — supf,(x), on peut montrer les

n>1
autres résultats car

inff, = —sup(— limsu = infsu liminff, = supinf
nzlfn nzg)( fn)/ n_>+oopfn 1 szfk/ PP fn nzllj anfk

et si (f,).>1 converge simplement vers la fonction f, alors

liminff, = limsupf, = lim f, = f.
n—+0o n—>+00

n—-+oo
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Remarque 2.2.3 On a la méme proposition précédente si on prend une suite d’applications a

valeurs dans R, R, ou R,

Proposition 2.2.5 Soit (E,T) un espace mesurable et f € M.,. Alors il existe une suite

croissante (f,)u>1 C &, telle que (f,)n=1 converge simplement vers f.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurable et f € M,. On définit, sur E, la suite

d’applications (f,).>1 par

£ L osifeld [ 0<k<n2 -1,
n\X) =
n, sif(x)>n.

Alors cette suite est croissante et on a
n2"-1

k
fo=nla, + Z ElAn,k/
Py
ou
k k+1
R
A, = 1 ([n, +0)), =f (2”' o ),

donc A, et A, x sont mesurables car f est mesurable, d’ou f, est étagée positive, de plus

Si f(x) < 400, alors dny € IN tel que 1y > f(x), donc

VYn >mng, 0 < f(x) <n,

ful) = f0] < 5 fwo

Proposition 2.2.6 Soit (E, T) un espace mesurable et f € M. Alors il existe une suite (f,)n>1 C

& telle que (f,)n>1 converge simplement vers f.

Démonstration. Soit (E,T) un espace mesurable et f € M. Alors f*,f~ € M., en
appliquant la Proposition 2.2.5 on trouve l’existence de deux suites croissantes de
fonctions étagées positives (h,)nen*, (9n)nen+ telles que (h,),en+ converge simplement
vers f* et (g,)nen+ converge simplement vers f~. On pose f, = h, — g,, Yn € IN*, alors

(fu)nen= C & et cette suite converge simplement vers f. m
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Corollaire 2.2.3 Soit (E, T) un espace mesurable. Alors f € M si et seulement s’il existe une

suite de fonctions (f,)q>1 C & telle que cette suite converge simplement vers f.

2.3 Convergence presque partout et convergence en me-

sure

Définition 2.3.1 Soit F un ensemble et (E, T, u) un espace mesuré. On considere la suite de

fonctions (fu)uew définies de E dans F et la fonction f : E — F. On dit que (f,)nen converge

presque partout vers f et on écrit f, — fp.p, sil existe un ensemble négligeable A C E tel
n—+00

que

Vx e Af, lim £,(x) = f(0).

Définition 2.3.2 Soit (E, T, i) un espace mesuré. On dit que la suite (f,),en C M converge

presque uniformément vers f € Met on écrit f, — fp.unif, siona
n—+oo

Ve >0,dA €T, u(A) < € et (fu)nen converge uniformément vers f sur Az.

Définition 2.3.3 Soit (E, T, i) un espace mesuré. On dit que la suite (f,),en C M converge

en mesure vers f € Msiona

Ve >0, nl_i}rg)y ({x €E, |fulx)— f(x)| > e}) =0.

Remarque 2.3.1 1) Si (f,)nen converge uniformément vers f, alors elle converge simplement

vers f, donc elle converge presque partout vers f.

2) Si (fn)new converge uniformément vers f, alors elle converge presque uniformément vers f,

donc elle converge presque partout vers f.

Exemple 2.3.1 Soit E=F =R, T = B(R) et u = A la mesure de Lebesgue. On considere

la suite de fonctions (fy)nen définie par f,(x) = 1pu417(x), Vx € R. Alors si x € R*, f,(x) =

0, Vn € Net si x € Ry, alors Ang = [x] + 1 tel que Vn > ny, f,(x) = 0. Donc f, — Op.p
n—-+oo
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car elle converge simplement vers 0, mais elle ne converge pas en mesure vers 0 car si on prend
¢ =1 on trouve

A{xeRr,

fi@)] 2 e}) = A(nn+1) =1%0.

Exemple 2.3.2 Soit E = [0,1], F = R, T = B([0,1]) et u = A la mesure de Lebesgue. On
considere la suite de fonctions (f,)nen définie par f,(x) = 1[1,2](9(), Vx € [0,1]. Cette suite

converge simplement vers 0. De plus, elle converge en mesure vers 0 car
12
Ve >0, {x€E, |fu(x)| > ¢} C [E’E]

En utilisant la monotonie de A on trouve

feo z el <a(|+2]) =,

—
nn n

A ({x € [0,1],

d’oi

lim A ({xel0,11,

f0)] 2 £f) = 0.

Définition 2.3.4 Soit (E, T, u) un espace mesuré, F un ensemble et f,g: E — F.
On dit que f = g presque partout ( ou u presque partout) et on écrit f = gp.p si

JA €T, u(A) =0et f(x) = g(x), Vx € A}.

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f : E — R une application.
1) Montrer que T = {B € P(R), f~(B) € T} est une tribu sur R.

2) Soit C une famille qui engendre B(IR). Montrer que les deux assertions suivantes sont

équivalentes.
(i) f est mesurable.

(i) fY(A)eT, YAeC.
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Exercice 2.4.2 Soit (E, T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E — Fet ¢ : F — R deux

applications mesurables. Montrer que @ o f : E — IR est mesurable.
Exercice 2.4.3 Soit f : R — R une application continue. Montrer que f est mesurable.
Exercice 2.4.4 Soit R muni de sa tribu borélienne. Montrer que 1q est mesurable.

Exercice 2.4.5 Soit T une tribu sur un ensemble E et soit A € T tel que
BeTetBCcA=B=¢ouB=A.

Montrer que toute fonction mesurable de E dans R est constante sur A.

Exercice 2.4.6 1) Soit f,g : R — R deux fonctions continues et A la mesure de Lebesgue.
Montrer que f = g Ap.p si et seulement si f = g.

2) Soit f,g : R — R deux fonctions et Oy la mesure de Dirac en 0. Montrer que f = g oo p.p si
et seulement si f(0) = g(0).

Exercice 2.4.7 Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,),en une suite de fonctions mesurables

de E dans R, (i.e, (fu)new C M). Montrer que si f, = f presque uniformément, alors
fo =2 frp

Exercice 2.4.8 Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,)nen C M.

a) Montrer que s'il existe deux fonctions mesurables f,g : E — IR telles que (f,)nen converge
en mesure vers f et g, alors f = gp.p.

b) Montrer que si (fu)nemw C M converge en mesure vers f € Met (g,)nen C M converge en

mesure vers g € M, alors (f, + gu),on € M converge en mesure vers f + g € M.
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CHAPITRE 3

Fonctions intégrables

Dans ce chapitre on s’inéresse a donner des notions fondamentales concernant les

fonctions intégrables ainsi que les théoremes essentiels qui y sont liés.

3.1 Intégrale d'une fonction étagée positive

Définition 3.1.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré et soit f : E — R une fonction étagée non

nulle. On définit I'intégrale de f par

0t (Ai)i<icn CT, AiNAj=0,Vi# jtelsque f = Y.a1s, a; € Ry, Vi€ {1,2,...,n}.
i=1
De plus, si f =0, alors fEfdy = 0.

Proposition 3.1.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré, f,g € &, et a, p € R}. Alors
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1) fE(af +Bg)du = a fEfdy +B ngd‘u. (C’est la linéarité).
2) Si f > g,alors fEfd‘u > ngd‘u. (C’est la monotonie).

Démonstration. Soit (E, T, 1) un espace mesuré, f, g deux fonctions étagées non nulles

eta,p € R}. Alors

1) D’apres la Proposition 2.1.1 on a

n

f= ZalA etg = Zblg

i=1 j=1

avec (Ai)i<i<n, (Bj)1<j<p CTtelqueA;iNA; =0,B,NB; =0,V # jeta,b; €
R%, VG, ) €{1,2,...,n} x{1,2,...,p}. Soit

n p
Ap = ﬂ(Ai)%, By = ﬂ(Bj)i" etag="0y=0
i=1

=1

Donc

n

f= ZallA etg = ZblB

i=0 j=0

avec (Ai)o<i<n C T et (Bj)o<j<p C T sont des partitions de E. De plus,

p n
Al’ = U(Al N B]) et B]' = L_—J(Al N B])

j=0
Donc p
f = : 611'1 ij(AimB]‘) et g = ijlo(AjnBj).
i=0 =0 =0 =0
Alors »
f Za 1AmB etg Zzb ]-AﬂB/
i=0 j=0 j=0 i=0
car
(AiNB)N(ANBj)=0ifi #ket (A;NB)N(A;NB)=0if j# 1.
D’ou

af +pg = Zn:i ((wi + ﬁbj) Laing; = Z (aai + ,Bbj) La,s,

i=0 j=0 (@, )eIx\{(0,0)}

48



E. Belhannache CHAPITRE 3. FONCTIONS INTEGRABLES

oul=1{0,1,...,nfet]=1{0,1,...,p}, alors af + Bg € &, et

[@repptn = Y (s py)u(ans)
E (i, )EIX]\{(0,0)}
n p p n
= ZZ(XIZZ'[J (A, N B]) + ZZﬁb][J (Al N B])
i=1 j=0 j=1 i=0

azn:aiy (A;) + ﬁzp:bjy (B]-).

i=1 j=1

fE(af+ﬁg)du=afEfd#+ﬁngdu-

2) Supposons que f > g, alors f —g > 0, donc f — g € &, et d’apres la Définition 3.1.1

Donc

on a j];( f—g)du > 0. Donc en appliquant le résultat précédent on trouve

fEfdu=j;(f—g)du+fE9duszgdp_

Corollaire 3.1.1 De la monotonie de l'intégrale sur &, on trouve que pour tout f € E, ona

L‘fdyzsup{ﬁgdy,ge&r,gsf}.

3.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

Lemme 3.2.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions étagées positives

et g une fonction étagée positive. Supposons que
1 fur(x) > fu(x), Vn € N, Vx € E.

2) f(x)= 111}1 fa(x) > g(x), Vx € E. Alors

lim ffndyzfgdy.
n—+eo Jp E

Démonstration. Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,),en une suite de fonctions étagées

positives et g une fonction étagée positive. D’apres les hypotheses on a (f,(x)), est
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une suite réelle positive et croissante, donc f(x) = lim f,(x) existe et f(x) € Ry, Vx € E,
n—>+00

de plus f € M.,. Soit
A, ={x€E, ag(x) < fu(x)} C E avec a €]0,1[, n € N.

Alors
Ay = (f —ag) " ([0,+c0]) € T.

Montrons que E = |J A,. Soit x € E, alors
nelN

x€A,, VYneN, sig(x) =0, doncx € UA"
nelN

etsig(x) >0ona

ag(x) < g(x), car a €]0, 1],

alors
ag() < g(x) < f() = lim £,(v),
donc
dng € IN, Yn > ny, x € A,.
D’ou

xe UAn et E = UAn.

nelN nelN

D’autre part,ona A, C A1, alors Vx € E, agla, (x) < agly,,,(x) et
lirp agly,(x) = ag(x),
n—+o0o
mais g € &,, donc d’apres la Propositon 2.1.1 on a
p
9= bipavech € R, BN B;=0sii# jetB#0,Vie(1,2,...pl.
i=1

Alors

agla, = ) abilpna,,

M-

Il
—_

1

|4
agl nd = (Xl’)i BiﬂAn). 3.1
ngA =Y abiu (3.1)

i=1
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En utilisant 3) de la Proposition 1.4.2 on trouve

lim u(B; N A,) = u(B;) car U (B:NA,) =Bin [UAH) =BetB;NA, CBiN Ay

n—+oo
nelN nelN

En passant a la limite dans (3.1) quand 7 tend vers +co on obtient

n—+oo

P P
lim agl nd = lim Oébi (BiﬂAn) = Oébi (Bz) = fO( du.
_aglady Mm; u Z;, u agdy

Mais
f agla,dy < f fudu,
E E
donc
lim | aglady < lim ffndy.
n—+co Jp n—+co Jp
Alors
afgdys lim ffndy, pour tout a €]0, 1],
E n—+oo E
d’ou
gdu < lim ffndy
E n—teo JE
(]

Corollaire 3.2.1 Soit (E, T, u) un espace mesuréet f € M.,. Supposons que (fu)nen, (9n)nen C

&, sont deux suites telles que

D fi1®) 2 fi®), gun(®) 2 gu(x), ¥n €N, Va € E.
2) f(x) = lim f,(x) = lim g,(x), Vx € E.

Alors

i, [ = Jim, | o

Définition 3.2.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € M,. On définit I'intégrale de f par

o1t (fu)nen C &y est telle que

1) fu(x) > fu(x), Vn e N, Vx € E.
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2) f(x)= nl_i>r1{1mfn(x), Vx € E.

Proposition 3.2.1 Soient (E, T, u) un espace mesuré, f € M.. Alors

ffdu = sup{fgdu,g€8+, 9Sf}- (3.2)
E E

Démonstration. Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € M,. Soit la suite (f,),en C E-

telle que
1) fu(x) = fu(x), Vn e N, Vx € E.
2) f(x) = 11I£1 fa(x), Vx € E.

Alors d’apres le Corollaire 3.1.1 on a

fEfndu=sup{fE9du,9€8+,9an}-
ffnduSSUP{fgdufge&,gSf},
E E

car f, < f, ¥n € IN. En passant a la limite lorsque 7 tend vers +oco on trouve

ffdy < sup {fgdy, ge&;, g< f} (3.3)
E E

Maintenant, soit g € &, telle que g < f. Alors d’apres le Lemme 3.2.1 on trouve

fgdyﬁ lim ffndy:ffdy,
E e JE E

sup {Lgdy, ge&,, g< f} < Lfdy. (3.4)
De (3.3) et (3.4) on obtient (3.2). m

Donc

donc

Remarque 3.2.1 On a les mémes propriétés données dans la Proposition 3.1.1 si on prend

frge Myeta,peR].

Proposition 3.2.2 Soit (E, T, i) un espace mesuré, f € M, et a € R}, alors

1
p{x€E, f(x)=a}) < " fEfdy.
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Démonstration. Soit A, = {x € E, f(x) > a}, alors
A, = f‘l([a,+oo]) €T, car f e M,.

De plus, f > al,,, donc d’apres la monotonie de l'intégrale sur M, on trouve

ffdy > falAady = au(Aa).
E E

3.3 Mesure et densité de probabilité

Définition 3.3.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, A € T et f € M,. On définit la fonction
fla:E — R, par
f(x), sixeA,
flalx) = (3.5)

0, six € AL

Remarque 3.3.1 La fonction f14 définie par (3.5) est mesurable positive.

Définition 3.3.2 Soient (E, T, u) un espace mesuré, f € M.. On appelle mesure de densité f
par rapport & u Uapplication m : T — R, définie par

m(A)zj;flAdyszdy, VA eT.
A

Lemme 3.3.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, A € T, u(A) =0, f € M, et m la mesure de
densité f par rapport a . Alors m(A) = 0.

Démonstration. Soit A € T tel que u(A) = 0 et soit I la fonction définie par

+00, Six €A,
Ia(x) =
0, six € AS.
Alors Iy € M, et I, est la limite simple de la suite croissante (f,).en C E; tel que

fn = nl4. Donc d’apres la définition de 1'intégrale d"une fonction étagée positive on a

fIAdy = lim ffndy = lim nu(A) = 0.
E E
5

n—>+00 n—>+o0o
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D’autre part, pour tout f € M, ona f1, < I4, donc d’apres la monotonie de l'intégrale

sur M, on trouve ffdy =0. m
A

Proposition 3.3.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré et f,g € M.,. Alors
1) Si f =gp.p,alors fEfdp = Lgdy.
2) Si f =0p.p,alors fﬁfdy = 0.

Démonstration.

1) Supposons que f,g € M, tel que f = gp.p, alors
JA €T, u(A) =0et f(x) = g(x), Vx € A}.

Donc

flA% = glAE avec flA%, glA% S M+,

fflA%dy:fglAEdy.
E E

D’autre part, d’apres le Lemme 3.3.1, on a

fflAdy:fglAdy:O.
E E

En utilisant la Proposition 1.1.11 on trouve

ffdﬂ=ff1AgdH+fflAdH=ff1AgdH
E E E E
fgdy:fglA%dy+fg1Ady:fglAcEd‘u.
E E E E

2) C’est un cas particulier de la question précédente.

alors

et
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3.4 Convergence monotone et lemme de Fatou

Théoréme 3.4.1 (de convergence monotone) Soit (E, T, 1) un espace mesuré et (fy)nen C
M, telle que pour tout x € E, (f,(x))nen est croissante et (f,), . converge simplement vers

une fonction f. Alors

feM,et lim ffndyz ffdy.
n—+oo E E

Démonstration. En utilisant la monotonie de 'intégrale sur M, et la croissance de la

suite (f,(x))nen ON trouve que
ffndy < ffn+1dy, Vn e NN, (3.6)
E E
donc ( fE fnd‘u)neN est croissante et comme fE fadp < fg fdu, ¥n € N alors
lim ffndy < ffdy. (3.7)
n—+oo E E
Maintenant, montrons que fE fdu < lim fE fadp. Soit g € &, telle que g < f. Alors
n—+o0
Vx € E,Va €]0,1], f(x) = lim f,(x) > g(x) > (1 — a)g(x).
11— +00
En utilisant la définition de la limite on trouve
Ve >0,V¥x€E, dny e N, Vn > ny, f,(x) > lim f,(x) — e > (1 —a)g(x) — ¢.
Nn—+00
En passant a la limite quand ¢ — 0 on obtient
Vx € E, dng €N, Vn > ny, f,(x) > (1 - a)g(x). (3.8)
Considérons I'ensemble
Ay ={x€E, fulx) > (1 —-a)g(x)},
alors
Av=(fi=(1=a)g) (0, +0]) € T.
De plus, si x € E, alors d’apres (3.8) on a

dny € N, Vn > ny, fu(x) > (1 - a)g(x),
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donc
Ang € N, Y1 > np, x € (f, — (1 = @)g) ™" ([0, +o0[) = A, C UAn,
nelN

comme |(JA, CE, alorsE = (JA,.
neN neN
D’autre part, on a

P P
fn > (1 - Oé)glAn avec g = ZbilBi et glAn = ZbileAn,

i=1 i=1
donc p

[ iz [a-agtadu=a- Y bu3,0 4 39)
On a aussi

B.NA,CB NA,;1, YneNcar A, C A1, Yn € N
et

| JBinAy =B, vie(,2,...,p),

nelN

donc d’apres la Proposition 1.4.2 on trouve
lim u(B; N A,) = u(By), Vi€ {1,2,...,p}
n—+o0o

En passant a la limite, dans (3.9), quand n tend vers +oo on obtient

P
Jlim. fE fudp = (1 - a);biH(Bi) =(1-a) L gdu.

Comme « €]0, 1], alors
lim ffndy > fgdy,
n—+o0o E E

d’apres la Proposition 3.2.1 on obtient

ffdyﬁ lim ffndy.
E n—o+eo Jp

Corollaire 3.4.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,)nen C M. Supposons que
+00
f() =Y fulx), ¥x € E.
n=0
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Alors

feM,et fEfdy:ngfndu.

Démonstration. On définit la suite de fonctions (7,).en par

n

gn(x) = ka(x), Vx € E,

k=0
alors

gn € My et lirp gu(x) = f(x), Vx € E.
De plus,

gn+1(x) = %(x) + fn+1(x) 2 gn(x)/

donc d’apres le Théoreme 3.4.1 on trouve

feM et ffdy: lim fgndy,
E E

n—+00

d’ou

Il
5

L fdp = lim fE ifkdu

Il Il
D1 15

L8
m;h 'M
TS
=

[

=

Lemme 3.4.1 (de Fatou) Soit (E, T, i) un espace mesuré et (f,),en C M. Sion pose

Vx € E, f(x) = liminff,(x) = lim (inff,,(x)).

n—+oo \ p>n

Alors
feM, et ffdy < liminfffndy = lim (infffpdy).
E n—+oo E n—+oo pZn E
Démonstration. Soit la suite de fonctions (g,),en définie par
Yx € E, g,(x) = inff,(x),
pzn
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donc
In € My, guia(x) = gu(x) et 1ir+n gu(x) = f(x), Vx € E.

Donc d’apres le Théoreme 3.4.1 on a
lim fgndy = ffdp.
n—+oo E E

In < fp, Yp 2 1,

Mais

alors d’apres la monotonie de l'intégrale sur M, on a

f gndir < f S, ¥p 21,
E E

donc
fgndyéinfffpdy.
E p=n Jg
D’ou
ffdy: lim fgndys lim (infffpdy):liminfffndy.
E n—+oo E n—+oo \ p>n E n—+oo E
|

3.5 L'espace L' des fonctions intégrables

Définition 3.5.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré et f : E — IR une fonction mesurable. On

dit que f est intégrable par rapport a u ( ou Lebesgue intégrable) si fE |fldu < +oo et dans ce

fEfdu = fEﬁdu—fEf‘du-

L’ensemble des fonctions intégrables par rapport a p est noté LY(E, T, ).

casona

Proposition 3.5.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré. Alors

1) LYE, T, 1) est un espace vectoriel sur R.

2) L'application In : L'E,T,u) — R définie par In(f) = [ fdu, Vf € LYE,T,p) est
linéaire.
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3) Vf e LYE, T, u), | [, fdu| < [ |fldu.
4 Vf,ge LYE, T, ), f<g=> [, fdu < [ gdp.
5) Vf,g€ LYE T,p), f=gpp=> [, fdu = [, gdu.

Démonstration. (Exercice) m

Lemme 3.5.1 [1] Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € M., alors
ffdy < +00 = f < +oop.p.
E

Proposition 3.5.2 [1]Soit (E, T, u) un espace mesuré, (fu)nen une suite de fonctions intégrables
définies sur E et f : E — R une fonction mesurable. Supposons qu'il existe g € LYE, T, u) telle

que
1) fu(x) e f(x) pour presque tout x € E.
2) VneN, |fl < gpp
Alors f € LYE, T, ), [.Ifu — fldu — Oet | fudu — | fdu.

Proposition 3.5.3 Soit (E, T, 1) un espace mesuré. Alors
1) Si f € My, alors fEfdy = (0 si et seulement si f = 0p.p.
2) Si f € LYE, T, ), alors fE |fldu = 0 si et seulement si f = Op.p.

Démonstration.
1) Soit f € M,.

e — ? Supposons que fE fdu =0, alors d’apres la Proposition 3.2.2 on trouve

fEde > %p({x €E, f(x) > %}) Vn e N*,
donc
s =)o

D’autre part, on a

{x€E, f(x)>0}= U {er,f(x)Z %},

nelN*
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en utilisant la 0—sous-additivité de y on obtient

u(lx € E, f(0) > 0)) < Zy({er, f) = %}):o,

nelN*

donc

u(fx € E, f(x) > 0}) = 0.

Comme
{x€E, f(x) =0} ={x €E, f(x) >0}, alors f =0p.p

e 7 Voir la preuve de la Proposition 3.3.1.
2) Ona
lfl=0pp < f=0pp,

donc en appliquant 1) a |f| on trouve le résultat.

3.6 LespacelL!

Proposition 3.6.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et R la relation binaire définie sur L'(E, T, u)
par

fRg = f=gpp ¥f.geL\ET,p).

Alors R est une relation d’équivalence sur LYE,T, ).

Démonstration. (Exercice) m

Remarque 3.6.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et R la relation binaire définie dans la Propo-
sition précédente et f € LYE, T, u), alors la classe d’équivalence de f modulo R est

f=lge L'ET W, 9= fpp}.

60



E. Belhannache CHAPITRE 3. FONCTIONS INTEGRABLES

Définition 3.6.1 Soient (E, T, u) un espace mesuré, R la relation binaire définie dans la Pro-
position 3.6.1. L'espace L' = L\(E, T, ) est I'ensemble des classes d’équivalence de la relation

R, c’est a dire L'\(E, T, u) = LY(E, T, u)/R.

Remarque 3.6.2 1) Un élément de L' est un ensemble de fonctions de L1(E, T, 1t) qui sont

égales presque partout.

2) On dit qu’une fonction f est dans L' pour dire que la classe d’équivalence de f modulo R est

dans L.

Proposition 3.6.2 Soit (E, T, ) un espace mesuré et ||.| : L'(E, T, u) — R lapplication
définie par
IFI= 170 = [ 1/ VEF < LE T, 10
E

avec f est un représentant de F, c’est a dire F = f. Alors ||.|| est une norme sur L\(E, T, u).

Démonstration. Tout d’abord, ||.|| est bien définie car si F,G € L'(E, T, u) tel que F = G,

F= ].‘et G = g, alors f = gp.p, donc |f] - |g| = Op.p et fE(IfI —|gl)du = 0, c'est a dire
IIFIl = [|GI|. De plus, on a

1) Pour tout F = f € L\E, T, ), [IFl = [, Ifldu > 0.

2)

VE= f e L\E,T,u), IFl =0 e flfldyzo
E

— |fl=0pp
= f=0pp
= P:}:(.).

3) VAe R, VF e Ll(E, T, [J), F = },
”WﬂWWiﬁMW:WIWW:WMWFMWWL
E E
4) VEG e L\E,T,u), F=f, G = §,

IF+ Gl =Ilf + gl = f|f+9|du < f(lfl +lghdp = 1Ifllk + llglh = IFIl + lIGII.
E E
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Proposition 3.6.3 Soit (E, T, ) un espace mesuré, alors (L'(E, T, u), |I.|l) est un espace de

Banach.

3.7 Théorémes de convergence dans L'

Théoreme 3.7.1 [1](de Beppo-Levi) Soit (f,)uen C LY(E, T, ). Supposons qu’on a

for1 = fapp, Vn€Net f, — fp.p.

n—+co

Alors

a) f e LY(E,T,p)siet seulement si lim fEfnd/J e R.

n—+oo

b) Si f € L\(E,T, ), alors fE fn— f| du - 0, c’est a dire (f,)new converge vers f quand n

tend vers +oo pour la norme ||.||.

Théoreme 3.7.2 (delaconvergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,),en une suite d’éléments

de L\(E, T, 1). Supposons que f, —> fp.p et qu’il existe F € L'(E, T, u) tel que |f,| <
n—+oco

Fp.p, ¥n € N. Alors

fa=fldu — 0.

n——+oo

LY(E,T,
feL¥( u)eth

Démonstration. Soit (f,),cn une suite d’éléments de L'(E, T, i) et soit f, un représentant

de f,, alors il existe un ensemble mesurable A de mesure nulleavec f,(x) — f(x), Vx €
n—+00

A%. D’autre part, on a fal A € M est un représentant de la méme classe que f,, alors on

peut remplacer f, par f,14: et on la note f,. Maintenant, on définit g sur E par
g(x) = f(x)six € Az etg(x) =0sixec A

et on choisit un représentant de F noté aussi F, donc
1) (fn)nE]N C Ll(E/ T/ [J)/

2) fu(x) — g(x), Vx € E.
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3) FC LYE,T,u) et f, <Fp.p, ¥YneN.

En appliquant la Proposition 3.5.2 on obtient

ge LYE,T,u)et lim ffndy: fgdy,
n—+oo E E

mais g = f p.p, donc

feLYE,T,u etnngﬁfndy:fEfdy.

Théoreme 3.7.3 [1] Soit (f,)uen une suite d'éléments de L'. Supposons que Y. ||f,ll < +oo.

n>0

Alors il existe F € L! tel que < Fp.p, Yn € N et pour presque tout x € E, la série ), fu(x)

X fe

k=0 n=0

converge dans R et sa somme f est définie presque partout dans E par f(x) = ), f.(x). De plus,
n>0

n—+oo

n
feLllavec Y fi — fdans L et presque partout.
k=0

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe f

Soit (E, T, u) un espace mesuré, I C R un intervalle non vide et f : E X — R une

fonction. On définit la fonction F : [ — R par F(t) = fE fx, t)du(x).

Théoreme 3.8.1 Soit ty € I et g : E — R une fonction mesurable tels que
1) f(.,t) est mesurable pour tout t € I.
2) f(x,t) P g(x) pour presque tout x € E.

—1o

3) Il existe une fonction intégrable h : E — R, telle que |f(x, t)| < h(x) pour tout t € I et pour

presque tout x € E. Alors
limF(f) = lim f e, Hdu(x) = f g(0)dp().
t—ty t—ty L E

Démonstration. De 1) et 3) on a x — f(x, t) est intégrable sur E pour tout t € I, donc F

est bien définie. De 3) on trouve que |g(x)| < h(x) p.p, donc g est intégrable. D’autre part,
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si on prend une suite (t,),en+ C I telle que t, — t,, on obtient
n—+oo

[fCe t)] < hG)ppet fie, ) — g@)pp.

En appliquant le théoréme de la convergence dominée on trouve

tim Fe) = tim [ )00 = [ gtouts)

Théoréme 3.8.2 Supposons que
1) f(.,t) est mesurable pour tout t € I.
2) f(x,.) est continue pour presque tout x € E.

3) Il existe une fonction intégrable h : E — R, telle que | f(x, )| < h(x) pour tout t € I et pour

presque tout x € E.

Alors F est continue sur I.

Démonstration. Soit t; € I. On a f(x,.) est continue donc pour presque tout x € E,
}irpf(x, t) = f(x,ty) = g(x) et par 3) on obtient que |g(x)| < h(x). En appliquant le
—lo

Théoréme 3.8.1 on trouve le résultat. m

Théoréme 3.8.3 Supposons que
1) f(.,t) est intégrable pour tout t € I.
2) f(x,.) est de classe C! pour presque tout x € E.

3) Il existe une fonction intégrable g : E — R, telle que I%(x, Hl < g(x) pour tout t € I et

pour presque tout x € E.

Alors F est bien définie et elle est de classe C' sur I. De plus,

N
F(t)—ﬁg(x,t)dy(x).
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Démonstration. D’apres 2) on trouve qu’il existe un ensemble mesurable A € T tel que
1(Az) = Oet f(x,.) est dérivable pour tout x € A. Donc si on prend une suite (¢,),en+ C I

avect, #ty, Yn e N*, tp el ett, —> to, on trouve pour tout x € A

o fCb) = flt) Of
Am t, — to at

Soit h : E — R définie par

‘;—{(x, tp), six €A,

0, sixé¢A,

h(x) =

alors pour presque tout x € E on a

LSt = fl k)

H—+00 »— Lo

= h(x).

D’autre part, d’apres 3), on a

of

B CA, p(B;) = 0etVx € B, |=(x,h)] < glx), Vi €.

En utilisant le théoréme des accroissements finis on trouve

f(x/ tn) - f(x/ tO) af
b —

xt)

< Sup
tel

<g(x), Vx € B, Vn € IN.

En appliquant le théoreme de la convergence dominée on obtient que & est intégrable

sur E et

i £n) = F(f) _ ff(xf — f(x, to)

2T 0 = [ o

n—+o0 t — 0

c’est a dire F est dérivable en t; et

d
F’(to):j];a—{(x,to)dy(X).

De plus, d’apres le Théoréme 3.8.2 on trouve que F est de classe C' sur I. =

3.9 Comparaisondel’intégrale de Lebesgue avecl’intégrale

de Riemann

Définition 3.9.1 Soit a, b € R, a < b. On appelle subdivision de l'intervalle [a,b], toute

famille finie de réels xo,x1, ..., Xy-1, X, telle quea = xo < x1 < -+ < Xy_1 <X, =b.
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Le nombre p = {nkax(xk — Xi-1) est le pas de la subdivision.
<k<n

Définition 3.9.2 Soita, b € R,a < bet 0 = (x9,x1,...,X,) une subdivision de l'intervalle
[a,b]. On dit que la famille A = (A1, Aa, ..., Ay), Ai € R, Vi € {1,2,...,n} est adaptée a o si

pour tout k € {1,2,...,n} on a Ay € [x4—1, xi].

Définition 3.9.3 Soita, b€ R, a <b, o = (xo, X1, ...,X,) une subdivision de l'intervalle [a, b]
et A = (Ay, Ay, ..., Ay) une famille de réels adaptée a o. Soit f : [a,b] — R une fonction. On

appelle somme de Riemann de la fonction f associée a o et a A le nombre

S(f,0,8) = Y (v = 1) f().
k=1

Définition 3.9.4 Soita, be R, a<bet f :[a,b] — R une fonction bornée. On dit que f est
intégrable au sens de Riemann sur [a, b] s'il existe un nombre réel € tel que pour tout € > 0 il

existe 6 > 0, pour toute subdivision o de pas p < 0 et pour toute famille A adaptée a o on a
IS(f,0,\) = €] < e.

Dans ce cas on écrit fa ’ f(x)dx = €.

Théoreme 3.9.1 [3] soit f : [a,b] — R une fonction et A la mesure de Lebesgue définie sur

B(R), alors

1) f est Riemann intégrable sur [a,b] si et seulement si elle est bornée et presque partout

continue sur [a, b].

2) Si f est Riemann intégrable sur [a, ], alors elle est Lebesgue intégrable sur [a, b] et

j:bf(x)dx = ffd/\.

[a,b]

Remarque 3.9.1 L’inverse de la propriété 2) n’est pas vrai.

Exemple 3.9.1 Soit f : [0,1] — R la fonction définie par

1, sixe[0,1]NQ,

fx) = ,
-1, sixe[0,1]\ Q.
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Montrons que cette fonction n’est pas Riemann intégrable mais elle est Lebesgue intégrable.
On a f est bornée et pour tout x € [0, 1]\ Q, il existe une suite (x,),en d'éléments de [0,1] N Q
telle que x = ngerxn, car Q = R. Mais f(x,) = 1 e 1 # f(x), donc f n’est pas continue en
x et par conséquent elle n’est pas continue sur [0,1] \ Q. Comme A ([0,1]\ Q) = A ([0,1]) =1,
alors d’apres le Théoréme 3.9.1 f n’est pas intégrable au sens de Riemann. D’autre part, on a
Ifl = 1, donc f € £([0,1],B([0,1]), A) avec f[o,u |fldA = [ Ofl ]d/\ = A([0,1]) = 1.

Exemple 3.9.2 On considere la fonction f : [0,1] — R définie par

dnx - six €]0,1],
fx) = _
0, six = 0.

On a |sinx| < |x|, Vx € [0,1], donc |f(x)| < 1, Vx € [0,1], alors f est bornée. D’autre part,

f est continue sur 10,1] mais elle n’est pas continue en x = 0, car limof(x) =1 # £(0).
X—>

Mais A({0}) = 0, donc f est presque partout continue sur [0,1]. D’oni, d’apres le Théoreme

3.9.1, f est intégrable au sens de Riemann et elle est intégrable au sens de Lebesgue, de plus
1
[ f@dx = [ fdA.
[01]
Proposition 3.9.1 [3] Soit a,b € R, a < b < +oo et f : [a,b[— R une fonction continue
par morceaux sur [a, b[. Alors f est Lebesgue intégrable sur [a, b[ si et seulement si l'intégrale

. b .
généralisée fa f(t)dt (au sens de Riemann) est absolument convergente. De plus

j; b F(tydt = f fdA.

[a,b]

Exemple 3.9.3 Ona fom Sl gt n’'est pas absolument convergente, donc d’apres la Proposition

3.9.1 la fonction t — S n’est pas Lebesgue intégrable sur 10, +ool.

Exemple 3.9.4 Soit la fonction f définie sur [2, +co[ par f(t) = 25, ¥t € [2, +oo[. Alors pour
tout t € [2,+oo[ona|f(t)| < tlz Commet — t% est intégrable au sens de Riemann sur [2, +oo],
alors f;w sl dt est absolument convergente, donc d’apres la Proposition 3.9.1 la fonction f est

Lebesgue intégrable sur [2, +ool.
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3.10 Exercices

Exercice 3.10.1 Soit pune mesure finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0,1], R) c L' ([0, 1], B([0, 1]), 1) .
Exercice 3.10.2 Soit Oy la mesure de Dirac en 0 et soit f € M.,. Calculer f]R fdoo.

Exercice 3.10.3 Soit f : R — R une fonction, nulle sur IR_ et positive décroissante sur R.
1) Montrer que f est borélienne.

2) On suppose que f]Rfd/\ < +o0. Montrer qu'il existe C € R tel que f(x) < <, Yx > 0.

Exercice 3.10.4 Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € LY(E, T, 1). On suppose que 0 < f <
1p.pet que fE fdu = L f2dy. Montrer qu'il existe un ensemble mesurable A tel que f = 14 p.p.

Exercice 3.10.5 Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € L1(E, T, i). Montrer que
fZOp.p@ffdyzO,\/AeT.
A

Exercice 3.10.6 Soit A la mesure de Lebesgue sur B([0,1]) et f € L = L£1([0,1], B([0,1]), A).
1) Montrer que x +— "™ f(x) appartient a L, ¥n € N.
2) Supposons que f > Op.p et AM € R, tels que f[o,ll e f(x)dA(x) <M, ¥n € IN.

(i) Montrer que f = Op.p.

(ii) Montrer que si f est continue, alors f(x) =0, Vx € [0,1].

Exercice 3.10.7 Soit (E, T, u1) un espace mesuré et f € M.. On pose uy(A) = fA fdus, YA €
T.

1) Montrer que u, est une mesure sur T.

2) Soit g € M. Montrer que g € LYE, T, u) si et seulement si fg € L'(E, T, ).

Exercice 3.10.8 Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,)nen C L' et f € LY. On suppose que

VYneN, f, > 0p.p, fa " fp.pet que fEfndy - fEfdy. Montrer que f, - f dans
L.
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CHAPITRE 4

Produit d’espaces mesurés

L'objectif de ce chapitre est de présenter la mesure produit et le théoreme de Fubini.

4.1 Mesure produit

Définition 4.1.1 Soit (E;, T1) et (Ey, To) deux espaces mesurables. La tribu engendrée par la

famille
C= {F1 X Fz, Pl € Tl, Fz S Tz} (41)

est appelée tribu produit de T, par T et elle est notée par T ® T.
Remarque 4.1.1 En général, le produit de deux tribus n’est pas commutatif.

Définition 4.1.2 Soit E;, E, deux ensembles et F C Eq X E.
On appelle section de F en x € Eq, I'ensemble noté F, tel que F, = {y € E, (x,y) € F}.
On appelle section de F en y € E, I'ensemble noté F, tel que F,, = {x € Ey, (x,y) € F}.
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Lemme 4.1.1 Soit E,, E, deux ensembles, F, G, (F;)ic; C E1 X E; et x € Eq. Alors
(1) ((E1 XEx)\ F), = E; \ F,.
(2) (G\F);, =Gy \F.

(3) (UE‘) =UF)y,.

iel i€l

@) (ﬂFi) = (F),-

iel i€l

Démonstration. On a

(1)

E; \ F, E;\{y € E5, (x,y) € F}
{y € By, (x,y) ¢ F}
{yEEz, (x,y) e E; XEZ\F}

((E1 X E2) \ F),.

(2)

(G\ F), {yeEy, (x,y) € G\ F}
= {yeE, (x,y)eGet(x,y) ¢F}
lyeEy, (x,y) e GIN{y € Ey, (x,y) ¢ F}

Gy \ Fa.

(3)

vl

iel iel

= {yEEz, Hiell (x/}/)EFi}
|y eEx, (x,y) € F)

{y € EZ/ (X, y) € UFZ}

I
G
-
T
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4)

[ﬂﬂ') = [[U (Fi)%lel) ]
i€l x iel E{xEq1/y
2 E\ U(Fi)%lxﬂlJ

i€l
2 B0 ((Fz-);xgl)x)

iel

2 B\|JE\ (F»x)]

iel

= EnN U (Ex \ (Fi)x))

iel E,

= E2 N ﬂ (EZ \ (Pl)x)gz]

i€l

= EZ N m (Pz)x)

i€l

= m (F)),, car m (F)), C Es.

i€l i€l

Proposition 4.1.1 Soit (Eq1, T1) et (Ez, To) deux espaces mesurables et F € Ty ® T,. Alors pour

tout x € Ey, y € Ey,onaF, € Toet Fy € Ty.

Démonstration. Soit x € E;. On considere 7 = {F C E; X E;, F, € T»}. Montrons que
est une tribu sur E; X E, contenant la famille C définie par (4.1).

Soit F; X F, € C,alors F; € Ty et F; € T,, donc

(F1 X F2)y

{ly € Ey, (x,y) € F1 X Fy}

{yGEz,XGPletyEPz}
(Z), sierFl;

F,, sixekF;.
Alors (F1 X Fp), € T, d’ou1 C C 7. De plus

1. 0et,carO CE{ XE,, 0, =0 € Ts.
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2. Soit F € 7, donc F C E; X E; avec F, € T,. D’apres le Lemme 4.1.1, on a (Ffi]sz)x =
((E1y X Ex)\F), = E; \ F, € Ty, car T, est une tribu sur E,, donc 7 est stable par

passage au complémentaire.

3. Soit (Fp)sen C 7, donc pour tout n € N on a F, C E; X E; et (F,)x € To. En

utilisant le Lemme 4.1.1, on trouve ( U Fn) = | (F,), € Ty, car T, est une tribu
sur E,, donc 7 est stable par union dgrglﬂgmb;ablrée,ﬂilors T est une tribu sur E; X E,
contenant C, mais T1 ® T est la plus petite tribu contenant C, donc T1 ® T, C 7,
douVxeE,, YFeT,®T,, F, € T>.

De la méme maniére on peut montrer que Vy € E;, YVF€ T1 @ T, F, e T.

Proposition 4.1.2 Soit (E, T) un espace mesurable, E1,E, C Eet f : EyXE, — E une fonction
mesurable. Alors pour chaque x € Ey, fixé la fonction f, : E; — E, ot f.(y) = f(x,y), Yy € E;
est mesurable et pour chaque y € E,, fixé la fonction f, : Ey — E, out f,(x) = f(x,y), Vx € E4

est mesurable.

Démonstration. Montrons que f, : E; — E est mesurable et de la méme maniere on
peut montrer que la fonction f, : E; — E est mesurable.

Soit B € T, alors

£ '(B)

{y € Ez, fx(y) € B}

= {y€E,, f(x,y) € B}
{y€Ex, (v,y) € f(B)}
(F®),-

Mais f est mesurable donc f~!(B) € T; ® T, alors, d’apres la Proposition 4.1.1, on trouve

que (f‘l(B))x € T,,d’ou f, : E; — E est mesurable. m

Proposition 4.1.3 [1] Soit (Eq, T1), (E, T») deux espaces mesurables et 11; une mesure positive
o—finie sur T;, i = 1,2. Alors il existe une unique mesure positive u sur Ty ® T telle que pour
tout (Fl,Fz) eT{ xXT,, ‘Lll(Fl) <+400,i=1,2, de plI/lS [U(Fl X _F2) = ‘Lll(Fl) X ‘le(Fz)

Cette mesure est appelée mesure produit de uy par i et elle est notée 11 = Uy ® o.
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Définition 4.1.3 Soient (Eq,T1, 1) et (Ez, Ta, uz) deux espaces mesurés. On appelle espace
mesuré produit des espaces (E1, T1, p1) et (Ep, Ty, ), l'espace (E1 X Ep, Ty ® T, p1 ® o).

4.2 Théoréme de Fubini et conséquences

Théoreme 4.2.1 [3](Fubini-Tonelli) Soit (E, T, i) I’espace mesuré produit de deux espaces
mesurés o—finis (Eq, T1, u1) et (Ez, To, up) et f : E — R, une fonction mesurable positive.

Alors

1) Les applications g, et g, définies respectivement par
50 = [ fa ), Vx <
Ep

et

) = [ FCo 0, Vo € Ex
Eq
sont mesurables positives.

2) [ feoydu= [ ( ff(x,y>du1<x>]duz<y>= i [ ff(x,wduz(y))dul(x).
E;» \E; E1 \E2

E1XEj

Corollaire 4.2.1 Soit (E, T, u) lI'espace mesuré produit de deux espaces mesurés o—finis (E1, Ty, 1)

et (Ey, Tz, p2) et f : E — R une application mesurable. Alors

feL\E Ty e, Yl (x) | dpaa(y) < +oo
I

o Ef Ef 1, () | ds (o) < +oo. 42)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théoreme 4.2.1 a I'application x + [f(x)|. m

Théoréme 4.2.2 (Fubini) Soit (E, T, 1) l'espace mesuré produit de deux espaces mesurés
o—finis (E1, Ty, 1) et (Ez, Ty, ) et f : E — R une fonction T—mesurable et intégrable pour

la mesure . Alors
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1) l'application y — f.(y) = f(x,y) (respectivement x — f,(x) = f(x,y)) est p intégrable
pour pi—presque tout x € Eq (respectivement est 1 intégrable pour u,—presque tout
y € Ey).
Les applications G; : E; — R, i=1,2 ot

@m=jﬁmmm@a@@=fﬁmmmm
E» Eq

sont définies presque partout sur E; et E, respectivement et elles sont intégrables.

2 [ feoyduxy = [ [ff(x,y)dyz(y)Jdul(x)= [ [ ff(x,y)dm(x)Jduz(y)-

E1XEy E1 \E» Ex \Eq

Démonstration.

1) On a f est intégrable donc d’apres le Corollaire 4.2.1 on trouve que

j{jﬁ@mewqu@<+w

E;y \E2
alors

f |f (x, YIdua(y) < +o0, prp.p,
E

donc

JAeTy, ;m(A)=0,Vx € E; \ A, flf(x, Yldua(y) < +oo.
Ep

Alors y — fi(y) = f(x, y) est u, intégrable pour p;—presque tout x € E;, d’ot1 Gy
est définie presque partout sur E;.

De la méme maniere on peut montrer que x — f,(x) = f(x, y) est y; intégrable
pour u,—presque tout y € E; et que G, est définie presque partout sur E,.

Soit G et G les applications définies par
Gi = [ i) et G = [ £ i)
Ey E

D’apres le Théoreme 4.2.1 on trouve que G; et G; sont mesurables et pour tout

xeE;\Aona

0<Gi(x) < flf(x, Pldua(y) < +oo.
E;
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D’autre part on a

Gf(x)—G;(x), sixeEi\A,
Gl(x):{ 10 - Gi(w) 0
0, six € A.

Alors G; : E; — R est mesurable et

f Gl (2) f f £, y)dia(y)| dyin (o)
E>

Eq Eq

f f|f(xr y)lduz(y)] dus(x) < +oo.
E;

Eq

IA

Alors G; est uj—intégrable. De la méme maniere on peut montrer que G, est

pp—intégrable.

2) En appliquant le Théoreme 4.2.1a f* eta f~ on obtient

G = [ G@dm - [Gr@dme
/ J oo [
. f e y) - f - iutx, v)
Ei1xE, E1XE;
= f fx, y)du(x, y).
E

De la méme maniére on trouve que f Ga(x)dua(x) = f flx, y)du(x,y). m
E E

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1 Pour A C R?, on note t(A) 'ensemble des x; € R tel que (x1,0) € A. On
pose T = {A C R? tHA) € B(R)}. Soit 6 €]0, Z[. Pour x = (x1,%2) € R?, on pose g(x) =

(x1 cos(0) — x; sin(0), x1 sin(0) + x, cos(H)).
1) Montrer que T est une tribu contenant B(R?).

2) Soit D C R tel que D ¢ B(R). On suppose A = D x {0}.
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a) Montrer que A ¢ B(IR?).

b) On pose f = 14 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne
de R? dans R mais que les fonctions f(xy,.) et f(.,x2) sont boréliennes de R dans

R, Vx1,x2 € R.

Exercice 4.3.2 Calculer de deux facons différentes l'intégrale

I= jo‘ - ( L 1 e sin(ny)dy) dx.
= f 51n2(x)

Exercice 4.3.3 Calculer de deux fagons différentes l'intégrale

I= f eV dydx.
R2
] = f e du.
R

Exercice 4.3.4 Soit f(x,y) = 2e*V — ¢™Y. Montrer que

fol k. flx y)axdy # L + fo 1f (x, y)dydx.

Pourquoi le théoreme de Fubini ne s’applique pas ici ?

Déterminer la valeur de

Déterminer la valeur de
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