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Introduction générale

Prérequis : La logique mathématique, 'algebre linéaire, le calcul matriciel et 'algorith-

mique.

Note : Dans ce cours, on se focalise sur les notions de base de la théorie des graphes. Il
est dirigé pour les étudiants de troisieme années Mathématiques Appliquées, et le contenu
donné dans ce cours respecte le Canevas proposé par le ministre de I’enseignement supérieur
et de la recherche scientifique. Les références utilisées pour rédiger ce cours sont [Ber, Bon,
Die, Dro, Gon, Kau, Lab, Prin|.

La théorie des graphes est un domaine tres vaste et en perpétuelle évolution, tant au niveau
des applications pratiques qu’en termes de recherches fondamentales, formant aujourd’hui un

corpus de connaissances majeur.

La théorie des graphes a vu le jour au XVIIlIe siecle, alors que des chercheurs tentaient de
résoudre des problémes qui étaient considérés comme de simples curiosités mathématiques. En
1736, Euler [Eu| publia une étude dans laquelle il proposait une solution au célebre probleme
des ponts de Konigsberg. Ce probléeme consistait a déterminer s’il était possible de parcourir
la ville de maniére a traverser chaque pont une seule fois. La ville de Koénigsberg (aujourd’hui
(Kaliningrad) était traversée par la riviere Pregel et comptait deux iles, C' et D, reliées entre

elles ainsi qu'aux deux rives, A et B, par sept ponts, comme illustré dans la Figure 1.

FIGURE 1 — Probleme des ponts de Konigsberg.

Le probleme consistait a partir d’'un point donné, tel que A, B,C ou D, a visiter chaque
point une seule fois et a revenir au point de départ. Euler [Eu] illustra ce probléme a l'aide d’un

graphe et démontra qu’il n’existe pas de solution possible.
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Deux autres problemes importants en théorie des graphes ont également été proposés. Le
premier est la conjecture des quatre couleurs, qui affirme que quatre couleurs suffisent pour
colorier toute carte plane de maniere a ce que deux régions partageant une frontiere commune
aient des couleurs différentes. Ce probleme est resté sans solution pendant longtemps. Il a fallu
attendre jusqu’en 1976-1977 pour que Appel et Haken [AH1, AH2| démontrent ce théoréme
en réduisant le probleme a un nombre fini de cas particuliers et en utilisant un ordinateur pour
résoudre chacun de ces cas. Le second probléme a été introduit par Sir Hamilton [Ham]|. En
1856, il créa un casse-téte constitué d’'un dodécaedre régulier en bois (un polyedre a 12 faces et
20 sommets), chaque face étant un pentagone régulier. A chaque sommet du dodécaddre est fixé
un clou portant le nom d’une grande ville mondiale. Le défi consiste a enrouler une ficelle de
maniére a ce qu’elle passe une seule fois par chacun des sommets (villes). Bien que la solution &
ce probléme soit relativement simple a trouver pour ce casse-téte particulier, aucune condition
nécessaire et suffisante pour l'existence d’'un tel chemin (appelé chemin Hamiltonien) n’a

encore ¢été établie pour les graphes en général.

La théorie des graphes est a la fois une discipline théorique et un ensemble d’outils permettant
de modéliser une large gamme de problemes en les réduisant a I’analyse de graphes. Les recherches
les plus récentes dans ce domaine sont également menées par des informaticiens, en raison de

I'importance croissante de 1'aspect algorithmique.

Les domaines d’application des graphes sont diverses justifiant une recherche importante en
algorithmique. On peut citer :

e Les réseaux de communication : réseaux routiers, de chemin de fer, de téléphone, de
relais de télévision, réséaux éléctriques, réseaux des informations dans une organisation,
ete ...

e La gestion de la production et le probleme d’ordonnancement des taches : le
graphe potentiels-étapes plus connu sous le nom de graphe de PERT (Program Evolution
and Research Tasck) est I'outil de résolution de ce type de probléme.

e Les flots dans les réseaux : I'étude des circuits électriques, Kirchof qui a étudié les
réseaux électriques, peut étre considéré comme un des précursseurs de cette théorie.

e La chimie, la biologie et I’économie : la notion de clique (voir chapitre 1) est un

exemple de I'implication de la théorie des graphes dans ces disciplines.



Définitions et concepts de base

1.1 Introduction

Les graphes représentent de maniere simple et naturelle des relations entre les objets. Les
outils mathématiques et les algorithmes mise au point en théorie des graphes permettent de
résoudre une multitude de problemes, tels que les problemes de cheminement, d’ordonnancement,

d’affectation, etc ...

1.2 Deéfinitions

Définition 1.2.1. Un graphe G = (X, E) non orienté est défini par les deuz ensembles

sutvants :
— X ={x1,...,x,} est Uensemble fini de sommets, n > 1;
— E={e1,...,en} est 'ensemble fini d’arétes.

Chaque élément e; € E est une paire non ordonnée de sommet, ¢; = {x,y}. = ety sont

appelés extrémités de e;.
Comme exemple, voir Figure 1.1.

Définition 1.2.2. Un graphe orienté G = (X,U) est défini par les deuz ensembles

sutvants :
— X =A{x1,...,x,} est Uensemble fini de sommet, n > 1;
— U = {uy,...,uy} est 'ensemble fini d’arcs.
Chaque élément u; € U est une paire ordonnée de sommet, u; = (x,y). x est appelé

extrémité initiale de u; et y est extrémité finiale ou terminale.

Comme exemple, voir Figure 1.2.
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Remarque 1.2.1. L’ensemble d’arétes (resp. d’arcs) U peut étre vide.

Définition 1.2.3. L’ordre d’un graphe est le nombre de sommets du graphe

1.2.1 La représentation graphique

On représente généralement un sommet par un point ou par un cercle. Une aréte par un trait

et un arc par une fleche qui peuvent étre corbé.

A

FIGURE 1.1 — Un graphe non orienté avec £ = {{B,C},{C,D},{D, A},{A,C}}.

D E
C
A B
FIGURE 1.2 — Un graphe orienté avec U = {(A,B),(A,D),(C,A),
(B,C),(B,E)}.

Exemple 1.2.1. L’ordre des graphes donnés dans les Figures 1.1 et 1.2 sont 5.

Définition 1.2.4. — Si les deux extrémités d’une aréte (resp. d’un arc) sont confon-
dues alors cette aréte (resp. cet arc) est appelé boucle.
— Si deux arétes (resp. deuz arcs) possédent les mémes extrémités, on dit alors qu’ils

sont paralléles.

Définition 1.2.5. Soit une aréte e = {x,y} (resp. un arc u = (z,y)).
— x ety sont dit sommets adjacents;
— Pour le cas de l'arc u, x est dit prédécesseur de y et y est dit successeur de x ;
— x et y sont incidents de ['aréte e (resp. de l'arc u), laréte e (resp. l'arc u) est
aussi incident(e) auxr sommets x ety ;

— Deux arétes (resp. deux arcs) sont dits adjacents s’ils ont une extrémité commune.
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A

FiGURE 1.3 — Un graphe a une boucle et deux arétes paralleles.

Exemple 1.2.2. Pour la Figure 1.2, on a :
e A et B sont adjacents ;
o A est prédécesseur de B et D, B et D sont des sucesseurs de A ;
e B et E sont incidents a larc (B, E) ;
o Les arcs (B,E) et (B,C) sont adjacents.

Définition 1.2.6. Soit © € X un sommet du graphe orienté G = (X,U). On définit :
o I'"(z) = Suce(x) = {y € X/(z,y) € U} appelé ensemble des successeurs de
z;
o I' () = Succ(x) = {y € X/(y,z) € U} appelé ensemble des prédécesseurs

de x.

Définition 1.2.7. Soit © € X un sommet du graphe G (orienté ou non). On appelle
voisin de x tout sommet y € X différent de x et qui est adjacent a x. Ainsi on définit
l’ensemble V' comme suit :
o V(z)={ye X —{x}/{x,y} € E} pour les graphes non orientés ;
e V(z)=VH(@)UV (z) ou VT (z) ={ye X —{z}/{a,y} €U} et V (z) = {y €
X —{z}/{y,x} € U} pour les graphes orientés;
o VT (z) (resp. V~(x)) est appelé ensemble des voisins externes (resp. em-

semble des voisins internes) de x.

Exemple 1.2.3. Soit le graphe suivant :

D B
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On a
[7(A) ={B,D} et I (A) = {C},
VT (A) ={B,D} et V~(A) = {C}, ainsi V(A)={B,C,D}.
Définition 1.2.8. — Un graphe non orienté est dit simple s’il ne contient ni bouble

ni arétes paralléles;

— Un graphe orienté est dit simple s’il ne contient pas de boucles et entre tout couple

de sommets x,y € X il y au plus un arc ayant r comme extrémité initiale et y
comme extrémité terminale.

Comme exemple, voir la Figure 1.4.

A B

FIGURE 1.4 — Un graphe non orienté simple avec trois sommets {A, B, C'}.

Définition 1.2.9. — On appelle multiplicité d’une aréte (resp. d’un arc) {x;,x;}
(resp. (xi, ;) ), la valeur my; correspondant au nombre d’arétes qui relient x; d xj ;
— La multiplicité d’un graphe G est le nombre m(G) correspondant au mazimum des
mij ;
— Un multigraphe est un graphe dans lequel, il existe au moins deur sommets qui
possedent plusieurs arétes entre eux;

— Un graphe orienté est dit p-graphe si m(G) = p.

Exemple 1.2.4. Le graphe donné dans la Figure 1.5 est un multigraphe.

FIGURE 1.5 — Un multigraphe avec quatre sommets {A, B, C, D}.
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Définition 1.2.10. Soit G = (X, E) (resp. G = (X,U)) un graphe non orienté (resp.
un graphe orienté). A tout sommet x € X, on peut associer une valeur entiére positive ou

nulle, notée dg(x), qu’on appelle degré de sommet x tel que :

da(z) = nombre de fois ot x est une extémité d’une aréte (resp. d’un arc).

Exemple 1.2.5. Pour le graphe de la figure suivante, on a dg(A) = dg(C) = 3,dg(B) =
do(E) =1 et dg(D) = 2.

Théoréme 1.2.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté simple d’ordre, n > 1, avec m
aréte. Alors, le nombre d’arétes m du graphe G satisfait la relation suivante :
n(n—1
m < 7( ) (1.1)
2
Démonstration. Le cas n = 1 est trivial. Pour n > 2, chaque sommet est entouré par au plus
n — 1 arétes, tels que chaque aréte est compté deux fois dans les degrés des sommets. Alors,

comme il y a n sommets dans le graphe, on aura donc
n(n—1
m< =1
2
Dot le résulat. O

Définition 1.2.11. Soit G = (X, U)un graphe orienté.
— On appelle demi-degré extérieur d'un sommet x € X, la valeur d5(x) = |{u €
U/I(u) =z} ou I(u) est Uextémité initiale de arc u;
— On appelle demi-degré intérieur d’un sommet x € X, la valeur dg(xz) = |{u €
U/T(u) = x}| ot T(u) est lextémité terminale de l'arc u ;

— Le degré d’un sommet x est dg(x) = df(z) + dg(z).
Exemple 1.2.6. Pour la figure suivante, on a

d&(A) = {{A, B} {A, D}}| = 2 et dg(A) = [{{C, A}}],
de(A) = dE(A) +dg(A) =2+1=3.
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D D)

A B

Remarque 1.2.2. 1. Pour tout graphe G (orienté ou non), on a dg(x) > |V (z)|;

2. Pour tout graphe non orienté simple, on a dg(x) = |V (z)].

1.2.2 Notations

e On appelle degré minimal d’un graphe G noté par §(G), le plus petit degré dans le
graphe G, c’est a dire :

0(G) = min{dg(z)}.

On appelle degré maximal d'un graphe G noté par A(G), le plus grand degré dans le
graphe G, c’est a dire :

A(G) = max{dg(z)}.

Si dg(z) = 0, alors z est dit isolé.

Si dg(z) = 1, alors z est dit pendant.

Une aréte (resp. un arc) incident(e) a un sommet pendant est aussi dit(e) aréte (resp.

arc) pendant(e).

Exemple 1.2.7. Pour la figure suivante, on a dg(A) = dg(C) = 3,dg(B) = dg(E) =
1,dg(F) =0 et dg(D) = 2. Alors

A(G) = {3, 1,3,2, 1,0} = 3,6(G) = {3, 1’3’2, 170} = 0.

- Le sommet I est isolé;
- Les sommets B et E sont pendants ;
- Les arétes {B,C} et {A, E'} sont pendantes.

Fe D C
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1.3 Le théoreme fondamental des graphes : formule de
degré

a) Cas d’un graphe non orienté :
Dans le théoreme suivant, on donne une relation entre les degrés des sommets d'un graphe non

orienté et le nombre d’arétes de ce graphe.

Théoréme 1.3.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté, on a :

Z dg(z) =2 x |E|.
zeX

Démonstration. Chaque aréte a exactement deux extrémités. Donc elle est compté deux fois dans
le degré de chaque sommet. Alors, la somme totale des degrés est égale a deux fois le nombre

total d’arétes, ce qui donne le résultat. O

b) Cas d’un graphe orienté :
De méme maniere, on donne dans le théoreme suivant une relation entre les degrés des sommets

d’un graphe orienté et le nombre d’arcs de ce graphe.

Théoréme 1.3.2. Soit G = (X,U) un graphe orienté, on a :

Yoda(z)=2x|U|l e > di(z)= > dg(z) =|U|.

zeX zeX reX

Démonstration. Chaque arc a exactement une extrémité initiale et ’autre finale. Donc cet arc
est compté une fois dans les demi-degrés extérieur de son extrémité initiale et une fois dans les
demi-degrés intérieurs de son extrémité finale. Alors, le nombre total d’arcs ayant une extrémité
initiale (resp. une extrémité finale) est exactement la somme des demi-degrés extérieurs (resp.

demi-degrés intérieurs). O
Exemple 1.3.1. Soit le graphe suivant :

D B
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+1=3, dg(B) =d&(B)+dg(B) =2+1=3,
+1=2, dg(D) = d5(D) +d (D) =0+1=1,
+1=1,
a¢(D)+da(E)=3+3+2+1+1=10=2x5=2x|U|.

I
o =

+
I

Comme conséquence de ces deux derniers théoremes, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.1. La somme des degrés des sommets de degrés impairs dans un graphe

est toujour pair.

Démonstration. Soit p la somme des degrés des sommets de degré impair et ¢ la somme des
degrés des sommets de degré pair. Dong, il facile de voir que p+¢q = Y ,cx da(x) = 2 X |E|
(resp. p+q¢ = Spexdg(z) = 2 x|U|) qui est pair. Alors, p (i.e. la somme des degrés des

sommets de degrés impairs ) est pair. O]

1.4 La représentation matricielle d’un graphe

1.4.1 La matrice d’adjacence

A tout graphe G d’ordre n, on associe une matrice de n lignes et n colonnes dont les éléments

sont notés M;;.

a) Cas d’un graphe non orienté : Pour G = (X, F), on a

0, sinon.

1, si {2} €E,
My — { . si{ag,xj}

Exemple 1.4.1. La matrice d’adjacence du graphe suivant est :

B
D C

E 00111

00100

A M=|11010

10120

1000 0
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Propriété 1.4.1. — La matrice d’adjacence M d’un graphe non orienté est toujours
symétrique ;
— La somme d’une ligne k = la somme d’une colonne k = dg (k) ;

— La boucle est comptée deux fois.

b) Cas d’un graphe orienté : Pour G = (X,U), on a M;; représente le nombre d’arcs ayant

¢ comme extrémité initiale et j comme extrémité terminale, tel que :

1, si(x;,z) €U
M'L] — ( ? .7)
0, sinon.
Propriété 1.4.2. — Les coefficients de la matrice d’adjacence M d’un graphe orienté
simple sont binaires avec la diagonale est completement des O ;
— La somme d’une ligne i = d (i) ;

— La somme d’une colomne j = dj (7).

Exemple 1.4.2. La matrice d’adjacence du graphe suivant est :

D E
C

01010

00101

A B M=|10000

00000

00000

1.4.2 La matrice d’incidence

A tout graphe d’ordre n avec m arétes (resp. m arcs), on associe une matrice de n lignes et

m colonnnes dont les éléments sont notés M;;.

a) Cas d’un graphe non orienté : Pour G = (X, E), on a M;; représente le nombre de fois

ou le sommet 7 est incident a ’aréte 7, tel que

1, sile sommet ¢ est incident a ’aréte 7,
, sil’aréte 7 est une boucle sur le sommet 1,

0, sinon.

Remarque 1.4.1. Si deuz colonnes k et j sont identiques dans la matrice d’incidence, alors les

arétes k et j sont paralléles.
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B
(& €6
€5
D C
€2
E
A
La matrice d’incidence du graphe ci-dessus est :
111000
00 0O0O01
M=(100011
010210
001000

b) Cas d’un graphe orienté : Pour G = (X,U), I'’élément M;; de la matrice d’incidence M

en ligne 7 et colonne j vaut

—1, sil’aréte j sort du sommet i,

M;; =4 1, silaréte j entre dans le sommet i,
0, sinon.
Remarque 1.4.2. — Une colonnne nulle représente une boucle. Dans ce cas, toute boucle

dans un graphe G est détectée mais son emplacement ne peut pas étre précisé a partir de
la matrice d’incidence.
— La somme des éléments de n'importe quelle colonne dans la matrice d’incidence est tou-

jours nulle.

Exemple 1.4.3. La matrice d’incidence du graphe suivant est :

-1 -1 1 0 0 0
1 0 0 -1 —-120
o 0 -1 1 0 0
o 1 0 0 0 0
o o0 0 0 1 O
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1.5 Graphes particuliers

Soit G = (X, E) un graphe non orienté (resp. G = (X,U) un graphe orienté).

1.5.1 Sous graphe

Soit A C X un sous ensemble de sommets de X. Notons E4 (resp. Uy) I'ensemble d’arétes

(resp. des arcs) de G ayant leurs deux extrémités dans A, c’est a dire :
Ex={e={x,y}/x e Aetyc A},

Ug={u=(z,y)/x € Aetyec A}

Définition 1.5.1. Un sous graphe de G engendré par l’ensemble de sommets A est le
graphe G4 = (A, Ey4) (resp. G4 = (A,Un)).

Exemple 1.5.1. A) Pour le graphe de la Figure 1.6, on a
X ={A,B,C,D,E,F} et E ={e1,e2,€3,¢e4,€5,¢5}.
Soit A={A,D,E,F} C X, alors G4 = (A, E4) ot

Ey={e={z,y}/v € Aetyec A} = {es e3}.

B
€5
€4

F@® D C F@ D

€9 €2
E E

€3 e1 €3
A A

FIGURE 1.6 — Le graphe et son sous graphe.

B) Pour le graphe de la Figure 1.7, on a X = {A, B,C, D, E} et U = {uy, u2, u3, ug, us, ug}.
Soit A={A,B,E} C X, alors G4 = (A,Ux) ot

Us={u=(z,y)/z € Aetye A} = {ui,us, ug}

1.5.2 Graphe partiel

Soit V' C E (resp. V C U) un sous ensemble d’arétes (resp. d’arcs).
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Uug

ul

FIGURE 1.7 — Le graphe et son sous graphe.

Définition 1.5.2. Un graphe partiel de G engendré par ’ensemble d’arétes (resp. d’arcs)
V est le graphe Gy = (X, V).

Exemple 1.5.2. A) Pour la figure suivante :

B B
es
€4
F@ D C D C
€2 €2
E E
A A

FIGURE 1.8 — Le graphe et son graphe pariel.
On a le graphe non orienté G = (X, E) tel que

X ={A,B,C,D,E,F} et E ={ey,e,e3,e4,€5,¢}.

B) Pour la figure suivante :

Uug

EtV ={e1,ea,e3} C E, alors le graphe partiel de G est Gy = (X, V).
u

E D oL
2 C U2 C
us 4 ug
A B
Ul Ui

FIGURE 1.9 — Le graphe et son graphe partiel.
On a le graphe orienté G = (X, U) tel que

X ={A,B,C,D,E} et U = {uy,ug,us, uyq, us, ug }.
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Et V ={uy,us,us} C U, alors le graphe partiel de G est Gy = (X, V).

1.5.3 Sous graphe partiel

Soir A C X un sous ensemble de sommets de X et V' C E (resp. V C U) un sous ensemle
d’arétes de E (resp. d’arcs de U).

Définition 1.5.3. Un sous graphe partiel de G engendré par l’ensemble de sommets A
et l'ensemble d’arétes (resp. d’arcs) V' est le graphe G4y = (A,V4) ot Vy est 'ensemble

d’arétes (resp. d’arcs) de V' qui ont leurs deux extrémités dans A.
Exemple 1.5.3. Pour la figure suivante, on a le graphe G = (X, E) non orienté tel que

X ={A,B,C,D,E, F} et E = {e1,e2,e3,¢e4,€5,¢6},

A={AC,D,F} C X etV = {e1,e2,e3} C E, alors le sous graphe partiel de G est G4y =
(A, V4) ou Vy = {e1,ea}.

B
es5
€4

Fe® D C F@® D C

€2 €2
E

€3 el el
A A

FIGURE 1.10 — Le graphe et son sous graphe pariel.

1.5.4 Complément d’un graphe

Définition 1.5.4. Le graphe complémentaire de G = (X, E) (resp. G = (X,U)) noté
G = (X,E) (resp. G = (X,U)), est le graphe ayant le méme ensemble de sommets X et
tel que deux sommets distincts de G soient adjacents si et seulement si s’ils ne sont pas

adjacents dans G, c’est a dire :

E={{z,y} € X x X/{z,y} ¢ E},
U={{zr,y} € X x X/ (z,y) ¢ U}.

1.6 Propriétés des graphes

Soit G = (X, E) (resp. G = (X, U)) un graphe non orienté (resp. orient¢).
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D@ B D B
C A C A

FIGURE 1.11 — Le graphe et son complément.

1.6.1 Graphe complet

Propriété 1.6.1 (Cas non orienté). G est complet si et seulement si Vo # y € X,
{z,y} € E.

Propriété 1.6.2 (Cas orienté). G est complet si et seulement si Ve #y € X, (z,y) €
U.

Notation : Un graphe simple complet d’ordre n est noté K.

D B D B

C A C A

FIGURE 1.12 — Deux graphes complets.

1.6.2 Graphe régulier

Propriété 1.6.3. Soit k un entier stirctement positif. G est k-régulier si Vx € X on a
da(x) = k. En d’autres termes 0(G) = A(G) = k.

Exemple 1.6.1. Le graphe a gauche est 2-réqulier et le graphe a droite est 3-régqulier.

D B D B

C A C A

FIGURE 1.13 — Un graphe 2-régulier et un graphe 3-régulier.

1.6.3 Graphe symétrique

Cette propriété est spécifique aux graphes orientés.
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Propriété 1.6.4. G est symétrique si et seulement siVr,y € X, (z,y) € U = (y,x) €
U.

C A

FIGURE 1.14 — Graphe symétrique.

1.6.4 Graphe antisymétrique

Cette propriété est spécifique aux graphes orientés.

Propriété 1.6.5. G est antisymétrique si et seulement si Vx,y € X, (z,y) € U =
(y,z) ¢ U.

C A

FiGurE 1.15 — Un graphe antisymétrique.

1.6.5 Graphe transitif

Cette propriété est spécifique aux graphes orientés.

Propriété 1.6.6. G est transitif si et seulement si Vx,y,z € X, (z,y) € U et (y,2) €
U= (z,2) €U.

Exemple 1.6.2. Le graphe suivant est transitif.
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D B

C A

FI1GURE 1.16 — Un graphe transitif.

1.6.6 Graphe biparti

Propriété 1.6.7. GG est biparti si et seulement si I’ensemble de ses sommet X admet une
partition en deus sous ensembles X1 et Xo avec X1 N Xy =0 et X1 UX9 = X. Tels que
e Dans le cas non orienté : V{x,y} € E ona (v € Xj ety € Xa) ou (x € Xg et
yeX1);
e Dans le cas orienté :V(z,y) e U =z € X; ety € Xs.

Exemple 1.6.3. Le graphe suivant est biparti.

3 2 1

) 4

F1GUrE 1.17 — Un graphe biparti.

Propriété 1.6.8. GG est biparti complet si et seulement si Vo € X1 et Vy € Xo =
{z,y} € E (resp. (z,y) €U).

Notation : Un graphe simple et biparti complet G = (X1 U X3, E) (resp. G = (X U
X5,U)), avec | X1| = p et | Xo| = ¢, est noté Kp,.
Exemple 1.6.4. Le graphe suivant est K3 .

3 2 1

b} 4

FIGURE 1.18 — La graphe biparti complet K3 .
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1.6.7 Graphe multiparti

Propriété 1.6.9. G est multiparti si et seulement si l’ensemble de ses sommet X admet
une partition en p sous ensembles X1,..., X, avec XiNX; =0 (i # j) et P X, =X.
Tels que
e Dans le cas non orienté : V{z,y} € F on a (v € Xj, et y € Xp11) ou (x € Xp11q
ety € Xy), avec l <k <p—1;
e Dans le cas non orienté :V(z,y) e U = x € Xi ety € X1, avec 1 <k <p—1.

1.6.8 Stable et clique

Propriété 1.6.10. On appelle stable dans G un sous ensemble de sommets S C X ou le
sous graphe engendré par S est formé de sommets isolés (ne contient aucune aréte (resp.

aucun arc)).

Remarque 1.6.1. Chaque partition d’un graphe biparti est un stable.
Exemple 1.6.5. Dans le graphe suivant S1 = {1,2,3} et So = {4,5} sont des stables.

3 2 1

Propriété 1.6.11. On appelle clique dans G un sous ensemble de sommets C' C X ou

le sous graphe engendré par C est un graphe complet.

Exemple 1.6.6. Dans le graphe suivant C' = {2,3,4} est un clique.

4 2

Proposition 1.6.1. Si S est le plus grand stable dans G, alors
(1) |S| < le nombre de cliques dans G ;

(ii) |S| = le nombre minimal de cliques dans G.

Démonstration. (i) Soit S un ensemble stable maximal dans le graphe G (c’est & dire la plus

grande stable), soit C = {C1, ..., Cy} une partition de ’ensemble X en cliques maximales.
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Puisque S est un ensemble stable maximal, il ne contient aucune aréte. Cela signifie que
chaque clique C; de C, S doit contenir au plus un sommet de Cj;. Si S contenait deux
sommets d'une méme clique C}, cela contredirait la définition d’un stable, car les sommets

d’une clique sont tous adjacents les uns aux autres.

Par conséquent, le nombre de sommets dans S est au plus le nombre de cliques dans la

partitions C. Cela peut étre formellement écrit |S| < |C|.

Donc, |S| < le nombre de cliques dans G.

(ii) Soit C = {C1,...,Cy} une partition de I’ensemble X en cliques minimales.

1) On montre que |S| < [C] : Soit S un enemble stable maximal de G. Chaque sommet
de S doit appartenir a une clique distincte dans C. En effet, si deux sommets non adjacents
appartiennent a la méme clique, alors ils seraient adjacents dans cette clique, ce qui
contredit leur indépendance. Par conséquent le nombre de clique dans C doit étre au

moins égal a la taille d’'un ensemble stable maximal. Donc, |S| < |C|.

2) On montre que |C| < |S] : Inversement, chaque clique C; contient des sommets qui
peuvent appartenir a un ensemble stable maximal. Puisque chaque sommet de G doit
appartenir a au moins une clique dans C, on peut associer chaque clique a un sommet
unique dans un ensemble stable. Cela signifie que le nombre de cliques dans C doit étre

au plus a la taille d'un ensemble stable maximal. Donc, |C| < |S].

Puisque nous avons |S| < |C] et |C| < |S], il en découle que |S| = |C].

De méme facons, on établit les résultats suivants.

Proposition 1.6.2. Si C' est le plus grand clique dans G, alors
(i) |C| < le nombre de stables dans G ;

(i7) |C| = le nombre minimal de stables dans G.

1.7 Isomorphisme dans les graphes

Définition 1.7.1 (Cas non orienté). Soient deux graphes non orientés G1 = (X1, E1)
et Go = (X2, F2). On dit que Gy et Go sont isomorphes, et on note Gi = Go, si et
seulement si o : X7 — X9 une bijection telle que Vr,y € Xj,e = {x,y} € E1 =

{e(x), p(y)} € Ea.

Exemple 1.7.1. Dans la figure suivante, on a deux graphes isomorphes ont quatre sommets.
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1 I B I I A
4 3 D C
Définition 1.7.2 (Cas orienté). Soient deux graphes orientés G1 = (X1,U1) et Gy =
(X2,Us). On dit que Gy et Go sont isomorphes, et on note G = Ga, si et seulement

si 3f + X1 — Xo et Ig : Uy — Us deux bijections telles que Yu = (z,y) € Uy = g(u) =
(f(2), f(y)) € Ua.

Exemple 1.7.2. Dans la Figure 1.19, on a un deux graphes isomorphes ont cing sommets.

D
3 1 B A
4 5 E C
FIGURE 1.19 — Deux graphes isomorphes.
Proposition 1.7.1. Soient deuzx graphes isomorphes G1 = (X1, F1) = Gy = (X, E9)

(resp. G1 = (X1,U1) = Go = (Xo,U2) ), alors | X1| = | Xa| et |E1| = |E2| (resp. |Ui| =
\Ua|) et Vo € Xy de degré dg, (x),3y € Xo de degré dg,(y) = dg, ().

Remarque 1.7.1. La réciproque n’est pas toujours vraie. On peut trouver deux graphes non

isomorphes ayant le méme nombre de sommets et le méme nombre d’arétes (resp. d’arcs).

Définition 1.7.3. Soit G = (X, E) (resp. G = (X,U)) un graphe non orienté (resp.

orienté). Un automorphisme de G est un isomorphisme de G dans G.

Proposition 1.7.2. Soit G = (X, E) un graphe simple non orienté et ¢ un automor-
phisme de G. Alors, Vx € X on a dg(z) = dg(e(x)).

Exemple 1.7.3. Dans la figure suivante, on a un automorphisme d’un graphe a quatre sommets.
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@ @
oﬂge eﬂ}o
® 8

FI1GURE 1.20 — Un automorphisme d’un graphe.

1.8 Exercices

Exercice 1.1. Un tournoi d’échecs oppose 6 personnes. Chaque joueur doit affronter tous les

autres.
1. Construire un graphe représentant toutes les parties possibles
2. Quel type de graphe obtenez-vous ¢

3. Si chaque joueur ne joue qu’un match par jour, combien de jours faudra-t-il pour terminer

le tournoi.
4. Aidez-vous du graphe pour proposer un calendrier des matches.
Exercice 1.2. Trois enseignants E1, Fo et Es devront donner Dimanche prochain un certain
nombre de séances de cours pour trois groupes C1,Co et C3 :
Ey enseigne C1 pendant deux heures et Cy pendant une heure ;

E5 enseigne C pendant une heure, Co pendant une heure et C5 pendant une heure ;

E5 enseigne C1 pendant une heure, Cy pendant une heure et Cs pendant deuz heures.

1. Proposer un graphe pour représenter cette situation ¢ Quel est le type de graphe ?

2. Donner le nombre minimal des créneaux horaires ? En utilisant les graphes, proposer un

emploi du temps

Exercice 1.3. 1. Dessiner un graphe non orienté complet a 4 sommets.
2. Quel est le degré des sommets de ce graphe ¢
3. Combien d’arétes posséde-t-il ?

4. Généralisez ces résultats a un graphe simple complet ayant n sommets.

Exercice 1.4. On considére le graphe orienté G = (X,U) tel que
X ={1,2,3,4,5},U ={(1,2),(1,4), (2,2),(2,3),(2,4), (3,5), (4,3),(5,3)}

1. Tracer le graphe G.
2. Quels sont les arcs incidents aux sommets 1 et 2.

3. Ce graphe posséde -t-il une boucle ?
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4. Donner le demi-degré extérieur de 2 et le demi-degré intérieur de 4.
5. Donner les sommets prédécesseurs de 4 et les sommets successeurs de 2.
6. Donner un graphe partiel, sous-graphe et sous-graphe partiel de ce graphe.

Exercice 1.5. I) Donnez les représentations par matrice d’adjacence et d’incidence du graphe

non orienté suivant :

1. Quel est le degré minimal et maximal du graphe précédent.

2. Donner le complément du graphe précédent.
IT)

Donner les représentations par matrice d’adjacence et d’incidence du graphe orienté suivant :
D0
4 /
|
G (0

1. Quel est le degré minimal et maximal du graphe précédent.

2. Donner le complément du graphe précédent.
Exercice 1.6. Montrez qu’un graphe simple a un nombre pair de sommets de degré impair.

Exercice 1.7. On s’intéresse aux graphes 3-réguliers.
1. Construisez de tels graphes ayant 4, 5, 6, puis 7 sommets.

2. Qu’en déduisez-vous ¢ Prouvez-le !

Exercice 1.8. Montrer que :
(i) |C| < le nombre de stables dans G ;

(i1) |C| = le nombre minimal de stables dans G.
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Connexité dans les graphes

La connexité est un concept fondamental en théorie des graphes, elle se réfere a la capacité de
se déplacer d’'un sommet a un autre en suivant les arétes (resp. les arcs) du graphe. Elle est une
propriété essentielle qui joue un réle central dans I'analyse et la compréhension des structures
de graphes, ayant des implications profondes en théorie des graphes et dans leurs applications

pratiques.

2.1 Chailnes et chemins

Définition 2.1.1. On appelle chatne dans un graphe G = (X, E) (resp. G = (X,U))
non orienté (resp. orienté) une suite alternée de sommets et d’arétes (resp. d’arcs) p =
TOE1X] + - - Tp_1€xTp (Tesp. = xTouiT] - - Tp_uRxy) telle que e; = {xi, xiy1} (resp. u; =

(25, 2i41)) pour 1 <i < k.

e On dit que cette chaine est de longueur k relie xg d xy,.

Exemple 2.1.1. Dans le graphe suivant, pn = bezle13eqd est une chaine (en bleu) de longueur
3.

2
€5
e4
4 3
€2
D
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Définition 2.1.2. On appelle chemin dans un graphe orienté G = (X,U) une suite
alternée de sommets et d’arcs v = wouixy - - Tp_1upxy telle que u; = (x;,xit1) pour
1<i<k.

e On dit que ce chemin est de longueur k relie xg a xj.

Exemple 2.1.2. Dans le graphe suivant, v = 4usbuslui2 est un chemin (en rouge) dans lon-

queur 3.

ug Ul
3 1
us us
4 5
Uyg

Définition 2.1.3. On dit qu’une chatne simple (resp. chemin simple) si toutes les
arétes (resp. tous les arcs) sont distinct(e)s, c’est a dire elle (resp. il) ne parcourt pas deux

fois la méme aréte (resp. le méme arc).

Exemple 2.1.3. La chaine ;i = beglei3eqd de ['Exemple 2.2.3 et le chemin v = 4ugbuslu,2 de
I"Exemple 2.1.2 sont simples.

Définition 2.1.4. On dit qu’une chaine est élémentaire (resp. un chemin est élémen-
taire) si tous les sommets les composent sont distincts, c’est a dire elle (resp. il) ne
parcourt pas deuz fois le méme sommet (sauf pour le sommet de départ et d’arrivée qui est

le méme pour le cas d’un cycle (voir la définition d’un cycle)).

Exemple 2.1.4. La chaine ;i = beszlei3eqd de ['Exemple 2.2.3 et le chemin v = 4ugbuslu 2 de

I’Exemple 2.1.2 sont élémentaires.

Propriété 2.1.1. Toute chaine (resp. tout chemin) élémentaire est simple. L’inverse c’est

pas toujours vrai.

Démonstration. e Pour prouver que toute chaine élémentaire est simple, supposons le contraire :
que nous avons une chaine élémentaire qui n’est pas simple. Cela signifierait qu’il existe
au moins un sommet s; (ot 1 < @ < k) qui apparait au moins deux fois dans la chaine.
Disons qu’il apparait pour la premiere fois a la position i et pour la deuxieme fois a la

position j (ou ¢ < 7). Alors la chaine peut étre écrite comme suit :

81...8i...8j.-.sk
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Puisque s; = sj, il exist une sous chaine de la forme s;---s; = s;. Cependant, cela
implique que cette sous-chaine contient une boucle (un cycle (voir la définition d’un
cycle)), ce qui signifie que certaines arétes de cette sous-chaine sont utilisées plus d’une
fois, ce qui contredit la définition d’une chaine élémentaire ou chaque aréte doit étre

utilisée exactement une fois.

Par conséquent, notre supposition que la chaine élémentaire n’est pas simple est fausse.
Ainsi, toute chaine élémentaire doit étre simple.

e Pour montrer que 'inverse n’est pas toujours vrai, il suffit de donner un contre exemple.

2
es
€4
4 3
€2
S
1

La chaine = lej3egqdesl est une chaine simple car elle visite les sommets 1,3 et 4

de maniere distincte avant de revenir a 1.

Cependant, ce n’est pas une chaine élémentaire car elle ne visite pas tous les sommets

de manieres distincts (elle revient a 1 sans couvrir tous les sommets du graphe).

Ainsi, nous avons montré qu'une chaine simple d’un graphe n’est pas toujours élémen-
taire, en utilisant I’exemple du graphe ci-dessus.
m

Définition 2.1.5. On appelle distance entre deux sommets x ety noté d(z,y) la longueur

de la plus petite chaine les relient.

Définition 2.1.6. On appelle diamétre d’un graphe la plus longue des distances entre

deux sommets, noté diam(G).

Exemple 2.1.5. Pour le graphe suivant, on a
d(1,2) =2,d(1,3) =1,d(1,4) = 1,d(1,5) = 2,d(2,3) = 1,d(2,4) = 2,d(2,5) = 3,d(3,4) =1,
d(3,5) =2,d(4,5) = 2.

Alors

diamg(G) = max{d(1,2),d(1,3),d(1,4),d(1,5),d(2,3),d(2,4),d(2,5)d(3,4),d(3,5),d(4,5)}
=3.
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Définition 2.1.7. Une chaine (resp. un chemin) dont les sommets de départ et de fin sont

les mémes est applé(e) chaitne fermée (resp. chemin fermé).

Exemple 2.1.6. La chaine pn = lej3eqdeal (en bleu) du graphe suivant est fermée.

2
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2.2 Cycles et circuits

Définition 2.2.1. On appelle cycle dans un graphe non orienté G = (X, E), toute chaine

fermée simple p = xpe1xy - - - rp_1epxy tel que xg = xp pour k > 0.

e On dit que ce cycle est de longueur k.
Exemple 2.2.1. La chaine p = lej3eqdesl de I’Exemple 2.1.6 est un cycle.

Proposition 2.2.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté.
(i) Sile degré minimum de G 6(G) > 2, alors G contient un cycle.
(ii) Si G est simple et 6(G) >k > 2, alors G comporte un cycle de longueur k.

Démonstration. (i) Considérons une chaine p = xj - - - 13 maximale (c’est & dire si on ajoute
un sommet elle ne reste plus une chaine). Cela signifie que les sommets x; et zj ont

chacun des voisins qui ne sont pas dans p (sinon, nous pourrions prolonger la chaine p).

Considérons le sommet xj (extrémité de la chaine). Puisque le degré de xj est au moins
3 et qu’il est relié & au moins deux autres sommets dans p (endehors de zj_1), il doit y
avoir une aréte de x; & un sommet précédent dans la chaine (car sinon la chaine ne serait

pas maximale).
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Si 7} a une aréte vers un sommet x; (ou 1 <1i < k), cela forme un cycle z; - - - xpexx;.
La longueur de ce cycle est au moins 3 car il inclut au moins trois sommets distincts (par
hypothese, le degré minimum est > 2). Par conséquent G contient un cycle.

(ii) Une preuve similaire a celle de (i).

Définition 2.2.2. On appelle circuit dans un graphe orienté G = (X,U), tout chemin

fermé simple v = xouixy - - - xp_upT) tel que xo = xy pour k > 0.

e On dit que ce circuit est de longueur k.

Exemple 2.2.2. Le chemin v = luj2u93usduysdusl du graphe suivant est un circuit de longueur

5.
U U]
3 1
us Uus
4 5
Uy
Définition 2.2.3. On dit qu’un cycle (resp. un circuit) est élémentaire si tous les som-
mets qui les composent sont distincts sauf le somme de départ qu’il est aussi de fin.
Remarque 2.2.1. — La longueur d’un cycle ou dun circuit est aussi égale au nombre de

sommets qui les composent.

— Une boucle est un cycle (resp. circuit) élémentaire de longueur 1.

Définition 2.2.4. Une chaine (resp. un chemin) sans cycle (resp. sans circuit) est une

chaine (resp. est un chemin) qui ne contient pas deuz fois le méme sommet.

Exemple 2.2.3. A) Dans le graphe non orienté suivant, p = beglej3eqd est une chaine sans

cycle.
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B) Dans le graphe orienté suivant, v = 4dugbuslu2 est un chemin sans circuit.
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2.3 Connexité

On commence tout d’abord par la définition de la connexité dans les graphe orienté ou non.

Définition 2.3.1. Un graphe est dit connexe s’il exrite une chaine (resp. un chemin)

joignant chaque paire de sommet x ety (r #y).

Exemple 2.3.1. Le graphe a gauche est connexe mais le graphe a droite n’est plus.

4 2 4 2

3 1 3 o1

2.3.1 Composantes connexes

Considérons G = (X, E) (resp. G = (X, U)) un graphe non orienté (resp. orienté).

Définition 2.3.2. Soit S C X et Gg est le sous graphe engendré par S. On dit que Gg est
une composante connezxe de G si Gg est connexre mazimale (c’est a dire, si on ajoute

x ¢S, Gg ne serait plus connexe).

Exemple 2.3.2. Le graphe suivant contient deux composantes connexe, ou la premiére compo-

sante a ’ensemble de sommets S1 = {2, 3,4} et la deuziéeme composante a l’ensemble de sommets

Sy = {1}.

4 2
3 Q1
Remarque 2.3.1. — Le sous graphe engendré par un sommet isolé est considéré comme

une composante connexe.
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— Un graphe contient une seule composante connexe est dit connezxe.

Conséquence 2.3.1. Soit G un graphe, 'ajout d’une aréte a pour conséquence :
1. Soit diminuer le nombre de comosantes connezxes.

2. Soit créer un nouveau cycle dans le graphe.

Proposition 2.3.1. Soit G un graphe non orienté a n sommets et m arétes. Si G est

conneze alors m > n — 1.

Démonstration. On montre la propriété de la proposition par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est

clair.

Supposons la propriété est vraie pour tout graphe d’ordre n > 1 et considérons un graphe

connexe GG d’ordre n + 1. Nous considérons deux cas :

Cas 1 : Il existe une aréte e telle que G\e n’est plus connexe. Alors G\e a exactement deux
composantes connexes. En effet si e = {z,y} et G\e n’est pas connexe, alors on peut partitionner
les sommets de G en deux parties : les sommets reliés a x par une chaine ne passant pas par
e et les sommets reliés a y par une chaine ne passant pas par e. Ce sont les deux composantes
connexes de G\e.

Soient alors ¢1, ¢2 les deux composantes connexes de G\e. L’ordre n; de ¢;, pour i = 1,2, est au
plus net ny +no =n+1.

Par hypothese de récurrence, ¢; a au moins n; — 1 arétes. Donc G'\e a au moins (n; — 1) + (n2 —

1) =n+1—-2=mn—1 arétes. Donc G a au moins n arétes.

Cas 2 : Il existe une aréte e telle que G\ e connexe : soit k > 1 le plus petit entier tel qu’il existe

k arétes ey, ..., e vérifient G\{ey,...,er_1} connexe et G\{ey, ..., er} n’est pas connexe. Alors
G\{e1,...,er} a deux composantes connexes et a au moins n — 1 arétes.
Donec G aaumoinsn—1+k>n+1>n arétes. O

2.3.2 Graphe k-Connexe

Considérons G = (X, E) (resp. G = (X,U)) un graphe non orienté (resp. orienté).

Définition 2.3.3. Le graphe G est dit k-connexe si et seulement si G est connexe d’ordre
n > k+1 et il nexiste pas d’ensemble S C X de cardinal k — 1 tel que le sous graphe
engendré par X\S n'est pas connexe. C’est a dire, supprimant moins de k sommets, le

graphe sera toujours connexe.

Exemple 2.3.3. Le graphe suivant est 3-connexe, car il faut supprimer au moins trois sommets

pour le déconnecter.
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2.4 Forte connexité

Dans cette section, les graphes sont toujours orientés.

Définition 2.4.1. Un graphe orienté G = (X,U) est fortement connexe s’il existe

entre chaque paire de sommets x,y € X (x # y) un chemin de x ay (roy) et un chemin

dey ax (yyzx).

Exemple 2.4.1. Le graphe suivant est fortement connezxe.

2.4.1 Composantes fortement connexes
Considérons G = (X, U) un graphe orienté.
Définition 2.4.2. Soit S C X et Gg est le sous graphe engendré par S. On dit que Gg

est une composante fortement connexe de G si Gg est fortement connexe maximale

(c’est a dire, si on ajoute x ¢ S, Gg ne serait plus fortement conneze).

Exemple 2.4.2. Le graphe suivant contient deux composantes fortement connexes, ot la pre-

miére composante a l’ensemble de sommets S1 = {1,3,4,5} et la deuziéme composante a l’en-

semble de sommets Sy = {2}..

0?2



Chapitre 2. Connexité dans les graphes 37

2.4.2 Graphe réduit
Soit G = (X,U) un graphe orienté.
Définition 2.4.3. On appelle graphe réduit de G le graphe Gp = (Xg,Ur) défini
comme suit :

— X = {Les composantes fortement connexes c¢; forment 'ensemble des sommets} ;
— Up=A(ci,cj)/i# j et Jx€c et Ty€c tels que (z,y) € U}.

Remarque 2.4.1. — Un graphe contient une seule composante fortement connexe est dit
fortement connexe.

— Le graphe réduit d’un graphe ne posséde pas de circuits.

2.5 Cocycles et cocircuits

Définition 2.5.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté, soit S C X. On appelle
cocycle dans G associé 4 S 'ensemble d’arétes noté w(S) ayant exactement une extrémité

dans S, c’est a dire :
wlS)={e={z,y} cE/(xeSety¢ S) ou(z ¢ SetyecS)}

Exemple 2.5.1. Le cocyle (en bleu) de S = {1,3} dans le graphe suivant est w(S) = {e2, €3, €4, €5}.

2
€5
€4
4 3
€2
>
1

Définition 2.5.2. Soit G = (X,U) un graphe orienté, soit S C X. On appelle cocycle
dans G associé a S l'ensemble d’arcs noté w(S) ayant exactement une extrémité (soit

intiale ou terminale) dans S, c’est a dire :

w(S) =wt(S)YUw™(S) ot w™(S) ={u= (z,y) €U/xcSetyg S} et
w (S)={u=(z,y) €eU/x ¢ S ety e S}

Exemple 2.5.2. Le cocycle de S = {3,5} du graphe suivant est w(S) = wt(S)Uw™(S) =
{ug, us, uq, us} o wt(S) = {us,us} (en bleu) et w=(S) = {u2,us} (en rouge).
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Définition 2.5.3. Soit G = (X,U) un graphe orienté, soit S C X tel que w(S) un
cocycle. On dit que w(S) est un cocircuit dans G associé a S, si tous les arcs de w(S)

sont dans le méme sens.

Exemple 2.5.3. Le cocircuit (en bleu) de S = {4,5} du graphe suivant est w(S) = {us, us, ug}.

ug u1
3 1
us3 Us
>
4 @ >
U4

Proposition 2.5.1. Un graphe est fortement connexe si et seulement si VS C X on a

wt(S) # 0 ouw (S) #0.

2.6 Parcours Eulérien

Ce parcours est nommé d’apres le mathématicien Euler [Eu], qui a résolu le célebre probléme
des ponts de Konigsberg en 1736, marquant ainsi la naissance de la théorie des graphes. Ce
concept est fondamental en théorie des graphes et a des applications diverses, notamment en

logistique, en réseau de communication et en biologie moléculaire.

Définition 2.6.1. Un parcours Eulérien est une chaine (resp. un chemin) qui traverse

chaque aréte (resp. chaque arc) exactement une seule fois.

Remarque 2.6.1. Le parcours Eulérien peut étre un cycle (resp. un circuit) s’il commence et
se termine au méme sommet. Dans ce cas, ce parcours s’appelle cycle Eulérien (resp. circuit

FEulérien).
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Définition 2.6.2. Soit G = (X, E) (resp. G = (X,U)) un graphe non orienté (resp.
orienté) a m arétes (resp. m arcs). Une chaine simple (resp. un chemin simple) ou cycle

simple (resp. circuit simple) de longueur m est appelé Eulérien(ne).

Exemple 2.6.1. La chaine en rouge dans le graphe suivant est Eulérienne.

KT
b N

Théoréme 2.6.1. [Euler] Soit G un graphe non orienté connexe. G a une chaine Eulé-

rienne st et seulement si G a zéro ou deux sommets de degré impair.

Démonstration. On commence par la condition nécessaire = 7

Lorsque l'on parcourt une chaine Eulérienne, chaque fois que 'on entre dans un sommet par
une aréte, on doit en sortir par une autre aréte. Donc, excepté pour les sommets de départ et
d’arrivée (si différents), le degré de chaque sommet doit étre pair pour que 'on puisse toujours

quitter le sommet apres y étre entré.

Alors, si le graphe a une chaine Eulérienne, il doit y avoir zéro ou deux sommets avec un
degré impair :
e Zéro sommet de degré impair signifie que tous les sommets ont un degré pair, ce qui
permet de commencer et de terminer la chaine au méme sommet.
e Deux sommets de degré impair signifie que la chaine doit commencer a un de ces sommets
et se terminer a l'autre.
On passe a la condition suffisante < ? On distingue deux cas.
- Cas ou G a zéro sommets de degré pair :
e Si tous les sommets ont un degré pair, alors G a un cycle Eulérien (un cycle qui passe par
chaque aréte exactement une fois et revient au point de départ).
- Cas ou G a deux sommets de degré impair :
e Soit x et y les deux sommets de degré impair.
e Ajoutons une aréte fictive (z,y), ce qui rend tous les sommets de G de degré pair, formant
ainsi un graphe G’.
e Le graphe G’ a un circuit Eulérien (car tous les sommets de G’ ont un degré pair).
e En retirant l'aréte fictive (x,y) de ce circuit, nous obtenons une chaine Eulérienne dans

G qui commence a x et se termine a y.

O

Exemple 2.6.2. Le graphe suivant forme un chemin Fulérien.



Chapitre 2. Connexité dans les graphes 40

Conséquence 2.6.1. — Un graphe G admet une chaine FEulérienne d’un sommet x
a un autre sommet y si et seulement si dg(x) et dg(y) sont impair Vz # x et y de

G, on a dg(2) est pair.
— Un graphe G admet une cycle Eulérien si et seulement si Vx sommet de G, on a

da(z) pair.

Proposition 2.6.1. Un graphe G = (X,U) admet un circuit Eulérien si et seulement

siVx € X,dj(z) = dg(x). Dans ce cas, le graphe G est appelé pseudo-symétrique.

Démonstration. — On commence par la condition nécessaire = 7
Supposons que G admet un circuit Eulérien. Pour un sommet z dans un circuit Eulérien :
e Chaque fois qu’une aréte est entrée dans « (contribuant a dg(z)), il doit y avoir une
aréte qui en sort (contribuant a dg (2)) pour que le circuit puisse continuer.
e Comme le circuit revient au sommet de départ, le nombre d’arétes entrant dans chaque
sommet doit étre égal au nombre d’arétes en sortant.
Ainsi, Vo € X, df(z) = dg(x).

— On passe a la condition suffisante < ? Supposons maintenant que Vz € X,d}(z) =
Nous utiliserons le Théoreme 3.1.3 pour les graphes orientés, qui stipule qu'un graphe
orienté connexe admet un circuit Eulérien si et seulement si chaque sommet a un degré
entrant égal a son degré sortant.

e Premierement, nous devons vérifier que G est connexe. Si ce n’est pas le cas, nous ne
pourrons pas trouver un circuit Eulérien.
e Si G est connexe, et que Vo € X,df,(z) = dg(z), alors le Théoréme 3.1.3 garantit
I'existence d’un circuit Eulérien.
Pour construire explicitement ce circuit eulérien, nous pouvons utiliser I’algorithme sui-

vant :

1. Choisir un sommet de départ xg et suivre une aréte sortante non marquée pour com-

mencer a construire un cycle.

2. Continuer a suivre les arétes non marquées jusqu’a revenir au sommet de départ z.
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3. Si toutes les arétes du graphe sont marquées, alors le cycle trouvé est un circuit

Eulérien.

4. Sinon, il existe encore des arétes non marquées. Choisir un sommet x du cycle trouvé
avec des arétes non marquées sortantes et répéter le processus en fusionnant ce nouveau

cycle dans le cycle existant.

5. Répéter jusqu'a ce que toutes les arétes soient marquées et le circuit Eulérien soit

construit.

Ainsi, nous avons montré que G admet un circuit Eulérien si et seulement si Vo € X, df,(z) =
de(x). O

2.7 Parcours Hamiltonien

Le parcours Hamiltonien est un concept central en théorie des graphes. Il porte le nom du
mathématicien britannique William Rowan Hamilton [Ham], qui a introduit cette notion au
19ime giacle. Ces parcours ont des applications dans divers domaines, notamment la conception
de circuits, les problémes d’itinéraire, et les algorithmes d’optimisation, illustrant leur importance

en mathématiques et en informatique.

Définition 2.7.1. Un parcours Hamiltonien est une chaine (resp. un chemin) qui

passe chaque sommet exactement une seule fois.

Remarque 2.7.1. Le parcours Hamiltonien peut étre un cycle (resp. un circuit) s’il commence
et se termine au méme sommet. Dans ce cas, ce parcours s’appelle cycle Hamiltonien (resp.

circuit Hamiltonien).

Définition 2.7.2. Soit G un graphe d’ordre n. Une chaine (resp. un chemin) élémentaire

de longueur n — 1 est appelé chatne Hamiltonienne (resp. chemin Hamiltonien).

Remarque 2.7.2. Un cycle (resp. un circuit) élémentaire de longueur n est appelé cycle Ha-

miltonien (resp. circuit Hamiltonien).

Exemple 2.7.1. Le chemin en rouge du graphe suivant est un chemin (et méme circuit)

Hamiltonien.
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Théoréme 2.7.1. Si G = (X, E) est un graphe Hamiltonien, alors tout ensemble de
sommets S C X, on a le nombre de composantes connexes de sous graphe de G induit par

lensemble X — S est inferieur ou égal a |S|.

Démonstration. G est un graphe Hamiltonien, ce qui signifie qu’il existe un cycle Hamiltonien
C dans G qui visite chaque sommet exactement une fois, c’est a dire C' est un cycle qui inclut

tous les sommets de G.

Chaque sommet de S peut au plus séparer le cycle C' en deux composantes connexes distinctes
lorsqu’il est retiré. Donc, la suppression de k sommets (ou k& = |S|) peut créer au maximum k
nouvelles composantes. Considérons la suppression d’un sommet x de S, il peut séparer le cycle
en deux parties au plus. Et lorsque nous supprimons un autre sommet de .S, il peut de nou-
veau séparer une ou deux des composantes actuelles en au plus deux nouvelles composantes.
Cela signifie que chaque sommet supplémentaire retiré peut augmenter le nombre de compo-
santes connexes d’au plus 1. Donc, apres avoir retiré tous les sommets de S, le nombre total de

composantes connexes résultantes est au plus |S|. O
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2.8 Exercices

Exercice 2.1. I) Considérons le graphe non orienté suivant :

1. Donner un ensemble stable et un ensemble clique.
2. Donner une chaine simple et une chaine élémentaire.
3. Donne un cycle élémentaire et un cycle simple.

4. Donner un cocycle.

ITI) Considérons le graphe orienté suivant :

Wk

1. Donner un chemin élémentaire et un chemin non élémentaire.
2. Donner un circuit élémentaire et un circuit non élémentaire.

3. Donner un cocircuit.

Exercice 2.2. I) Montrer que le graphe suivant est biparti :
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IIT) Dessinez un graphe d’ordre au moins 5 qui est :
1. Hamiltonien et Eulérien.
2. Hamiltonien et non Eulérien.
3. Non Hamiltonien et Eulérien.

4. Non Hamiltonien et non Fulérien.
Exercice 2.3. 1. Soit G un graphe non Eulérien. Est-il toujours possible de rendre G Eu-
lérien en lui rajoutant un sommet et quelques arétes ?
2. Quels sont les graphes de diamétre 1 ¢
3. Soit G = (X, E) un graphe non orienté et non connexe. Montrer que son complémentaire

G = (X,(X x X)\E) est conneze.

Exercice 2.4. Les graphes ci-dessous sont-ils fortement connexes ¢ Sinon, donnez leurs compo-

santes fortement connexes et leur graphe réduit.
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Les graphes planaires

Les graphes planaires sont un domaine fascinant de la théorie des graphes, avec des applica-

tions diverses allant de I'informatique a la topologie et méme en géométrie combinatoire.

3.1 Définitions et caractérisation

Définition 3.1.1. Soit G = (X, FE) (resp. G = (X,U)) un graphe, on dit que G est
planaire s’il peut étre dessiné sur un plan de telle maniére que ses arétes (resp. ses arcs)

ne se croisent pas, sauf éventuellement aux sommets.

Définition 3.1.2. Soit G = (X, E) un graphe planaire. Le graphe G est dit planaire
topologique noté R, lorsque on rendre sa représsentation planaire (c’est a dire les arétes

ne se croisent pas).

Exemple 3.1.1. A) Le graphe complet a quatre sommets K4 sous la forme de la figure (a) n’est

pas planaire, mais K4 sous la forme de la figure (b) est planaire.

2 1 1

(a) G (b) R

B) Le graphe biparti K32 sous la forme de gauche n'est pas planaire, mais K32 sous la forme

de droite est planaire..
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Définition 3.1.3. Soit G un graphe planaire topologique. Une face notée F' est une région
maximale du plan délimitée par un ensemble d’arétes (resp. d’arcs) de G, et qu’en contient

aucune.

o Le degré de F noté deg(F) est le nombre d’arétes (resp. d’arcs) qui bordent F.

Exemple 3.1.2. Le graphe K4 a quatre faces chacune est bordée par trois arétes, c’est a dire le

degré de chaque face est trois.

Théoréme 3.1.1. [Formule d’Euler| Soit G un graphe planaire topologique connexe

d’ordre n avec m arétes et f faces. Alors, on a
n—m+ f =2.

Démonstration. On montre le théoreme par induction. Pour m = 1, on a deux sommets et une
face alors la formule n —m + f =2 — 14+ 1 = 2 est vérifiée. Supposons que la formule est vraie

pour m > 1. Et on montre qu’elle reste vraie pour m + 1.

Ajoutons une aréte a un graphe planaire connexe a m arétes. Cela peut se faire de deux manieres :

1. Ajout d’une aréte sans créer de cycle : cela augmente le nombre de sommets de X
de 1 et le nombre d’arétes de E de 1, mais le nombre de faces f rest le méme. Ainsi, la

formule devient (n+1) — (m+1)) + f =n—m+ f, ce qui toujours égal a 2.

2. Ajout d’une aréte créant un cycle : cela augmente le nombre d’arétes de E de 1, mais
ne change pas le nombre de sommets de X. Cependant le nombre de faces f augmente
de 1, car un cycle est créé. Ainsi, la formule devient n — (m+1)+ (f+1) =n—m+ f,
ce qui toujours égal a 2.
Par induction, nous avons prouvé que pour tout graphe planaire connexe, la formule d’Euler

n—m+ f = 2 est vraie. n
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Exemple 3.1.3. On considére un graphe planaire connexe a 20 sommets de degré 3.

Question : Déterminer le nombre de faces de ce graphe.

Démonstration. On a n = 20, alors m = "ng(w) = 20;3 — 30.
Donc le nombre de facesest : f =m—n+2=30—-204+2 = 12. [

Théoréme 3.1.2. Soit G un graphe planaire topologique connexe avec m arétes. Alors,

on a

> deg(f) = 2m,

feF

ou F est I’ensemble des faces de G.

Démonstration. Le degré de chaque face f € F est le nombre d’arétes entourées par cette face,
et chaque aréte est comptée deux fois dans le degré des faces puisqu’elle apparait sur le pourtour
de deux faces exactement. Alors, la somme totale de degrés des faces égal a deux fois le nombre

d’arétes. O

Propriété 3.1.1. Si f est nombres de faces d’un graphe planaire a m arétes. Alors, f <

2m
(O
Démonstration. Soit g; le nombre d’arétes entourées la face ¢, alors d’apres le théoréme précédent

on a : Z{Il g; = 2m.

Puisque chaque face est bordée par au moins trois arétes, alors g; > 3 pour tout i.
En combinant ces observations, on obtient : Z{:l gi > 3f. Et comme Z{:l gi = 2m, on obtient
2m > 3f, ce qui donne :

jem
-3

D’apres la propriété précédente, on obtient le résultat suivant.
Corollaire 3.1.1. Si G = (X, E) est un graphe planaire simple, alors x € X tel que
dg(z) <5.

3.1.1 Caractérisation des graphes planaires

Propriété 3.1.2. Soit G un graphe planaire topologique connexe avec n sommets et m

5 : : 5 p(n=2)
arétes. Si la plus petite face comporte p arétes, alors m < R
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Démonstration. Soit G un graphe planaire topologique avec n sommets, m arétes et f faces tels
que le pourtour de chaque face contient au moins p arétes. D’apres la formule d’Euler on a

f=m-—-n+2.

En faison la somme des nombres d’arétes autour de chaque face, on obtient exactement le double
du nombre d’arétes (Théoreme 3.1). En effet, chaque aréte est comptée a double puisqu’elle

apparait sur le pourtour de deux faces exactement.

Comme le pourtour de chaque face contient au moins p arétes, on a : 2m > pf. En utilisant

la formule d’Euler, cette derniére inégalité se réécrit comme suit : 2m > p(m —n + 2) cela

implique m < %. O
Propriété 3.1.3. Soit G = (X, E) graphe est planaire conneze avec n sommets et m

arétes. Alors, on a m < 3(n — 2).

Démonstration. Soit G un graphe planaire connexe avec n sommets et m arétes. Considérons R

la représentation planaire topologique de G. Soit p le plus petit nombre d’arétes sur le pourtour

d’une face de R. Chaque face contient au moins 3 arétes sur son pourtour, on aura donc p > 3
(n

et la Propriété 3.1.2 nous montre que m < % <3(n—2). O

Propriété 3.1.4. Soit G = (X1, X2, E) un graphe est biparti avec m arétes, | X1| = p et
| X1] = q. Alors, on am < 2(p+q—2).

Démonstration. Pour tout graphe planaire, le nombre de faces f est donné par I'inégalité de la
Propriété 3.1.1 en termes du nombre d’arétes : f < 2?7” Cependant, pour un graphe biparti,
chaque face doit étre formée d’au moins quatre arétes (car il n’y a pas de cycles impairs). Donc,
onaenfait : f <. La formule d’Euler pour le cas du graphe bipartiest : (p4q) —m+ f = 2.
Comme f < 7 nous pouvons substituer cette inégalité dans I’équation (p +¢) —m + % > 2,
ce qui implique (p+¢q) — & > 2. Apreés la simplication, on trouve : m < 2(p+ ¢ —2), d’ou le
résultat. O

Corollaire 3.1.2. Le graphe complet K5 n’est pas planaire.

Démonstration. Le graphe K35 n’est pas planaire, car le nombre d’arétes m = 10 > 3(n—2) = 9

ne satisfait pas la Propriété 3.1.3.
O

Corollaire 3.1.3. Le graphe complet biparti K33 n'est pas planaire.

Démonstration. Le graphe K33 n’est pas planaire, car le nombre d’arétes m = 9 > 2(2+3 —
2) = 6 ne satisfait pas la Propriété 3.1.4.
m
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Remarque 3.1.1. Les deux graphes non planaires les plus simples sont K5 et K3 3.

Définition 3.1.4. La subdivision d’une aréte e = {x,y} dun graphe G = (X, E)
consiste a remplacer cette aréte par deuz nouvelles arétes ey = {x,z} et eg = {z,y} oi z

est un nouveau sommet n’appartenant pas a X.
1@—@Y @ @ QY

e Le graphe obtenu est alors G' = (X U{z}, EU{e1,ea}\e).

Définition 3.1.5. Deuz graphes sont homéomorphes s’ils peuvent étre obtenus par une

suite finie de subdivisions a partir d’un méme graphe.

En particulier, si un graphe G' résulte de subdivisions d’arétes de G, alors G et G’ sont

homéomorphes.

Exemple 3.1.4. Les deux graphe suivants sont homéomorphes.

A B A’ B’

C D C’ D’

FIGURE 3.1 — Deux graphes homéomorphes.

Définition 3.1.6. Un mineur d’un graphe est obtenu par une succession d’opérations de

suppression et de fusion de sommets.

Exemple 3.1.5. Le graphe a gauche est un mineur du graphe a droite de [’exemple précédent.
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Définition 3.1.7. On dit qu’un graphe G d’ordre n > 2 est avec triangle, s’il existe un

sous graphe complet d’ordre 3.

Exemple 3.1.6. Le graphe suivant est avec un triangle.

C

D

FIGURE 3.2 — Graphe avec triangle.

Propriété 3.1.5. Soit G graphe planaire connexe d’ordre n > 4 et a m arétes. Si G est

sans triangle, alors m < 2(n — 2).

Démonstration. Etant donné un graphe planaire connexe avec n > 4 sommets, m arétes et
sans triangle. On peut considérer une représentation planaire topologique R de G. Alors R a
n sommets et m arétes et ne comporte pas de triangles. Le plus petit nombre p d’arétes sur le

pourtour d’une face de R est > 4.

s —2
La Propriété 3.1.2 valable pour tout p nous montre donc que m < % =2(n—2). ]

Exemple 3.1.7. Le graphe K33 est sans trianlge et n’est pas planaire, car le nombre d’arétes

m =9 > 2(6 —2) = 8 ne satisfait pas la propriété précédente.

1

Le théoreme de Wagner [Wag]| est un résultat important en théorie des graphes, qui carac-

térise les graphes planaires de maniere topologique.

Théoréme 3.1.3. [Théoréme de Wagner] Un graphe est planaire si et seulement
s’il ne contient pas de sous-graphe mineur isomorphe a K5 ou K33. Autrement dit, tout

graphe non planaire contient une copie d’au moins un de ces deux derniers graphes.

Le théoréme suivant de Kuratowski [Kura] en 1930 est un résultat fondamental en théo-
rie des graphes. Il établit une caractérisation des graphes planaires a 1’aide de sous-graphes

particuliers, a savoir K5 et K3 3.
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Théoréme 3.1.4 (Théoréme de Kuratowski). Un graphe est planaire si et seule-

ment s’il ne contient pas de sous-graphe homéomorphe a K5 ou K3 3.

Démonstration. — On commence par la condition nécessaire = 7 Supposons que G
est planaire simple, et on sait que K5 et K33 ne sont pas planaires. Un homéomorphisme
de K5 et K33 impliquerait ajouter des sommets sur les arétes sans introduire de nouvelles

arétes entre les sommets de K5 ou K33, donc ces sous graphes resteront non planaires.

Puisque G est planaire, il ne peut pas contenir un sous graphe homéomorphe a K5 ou
K3 3.

— On passe a la condition suffisante < ? Supposons que G n’est pas planaire. Par le
Théoréme de Wagner il doit contenir une subdivision d’un graphe non planaire, qui
contient un sous-graphe qui est une subdivision de K5 ou K3 3. Contradiction, car G' ne

contient ni sous-graphe homéomorphe a K5 ni a K3 3.

Donc, G doit étre planaire par contraposée du Théoréeme de Wagner.
]

Le théoréeme de Whitney [Whit], énoncé par Hassler Whitney en 1931, est un résultat

fondamental en théorie des graphes qui concerne la 3-connexité et la planarité des graphes.

Théoréme 3.1.5 (Théoréme de Whitney). Un graphe 3-connexe planaire posséde une
unique représentation topologique planaire a isomorphisme prés, c’est-a-dire que toute autre
représentation plane de ce graphe peut étre obtenue par des opérations locales de modifica-

tion (flips) sans quitter le plan.

Propriété 3.1.6. Tout graphe 3-connexe contient un sous graphe homéomorphe a K5 ou

K33 est planaire.

Démonstration. Pour un graphe 3-connexe G, il est bien connu que si G est non planaire, alors
selon le Théoréme de Whitney, GG contient nécessairement un sous-graphe homéomorphe a
K5 ou K373.

En résumé, si un graphe 3-connexe est non planaire, il contient un sous-graphe homéomorphe a
K5 ou K33 . Si un graphe 3-connexe est planaire, alors il n’a pas de sous graphe homéomorphe
a K5 ou K373. ]

3.2 Graphe dual

Tout d’abord, un graphe planaire est appelé aussi primal.
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Définition 3.2.1. Soit G un graphe primal. On appelle dual de G tout graphe obtenu de
la facons suivante :

e Dans toute face du primal, on dessine un sommet du dual ;

e Pour toute aréte séparant deuz face du primal, on dessine une aréte joignant les deux

sommets correpondants du dual (et qui traverse l’aréte correspondante du primal).

Exemple 3.2.1. Dans la figure suivante, on a le primal (en noir) avec son dual (en rouge).

C

FIGURE 3.3 — Le graphe primal et son dual.
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3.3 Exercices

Exercice 3.1. Pouvez-vous raccorder cing maisons a deuz réseaux utilitaires (gaz et eau) sans

que les canalisations ne se croisent ¢

Exercice 3.2. On considére un graphe planaire connexe a 6 sommets, chacun de degré 4. Dé-

terminer le nombre de faces de sa représentation planaire.

Exercice 3.3. Déterminer si les graphes suivants sont des graphes planaires. Si oui, donner
leur représentation planaire topologique et leur graphe dual, déterminer le nombre de faces et le

degré de chaque face ainsi que la somme des degrés de toutes les faces.
a b i ] c
%{[

a e d €

a) b)
- a [
Vi c
d e " d
c) d)

Exercice 3.4. Controler si chacun des graphes suivants vérifie la formule d’Fuler.

¥

é t‘é\;z{} o
.

s=44 f=4 5 = = 5 = I =

o = 5 &a = i =

=
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Exercice 3.5. Un circuit imprimé doit comprendre 370 liaisons reliant certaines paires de
points (toutes différentes) choisies parmi 125 sommets. Peut-on dessiner ce circuit sur une seule
plaque ? (Justifier)

Exercice 3.6. Soit G un graphe planaire et m le nombre d’arétes de G. Montrer que

> deg(f) = 2m,

feF
avec F' est [’ensemble des faces.

Exercice 3.7. Les graphes suivants sont-ils des graphes planaires ?

a) b)

Indication : Dans le deuxieme graphe, je vous suggere de vous concentrer sur les sommets
f,d,j ete,h.
Ce deuzieme graphe admet le nom de graphe de Petersen, ce mathématicien Danois le présenta

en 1891 et il est souvent utilisé pour illustrer des propriétés dans la théorie des graphes.
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Les arbres

Les arbres sont une structure fondamentale en théorie des graphes en raison de leurs proprié-
tés uniques et de leurs applications étendues. Ils fournissent des bases pour des concepts plus
complexes en graphes et algorithmes, et sont omniprésents dans les applications pratiques de

I'informatique et des mathématiques.

4.1 Définitions

Définition 4.1.1. Un arbre est un graphe non orienté connexe sans cycle.

Exemple 4.1.1. Dans la figure suivante, on a un arbre a 6 sommets.

A

N

B C

7N AN
D E F

FIGURE 4.1 — Un arbre a six sommets.

D’apres la définition précédente, ’arbre satisifait les propriétés suivantes.

Propriété 4.1.1. 1. Acyclique : Il n’y a pas de chemin fermé dans larbre (aucun
cycle) ;
2. Connexe : Il y a un chemin entre chaque paire de sommets;

3. Unique chemin : Entre chaque paire de sommets dans un arbre, il existe un et

un seul chemin.

Remarque 4.1.1. — L’arbre est acyclique maximale, c’est a dire l'ajout d’une aréte a

Uarbre créer un cycle (I'arbre ne serait plus acyclique).
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— L’arbre est connexe minimale, c’est a dire la suppression d’une aréte d’arbre le déconnecte,

le séparant en deux sous-arbres.

Définition 4.1.2. Soit T' un arbre.
e On appelle feuille dans T tout sommet de degré 1;

e On appelle noeud interne dans T tout somme de degré > 2.

Proposition 4.1.1. Tout arbre T avec n sommets a exactement n — 1 arétes.

Démonstration. On montre la propriété donnée dans la proposition par induction sur n. La
propriété est vraie pour n = 1, car si I’arbre a seulement un sommet, donc le nombre d’aréte est
n—1=1-1=0.

Supposons que 'arbre de n sommets a exactement n — 1 arétes. Et on montrons que s’il a n + 1

sommets, alors il contient n arétes.

Prenons 'arbre avec n 4+ 1 sommets. Un arbre est par définition une structure connexe et acy-
clique. Si nous enlevons une aréte de cet arbre, le résultat sera un graphe avec n + 1 sommets et

n arétes, qui se compose de deux arbres distincts (car I’arbre original était connexe et acyclique).

Par I’hypothese d’induction, chaque sous arbre avec m sommets a m — 1 arétes. Si nous notons
les tailles de ces deux sous-arbres m; et mg oul mj; +ms = n + 1, alors chaque sous arbre a
my — 1 et mg — 1 arétes respectivement. Donc, le nombre total d’arétes est (m; —1) + (ma2—1) =
mi+me—2=n+1—-2=n-—1.

Ainsi, un arbre avec n 4+ 1 sommets a exactement n arétes. [

Définition 4.1.3. On appelle arbre binaire tout arbre a des noeuds ont au plus deux

enfants.

Exemple 4.1.2. L’arbre de I’Exemple 4.1.1 est binaire.

Remarque 4.1.2. Ce type d’arbre est couramment utilisé en informatique pour représenter des

structures de données comme les arbres de recherche binaires.

Définition 4.1.4. Une forét est un graphe non orienté sans cycle.

Exemple 4.1.3. Dans la Figure 4.2, on a une forét a sept sommets.

4.2 Caractérisation des arbres

D’apres la Déinition 4.1.1, les arbres satisfont les équivalences suivantes.



Chapitre 4. Les arbres 57

FIGURE 4.2 — Une forét a sept sommets.

Théoreme 4.2.1. Pour un graphe T d’ordre n, il y a une équivalence entre les propriétés
sutvantes :

(1) T est un arbre;

(2) T est un graphe connexe a n— 1 aréles;

(8) T est connexe, et la suppression de toute aréte le déconnecte ;

(4) T est ayclique a n — 1 arétes;

(5) T est ayclique et l'ajout de toute aréte le rend cyclique (avec cycle).

Démonstration. Pour montrer ces équivalences, le plus simple est d’établir une série d’implica-

tions.

(1) = (2) : Comme T est un arbre alors par définition il est connexe et sans cycle, et comme

il y a n sommet donc par Proposition 4.1.1 il possede n — 1 arétes.

(2) = (3) : La suppression d'une aréte de T° connexe nous donne un sommet isolé, donc 7" ne

Sera pas connexe.

(3) = (4) : Par absurde si T possede un cycle, la suppression d’'une aréte de ce cycle ne
déconnecte pas T' (Contradiction). Par suit T est acyclique. Puisqu’il est aussi connexe, il

possede n — 1 arétes par Proposition 4.1.1.
(4) = (5) : L’ajout d’une aréte a T donne un graphe a n arétes qu’il ne peut pas étre acyclique.

(5) = (1) : Considérons deux sommets x et y de T'. S’il existe I'aréte {z, y}, alors c’est un chemin

de z a y, sinon ajoutons cette aréte a T nous créons alors un cycle de la forme (z,a,...,z,y,z).
Ceci montre lexistance du chemin (z,aq,...,z,y) entre x et y dans T'. Par définition T est donc
un graphe connexe, et comme il est sans cycle, alors T est un arbre. O

Définition 4.2.1. On appelle isthme une aréte e telle que le nombre de composantes

connezes de G — e > le nombre de composantes connexes de G.

Remarque 4.2.1. ] est clair que toute aréte d’un arbre est un isthme, car sa suppression

engendre exatement deux composantes connexes.
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Définition 4.2.2. On appelle point d’articulation tout sommet dont sa suppression

augmente le nombre de composantes connexes (perte de connezité).
Définition 4.2.3. On appelle arbre couvrant tout graphe partiel de G qui est un arbre.

Proposition 4.2.1. L’existance d’arbre couvrant de G implique que G est conneze.

Démonstration. Supposons qu’il existe un arbre couvrant 7' dans un graphe GG. Cet arbre contient

tous les sommets de G (car il est partiel) et connexe.

Puisque T est connexe et un graphe partiel de G, il existe un chemin entre n’importe quelle paire

de sommets de G a travers T'.

Par conséquent, GG est connexe car il existe un chemin entre chaque paire de sommets dans

G. ]

Exemple 4.2.1. A) Le graphe suivant a le sommet A comme point d’articulation.

@

B/\

C

D E

FIGURE 4.3 — Graphe avec point d’articulation.

B) Le graphe partiel en blew du graphe suivant est un arbre couvrant.

2

1

FIGURE 4.4 — Arbre couvrant de G.

Propriété 4.2.1. Un graphe partiel T d’un graphe connexe G est un arbre couvrant de G

st et seulement s’il est connexe minimal.

Démonstration. Soit G un graphe connexe a n sommets et m arétes.

A) =7 Supposons que T est un arbre couvrant de G, alors il est connexe et a n — 1 arétes.
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Donc, si nous supprimons une aréte de 7', nous obtenons un graphe déconnecté (puisque une

aréte de T est une connexion essentielle).

Inversement, si nous ajoutons une aréte a 7', il va créer un cycle, car T est acyclique.
Donc T est connexe minimal.

B) < ? Supposons T est connexe minimal.

T est une sous partie de GG, donc T' doit inclure tous les sommets de G sinon il serait possible

d’ajouter des sommets a 1" tout en maintenant la connexité, ce qui contredit la minimalité.

T est minimalement connexe, donc chaque aréte est essentielle a la connexité de 7. Si nous

ajoutons une aréte a T', nous créerions un cycle, ce qui signifie que T est acyclique.

Puisque T est connexe et acyclique avec n sommet, il doit avoir exactement n — 1 arétes (car

c’est une caractéristique d’un arbre).

Ainsi, T" est un arbre couvrant de G. [

Propriété 4.2.2. Un graphe partiel T d’un graphe connexe G est un arbre couvrant de G

st et seulement s’il est acyclique mazimal.

Démonstration. Soit G un graphe connexe a n sommets et m arétes.
A) =7 Supposons que T est acyclique maximal.

Supposons que T acyclique et n’est pas connexe, alors nous pouvons ajouter des arétes entre les
composantes connexes sans introduire de cycles dans 7', ce qui contredirait I'hypothese que T'

est acyclique maximal.

Par conséquent, pour qu’un sous-graphe acyclique soit maximal, il doit étre connexe. Sinon, on
pourrait ajouter des arétes et former un graphe plus grand tout en restant acyclique, ce qui
contredirait la maximalité.

B) <7 Etant donné que T est acyclique maximal, il contient suffisamment de sommets pour

étre un arbre couvrant si et seulement si il couvre tous les sommets de G.

Si T ne couvrait pas tous les sommets de (G, nous pourrions ajouter les sommets manquants pour

créer un arbre couvrant tout en restant acyclique, ce qui est en contradiction avec la maximalité

de T.

Donc, pour qu'un sous-graphe acyclique soit maximal et acyclique, il doit inclure tous les som-
mets de G.
O

Théoréme 4.2.2 (Théoreme de Cayley [Cayl]). Le nombre d’arbres que l'on peut

construire sur n sommets est égal & n™ 2.
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Définition 4.2.4. Soit G = (X, E) un graphe non orienté et E' C E. On dit que le
graphe partiel G' = (X, E’) est un coarbre de G si E' ne contient aucun cocycle de G

alors que E'U{e} en contient pour tout e € E\FE'.

e On note W, le cocycle obtenu en rajoutant e a E’.

Définition 4.2.5. Soit G un graphe non orienté et T un arbre dans G. Un coarbre T’

associé a l'arbre T est le graphe partiel complémentaire de T par rapport a G

Proposition 4.2.2. G' = (X, E') est un arbre de G si et seulement si G" = (X, E\E')

est un coarbre.

Démonstration. Soit G = (X, F) un graphe non orienté.

A) On commence par = ? Supposons que G’ = (X, E’) est un arbre. Cela implique que G’

est connexe et sans cycles.

Comme G’ est sans cycle, £ ne contient pas d’arétes formant un cycles. Donc toute aréte dans
E\FE’ ne fait pas partir de E’ et ne contribue pas a la formation d'un cycle dans G'. Et comme
G’ est connexe, cela signifie qu’il existe un chemin entre tout paire de sommets de G’. Par
conséquent, G” n’ajoute pas de connexité supplimentaire. Si une aréte de E\E’ est ajouté a G’,

cela créeait un cycle, mais G’ est simple G sans les arétes de E’, donc G’ reste acyclique.
Ainsi, G” est sans cycles, ce qui en fait un coarbre.

B) On passe a < ? Supposons que G” = (X, E\E') est un coarbre. Alors G” est sans cycle,
aucune aréte de F\E' ne peut former un cycle. Par conséquent, G’ ne peut contenir un cycle,
car si G’ contient un cycle, ce cycle existerait aussi dans G, et comme E\FE’ est sans cycle, G’

doit aussi étre sans cycle.

Nous devons montrer que G’ est connexe. Si G’ n’était pas connexe, il y aurait deux composantes
connexes disjoints dans G'. Les arétes de E'\ £ ne peuvent pas reconnecter ces composantes sans
former un cycle, ce qui est contradictoire avec le fait que G” est sans cycle. Par conséquent, G’

doit étre aussi connexe.

Ainsi, G’ est connexe et sans cycles, ce qui en fait un arbre. O

Exemple 4.2.2. Le graphe de la Figure 4.5 a un arbre (en bleu) et son coarbre (en rouge).

4.3 Arbre couvrant minimal

Les arbres couvrants minimaux sont fondamentaux en théorie des graphes et en informatique

en raison de leurs nombreuses applications pratiques, notamment :

1. Réseaux de communication : Concevoir des réseaux (comme les réseaux téléphoniques,

les réseaux informatiques) de maniére a minimiser le cotit de 'installation des cébles.
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2 2 0?2

4 3 4 3 1@ 3

1 1 1

FIGURE 4.5 — Graphe avec arbre et son corabre.

2. Transport et logistique : Optimiser les itinéraires pour minimiser les cofits de trans-

port.

3. Economie d’énergie : Minimiser les pertes d’énergie dans les réseaux électriques.

Définition 4.3.1. Un graphe pondéré ou valué G = (X, E,w) est un graphe ot un

entier est affecté a chaque aréte de G s’appelle poids ou cofit.

e Le poids du G noté w(G) est la somme des poids de ses arétes.

Exemple 4.3.1. Le poide du graphe suivant est w(G) = 21.

FIGURE 4.6 — Graphe pondré avec le poid w(G) = 21.

Définition 4.3.2. Soit G = (X, E,w) un graphe pondéré. On appelle arbre couvrant
de poids minimum (resp. ou maximum) noté MST ou ACPM, tout arbre couvrant

dont la somme de poids de ses arétes est minimal (ou mazimal).

Exemple 4.3.2. L’arbre couvrant T en blue est de poids minimum w(T) = 14.

FIGURE 4.7 — Un arbre couvrant de poids minimum w(7") = 14.
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Remarque 4.3.1. L’arbre couvrant de poids minimum n’est pas forcément unique. Sauf, si les

poids de ses arétes sont deux o deux distincts.

Exemple 4.3.3. Dans l'ezemple précédent, il y a un autre arbre couvrant de poids minimum T’

(dessiné en rouge) w(T') = 14.

FIGURE 4.8 — Autre arbre couvrant de poids minimum w(7") = 14.

4.3.1 Application

Soit le graphe GG qui représente le réseau des rues d’un ville que 'on cherche a cabler. Pour
cabler de fagon optimale (c’est & dire avec un colit minimum) cette ville, il faut trouver un
graphe connexe tel que chaque sommet doit avoir accés au réseau et le cotit de cablage doit étre

minimum.

En effet le cotit d’installation d’un cable peut dépendre de la rue choisie par exemple présence
d’obstacles (tramway, monuments historique...etc). Ce coiit est modéliser par la pondération w
qui est positive. Tout ¢a implique qu'une solution optimale d'un tel probléeme soit nécessairement

un arbre.

Proplematique : On veut connecter des sommets de la facons la plus économique.

Ce probléeme admet une solution car I’ensemble d’arbres couvrants est fini, il admet au moins
un élément de colit minimum.

Tout le probleme est de trouver le MST sans énumérer tous les arbres couvrants. Pour ce faire

on va utiliser deux algorithmes :
1. Algorithme de Prim [Pri] en 1957 ;
2. Algorithme de Kruskal [Krus] en 1956.

Il en existe autres algorithmes : algorithme de Tarjan, algorithme de Borokual (1956) et

algorithme de Solin.

4.3.2 Algorithme de Prim

Principe : L’idée principale est de maintenir un sous graphe partiel connexe. A chaque étape
connecter un nouveau sommet au sous graphe partiel existant par l'aréte de poids minimum

sortant du graphe partiel (au départ le graphe partiel sera n’importe quel sommet).
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Cet algorithme va faire grossir un arbre jusqu’a qu’il couvre tous les sommets du graphe.

Posons G = (X, E') un graphe connexe, on applique I'algorithme comme suit.

Algorithme de Prim

1. Poser P = {s}, ou s est un sommet quelconque de X.

2. Poser M ST = {} ensemble d’arétes de I'arbre.

3. Tant que (|P| < |X]) faire
Chercher {u, v} l'aréte de poids minimum ayant u € A et v € A\ X ;
Metter P = PUuwv;
Metter MST = MST U ({u,v}).

4. Fin tant que.

Exemple 4.3.4. On applique ’algorithme Prim sur le graphe suivant :

OB

FIGURE 4.9 — L’arbre couvrant de poids minimum w(MST) = 14.

(1) On pose P = {A} et MST ={};

(2) Prim = P = {A,D} et MST = {{A,D}};

(3) Prim =— P = {A,D,E} et MST = {{A,D};{A, E}};

(4) Prim =— P ={A,D,E,C} et MST = {{A,D};{A, E}; };

(5) Prim — P ={A,D,E,C,B} et MST = {{A, D};{A, E}; ; }.

Alors, larbre couvrant de pois minimum est MST = {{A,D};{A, E};{D,C};{C, B}}, son
poids est w(MST) =2+34+4+5=14.

Théoreme 4.3.1. L’algorithme de Prim construit un arbre couvrant minimal de poids

minimum sur tout graphe connexe.

4.3.3 Algorithme de Kruskal

Principe : Il se base sur la caractérisation des arbres comme des graphes acycliques maximaux.

On maintient I'absence de cycle.

Cet algorithme va ajouter et fur et a mesure des arétes en s’assurant que le graphe partiel reste

a chaque étape une forét. Il s’aréte quand la forét devient un arbre.

Posons G = (X, E') un graphe connexe, on applique I'algorithme comme suit.
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Algorithme de Kruskal
1. Triéer ’ensemble d’arétes de G' dans 'ordre croissant selon leurs poids.
2. Poser F' = {} ensemble d’arétes de I’arbre.

3. Pour chaque élément e de E et tant que (|F| < |X|—1) faire

Si F'U e ne forme par un cycle alors
Metter ' = F'Ue
Fin si

4. Fin pour.

Exemple 4.3.5. On applique l'algorithme Prim sur le graphe ci-dessus. On a les poids des arétes
en ordre croissant sont : w({A,D}) = 2,w({A, E}) = 3,w({4,C}) = 4,w({D,C}) = 4,
w({C,B}) =5.

(1) On pose F = {};

(2) Kruskal = F = {{A,D}};

(3) Kruskal = F = {{A. D};{A E}};

(4) KrusKal = F = {{A, D}; {A, E}; }i
(5) Kruskal —> On peut pas ajouter laréte {D,C'}, car il forme un cycle ;
(6) Kruskal — F = {{A. D};{A, E}; ; }.

Alors, larbre couvrant de poids minimum est F = {{A, D};{A, E}; {A,C};{C, B}}, son poids
estw(F)=2+3+4+5=14.

FIGURE 4.10 — L’arbre courant de poids minimum w(F') = 14.
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4.4 Exercices

Exercice 4.1. 1. Soit le graphe pondéré suivant :

Trouver 'arbre couvrant minimal par deux méthodes différentes.

2. Montrer que tout arbre fini avec au moins deux sommets comporte au moins deux sommets

pendants.
3. Combien d’arbres différents existe-t-il avec 5 sommets ? avec 6 sommets ¢

4. Montrer que la moyenne des degrés des sommets d’un arbre est strictement inferieure a
2.

Exercice 4.2. Soit G = (X, E) un graphe, on a n le nombre de sommets.

1. Montrer par récurrence sur n que si le graphe est connexe alors il comporte au moins

n —1 arétes.

2. Montrer que si G a tous les sommets de degré supérieur ou égal a deux alors s’il posséde

un cycle. En déduire, qu’un graphe acyclique admet un sommet de degré 0 ou 1.

3. Montrer par récurrence sur n, le nombre de sommets, que si G est acyclique alors il

posséde au plus n — 1 arétes.

Exercice 4.3 (Théoréme de Cayley [Cayl]). Montrer que le nombre d’arbres que l’on peut

construire sur n sommets est égal a n™ 2.

Exercice 4.4. Un centre d’un graphe G est un sommet u tel que max{d(u,v) : v € X} est aussi

petit que possible.

1. Soit T un arbre sur au moins trois sommets, et soit T' l'arbre obtenu en supprimant de

T toutes ses feuilles. Montrer que T et T" ont les mémes centres.

2. En déduire que tout arbre A soit un unique centre, soit deux centres adjacents.
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Cycles et cocycles

Parmi les concepts fondamentaux de la théorie des graphes, les cycles et cocycles jouent un
role crucial dans la compréhension des propriétés structurelles et topologiques des graphes. Ils
sont des outils puissants pour analyser les propriétés structurelles et dynamiques des graphes.
Ils fournissent des perspectives uniques sur la connectivité, les flux, et la topologie des réseaux,
rendant leur étude essentielle pour les applications théoriques et pratiques de la théorie des

graphes.

Dans ce chapitre, on commence de parler sur les cyles et cocylces et leurs propriétés algé-
briques (la représentation vectorielle, la base et 1'orthogonalité) pour les graphes orientés puis

pour les graphes non orientés. Ensuite on parle sur les flots et tensions dans les graphes.

5.1 Cycles et cocycles dans les graphes orientés

5.1.1 Représentation vectorielle d’un cycle et cocyle

A) Cas de cycle : Soit G = (X,U) un graphe orienté. Soit C' un cycle dans G, on peut le

représenter par un vecteur iz dans RI!YI' de 1a maniére suivante :

1,  sil’arc 7 est dans le bon sens de parcours,
n; =4 —1, sil’arc i est dans le sens opposé de parcours,
0, sil’arc ¢ ne fait pas partie du cycle.

B) Cas d’un cocycle : Soit G = (X,U) un graphe orienté et w(S) = w™(S) Uw™(S) est le
cocyle du sous ensemble S C X. On peut représenter ce cocycle par un vecteur 6 de la maniére

suivante :

1, siu; €w™(9).
0 =< —1, siu; €cw (9).
0, siu; ¢ w(9),
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Exemple 5.1.1. Le représentation vectorielle du cycle (en bleu) C' = 4uqlui2us4 de graphe
suivant est : @w= (1,0,0,1,—1).

(1
2 1
ug Uy
3 4

us

Exemple 5.1.2. La représentation de cocyle (en bleu) w(S) = {us,uq,us} de S = {4} dans le
graphe suivant est : = (0,0,1,1,—1).

(7
2 1
ug U4
3 4

u3

5.1.2 Base de cycles et base de cocyles

Rappelons qu'un cycle élémentaire (ou cycle simple) dans un graphe orienté est un cycle
qui ne passe par aucun sommet plus d'une fois, sauf le sommet de départ/fin et n’a pas d’arcs

répétitifs.
Propriété 5.1.1. Un cycle est élémentaire si et seulement s’il est minimal.

Démonstration. Supposons que C' est un cycle minimal dans le graphe orienté G. Cela signifie

qu’il est impossible de supprimer une aréte de GG sans casser le cycle.

Supposons, pour la contradiction, que le cycle C' n’est pas élémentaire. Cela signifie que C'
passe par certains sommets plus d’une fois, ou qu’il contient un sous-cycle. Puisque C est un cycle
minimal, tout sous-cycle de C' doit étre un cycle a part entiere dans le graphe. En particulier,

cela signifie qu’il existe des cycles plus petits a 'intérieur de C.

Considérons un sous-cycle de C. Etant donné que C' est minimal, il ne peut pas avoir de sous-
cycles. Cependant, si C' n’est pas élémentaire, alors C' contient un sous-cycle qui est également

un cycle valide dans G. Cela contredit la définition de cycle minimal.

Par définition de cycle minimal, C' ne peut pas avoir de sous-cycle. Donc, il ne peut pas y
avoir de sous-cycle dans C' qui soit un cycle a part entiere dans G. Cela signifie que C' ne contient
pas de répétition de sommets autres que le sommet de départ et de fin, ce qui est la définition

d’un cycle élémentaire.
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Puisque tout cycle minimal dans un graphe orienté ne peut pas contenir de sous-cycle tout en
étant un cycle valide lui-méme, il ne peut pas non plus contenir de répétitions de sommets autres
que le sommet initial/final. Ainsi, chaque cycle minimal est nécessairement un cycle élémentaire,
car toute présence de répétition ou de sous-cycle le rendrait non minimal. Donc, nous avons

prouvé que si un cycle est minimal, alors il est également élémentaire. O
Propriété 5.1.2. Tout cycle est la somme de cycles élémentaires sans arcs communs.

Démonstration. Considérons un cycle C' dans un graphe G. Nous pouvons représenter C' comme
une séquence de sommets (21, ..., %, r1) ol x; est un sommet et (2, 2;41) est un arc dans G.

Noter que le cycle est simple, donc aucun arc n’est répété. Nous avons deux cas :

Cas 1 : Sile cycle C est déja élémentaire (c’est-a-dire qu’il ne contient aucun sommet répété autre
que le sommet de départ et d’arrivée), alors C' est déja un cycle élémentaire et la décomposition

est triviale : C' est la somme d’un seul cycle élémentaire, lui-méme.

Cas 2 : Si C n’est pas élémentaire, il y a un sous-cycle C’ dans C' qui est un cycle élémentaire
(c’est-a-dire qu’il ne répete pas de sommets autres que le premier et le dernier). Nous pouvons
alors retirer C’ de C, et ce qui reste est un graphe avec des cycles. Nous répétons cette opérations

jusqu’a ce que le graphe restant soit constitué uniquement de cycle élémentaires.

aque fois que nous identifions un cycle élémentaire nous l'extrayons de C'. Ce processus se
Ch fi dentifi le él t ', Iext de C. C

poursuit jusqu’a ce que tout le cycle C' soit exprimé comme une somme de cycles élémentaires.
Puisque les cycles élémentaires n’ont pas d’arcs communs (par définition de leur extraction),

leur somme ne partage aucun arc entre les cycles élémentaires.

Donc tout cycle dans un graphe peut étre décomposé en une somme de cycles élémentaires
disjoints en termes d’arcs. La décomposition en cycles élémentaires se fait en extrayant progres-
sivement des sous-cycles élémentaires du cycle initial, garantissant que les arcs ne sont partagés
entre aucun des cycles élémentaires extraits. Ainsi, tout cycle dans un graphe est bien la somme

de cycles élémentaires sans arcs communs. O]
Exemple 5.1.3. Voici un exemple de graphe orienté avec un cycle principal égal a la somme de
deuz cycles élémentaires. Soit up = (1,2),us = (1,4),us = (2,3),us = (3,1),us = (3,4),ug =
(4,2).

FIGURE 5.1 — Graphe avec un cycle égal a la somme de deux cycles élémentaires.

Le cycle principal est le cycle C =1 — 2 — 3 — 4 — 2 sont vecteur 1 = (1,0,1,0,1,1), qui

est la somme des deux cycles élémentaires suivants :
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— Premier cycle élémentaire Cy : 2 — 3 — 4 — 2 sont vecteur @’ = (0,0,1,0,1,1) ;
— Deuziéme cycle élémentaire Cy : 1 — 2 sont vecteur @’ = (1,0,0,0,0,0).
En d’autres termes, le cycle principal peut étre vu comme une combinaison des cycles €élé-

mentaires.

Définition 5.1.1. Une base de cycle (au sens vectorielle) est une famille de cycles libres
(c’est-a-dire tous les cycles sont indépendants, aucun ne peut se définir comme combinai-
son linéaire des autres) et génératrice (tout autre cycle peut s’écrire comme combinaison

linéaire des cycles de la famille libre).

Définition 5.1.2. On appelle nombre cyclomatique de G, noté u(G), le cardinal ou

la dimension (ou le nombre d’éléments) de la base des cycles de G.

Propriété 5.1.3. Soit G un graphe d’ordre n avec m arcs et p composantes connexes.

Alors, p(G) = m—n+p.

Démonstration. La preuve sera par récurrence sur n.

e Pour n =1 (un seul sommet), on a deux cas :
1. Si m =0, le graphe est trivial et 4(G) =0—-1+1=0.
2. Si m > 1, chaque arc formera une composante connexe avec le sommet, et u(G) =
m—1+1=m.

e Supposons que la relation u(G) = m —n + p est vraie pour tout graphe de n sommets.

Montrons qu’elle est vraie pour un graphe de n 4+ 1 sommets.

Considérons un graphe G' de n + 1 sommets. Supposons que nous ajoutons un sommet x au
graphe G’ de n sommets (ou la relation est supposée vraie). Si x est ajouté avec k arcs supplé-
mentaires, alors le nouveau graphe a n + 1 sommets et m + k arcs. Les nouvelles composantes
connexes dépendent des arcs ajoutés. Si x n’est pas connecté a d’autres sommets, p ne change
pas. Si x est connecté de maniere a créer de nouvelles composantes connexes, p pourait augmenter

ou rester constant.

e En suivant cette logique, on doit montrer que la nouvelle relation maintient u(G) = m — (n+

1)+ 9/, ou p est le nouveau nombre de composantes connexes. O

Exemple 5.1.4. Pour le graphe suivant on a m = 8,n =6 et p = 1. Alors le nombre cycloma-

tique de G est n(G) =6 —5+1=2. Les cycles (indépendants) qui forment la base sont :

C" = (u1,ug,us,ug) son vecteur représentatif est 7 = (1,—1,0,1,0,—1);

C" = (uy,us,us) son vecteur représentatif est @’ = (0,0,1,1,1,0).
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U9 Ul
3 1
us Ug
4 o5

us

Définition 5.1.3. Un cocicuit élémentaire est un ensemble minimal d’arcs dont la sup-

pression déconnecte le graphe en deux composantes disjointes

Définition 5.1.4. Un cocycle est élémentaire s’il est composé d’arcs reliant deux sous
enembles de sommets connexes qui partionnant une composante fortement connexe du G

(ot tous les sommets en cas du graphe fortement connexe).

Remarque 5.1.1. D’apres le définition précédente, un cocycle élémentaire est un cocycle qui ne

peut pas étre décomposé en une union d’autres cocycles.
Propriété 5.1.4. Un cocycle est élémentaire si et seulement s’il est minimal.

Démonstration. A) On commence par la condition nécessaire ? Soit C' un cocycle élémen-
taire. Supposons que C n’est pas minimal. Alors, il existe un sous ensemble propre C' C C' tel
que C” est aussi cocyle. Alors, C' peut étre décomposé en au moins deux cocycles : C’ et C'\ C".
Cela contredit la définition de C' comme cocycle élémentaire, car un cocycle élémentaire ne peut

pas étre décomposé en une union d’autres cocycles.
Par conséquent, si C' est élémentaire, il doit étre minimal.

B) On passe a la condition suffisante ? Soit C' un cocycle minimal. Supposons que C' n’est
pas élémentaire. Donc C' peut étre décomposé en une union de ou plusieur cocycles C,...,C,
ou n > 2. Alors, au moins un des C; est un sous ensemble propre de C'. Cependant, cela signifie

que Cj est un cocycle propre de C, ce qui contredit la minimalité de C.

Par conséquent, si C' est minimal, il doit étre élémentaire.

Propriété 5.1.5. Tout cocycle est la somme de cocycles élémentaires sans arcs communs.

Démonstration. Soit C' un cocyle du graphe orienté . Commengons par identifier les sous
ensembles d’arcs de C'. Nous allons itérativement retirer des cocycles élémentaires de C' jusqu’a

ce qu’il reste plus d’arcs.

Sélectionnons un cocycle élémentaire C7 C C. Comme C7 est minimal, il ne peut pas étre

décomposé en des plus petits cocycles.
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Remplagons C par C'\ C. Si le résultat est un cocycle, répéter le processus. Sinon, répéter le

processus avec le reste.

Continuez cette procédure jusqu’a ce que I'ensemble des arcs restant soit vide. Comme chaque
étape retire un cocycle élémentaire, et que le nombre d’arcs est fini, ce processus doit terminer

aprés un nombre fini d’étapes.

Par construction, les cocycles élémentaires Co, . . ., C} obtenus a chaque étape sont disjoints, car

chaque étape retire des arcs n’ont pas encore été retirés.

Par conséquence, nous avons décomposé C' en une somme de cocyles élémentaire C'p, ..., C} tels
que C = C1U...Cy et ou C;NCj = 0 pour ¢ # j. Ainsi, nous avons prouvé que tout cocycle
est la somme de cocycles élémentaires sans arcs communs.

O

Définition 5.1.5. Une base de cocycle (au sens vectorielle) est une famille de cocycles
libres (c’est-a-dire tous les cocycles sont indépendants, aucun ne peut se définir comme
combinaison linéaire des autres) et génératrice (tout autre cocycle peut s’écrire comme

combinaison linéaire des cocycles de la famille libre).

Définition 5.1.6. On appelle nombre cocyclomatique de G, noté \(G), le cardinal

(ou le nombre d’éléments) de la base des cocycles de G.

Propriété 5.1.6. Soit G un graphe d’ordre n et p composantes connezes. Alors, \(G) =

n—op.

Exemple 5.1.5. Soit le graphe orienté suivant :

U Ul
3 1
us Uue
4 @5
Uus

Le nombre cocyclomatique dans ce cas est : \(G) =5—1 = 4. La base de cocycles est formée

par les cocycles suivants :

A; w(A4;) 0;

A= {1} w(A1) = {ur,ug) | 61 = (1,0,0,0,0,1)
Ay ={2,3} w(As) = {ug,u3,us} | 3 = (=1,0,—1,1,0,0)
Az ={3,4,5} | w(Az) = {ug, us} 03 = (0,1,0,0,0,—1)
Ay =12,3} | w(Ag) = {us,us} 64 = (0,0,1,0,1,0)
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5.2 Cycles et cocycles dans les graphes non orientés

5.2.1 Représentation vectorielle d’un cycle et cocyle

A) Cas de cycle : Soit G = (X, E) un graphe non orienté. Soit C' un cycle dans G, on peut

le représenter par un vecteur i dans Rl de 1a maniére suivante :

_ ) 1, silaréte ¢ fait partie du cycle,
Hi 0, si l'aréte i ne fait pas partie du cycle.

Exemple 5.2.1. Le représentation vectorielle du cycle (en rouge) C = lej3eqdesl de graphe
suivant est : @ = (1,1,0,1,0).

2
€5
e4
4 3
€2
5
1

Définition 5.2.1. Une base de cycle (au sens vectorielle) est une famille de cycles libres
(c’est-a-dire tous les cycles sont indépendants, aucun ne peut se définir comme combinai-
son linéaire des autres) et génératrice (tout autre cycle peut s’écrire comme combinaison

linéaire des cycles de la famille libre).

Définition 5.2.2. On appelle nombre cyclomatique de G, noté u(G), le cardinal ou

la dimension (ou le nombre d’éléments) de la base des cycles de G.

Propriété 5.2.1. Soit G un graphe d’ordre n avec m arétes et p composantes connezes.
Alors, u(G) = m —n+p.

B) Cas de cocycle : Soit G = (X, E) un graphe non orienté et w(S) est le cocyle du sous

ensemble S C X. On peut représenter ce cocycle par un vecteur § de la manieére suivante :

i =

= 1, siu; €w(S),
0, siu; ¢ w(S).

Exemple 5.2.2. La représentation de cocyle (en bleu) w(S) = {e1,ea,e5} (en bleu) de S =
{4,3} dans le graphe suivant est : § = (1,1,0,0,1).
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2
€5
€4
4 3
€2
D
1

Définition 5.2.3. Une base de cocycle (au sens vectorielle) est une famille de cocycles
libres (c’est-a-dire tous les cocycles sont indépendants, aucun ne peut se définir comme
combinaison linéaire des autres) et génératrice (tout autre cocycle peut s’écrire comme

combinaison linéaire des cocycles de la famille libre).

Définition 5.2.4. On appelle nombre cocyclomatique de G, noté \(G), le cardinal

(ou le nombre d’éléments) de la base des cocycles de G.

Propriété 5.2.2. Soit G un graphe d’ordre n et p composantes connezes. Alors, \(G) =

n—7p.

5.2.2 L’orthogonalité entre I’espace des vecteurs cycles et I’espace

des vecteurs cocycles

L’espace des vecteurs cycles est orthogonal a ’espace des vecteurs cocycles et on note i L
Oy, c’est-a-dire :

(C.W) =Tig x 0w =0

pour tout vecteur cycle fi; et pour tout vecteur cocycle O .

5.3 Flots et tensions

Le concept de flots et le concept de tensions sont utilisés dans divers problemes d’optimisation
et d’analyse de réseaux, comme la recherche des chemins optimaux, la gestion des ressources dans

les réseaux, et la résolution des problémes de planification et de logistique.



Chapitre 5. Cycles et cocycles 74

Définition 5.3.1. Soit G = (X,U) un graphe connexe dont les arcs sont numérotés
U=1,...,m. Un flot dans G est un vecteur a composantes ¢ = (p1,...,m) € R™ tel

que Vx € X, la premiéere loi de Kirchoff soit vérifiée, c’est-a-dire :

Yoowi= ) i (5.1)
i€wt(z) i€w (x)
Pour i € U, la composante p; de vecteur ¢ appelé quantité de flot ou flux de l’arc 1.
Remarque 5.3.1. La relation (5.1) montre que la somme des flux entrant en un sommet est

égal a la somme des flux sortant.

Exemple 5.3.1. Le courant éléctrique dans un réseau est un exemple classique de flot sur un

graphe. Soit G le graphe da 4 sommets et 6 arcs donné dans la figure suivante :

FI1GURE 5.2 — Un graphe avec un flot.

Le vecteur ¢ = (5,3,2,—2,1,4) est un flot sur G car :

VZL‘EX, Z p; = Z Qi

icwt(x) icw™ (x)

5.3.1 Définition algébrique des flots

Soit M = (myj),i=1,...,net j=1,...,m, la matrice d'incidence du graphe orienté G.

Chaque sommet i correspond la ligne ¢ de M, et on a :

wt (i) = {j/mi; = +1},
w_(z') = {j/m” = —1}.

La relation (5.1) peuvent donc se mettre sous la forme matricielle équivalente :
M x ¢ = 0. (5.2)

e Si on considere I'application linéaire ¢ associe a la matrice M, 'ensemble ¢ des flots sur G

constitut (d’apres (5.2)) le noyau de 4.
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e Ce noyau est un sous espace vectoriel de R™, et sa dimension vérifie : dim(yp) + rang(M) = m.

e Si G posséde p composantes connexes, on a rang(M) = n — p par suit : dim(¢) =m—n+p

qui n’est autre que le nombre cyclomatique u(G) de G.
Théoréeme 5.3.1. Un flot sur un arbre est identiquement nul.

Démonstration. D’apres la définition du flot, la somme des flots entrant dans un sommet doit

étre égale a la somme des flots sortant de ce sommet.

Comme l'arbre contient la racince, les noeuds internes et les feuilles (les sommet qui ont
exactement une aréte incidente). Le flux dans la feuilles doit étre nul, car il ne peut pas se
"répartir" en sortant par d’autres arétes (car il n’y a pas d’autres arétes). Alors, I'aréte incidente

a cette feuille doit également transporter un flux nul.

En remontant de feuille en feuille jusqu’a la racine, on voit que toutes les arétes doivent trans-

porter un flux nul.

Puisque chaque aréte d’'un arbre doit transporter un flux nul en raison de la conservation des
flux et de I’absence de cycles pour redistribuer le flux, le flot sur un arbre est identiquement nul.
O

5.3.2 Opérations sur les flots

Soient , ¢’ et ¢” trois flots sur G et k € R.

Lemme 5.3.1. 1. ko est un flot sur G.
2. ¢+ " est un flot sur G.
3. ¢ — " est un flot sur G.
4. Le seul flot possible sur un arbre est le flot nul ¢ = 0.

5. Le vecteur qui représente un cycle est un flot.

Définition 5.3.2.

Soit C' un circuit élémentaire sur G. On appelle le vecteur § flot cyclique élémentaire

sur G, s'il est constitué par les éléments e (u) tels que :

() 1, siuedC,
u) =
= 0, siugC.

Théoreme 5.3.2. Tout flot p se décompose en une somme des flots cycliques élémentaires

linéairement indépendants :

© = A1+ -+ Mg, A = 0.
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Démonstration. Utilisons un algorithme itératif pour décomposer le flot ¢ du G.

1) Tant que ¢ # 0 faire :
e Choisissez un cycle C' dans G tel que ¢(u) # 0 pour chaque arc u € C.
e Soit @ = minyeo |p(u)]. Définisser un flot cyclique élémentaire po sur C avec valeur « sur
chaque arc de C'.
e Soustrayant « - ¢ de ¢, c’est-a-dire, metter a jour ¢ par ¢ = ¢ — a - ¢
2) Fin tant que.
Répéter jusqu’a ce que ¢ = 0.
Les flots cycliques élémentaires extraits sont linéairement indépendants. Chaque flot cyclique

élémentaire correspond a un cycle unique et distinct dans le graphe, et les cycles distincts ne

peuvent pas étre écrits comme des combinaisons linéaires d’autres cycles.

Finalement, nous avons décomposé ¢ en une somme de flots cycliques élémentaires linéaire-
ment indépendants. Par construction, chaque flot cyclique élémentaire est non nul uniquement

sur les arcs formant un cycle simple, assurant ainsi I'indépendance linéaire.

]

Définition 5.3.3. Un flot ¢ dun graphe G = (X,U) admet une décomposition
conforme, si on trouve k cycles leur vecteur représentatif py, ..., satisfont les condi-
tions sutvantes :

1. ¢:61M1++ﬁkﬂk7 6] > OPOUTj = 17"‘7k'

2. o(u) >0 (resp. p(u) <0) et u e Cj = u dans le bon sens de pracours (resp. dans

le mauvai sens).

Remarque 5.3.2. D’aprés la définition du flot et le théoréme précédents, on peut dire que tout

flot p admet une décomposition conforme.

5.3.3 Systeme de générateurs des flots

Soit C' = (ug,uy,...,ug) un cycle élémentaire de G = (X,U). Les arcs de ce cycle sont
orientés de facons quelconque. Soit Ct l'ensemble d’arcs de C' orientés dans le bon sens de

parcours et C'~ ’ensemble d’arcs de C orientés dans le mauvai sens de parcours.

Définition 5.3.4. Le flot canonique associé au cycle C est défini comme suit :

1, siueCT,
oo(u) =< —1, siueC™,
0, stud C.

Proposition 5.3.1. Le flot canonique est aussi un flot.
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Démonstration. Soit C' = {x1,...,x, 21} un cycle dans G. Nous devons montrer que ¢ (u)
satisfait la condition de conservation du flot a chaque sommet x € X, c’est-a-dire que pour tout

sommet = € X, le flot entrant est égal au flot sortant :

> wely,x) =) vo(z,2).

yeX zeX

Pour un sommet z; € C, il y a exactement un arc dans x; (depuis x;—1) et un arc sortant de

x; (vers x;y1). Par définition de ¢, nous avons :
po(ri—1,2i) = £1 et po(wi, vip1) = £1.

Ainsi, pour chaque sommet z; du cycle, le flot entrant est égal au flot sortant :

Y wely,z) =3 polxi,z) = £1.
yeX zeX
Ainsi, pour chaque sommet = ¢ C', aucun arc du C' ne passe par x. Par conséquent, Vy, z € X,

nous avons :

vo(y,x) =0 et po(z,2) =0.
Donc, pour chaque sommet x hors du cycle, le flot entrant et le flot sortant sont tous deux nuls :

> oy, ) = > ¢clz,z) =0.

yeX zeX
Donc, pour tous les sommets x € X, que ce soit un sommet sur le cycle ou hors du cycle,

le flot entrant est égal au flot sortant. Ainsi, ¢ satisfait la condition de conservation du flot a

chaque sommet du graphe.

Par conséquent, nous avons prouvé que le flot canonique sur les cycles élémentaires d’un

graphe orienté est aussi un flot. O

Proposition 5.3.2. Le nombre de flots linéairement indépendants sur un graphe G =

(X,U) avec n sommets et m arcs est égal & n —m + 1.

Démonstration. Considérons la matrice d'incidence B de G. B est une matrice n x m ot B;; = 1

si I'arc j entre dans le sommet i, B;; = —1 si 'arc j sort de sommet 4, et B;; = 0 sinon.

L’espace des flots satisfaisant la conservation des flots est donné par le noyau de B, noté
ker(B). Selon le théoréme de rang, on a : rang(B) + dim(ker(B)) = m.

La rang de B est au plus n — 1 parce qu'une relation de conservation des flots est redon-
dante (le flot total entrant est égal au flot total sortant). Donc, rang(B) = n — 1. Alors,
dim(ker(B)) =m —rang(B) =m —n+ 1.
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Donc, la dimension de 'espace des flots linéairement indépendants sur G est donc m —n + 1,
ce qui prouve que le nombre de flots linéairement indépendants sur un graphe avec n sommets

et m arcs est bien égal a m —n + 1. O]
5.3.4 Systéme de générateurs des tensions
Soit G = (X,U) un graphe orienté.

Définition 5.3.5. Une fonction potentielt: X — R assigne une valeur réelle a chaque

sommet du graphe.

Définition 5.3.6. Une tension (ou différence de potentiel) est un vecteur 6 =

(01,...,0) tel que pour tout arc uw = (z,y) dans G on a 6(u) = t(y) —t(x).

FIGURE 5.3 — Une tension sur un graphe avec 6 sommets.

Propriété 5.3.1. Soit C' un cycle dans un graphe orienté G avec des tensions 6. Alors,

on a

Y b= Y (Hy) i) =0.

u=(z,y)eC u=(z,y)€C
Exemple 5.3.2. Pour le cycle y = A — C — D — F — A du graphe de la Figure 5.3, on a

> O(u) =4+2+4+ (—10) = 0.
ucp
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Soient 6,6’ et §” trois tensions sur G et k € R.

Lemme 5.3.2. 1. kB est une tension sur G.

2. 0"+ 0" est une tension sur G.
Théoreme 5.3.3. Le vecteur représentatif d’un cycle est une tension.

Démonstration. Soit C' = (x1,x2),...(xk,21) un cycle dans un graphe orienté G = (X,U), et

7t son vecteur représentatif qui est défini pour chaque arc u € U comme suit :

1, siueCT,
Ty =14 —1, stueC™,
0, siué¢C.

Pour montrer que 7, nous devons trouver une fontion potentiel ¢ : X — R telle que :
1, = t(y) —t(z) pour tout arc u = (z,y) € U.

Choisissons un sommet de référence, per exemple x1, et définissons ¢(z1) = 0.

Pour chaque sommet x; du cycle C, définissons ¢ de maniére cumulative le long du cycle :

t(z;) + 1si (wj, i) € C,
t(IL‘Z) —1si (ZL’Z'+1,(EZ') e C.

t(%’ﬂ)
t(%‘ﬂ)

Cela signifie que toute arc (z;, z;+1) € C, nous avons :

1,  si (@i, xip1) dans le ben sens du cycle,
t(xip1) —t(x;) = —1, si (75, 2;41) dans le sens inverse du cycle,

0,  si (2, x;4+1) ne fait pas partir du cycle.

Par construction, pour tout arc u = (x, y) € U, le vecteur J1 satisfait :

iy = t(y) —t(z).

Donc, le vecteur représentatif d’un cycle C' est une tension, car il existe une fonction potentiel
t telle que 1 est défini comme la différence de potentiel entre les sommets connectés par chaque

arc.

Ainsi, nous avons prouvé que le vecteur représentatif d’'un cycle dans un graphe orienté est

une tension. ]

Etant donné un cocycle A = w(S) sur G = (X,U) ot S C X.
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Définition 5.3.7. La tension canonique associée au cocyle A est définie comme suit :

1,  siu est dirigé de S vers X\S,

oa(u) =< —1, siu est dirigé de X\S vers S,
0, siu¢A.
Théoréme 5.3.4. § = (01,...,0,,) est une tension ou 0; > 0 si et seulement si

0= Mw!+ -+ N 0t N; >0 et wl, ... w* sont des cocircuits élémentaires.

Démonstration. A) On commence par la condition nécessaire : 7 Supposns que 6 est une

tension avec 6; > 0 pour tout arc u; € U.

Alors, 0 peut étre décomposée en une combinaison linéaire de tensions associées a des cocircuits

élémentaires. En d’autre termes, on peut écrire :
_ 1 k
0= \w + -+ A",

ou w' sont des tensions associées a des cocircuits élémentaires et \; sont des réels. Et puisque

0; > 0 pour tout arc u; € U, alors \; doivent étre positif pour préserver cette propriété.

B) On passe a la condition suffisante : 7 Supposons que 6§ peut étre exprimée en une

combinaison linéaire positive de cocircuits élémentaires, c¢’est-a-dire :
0= )\1w1+~--—1—)\kwk,

ou A; > 0 et w' sont des cocircuits élémentaires.

Chaque cocircuit w® étant un cocircuit élémentaire, il représente une tension sur le graphe G.
Par linéarité, toute combinaison linéaire de tensions est également une tension. Donc, 6 est une
tension. Puisque chaque w' est associé & un cocircuit élémentaire, ses valeurs sont intrinséque-
ment positives ou négatives sur les arcs du cocircuit. Et Les coefficients \; garantissent que
la combinaison linéaire maintient la positivité de #. Par conséquent, 6; > 0 pour tous les arcs
u; € U. O

Proposition 5.3.3. Le nombre de tensions linéairement indépendantes sur un graphe

G = (X,U) avec n sommets et m arcs est égal a n —m + 1.
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5.4

Exercices

Exercice 5.1. Dans le graphe G suivant :

Fa ey N
\ @ Xi e
r : o £
O, all \J

Calculer le nombre cyclomatique et cocyclomatique de ce graphe.

Donner les vecteurs de cycles c(abefeda) et c(bdefb) et les vecteurs de cocycle w(ac) et
w(bdef).

Vérifiez que les deux premiers vecteurs sont chacun orthogonauzr aur deux derniers.

Soit s un sommet d’un graphe G = (X,U) et ¢ un cycle ne contenant pas s. Montrer

w(s) L w(e).

Exercice 5.2. Soit le graphe G suivant :

S

S v S

(») (1)
- )N
% ri
\ /

i \"‘\ -’Kﬁ \H"‘
-{rlt k 7 _;.I }-.-\.
\ ot -

\ -~

M.\,—- '-\_.-"
L d)
L

Donner les vecteurs associés aux cycles (befb) et (abfeda).

Montrer que le cycle (befb) est combinaison linéaire de deur autres cycles que l'on déter-

minera.

Combien d’éléments comporte une base de cycles de G ¢

Donner une base de cycles de G qui ne contient ni (befb) ni (abfeda).
Exprimer (abfeda) en fonction de la base calculée d la question précédente.

(i) Donner les vecteurs associés aux cocycles (abf) et (ae).

(ii) Montrer que le cocycle (ae) est combinaison linéaire de deux autres cocycles que l'on

déterminera.
Combien d’éléments comporte une base de cocycles de G 7

Donner une base de cocycles de G qui ne contient aucun cocycle réduit a un neud.
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9. Ezxprimer (abf) en fonction de la base calculée d la question précédente.

Exercice 5.3. Une usine comporte généralement un gros réseau de canalisations, transportant
Ueau d’une source unique (le point d’arrivée d’eau) vers une sortie unique : le tout d l’égout.
Lors d’une extension de l'usine, on raccorde les anciennes canalisations aux nouvelles, augmen-
tant donc les débits de certaines canalisations, jusqu’a saturation de certaines d’entre elles. On
souhaite alors remplacer certaine de ces canalisation afin d’augmenter le flot global de ['usine.

Le but du probleme est donc de savoir quelles sont les canalisations saturées qu’il serait souhai-

table de remplacer par de nouvelles canalisations plus importantes.

Question : Modélisez comme un probléme de graphe.

Exercice 5.4. Le dessin ci-dessous représente un graphe avec les capacités sur les arcs.

Question : Vérifiez que f est bien un flot réalisable. Justifiez votre réponse.
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Problemes de partitionnement

La compréhension et la résolution des problémes de partitionnement sont cruciales pour une
variété de domaines allant des réseaux sociaux a la bioinformatique, en passant par la logistique
et les systémes informatiques. Cette introduction explorera les concepts fondamentaux et les

applications des problemes de partitionnement dans la théorie des graphes.

6.1 Coloration dans les graphes

6.1.1 Coloration des sommets

Définition 6.1.1. Soit G un graphe non orienté sans boucle. Une coloration de G est
une application v : X — C de l’ensemble de sommets X de G dans un ensemble de couleurs
C, tel que si x ety sont adjacents alors v(x) # v(y), ¢’est-d-dire deux sommets adjacents

n’ont pas la méme couleur.

Exemple 6.1.1. Voici un graphe a 4 sommets avec deux couleurs.

FIGURE 6.1 — Graphe a des sommets avec deux couleurs.

S1 ={A,B} et So = {C, D} sont des stables.
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Remarque 6.1.1. Les sommets de méme couleurs dans un graphe colorié G forment exactement

un stable.

Remarque 6.1.2. Une coloration immédiate par l'utilisation de n couleurs distinctes pour un

graphe d’ordre n.

Ce qui nous intéresse est 'optimisation de nombre de couleurs utilisées.

Définition 6.1.2. Le nombre chromatique du graphe G, noté x(G), est le nombre de

couleurs minimal permettant de colorier G.

Exemple 6.1.2. Le nombre chromatique du graphe de la Figure 6.1 est x(G) = 2.

Remarque 6.1.3. Il est clair que le nombre chromatique d’un graphe simple complet K, est
X(Ky) =n.

Exemple 6.1.3. Le nombre chromatique de Ky est x(K4) = 4, voir la figure suivante.

7

FIGURE 6.2 — K4 a quatre couleurs.

Définition 6.1.3. On dit que G est k-chromatique, si x(G) = k.

Propriété 6.1.1. — Le nombre chromatique d’un graphe d’ordre n est x(G) < n.
— Siun graphe G d’ordre n a un sous graphe complet d’ordre p (c’est-a-dire K,,), alors
p < x(G) <n.
— Si A(G) est le degré mazimum des sommets de G, alors x(G) < A(G) + 1.
— Un graphe planaire est au plus 4-chromatique.
— Une chaine est au plus 2-chromatique.

— Un cycle est au plus 3-chromatique.

6.1.2 Coloration des arétes

On peut aussi colorier les arétes d'un graphe telles que chaque deux arétes incidentes au
méme sommet n’aient pas la méme couleur. Bien siir, cela nécessite que le graphe non orienté

n’ait eu une boucle.
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Définition 6.1.4. Soit G un graphe non orienté sans boucle. Une coloration des arétes
de G est une application v : E — C' de l’ensemble des arétes E dans [’ensemble fini des

couleurs C, tel que si e et € deux arétes ont une extrémité commune x alors y(e) # y(€').

Définition 6.1.5. On appelle indice chromatique le nombre minimal de couleurs per-

mettant de colorier les arétes de G, noté x'(G).

Exemple 6.1.4. L’indice chromatique du graphe suivant est x'(G) = 2.

FIGURE 6.3 — Graphe a quatre arétes avec deux couleurs.

Théoréme 6.1.1 (Théoréme de Vizing [Viz|). Pour tout graphe G simple, on a A(G) <
X(G) < AG) + 1.

Démonstration. 1) Si A(G) = 1, alors G est une collection d’arétes disjointes, et x'(G) =1 =
A(G) +0.

2) Si A(G) = 2, alors G est une collection de cycles et de chemins, et il est bien connu que
V(G) =2 = AG).

3) Supposons A(G) > 3. Nous devons montrer A(G) < x'(G) < A(G) +1 :

e Supposons que nous avons colorié G avec A(G) + 1 couleurs. Puis nous allons prouver que
cette coloration existe en utilisant une approche par induction et par contradiction : Supposons
que G est un graphe minimal (en termes du nombre d’arétes) pour lequel Y/ (G) > A(G) + 1. Soit
e € E et G = G —e. Par hypotheése d’induction, G’ peut étre colorier avec A(G) + 1 couleurs.
Maintenant soit x et y les sommets incidents a e. Nous devons trouver une couleur pour e qui
ne soit pas utilisée par les arétes incidentes & z et y. Si x et y ont moins de A(G) arétes colorées
chacune, il y a au moins une couleur disponible pour e. Si z et y ont exactement A(G) arétes
colorées, alors nous devons réorganiser les couleurs par une série de recolorations en utilisant un
"chemin d’alternance'. Ce dernier trouve un chemin d’alternance entre les couleurs des arétes
incidentes a x et y, puis utiliser ce chemin pour réorganiser les couleurs des arétes de maniere a

libérer une couleur pour e.
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Si nous réussissons a réorganiser les couleurs pour e, alors G est (A(G) + 1)-coloriable, ce

qui contredit notre hypotheése de minimalité. Ainsi, nous devons avoir x'(G) < A(G)+1. O

Théoréme 6.1.2. Si G = (X, E) un graphe complet, alors on a

X'(G) = |X|—1=A(G), si|X] est pair,
| X| =A(G)+1, sil|X| estimpair.

Remarque 6.1.4. Le probléeme de coloration des arétes peut se ramener a celui des sommets
pour un graphe G en définissant le graphe adjoint G* ainsi les sommets de G® sont les arétes de

G et deur sommets de G* sont adjacents, si, dans G si deux arétes ont une extrémité commune.

ee

Théoréme 6.1.3 (Théoreme de Konig [Kon]). Si G est un graphe biparti, alors xX'(G) =
AG).

6.2 Couplage dans les graphes

En regroupant les arétes de méme couleurs nous obtenons une partition de I’ensemble des

arétes I.

Définition 6.2.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté. Un couplage est un ensemble
d’arétes n’ayant aucune extrémité commune deux a deuz, c’est-a-dire les arétes qui ont la

meéme couleur.

Exemple 6.2.1. Le graphe suivant a deuzx couplages : C1 = {{A, B}, {C,D}} et Ca = {{A,C},

{B,D}}.
(O—®)
(D—®)

FIGURE 6.4 — Graphe avec deux couplages.



Chapitre 6. Problémes de partitionnement 87

Définition 6.2.2. On dit que le couplage est maximum s’il contient le plus grand nombre

d’arétes possibles.

Définition 6.2.3. On dit que le couplage est maximal si toute aréte du graphe est inci-

dente a au moins une aréte du couplage.

Définition 6.2.4. On dit que le couplage est parfait si tout sommet du graphe est incident

a une aréte du couplage.

Exemple 6.2.2. 1) Le graphe suivant forme un couplage mazximum et parfait.

&—)
&—

FIGURE 6.5 — Un couplage maximum et parfait.

2) Le graphe suivant forme un couplage maximal et non mazimum.

F1GURE 6.6 — Un couplage maximal et non maximum.

Propriété 6.2.1. Tout couplage parfait est mazimum, mais la réciproque est fausse.

Exemple 6.2.3. Le graphe suivant forme un couplage maximum et non parfait.

O—®
O

FIGURE 6.7 — Un couplage maximum et non parfait.

Propriété 6.2.2. Tout couplage maximum est mazximal, mais la réciproque est fausse.

Notations 6.2.1. Le nombre d’arétes d’un couplage mazimum d’un graphe G, noté o/ (G).
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Définition 6.2.5. Soit G = (X, E) un graphe non orienté et E' C E un couplage de G.
Une chaine alternée par rapport a E' est une chaine élémentaire telle que ses arétes

appartiennent alternativement a E — E' et E'.

Définition 6.2.6. - Dans le graphe G' = (X, E'), Vo € X,d(z) < 1.
- Sidp(z) =1, x est dit saturé par E'.
- Sidg(z) =0, z est dit non saturé par E'.

- E' est parfait s’il sature tous les sommets.

Exemple 6.2.4. Le graphe suivant est une chaine alterné de longueur 5 impair avec un couplage
mazimal E' = {{B,C},{D,E}}.

00— E—F®

FI1GURE 6.8 — Chalne alternée de longeur impair avec un couplage maximal.

Théoréme 6.2.1. Un couplage E' est mazimum dans G = (X, E) si et seulement s’il

n’existe pas une chaine alternée de longueur impair.

Démonstration. A) On commence par la condition nécessaire : 7 Supposons que E’ est
un couplage maximum dans G. Supposons qu’il existe une chaine alternée de longueur impaire
P dans G relative & E’. Une chaine alternée de longueur impaire commencera et se terminera
par une aréte qui n’appartient pas au couplage £’ ou commencera et se terminera par une aréte

appartenant au couplage E'.

Soit P une telle chaine alternée : xge1xy - - - TopeopTops, ol les e; sont des arétes de E' pour
i impair, et des arétes de E'\ E’ pour 7 pair.

En inversant les arétes de P (c’est-a-dire en ajoutant les arétes de PN (E\E') et en retirant
les arétes de PU E’ de E’), nous obtenons un nouveau couplage E” de taille |E’| + 1.

Cela signifie que £’ n’était pas un couplage maximum, ce qui est une contradiction.

Par conséquent, s’il n’existe pas de chaine alternée de longueur impaire dans G, alors E’ est

un couplage maximum.

B) On passe a la condition suffisante : ? Supposons que £’ n’est pas un couplage maximum
dans G. Puisqu’il existe un couplage plus grand, il existe une aréte e qui peut étre ajoutée a E’

pour obtenir un couplage plus grand.

Considérons la plus courte chaine alternée commencant par e et terminant par une aréte qui

ne peut pas étre ajoutée a E’ sans violer la condition du couplage.

Une telle chaine doit exister et doit nécessairement étre de longueur impaire car elle commence

par une aréte n’appartenant pas a E’ et finit par une aréte n’appartenant pas a £’
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Par construction, cette chaine alternée de longueur impaire prouve que E’ peut étre amélioré,

confirmant qu’il n’était pas maximum. O

6.3 Le transversal dans les graphes

Définition 6.3.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté et T C X. On dit que T est

un transversal de G si tout aréte de E posséde, au moins, une extrémité dans T .

Exemple 6.3.1. T'= {B, E'} est un transversal de graphe suivant.

C D

A B B

FIGURE 6.9 — Un transversal dans G.

Définition 6.3.2. — T est minimal si Ve € X, T — {x} n'est pas un transversal.

— T est minimum si VT" un transversal dans G on o |T| < |T"|.

Notations 6.3.1. — Le nombre de sommets d’un transversal minimum de G noté 5(G).

— Le nombre de sommets d’un stable mazimum de G noté a(G).

Théoréme 6.3.1. Pour tout transversal T et tout couplage E' de G = (X, E), on a
B <1,

Démonstration. Puisque T est un transversal, chaque aréte de G, y compris celles de E’, doit

étre incidente a au moins un sommet de 7.

Considérons les sommets qui couvrent les arétes de E’. Chaque aréte de £’ doit étre couverte
par au moins un sommet de 7. Cependant, puisque les arétes de E’ ne partagent pas de sommets
(par définition du couplage), chaque aréte de E’ nécessite un sommet distinct de 7" pour étre

couverte.

Etant donné que chaque aréte de E’ est couverte par un sommet distinct de 7', il s’ensuit
que le nombre d’arétes dans E’ ne peut pas dépasser le nombre de sommets dans 7". Donc,
|E'| < |T). O

Corollaire 6.3.1. Soient T un transversal dans G et E' un couplage dans G. Si |E'| = |T)|
alors E' est un couplage mazimum et T est un transversal minimum. La réciproque est

fausse.
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Exemple 6.3.2. Dans le graphe suivant, le transversal minimum est T = {A,C,D} et le
couplage maximum est E' = {{A, E},{B,C}} mais |E'| =2 # |T| = 3.

A

C

FIGURE 6.10 — Un graphe contient un couplage maximum E’ et un transversal
minimum 7" mais |E’| # |T|.

Proposition 6.3.1. 1. X' C X est un stable si et seulement si X\ X' est un trans-

versal.

2. On a a(G)+ B(G) = |X]|.

Démonstration. 1. A) On commence par la condition nécessaire : Supposons que
X' C X soit un stable. Cela signifie qu’il n’y a pas d’aréte entre deux sommets de X’.
Prenons une aréte e = {z, y} quelconque du graphe G = (X, E). Il y a deux possibilités
pour les sommets x et y :

e Si x € X' alors y ¢ X'(car sinon il y aurait une aréte e entre x et y dans X',
contredisant le fait que X’ est un stable).
e Siyec X' alorsx ¢ X'
Cela signifie que pour chaque aréte e = {z,y}, au moins un des sommets x ou y est dans
X\X'. Donc, X\ X' intersecte chaque aréte du graphe, ce qui implique que X\ X’ est un

transversal.

B) On passe a la condition suffisante : Supposons que X\ X' soit un transversal.

Cela signifie que chaque aréte du graphe a au moins un de ses sommets dans X\ X’.

Pour montrer que X’ est un stable, supposons par I’absurde que ce n’est pas le cas. Alors
il existe une aréte e = {z,y} telle que z € X' et y € X’ . Mais cela signifierait que Paréte

e n’a aucun de ses sommets dans X\ X’ | contredisant le fait que X'\ X’ est un transversal.

Ainsi, = et y ne peuvent pas étre tous les deux dans X', ce qui prouve que X’ est un
stable.

2. A) On commence par a(G) + §(G) < |X]| : Soit S un stable maximum dans G, donc
|S| = a(G). Considérons I'ensemble des sommets 7' = X\ S. Nous devons montrer que T

est un transversal.
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Supposons par I'absurde que T n’est pas un ensemble couvrant. Cela signifie qu’il existe
une aréte {x,y} telle que xz,y € S. Mais cela contredit le fait que S est un stable, car il

ne doit pas y avoir d’aréte entre deux sommets de S.

Ainsi, T est bien un transverszl, et donc (G) < |T| = |X| — a(G). Par conséquent,
a(G) + B(G) < a(G) = (IX| - a(G)) = [X].

B) On passe a a(G) + S(G) > | X]| : Soit T un transversal minimum, donc |T'| = 5(G).

Considérons I’ensemble des sommets S = X\T'. Nous devons montrer que S est un stable.

Supposons par l'absurde que S n’est pas un stable. Cela signifie qu’il existe une aréte
{z,y} telle que x € S et y € S. Mais cela contredit le fait que T" est transversal, car

chaque aréte doit avoir au moins un sommet dans 7.
Ainsi, S est bien un stable, et donc a(G) > |S| = |X| — B(G). Par conséquent, a(G) +
B(G) =z (IX] = B(G)) + B(G) = |X].

En combinant les deux sens de I'inégalité, nous obtenons a(G) + 5(G) = | X|.

6.4 Le recouvrement dans les graphes

Définition 6.4.1. Soit G = (X, E) un graphe non orienté et R C E. On dit que R est un

recouvrement de G si tout sommet de X soit l'extrémité, d’au moins, une aréte de R.

Exemple 6.4.1 (Exemple pratique). Caméra placée au milieuw d’un couloire (une aréte) soit

surveillez les deux carrefours qui constituent les extrémités d’un couloire.

Soit 11 carrefours qui sont surveillés par 12 caméras. Le nombre minimum de caméras pour

surveiller les carrefours c’est le recouvrement minimum R = {{1,5},{1,6},{1,7},{2,8},{2,9},

{3,10}, {4,11}}.

Définition 6.4.2. — R est minimal si Ve € E, R — e n’est pas un recouvrement.

— R est minimum si VR' un recouvrement dans G on a |R| < |R/|.

Définition 6.4.3. Un couplage est parfait s’il est en méme temps un recouvrement.

Notations 6.4.1. Le nombre d’arétes d’un recouvrement minimum dans G noté 5'(G).

Proposition 6.4.1. 1. 2d/(G) < |X| <25(G).
2. Onad(G)+0(G) =|X]|.
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C9

C8

FiGURE 6.11 — Un recouvrement.

Démonstration. 1. A) On commence par 2¢/(G) < |X| : Soit M un couplage maximum,
donc |[M| = o/(G). Chaque aréte de M connecte deux sommets distincts, et aucune aréte
de M ne partage un sommet avec une autre aréte de M. Ainsi, M couvre 2| M| sommets

distincts.

Puisque M est un couplage maximum, il ne peut y avoir d’ensemble d’arétes indépen-

dantes couvrant plus de sommets que M. Par conséquent 2o/ (G) < | X].

B) On passe a | X| < 20/(G) : Soit R un recouvrement minimum, donc |R| = §'(G).
Chaque aréte de R couvre au plus deux sommets, et tous les sommets de G doivent étre

couverts par les arétes de R.

Par conséquent, le nombre total de sommets | X| est au plus le double du nombre d’arétes

de recouvrement minimum R. Donc, | X| < 20/(G).

2. A) On commence par o'(G)+ f'(G) < |X| : Soit M un couplage maximum, donc
|M| = o/(G). Chaque aréte de M connecte deux sommets distincts, et aucune aréte de
M ne partage un sommet avec une autre aréte de M. Ainsi, M couvre 2|M| sommets

distincts.

Considérons maintenant un recouvrement minimum R, donc |R| = 5/(G). Les sommets
de G doivent étre couverts par les arétes de R, et chaque aréte de R couvre au plus deux

sommets.

Par conséquent, le nombre total de sommets | X| est au plus le double du nombre d’arétes
de recouvrement minimum R. Ainsi, o/(G) + f'(G) < | X].

B) On passe a o/(G) 4+ f'(G) > |X| : Soit M un couplage maximum et R un recou-
vrement minimum. Chaque sommet du graphe est couvert par une aréte de R et chaque
sommet ne peut pas étre couvert par plus d'une aréte de M, car M est un ensemble

indépendant.
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Chaque aréte de M contribue a couvrir deux sommets et chaque aréte de R contribue a
couvrir les sommets restants qui ne sont pas couverts par les arétes de M. Par conséquent,
le nombre total de sommets | X| doit étre au moins le total des contributions des arétes
de M et de R. Ainsi, o/(G) + 8'(G) > | X].

En combinant les deux inégalités obtenues, nous avons o/ (G) + 3'(G) = | X|.

Théoréme 6.4.1. G admet un couplage parfait si et seulement si 2d/(G) = |X| =

28'(Q).

Démonstration. A) On commence par 2¢/(G) = |X| : Supposons que G admet un couplage
parfait M. Un couplage parfait couvre tous les sommets du graphe sans chevauchement, chaque

aréte du couplage couvrant exactement deux sommets.

Si M est un couplage parfait, alors chaque sommet de G est incident a exactement une aréte
de M. Donc, le nombre de sommets dans GG est deux fois le nombre d’arétes dans le couplage
parfait M. Donc, |X| = 2|M|. Puisque M est un ensemble d’arétes indépendantes et parfaites,
o (G) = |M|. Ainsi, 2¢/(G) = | X].

B) On passe a |X| = 20(G) : Dans un couplage parfait, chaque sommet est couvert par
exactement une aréte du couplage, donc le couplage parfait couvre tous les sommets avec le

nombre minimum d’arétes.

Etant donné que M est un couplage parfait, M est aussi un ensemble couvrant d’arétes minimal.

Donc, '(G) = |M]. Ainsi, | X| = 25'(G). O
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6.5 Exercices

Exercice 6.1. Cing étudiants A, B,C, D et E doivent passer les examens suivants :

A | Micro-économie, anglais, théorie des jeux

Probabilités, analyse financiére

Macro, théorie des jeux

Anglais, probabilités, macro

oI QlW

Micro-économie, analyse financiére

Question : Sachant que chaque étudiant ne peut se présenter qu’a une épreuve par jour, quel

est le nombre minimal de jours nécessaire a l’organisation de toutes les épreuves ¢

Exercice 6.2. 5 amis font un tournoi d’échecs, dont les parties se déroulent en temps limité

d’une heure, chacun devant rencontrer les quatre autres.
Question : Combien d’heures nécessite ce tournoi ?
Exercice 6.3. Un ensemble de classes doit recevoir une série de cours d’une heure réalisés par

un ensemble de professeurs. Bien str, chaque classe recoit un cours unique par heure et chaque

professeur donne un cours unique par heure.

C1 | C2 C3 | C4 | C5
ml1l1]1]0]0
ml2]0]0]1]0
ps Ol 1 |1 ]1]1
pi |00 0]1]2

Question : 1) Minimiser le nombre d’heures totales permettant la réalisation de tous les cours.

Exercice 6.4. Soit le graphe suivant :

1. Donner un stable et un couplage.
2. Donner un couplage mazimal et un couplage maximum.
3. Donner un transversal, un transversal minimal et un transversal minimum.

4. Donner un recouvrement et un recouvrement minimum.
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