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Chapitre-06-
Intégration Numérique

l. Introduction

- \ - 7 . ’ . b
Nous présentons ci-aprés plusieurs méthodes permettant de calculer ’intégrale définie I f (x)dx
a

d’une fonction f continue définie dans I’intervalle [a, b].
Ces méthodes s'avérent particulierement efficaces lorsque les primitives de f ne sont pas des

fonctions élémentaires ou sont trop complexes a calculer.

I1. Méthode des trapézes

I1.1 Formule des trapezes ameliorés

On subdivise I’intervalle [a, b] en sous- intervalles {[Xi-1,xi] , 1= 1,2,..., n; Xo = @; Xn = b}
sur lesquels la fonction f est remplacée par le segment de droite qui joint les points (Xi-1,
f(xi1)) et (xi, f(x)). Cette procédure revient a remplacer, sur [a, b], la fonction f par une
fonction d’interpolation linéaire par morceaux. D’un point de vue géométrique, on assimile I’aire

comprise entre le graphe de f et ’axe des x a la somme des surfaces de n trapézes.
Considérons que la division en sous-intervalle est uniforme et posons : x, =a+i-h

ou h:b—_a et f(x)=fi ;i=0,1,2,....n
n

f(x)

\

X.

Méthode du Trapéze
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Sur I'intervalle [x;_;,x;] : fxx_" ) f(x)dx = h(f(xi‘lzw surface du trapeze correspondant.
i

En additionnant les aires des n trapézes, on obtient la formule des trapézes :

Lbf(x)dx = ijnf(x)dx = z": fxi f(x)dx

i=1  Xi-1

b h h h
[ Fe0dx =3 (0 + £G) +5 (7 + £0) + 5 () + £ Gx)

b h n-1
| redx =3\ 1@+ 1) +2 Z f(xa]

On peut montrer que I’erreur commise est proportionnelle & h? (si la fonction f est deux fois

continiment derivable). On dit que la méthode des trapezes est d ordre 2.

La formule est « exacte » pour les fonctions f de degré < 1.

11.2. Calcul de ’erreur

On peut montrer que pour la formule des trapezes, I’erreur est donnée par :

(b—a)
12

E()| < h2M,

avec M, = sup |f"(x)|

x€[a,b]

I11. Méthode de Simpson

Développons a présent une méthode d’ordre 4 qui équivaut a remplacer la fonction a intégrer par
des paraboles définies sur des sous-intervalles comprenant trois abscisses d’intégration
successives. On suppose que ’intervalle [a ,b] est partagé en n sous-intervalles égaux :

[Xi1, Xi] , tels que xi=a+ih, avec h=(b-a)/n.
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| X X

i i+1
Approximation parabolique
par morceaux

On groupe les points par trois, n doit donc étre pair (NB ce n’est pas le cas sur la figure
précedente) :

a= Xo, X1, X2 | X2, X3, X4 | ... |xn-2, Xn-1 Xn= .
Et on remplace, sur chaque intervalle [xi1, Xi+1], la fonction f par une parabole. Pour I’intervalle

[Xo, X2], la courbe représentée par f(x) est approchée par la parabole d’équation :

P(x) = f(xo)Lo(x) + f(x)L1(x) + f(xz) Ly (%)
LO(X) _ (X—Xl)(X—XZ) L1(X) — (X_Xo)(x_xz)

(Xo - Xl)(XO - Xz) ’ (Xl - XO)(Xl - Xz) '

L2 (X) _ (X_XO)(X_Xl)
(Xz - Xo)(xz - Xl)

(RN | KX)KX) | (X)X x)
2h 2h

p(x) =

Et I'intégrale est alors approchée par : J.:Q f (X)dx = _[:2 p(x)dx = g[fO +4f +f1,]
En répétant ce procédé pour les n (pair!) sous-intervalles, on a finalement la formule de
Simpson :j:f(x)dx ~ g[f0 +4f +2f, +4fF, +...+2f ,+4f  + 1]

Cette formule est exacte pour les polynémes f(x) de degré < 3.
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I11.1. Formule de Simpson améliorée

Tout comme pour la méthode des trapézes, on peut obtenir une formule de Simpson améliorée :

"

jf(x)dXN—[f +4f +2F, +4F, +..+2f ,+4f + 1

f m (a)]

Finalement 1’intégrale s’écrit comme suit :

If(x)dx~—[f( b)+4 Zf )+2 Zf N+E(h

(|a|m paire) (i— palre)

I11.2. Calcul de ’erreur

L’erreur de cette formule est de I’ordre de h®. La méthode de Simpson est donc d’ordre 4 et son
erreur est donnée par :

(b—a)

<
B <o

h*M,

avec M, = sup [f®(x)|.
xgm]

V. Méthode de newton cotes

Les méthodes des trapezes et de Simpson sont des cas particuliers des formules de

Newton-Cotes.

b
L’intégrale If(x)dx est une combinaison linéaire de f(xi), ce qui signifie que cette intégrale

a

est calculée de facon exacte lorsque f(x) est un polynéme de degré inférieur ou égal a n : le
nombre de valeurs x; est égal a n+1, on integre sur n tranches, et les valeurs des coefficients de

la combinaison linéaire dépendent de n. La méthode des trapezes et la méthode de Simpson

correspondent respectivement a n=1 et n=2. Les résultats de cette méthode donnent :

[ 7C0dx = a0 fG0) + @£ G0 + o+ @G0 + 4 ()

Soit encore f;“f(x)dx =4 ” —0rf(xg +kAx), n'=n
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Ou Aet a, sont données par le tableau suivant :

Nom de la formule | n Al a, e | ay | ay | F | as | oag

Trapezes 1 2 1 1

Simpson 2 3 1 4 1

Villarceau 4 45 | 14 64 24 64 14

Hardy 6 140 | 41 216 | 27 | 272 27 | 216 | 41

Remarque : Les formules de Newton-Cotes ne doivent pas étre utilisées pour n éleve.
La méthode de Simpson est couramment utilisée.
Par exemple, pour la méthode de Newton-Cotes de degré3, on obtient la formule suivante:

X3 h
[ reoax = (1@ + 476 + 4£G) + 7))

V. Méthode de quadrature

b , e . ,
Pour calculer fa f (x)dx les méthodes d’intégration précédentes sont toutes basées sur la
formule suivante:

| feodx ~ i wof (@)
a i=0

Une telle formule est appelée: formule de quadrature.

n : le nombre de segments (ou sous intervalles)
xi:sont appelés les nceuds(ou abscisses) de la formule

wi:sont les poids parfois aussi dénommés coefficients de la formule.
On doit maintenant choisir la forme de la fonction f(x), dans notre cas on prend :

flx) =x™ aveC m=0,1,2,...,n

On remplace dans I’intégrale :
bm+1 _ am+1

b "
[amax= Y wipta =2—=2
a i=0
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En variant i de 0 a n pour chaque valeur de m, on aura:

bl_al

Pour m=0 : xJ wy + xdw; + -+ + x3w, = -
1.1 1 1 b?-a?

Pour m=1: x5 wg + x;wy + -+ xpw, = 5
b3—a3

Pour m=2: x3 wy + x3wy + -+ + x2w,, =

bn+1_an+1

Pour m=n: xg wo + xfw;y + - +xqw, = ———

D’ou on obtient pour toutes les valeurs de i et m le systéme suivant :

[ 1 1 1 ] w I
| x0 %1 .oxn |[].° 0
[ 52 2 2 |W1 _ |
| Xo X1 Xn | i -
P I |
| Xy xp .. xl [ "

bm+1_am+1

avec I, = —

Le déterminant de la matrice du systéme trouvé est dit de ’Von-Dermonde’’ il est non nul d’ou

la solution de ce systeme existe et unique (wg, wy, ... .., Wy).
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