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Introduction
1.1 Limitations des méthodes linéaires

Les méthodes d’analyse des systémes linéaires sont particuliérement puissantes en raison des

outils théoriques et techniques qui leur sont associés. Cependant, ces méthodes présentent

plusieurs limitations, parmi lesquelles on peut citer :

- Aucun systéme physique n’est entiérement linéaire. Par conséquent, les méthodes linéaires
ne sont applicables que dans un domaine de fonctionnement limité.

- Les modéles linéaires ne sont pas suffisants pour décrire tous les phénoménes physiques
observés.

- Certains systémes sont impossibles a modéliser, méme localement, par des systémes
linéaires. Un exemple simple est le relais (la fonction signe).

- Une non-linéarité peut étre introduite dans le systéme pour avoir de meilleures
performances (commande TOR par exemple).

1.2 Systéme linéaire
Un systéme est linéaire s’il est décrit par des équations différentielles linéaires ordinaires a
coefficients constants.

Remarque 1.1: Tout systeme linéaire obéit au principe de superposition, défini par les
propriétés d’additivité et d’homogénéité.

Additivité : Si les signaux d’entrée u, (), ..., u, (¢) ont pour réponses y, (), ..., v, (), alors
le signal d’entrée u(7)=u, (1)+...+u,(¢) apour réponse y(t)=y,(1)+...+y,(?).
Homogénéité : Si le signal d’entrée u(¢) a pour réponse y(t), alors u(¢)donne a y(t) o

a est une constante.

Remarque 1.2 : On peut associer a un systéme linéaire, a I’aide de la transformée de Laplace,
une fonction de transfert H (s) qui est une fraction rationnelle en s = jw.

1.3 Systéme non linéaire

Par définition, un systeme non linéaire est un systéme qui ne respecte pas le principe de
superposition et ne peut donc pas étre décrit par des équations différentielles linéaires ordinaires
a coefficients constants.

Cette caractéristique, ou plutot 1’absence de définition unique, explique la complexité et la
diversité des systémes non linéaires. En effet, il n’existe pas de théorie générale applicable a
tous les systémes non linéaires, mais plutdt une variété de méthodes spécifiques adaptées a
certaines classes de ces systémes.

1.4 Classes des systemes dynamiques
On considére la classe des systémes dynamiques décrits par une équation différentielle de la
forme :

x=f(xu,t)
y=h(x,t)
x=(x,...,x, )T e R" : Vecteur d’état

T
u=(u,...,u,) €R" : Vecteur de commande
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y=(y1,...,yp)TeR" : Vecteur de sortie
f(X,u,t)=(f1 (x,u,t),...,ﬁl(x,u,t))f cR” et h(x’u’t)z(hq(xal‘),...,hp(x,t))T cR?

Systéeme non autonome
x=f (x,t) , la fonction f dépend explicitement du temps ¢.

Systéme autonome
x = f(x), la fonction f ne dépend pas explicitement du temps ¢.

Remarque 1.3 : Pour un systéme avec une entrée de commande : x = f (x,u), si u =¢(x,1)
alors x=f (x,¢(x,t)) et le systtme est non autonome. Par contre, si u=¢(x) alors

x=f (x,¢(x)) et le systéme est autonome.

Systéme linéaire invariant dans le temps

x=Ax+Bu )

, A,B,C sont des matrices constantes.
y=Cux

Systéeme linéaire variant dans le temps (systéme non linéaire)
X= A(t)x+B(t)u

y=C(t)x

Systéme bilinéaire
X=Ax+(B,+Bx)u
y=Cx

Systéme non linéaire affine en ’entrée
x=f(x)+g(x)u
y=h(x)

1.5 Quelques comportements non linéaires
Les systémes non linéaires posseédent des propriétés qui sont complétement absentes dans les
systémes linéaires. Certaines de ces propriétés sont présentées ci-apres

1.5.1 Réponse indicielle dissymétrique

Systeme linéaire : Réponse indicielle symétrique

X=—x+u

Pour un signal d’entrée symétrique et carré variant entre 0 et 1, le signal de sortie associé suit
le signal d’entrée, mais avec une inertie. Les phases de montées alternent avec les phases de
descentes de maniére symétrique (voir Figure 1.1).

Systeme non linéaire particulier : Réponse indicielle dissymétrique

Xx=—x+u =—(x2)x+u
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Ce systeme non linéaire exhibe un comportement dissymétrique, la phase de montée est plus
rapide que la phase de descente (voir Figure 1.1).

T T T T T T T

Linéaire

== == +Non linéaire | _|

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Figure 1.1 : Réponses indicielles d’un systéme linéaire et d’un systéme non linéaire

1.5.2 Réponse harmonique multiple

Systeme linéaire : La réponse d’un systéme linéaire a la méme fréquence que le signal d’entrée
avec amplitude et phase différente.

Systeme non linéaire : La réponse d’un systéme non linéaire peut contenir autres fréquences
que la fréquence du signal d’entrée et peut ne pas contenir la fréquence du signal d’entrée.

1.5.3 Stabilité du systeme

Systeme linéaire : La stabilité d’un systéme lin€aire ne dépend que de ses parametres. La
stabilité ne dépend ni de I’entrée ni des conditions initiales.

Systéme non linéaire : La stabilité d’un systéme non linéaire peut dépendre des parametres du
systeme, de I’entrée et des conditions initiales.

Exemple 1.1 :

- Soit le systéme linéaire : X = —x avec x(0)=x, = x(¢) = x,e” = systéme stable V x(0).

- Soit le systtme non linéaire (équation différentielle de Bernoulli) : X=-x+x" ,

t
X,e
x(0)=x,= x(t) = ——— . Ce systéme est stable (x(¢) converge vers zéro) pour

1-x,+x,e
x, <1 et instable (x(t) diverge vers I’infini) pour x, >1. Alors, la stabilité de ce systéme

non linéaire dépend des conditions initiales.

1.5 T T T T 3 T T T T
Systéme Linéaire Systéme Non Linéaire
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Figure 1.2 : Solutions d’un systéme linéaire et d’un systéme non linéaire
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- Soit le systéme non linéaire x=xu . Si u=—1, le systéme est stable, et si u=+1, le

systéme est instable. Alors, la stabilité de ce systéme non linéaire dépend de son entrée de
commande.

1.5.4 Explosion en temps fini

Systéeme linéaire : L’état d’un systéme linéaire instable temps vers 1’infini quand le temps tend
vers I’infini. En fait, I’état tend vers 1’infini sans jamais dépasser une exponentielle.

Systéeme non linéaire : L’état d’un systéme non linéaire peut diverger vers I’infini en temps fini.
Exemple 1.2 :

- Soit le systtme linéaire: x=3x avec x(0)=x, , la solution est

x(1)=x,e" = x(t) < x,e™

. . o . X dx
- Soit le systtme non linéaire: x=x" avec x,= x(0)>0=>S5=1=>—5=dr=
x x
rdx | ' X, : v
I—2=Jd7:>—— =t:>x(t)=1 , alors x(7) diverge vers 'infini quand ¢ —1/x, .
X X — X!
X 0 X 0

1.5.5 Convergence en temps fini

Systeme linéaire : L’état d’un systéme linéaire stable temps vers zéro quand le temps tend vers
I’infini.

Systeme non linéaire : L’état d’un systéme non linéaire peut converger vers zéro en temps fini.
Exemple 1.3 :

- Soit le systéme linéaire : X =—x avec x(0)=x, = x () =x,e

—t

, alors x() converge vers

zéro quand ¢ — oo,
- Soit le systéme non linéaire x =-ax?? avec a >0, p >¢ deux nombres impairs, et
1(a/p)
xO

a(1-(q/p))’

x:_axq/pji/:_m(l_zj i :_(1_ija:, j[l_zj & :_j[l_zjadf
xqp p xqp p M p xqp 0 p

X -4

_4 q
x1 r :—a[l—ijt:x(t)lp—xo r :—a(l—ijt:x(t)zo quand ¢, = % "

p
1.5.6 Points d’équilibre isolés multiples
x, € R" est un point d’équilibre du systéme : x= f(x) si x(¢,)=x, =>x(t)=x,, Vi>¢,.

x(0)=x, >0, alors x(r) converge vers zéro en temps fini : 7, =

Les points d’équilibre sont les solutions de 1’équation f (x) =0. Un point d’équilibre est dit

isolé lorsqu’il n’y a pas d’autres points d’équilibre a son voisinage. On peut avoir une infinité
de points d’équilibre connectés.
Systeme linéaire : Un systéme linéaire x = Ax peut avoir un seul point d’équilibre isolé a

x=0 (si det(A) #0,1.e. A estréguliére) ou une infinité de points d’équilibre connectés dans
le noyau de A (si det(4)=0,i.e. 4 estsinguliére).
Systeme non linéaire : Un systétme non linéaire x = f (x) peut avoir plusieurs points

d’équilibre isolés.
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Exemple 1.4 :
- Soit le systéme non linéaire : X = —x+x’. Ce systéme posséde deux (02) points d’équilibre
ax,=0etx =1.

- Soit le systéme non linéaire : x, = x, et X, =—x, +x, —x, . Ce systéme posséde trois (03)

0 1 -1
points d’équilibrea x, =| |, x,=| |, x, = .
0 0 0

1.5.7 Comportement chaotique

Systeme linéaire : Pour un system linéaire, de petites différences dans les conditions initiales
entrainent uniquement de petites différences au niveau des sorties.

Systeme non linéaire : Un systéme non linéaire peut exhiber un comportement chaotique,
caractérisé par une sensibilité extréme aux conditions initiales. Le chaos se traduit par une
évolution imprévisible, une réponse bornée, mais non périodique.

Exemple 1.5 :

Soit le systéme non linéaire suivant : ¥ +0.1x+x’ = 6sin (t) . Pour les deux conditions initiales

différentes suivantes, on obtient les réponses représentées sur la figure suivante.
2.5 T T T T T

-2.5

0 10 20 30 40 50 60
t (sec)

Figure 1.3 : Trait continu (x(0) =2,x%(0) =3) et Trait discontinu (x(0)=2.01,x(0) =3.01).

1.5.8 Bifurcation
Pour un systéme x = f'(x, ) ol  est un paramétre. Une bifurcation est un changement de

comportement et des propriétés du systeéme lorsque le paramétre x4 varie. Le diagramme de

bifurcation est le tracé des points d’équilibre en fonction de .

- Nombre de points d’équilibre du systéme change.

- Point d’équilibre stable = Point d’équilibre instable (ou vice versa).

- Comportement apériodique = régime périodique.

Parmi les différents types de bifurcations, on trouve :

- Bifurcation fourche (pitchfork) : Un équilibre stable se déstabilise en un équilibre instable,
et deux équilibres stables sont créés. Cette transition peut se faire de fagon supercritique (de
facon continue et prévisible) ou sous-critique (de fagcon discontinue).

- Bifurcation col-nceud : Deux points d’équilibres existent (un stable et un instable) avant la
bifurcation. Aprées la bifurcation, aucun équilibre n’existe.

- Bifurcation transcritique : Le nombre de points d’équilibre est conservé mais leur nature
(stabilité) change a la bifurcation.

Prof. S. LABIOD — Cours SNL — M1AS — Département d’ Automatique — FST — Université MSBY — Jijel 5



- Bifurcation de Hopf : La bifurcation de Hopf concerne le gain ou la perte de la stabilité d’un
point d’équilibre au profit ou au dépend d’un cycle limite.
Exemple 1.6 : Bifurcation pitchfork supercritique

Considérons ’équation : ¥ = ux—x’; € R.Pour >0, ona trois points d’équilibre & x, =0
(instable), \/; (stable), —\/; (stable). Pour x£<0, il y a un seul point d’équilibre a x, =0
(stable). On dit alors que ¢ =0 estune valeur de bifurcation critique.

biﬁu‘c_mion 1 stable
point X

T unstable

I N

f stable

stable

Figure 1.4 : Bifurcation fourche ou pitchfork.

1.5.9 Cycle limite

Systeme linéaire : Pour un systéme linéaire X = Ax, s’il y a une solution périodique alors il y

a une infinité de solutions périodiques (il n’y a pas de solution périodique isolée).

Systeme non linéaire : Un systéme non linéaire peut avoir une seule solution périodique isolée

(cycle limite).

Exemple :
X X,

Soit le systéme linéaire : x, = x, et X, =—x,. La solution est donnée par : .[xldx + J. x,dx =C",
0 0

ce qui donne x; +x; = constante. Alors, il existe plusieurs solutions périodiques par rapport

aux conditions initiales.
X
2

v

Figure 1.5 : solutions périodiques d’un systeme linéaire d’ordre 2.
Soit le systéme non linéaire (équation de Van der Paul): )'c'+(x2 —l))'c+x=0 , toutes les

solutions x(t) (V les C. I.) convergent vers une seule trajectoire fermée (cycle limite).

L L L L L
3 -2 -1 0 1 2 3

Figure 1.6 : Plan de phase dxe I’équation de Van der Paul
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1.5.10 Existence et unicité de solution
Systeme linéaire : Pour un systéme linéaire x=Ax , une solution x(t) existe toujours

globalement et elle est unique (chaque condition initiale donne une solution différente).
Systéme non linéaire : Pour un systéme non linéaire x = f(x), une solution x(7) peut exister

localement, peut &tre non unique et peut ne pas exister du tout.
Exemple 1.7 :
- La solution peut ne pas exister globalement. Pour le systtme non linéaire :

x=1+x" avec x(0)=0= x(r)=tan(¢) , alors la solution x(¢) existe seulement pour
0<r<7/2.

- Lasolution peut ne pas étre usnique. Pour le systéme non linéaire i =3x”* avec x(0)=0,

3
on a les solutions x(7)= {(l—a) 12a pour £ €[0,%0) et a>0. On a aussi les solutions
0 ,t<a

x(t)=0 pour r€[0,0) et x(¢)=¢ pour t€[0,0) (pour la méme condition intiale
x(O) =0).

- La solution n’existe plus. Pour le systéme )’cz—sgn(x) ou sgn(x)z{Jri’iig avec

x(0)=0, y a pas de solution différentiable pour ce systéme.

1.6 Exemples de systémes non linéaires

1.6.1 Systéme hydraulique a deux réservoirs couplés

Réservoirs de section A

:llo »/\«

e

h

a 1
Pompe Oo ]'2
] < i > <12

T Valve A

Valve C
u 1o}
Figure 1.7 : Systéme hydraulique a deux réservoirs couplés
On définit les variables d’état : [x,,x,]" =[h,,h]", alors le modéle d’état peut s’écrire :

X =X, —x _ﬁ2\/x_l
X, ==X, —x, + K u

Prof. S. LABIOD — Cours SNL — M1AS — Département d’ Automatique — FST — Université MSBY — Jijel 7



2 \2 K
avec : ﬂlz—s”ale g, ﬂ2=—S"aOA £, K, Ap

« La relation entre la tension d’alimentation de la pompe u et le débit d’entrée

O, peut s’écrire comme suit : O, =K u ou K, le gain de la pompe.

« s, :lasection maximale de passage du liquide dans la valve A, a,, est le coefficient de

décharge de la valve A.

« s, la section maximale des valves AetC. Dans la pratique, cette section est donnée

par les dimensions de la valve et du canal d’écoulement.
. a, et a,: représentent les coefficients de décharge des valves 4etC.

. g :laconstante de gravité, avec g = 9.80 m/s?.

1.6.2 Robot manipulateur a deux degrés de liberté

Figure 1.8 : Robot manipulateur a deux degrés de liberté
Le modéele dynamique du manipulateur est donné par les équations suivantes :

PHM“ MuH[ulH—hq'z —h(q'1+q2)}{ql}_{g,.1}

9, M, M, u, hq, 0 9 8

avec .

My =1+ L+ml +m,| 6+ 0, +2 0,0, cos(q,) |+ms| (7 +05+20,0, cos(g,)]
My, =1+1,+m0 +ml, +m/l>

My =M, =1, +m,| 03, +0,0 ,cos(q,) |+ms| £5+20,0, cos(g,)]
h=my(,,sin(q,)+ml (,sin(q,)

g, = mlfdgcos(ql)+(1112€C2 +m3€2)gcos(q1 Jrq2)+(m2 +m3)£1g cos(ql)

82 :(m2£c’2 +m3£2)gcos(% 'Hb)
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ou u, et u, sont les couples de commande appliqués aux articulations, ¢, et g, sont les
positions articulaires. Les paramétres du modéele du robot sont : g= 9,8m/ st
m=m,=10Kg ; {,=0,=1,0m ;0 =(,=0,5m ; I, =1, =0,2Kgm’, m;=3,0Kg .

1.6.3 Robot manipulateur a une seule jonction flexible

U

Mh

Figure 1.9 : Robot manipulateur a une seule jonction flexible

Les variables d’état sont définies comme suit : x, =¢,,x ,=¢,,X ;=¢, et x ,=¢,, et le modele
dynamique est donné par :

X, =X,
xzzfl(xla)%)"'gl)%
X, =X,
)'c4=f2(x,,x3)+g2u
avece
Mgl . K K K 1
fl(xl’xs)z_ fl sm(xl)_J_lxl’fz(xlnxs)ZJ_Z(xl_xz)’glzzagzzJ_z

Les paramétres du systéme sont : g=9.81m/s’ , M =lkg , L=1m , J,=04kgm’,

J,=0.02kgm” et K =100 Nm/rad .
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Méthode du Plan de Phase

2.1 Introduction

La méthode du plan de phase est une méthode graphique qui permet d’étudier de fagon
qualitative le comportement des systémes dynamiques de deuxiéme ordre décrits par les
équations suivantes :

{xl =/ (xlaxz) =/ (x)
%= f(%,x,) = f,(x)
ol x, et x, sont les états du systéme, f,(x) et f,(x) sont des fonctions non linéaires

quelconques. La méthode du plan de phase a pour but d’analyser le comportement de ce systéme
sans résoudre 1’équation différentielle le régissant.

2.1.1 Plan de phase
Le plan de phase c’est le plan qui a x; et x, comme coordonnées (x, selon1’axe horizontal, x,

selon I’axe vertical).

2.1.2 Trajectoire de phase
Soit x(1)=(x,(¢),x,()) la solution du systéme d’ordre 2 pour des conditions initiales
X, = (xl (0) , X, (0)) . Quand t varie de 0 a I’infini, la solution x(t) peut étre représentée par une

courbe dans le plan de phase. Cette courbe est appelée une trajectoire de phase ou une orbite.

2.1.3 Portrait de phase

Le portrait de phase est obtenu en considérant I’ensemble des trajectoires de phase. Dans la
pratique, tracer le portrait de phases d’un systéme, c’est tracer dans le plan, suffisamment de
trajectoires pour que I’on puisse les imaginer toutes.

Exemple 2.1 :
Considérons le systéme linéaire : X, = x, et X, =—x,. Pour une

condition initiale x, =(x,,,X,,), la solution est donnée par :

. . Ce qui conduit a une équation >
x, (1) =—x,, sin () + x,, cos(7) X,

{xl(z‘)zx10 cos (1) + x,, sin(7) .

de la trajectoire dans le plan de phase x +x; = x;, + x5, , qui est

I’équation d’un cercle de centre (0,0) et de rayon +/x;, + x5, .

Figure 2.1 : Trajectoires dans le plan de phase
2.2 Points singuliers
Les points singuliers sont les points d’équilibre dans le plan de phase. On obtient les points

i =0 {fl(xl,xz)zo
=
fz(xlaxz)zo

Les points d’équilibre d’un systéme du second ordre sont appelés points singuliers parce que
plusieurs trajectoires passent par ces points d’équilibre ce qui implique que la

dx, _ fz(xl,xz)
dx, fl(xl,xz)

d’équilibre par la résolution des équations algébriques suivantes : { . _0
X, =

pente n’est pas définie en ces points.
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Exemple 2.2 : Soit le systéme régi par 1’équation différentielle : ¥ +0.6x+3x+x" =0, et qui
peut étre écrite sous la forme d’état :

X =X,
%, =—0.6x, —3x, — x;
Les points d’équilibres sont obtenus par la résolution des équations :
x,=0 x(3+x)=0
? , = (3+x) , soit deux points d’équilibre & (0,0) et (-3,0).
—0.6x, —3x,—x; =0 x,=0

2.3 Construction pratique des trajectoires de phase
11 existe plusieurs méthodes pour la construction et le tracé des trajectoires dans le plan de phase.
Parmi ces méthodes, on trouve :

- M¢éthode analytique

- M¢éthode du graphe des pentes

- M¢éthode des isoclines

2.3.1 Méthode analytique
Il existe deux méthodes pour générer analytiquement les trajectoires de phase.

Elimination du temps explicitement
Lorsque le systéme est relativement simple, on peut déterminer la solution analytique du

systéme x, (¢)=g, () et x,(¢)=g,(¢). Ensuite, par élimination de la variable temps de ces

deux équations, on obtient la trajectoire dans le plan de phase g (x1 ,xz) =0.

Elimination du temps implicitement

dx, _ fz(xl,x2)

Dans ce cas, on élimine directement le temps en posant : , puis on cherche la

dx, f, (xl )X, )
solution a cette équation différentielle pour obtenir la trajectoire dans le plan de phase
g (x1 , X, ) =0.
Exemple 2.3 : Considérons le systeéme linéaire :
dx,
q=x, | dv, -x .
{_ = :>—=—:>x1dxl+x2dx2=0:>J.x,dxl+J.x2dx2=C .
X, ==X, dx, _ Ly dx, x,
dt :

Ce qui donne : x7 +x; =2C" =x, +x3,, qui est I’équation d’un cercle de centre (0,0) et de

2 2
rayon /X, +xj, .

Exemple 2.4 : Considérons 1’asservissement non linéaire suivant :

A
ApP— 0

c=0 e u 1
—O—> > —

- —A

\ 4
v

Figure 2.2 : Asservissement non linéaire
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Ce systéme asservi peut étre décrit par I’équation différentielle suivante: & =u ou
u=Asgn(e) et e=—6 . Si on choisit x, =6 et x, =6, on obtient la représentation d’état
suivante :

X, =X, +A4,s1 x, <0 L )
. avec u = ] ; x, =0 est appelé droite de commutation.
X, =u —A,s1 x, >0

Elimination du temps explicitement :
1 cas: u=+4, c’est-a-dire x, <0.
Le systéme est régi par :

: : . 1
X =x, |[%=x X, =At+x,, x (1) ==A +x,t +x,
: = = 2
N=A4 |x(t)=At+x, |x(1)=At+x, % (1) = At+x,
X, —X . - . . S
Onat= % ce qui conduit a une équation de la trajectoire dans le plan de phase :

1 C
X, =ﬂx22 +ﬁ avec C, =(2Ax10 —xzzo) <0.
2°M cas: u=-A, c’est-a-dire x, > 0.

Le systéme est régi par :

. . . 1
X, =X, X =X, X, =—At+x,, _ xl(t):—EAt2+x2ot+xm
At +x,,

jczz—A:> x(1)=- x, (1) =—At+x,

X, (t) =—At+x,,

X, —X : o , : S
Onat= —% ce qui conduit a une équation de la trajectoire dans le plan de phase :

1 C
X, = —ﬂxzz +ﬁ avec C, = (2Ax10 +x220) >0.
Remarque 2.1 : On peut tout simplement remplacer 4 par —A4 dans 1’équation du 1 cas.
Elimination du temps implicitement
1 cas: u=+4, c’est-a-dire x, <0.

\ , . )2?1 =X, dx2 A te
Le systéme est régi par : 1 =>—=—=A4dx,—x,dx,=0=> IAd?ﬂ —J.xzabc2 =C

x,=4 dx x,

1
. C 1 (G

On obtient alors 1’équation d’une parabole : 24x, —x; =C, = x, = ﬂxzz +ﬁ, ou C, estune

constante négative qui dépend des conditions initiales (C, = (2Ax10 - xzzo) <0).

2°Me cas: u=-A, c’est-a-dire x, > 0.

X =x —
Ilvientalors: { ' ™ :&z—A:Adxl+x2dx2=O:>J.Adxl+jx2dx2=C”
x,=—A4A dx x
On obtient alors 1’équation d’une parabole : x; +2A4x, =C, = x, = —ixzz +j , ou C, est

une constante positive qui dépend des conditions initiales (C, = (2Ax10 + xzzo) >0).

Trajectoires de phase : En rassemblant les trajectoires des deux cas précédents (pour les deux
approches), on obtient des trajectoires fermées représentées sur la figure suivante. On peut
conclure que le systéme est marginalement stable.
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Xy

<«—— Droite de commutation

Figure 2.3 : Trajectoires dans le plan de phase de 1’asservissement non linéaire
2.3.2 Méthode du graphe des pentes (champ de vecteurs, champ des directions)

Soit un systeme de deuxiéme ordre : {2 :Zj;z ((1’32))::/;2 ((xx)) =x=f(x),f(x)= (2(();))}

Le vecteur f(x) est tangent au trajectoire de phase au point x = (x,,x,) car: y o)
X, x

dx, f,(x)
|

Alors, le vecteur f (x) représente la pente de la trajectoire de phase au point x et peut étre vu
et tracé comme un petit segment de droite orienté (vecteur) de x vers x+ f(x).
Le graphe des pentes est obtenu en évaluant f (x) = ( N2 (x), A (x)) en certains points du plan

de phase, puis en représentant un vecteur de x vers x+ f (x) . Parfois, il est plus convenable

de tracer des vecteurs de méme longueur en tous points du plan de phase.
Pour tracer les trajectoires de phase du systéme, on choisit un point initial donné x, et on trace

la courbe qui passe au mieux par les différents vecteurs matérialisés sur le plan de phase.

x, 4

A

Xy | =i

1 1 6
: : /7 i
; | NN 7 N\ T 7 7]
; | TNND 7 NT 77
5 3 Sl VN N\ Cor ]
v L
a ? f ﬁo-;f' R
| ? N A v N
5 | fo\Q AR
| | AN /TN
1 | _65/ Y /
T EE S o xo °

1

X, =Xy, X, =X, X =x,, X, =—10sin(x,)

Figure 2.5 : Exemples de graphe des pentes (champ de directions).
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2.3.3 Méthode des isoclines
Considérons un systéme de deuxiéme ordre : x, = f,(x,,x,),%, = f,(x,,x, ). La tangente a la

dx, _ fz(xl,x2) _
dx, fl(xl,xz)

=C" = a est une courbe appelée isocline.

trajectoire de phase passant par le point x = (x1 , xz) a une pente donnée par :

X,
X

Le lieu des points pour lesquels la pente

On trace alors dans le plan de phase plusieurs isoclines correspondant & quelques valeurs de

et on trace, en plusieurs points de 1’isocline, des petits segments matérialisant la valeur de « .

Ainsi, on matérialise les tangentes des trajectoires aux points ou elles coupent 1’isocline.

Pour tracer les trajectoires de phase du systéme, on choisit un point initial donné x,, et on trace

la courbe qui passe au mieux par les différents segments matérialisés sur les isoclines.

Exemple 2.5 : Considérons le systeme x, =x,, X, =-x, —X,

Alors : X ThTx a d’ouil vient les isoclines : x, = — Y Lesisoclines de ce systeme
dx, X, I+a

sont donc des droites passant toutes par 1’origine. Par exemple, pour @ =1, on trace la droite

d’équation x, =—0.5x, et on la muni de petits segments de pente 1.

Figure 2.6 : Trac¢ des isoclines.

2.4 Plan de phase des systemes linéaires d’ordre 2
Dans cette section, on étudie de fagon qualitative le comportement des trajectoires des systémes
dynamiques linéaires du second ordre décrits par les équations suivantes :

X, =a,x, +a,x a a

1 11771 127%2 . . 11 12

_ ,soit x=Ax, x=(x,x,), 4= )
a21 a22

Xy = dy X +axX,
On suppose que le systéme posseéde un point d’équilibre unique, x =0, a ’origine du plan de
phase. Soit 4, et A, les valeurs propres de 4 (obtenues en résolvant det(/H - A) =0).

Pour un systéme linéaire d’ordre 2, les conditions suivantes sont équivalentes :
— Le systéme possede un point d’équilibre isolé & x=0.
— Lamatrice 4 est réguliére (inversible), i.e. det(4)=0.

— Les valeurs propres 4, et 1, de 4 (solutions de det(A/—A4)=0) satisfont 44, #0.
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La solution x(7) est donnée par : x(¢)=®(¢)x(0), od ®(¢) est la matrice de transition qui
peut étre exprimée selon les valeurs propres A, et 4, comme suit :

Aot it

— Valeurs propres réelles distinctes : 4, # 4, = ®(¢)=¢"'1 +i(A —-AI)

2
— Valeur propre réelle double : 4 =1, = @ (1) =e"I+1e™ (A— A1)

— Valeurs propres complexes

A,=axtjb,b>0= O(t)=e" [cos(bt)l+ sinébt) (A—al)]

Alors, les valeurs propres A, et 4, détermine les caractéristiques des trajectoires de phase et la
nature du point d’équilibre. On distingue six cas :

Valeurs propres réelles Nceud stable Nceud instable Col
Im(4)=0 A4 <0 A2y >0 A <0<,
Valeurs propres complexes  Foyer stable Foyer instable Centre
Im(4,)#0 Re(4)<0 Re(4,)>0 Re(4)=0

La figure 2.7 présente ’allures des trajectoires de phase en fonction de la nature de 4, et 4, .

A L2

P I NV N N
ST T 2

ImA
S ¢ Re A
Nceud stable Nceud instable Col
A X, A

(BN (B i S/
\\\\ — —J

NS - ( ( -

ImA
=< Re A =
< <
Foyer stable

Foyer instable Centre

Figure 2.7 : Trajectoires de phase des systemes linéaires d’ordre 2.
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Remarque 2.2 : Dans le cas ou 1’'une des deux valeurs propres est nulle, I’équilibre n’est pas
isolé et on a une droite de points d’équilibre et toutes les trajectoires sont rectilignes et
convergent vers ou sont issues d’un point de cette droite d’équilibre.

=71 ~; = x1
’ // ’ /’
A4 =0,4,<0 4=0,4,>0

Figure 2.8 : Trajectoires de phase dans le cas d’une valeur propre nulle.

2.5 Plan de phase des systémes non linéaires d’ordre 2 — Comportement local

Les systémes non linéaires peuvent présenter plusieurs points d’équilibre isolés distincts. Ceci
implique que, contrairement au cas des systemes linéaires, le comportement des trajectoires au
voisinage d’un point d’équilibre gardera le plus souvent un caractére local et ne pourra
nullement étre étendu a 1’ensemble du plan de phase. Alors, le comportement qualitatif des
trajectoires d’un systéme non linaire au voisinage d’un point d’équilibre peut étre identifié a
celui d’un systéme linéaire.

Soit le systéme non linéaire : X, = f,(x,,x,),%, = f, (x,,x,), o0 f,(x,x,) et f,(x,x,) sont
des fonctions non linéaires continuellement dérivables, et soit x, =(x,,x,) un point
d’équilibre isolé de ce systéme. Le point d’équilibre x, est dit isolé s’il existe un voisinage de
X, ne contenant aucun autre point d’équilibre.

En effectuant une linéarisation du systéme autour du point d’équilibre x,, on obtient :

9 %
0 0
z=Az o0 z=x-x, et Azz | %
oxl, |9 9
ox, Ox, e

Si les deux valeurs propres de A ont une partie réelle non nulle, alors, le systéme non linéaire
a le méme type de point d’équilibre que le systéme linéaire Z = Az . On a alors les cas suivants :

Valeurs propres réelles Nceud stable Nceud instable Col

Im(4)=0 Ay <0 A A >0 A <0< 4,
Valeurs propres complexes  Foyer stable Foyer instable Pas de conclusion
Im(4,)#0 Re(4)<0 Re(4)>0 Re(4)=0

Exemple 2.6 : Soit le systéme non linéaire X, =x, et x, =—sin(x,)—0.5x,, qui posséde les

points d’équilibre x, = (n;r,O) avec ne .

. . of 0 1
La matrice Jacobienne est : 4 =— = .
ox|,., \—cos(x) —0.5 .
0
~ Pour x, =(2kz,0), 4 =[ - 5) avec les valeurs propres 4, , = ~1/4+ j\/15/4. Alors

le point d’équilibre x, = (2k7,0) est un foyer stable.
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0
1 -0.5
Alors le point d’équilibre x, = ((2k + 1) T, 0) est un col.

,\/ WO
— O\

@ >“‘ 5/ .
AN\ \

— Pour x, =((2k+1)7,0), 4 :( J avec les valeurs propres 4, =0.78 et A, =—1.28.

N
AN

- - )
2 a © B 10

Figure 2.9 : Portrait de phase du systeme X, = x,, X, =—10sin(x, ).
Exemple 2.7 : Soit le systéme donné par :
)'clz—xz—uxl(forxzz) . ' o
_ .y 1 #0,quiaun point d’équilibre a x=0.
X, =X, —yxz(x1 +x2)
of| —,u(3x12+x22) —(1+2,ux1x2) _[0 -1
x|, (1-2px,x,) —,u(xl2 +3x22) - 10
Dans ce cas, on ne peut pas conclure sur la nature du point d’équilibre x =0 du systéme non
linéaire.
Si on présente le systéme en coordonnées polaires : x, =rcos(8) et x, =rsin(@), on obtient

A= J, avec les valeurs propres 4, =%/ .

la forme : #=—ur’ et @=1. Alors, le point d’équilibre sera un foyer stable pour x>0, et un
foyer instable pour 1 <0.

2.6 Cycles limites

Dans le plan de phase, un cycle limite est défini comme une trajectoire fermée et isolée. La

trajectoire doit étre fermée, indiquant la périodicité du mouvement, et isolée, indiquant la nature

limite du cycle (les trajectoires dans un voisinage du cycle convergent ou divergent de lui). Il

existe trois types de cycles limites :

- Cycle limite stable : Toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle convergent vers lui.

- Cycle limite instable : Toutes les trajectoires dans un voisinage du cycle divergent de lui.

- Cycle limite semi-stable : Certaines trajectoires dans un voisinage du cycle convergent vers
lui et les autres divergent de lui.

‘l *s  Convergentes 4 ¥z Divergentes | 42

Convergentes Divergentes

y ) )

Cycle limite Cycle limite Cycle limite

R

Cycle limite stable Cyecle limite instable Cycle limite semi-stable

Figure 2.10 : Cycles limites stable, instable et semi-stable.
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2.6.1 Existence de cycles limites

Théoréme de Poincaré : Soit N le nombre de nceuds, centres et de foyers encerclés par un
cycle limite, et soit S le nombre de cols encerclés par un cycle limite. Si un cycle limite existe,
les points d’équilibre que le cycle limite encercle sont tels que : N =5 +1.

Remarque 2.3 : Un cycle limite encercle toujours aux moins un point d’équilibre. S’il y a un
seul point d’équilibre encerclé, ce point d’équilibre ne peut pas étre un col.

Théoréme de Bendixon : Pour le systéme plan : x, = f,(x,,x,),%, = f,(x,,x,), aucun cycle

%+% (la

limite ne peut exister dans une région 2 du plan de phase dans laquelle P
xl x2
divergence du champ de vecteur f (x)) n’est pas nul dans aucune sous région de €2 et ne

change pas de signe dans Q.

Théoréme de Poincaré-Bendixon : Si une trajectoire demeure dans une région finie €2 alors
une des trois propositions suivantes est vraie :

- La trajectoire tend vers un point d’équilibre.

- La trajectoire tend asymptotiquement vers un cycle limite.

- Latrajectoire est elle méme un cycle limite.
Autrement dit, un systéme d’ordre 2 ne peut pas pour admettre comme solutions des trajectoires
chaotiques.

Remarque 2.4 : Pour étudier I’existence et la stabilit¢ des cycles limites, il est souvent

r o7 77 . \ . , . 2 2
préférable de réécrire le systeme dynamique dans les coordonnées polaires : » =4/x; +x; et

tan (@) = x, /x, . Les relations inverses sont : x, =rcos(8) et x, =rsin(6).

Exemple 2.8 : Soit le systéme donné par : X, =—x, +4x,x;, X, =X, +4xx, .

of, | ox, +of, [ ox, = 4(x12 +x22) >0,Vx#0, Alors, il n’y a pas de cycle limite. (x=0 n’est pas
une sous-région)

Exemple 2.9 : Soit le systéme donné par : X, =—x,, %, = X, +4x, + XX, .

of, /0x, +of,/ox, =4+x} >0,Vx, Alors, il n’y a pas de cycle limite.

Exemple 2.10 : Soit le systéme donné par : X, = x, cos(x, ), X, =sin(x, ). Points d’équilibre &

x,=(n7,0),neZ . La linéarisation autour du point d’équilibre  donne :
—x,sin(x,) cos(x,) , 0 1
A= . Pour n pair: A= avec les valeurs propres 4, , ==+1.
cos(x,) 0 1 0 ’

-1
Pour n impair : 4 =[ L o ] avec les valeurs propres 4, =*1. Les points d’équilibres sont
donc des cols. Alors, il n’y a pas de cycle limite (théoréme de Poincaré).

Exemple 2.11 : Soit le systeme donné par : x, = x, +Xx, (l—xl2 —xf), X, =—x +x, (1—x,2 —xzz) .

En coordonnées polaires, le systeme s’écrit : 7 =r (1 - rz) et @ =—1.Comme points d’équilibre,
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on obtient : »=0 (c’est un point) et » =1 (c’est un cercle). @ =—1 indique que les trajectoires
sont orientés dans le sens des aiguilles d’'une montre. Alors, on a une solution périodique fermée.
Notons que pour »>1, 7 <0 (7 diminue) et pour » <1, 7 >0 (» augmente). Alors, toutes les
trajectoires converge vers une solution périodique, d’ou I’existence d’un cycle limite stable
(cercle de rayon 1 et de centre a I’origine). Dans ce cas, 1’origine est un point d’équilibre instable.

-
N

.
4
Figure 2.11 : Cycle limite stable.

Exemple 2.12: Soit le systtme donné par: 7=r(l1+7)(r—1) et §=1. Comme points

d’équilibre, on obtient : » =0 (c’estun point) et » =1 (c’est un cercle). Alors, on a une solution
périodique fermée. Notons que pour »>1, 7 >0 (r» augmente) et pour r<1, #<0 (r
diminue). Alors, toutes les trajectoires diverge de la solution périodique, d’ou I’existence d’un
cycle limite instable (cercle de rayon 1 et de centre a 1’origine). Dans ce cas, I’origine est un

point d’équilibre stable.
T
,
4

Figure 2.12 : Cycle limite instable.

Exemple 2.13 : Soit le syst¢éme donné par : 7 :r(l—r)2 et O =1. Points d’équilibre : » =0 et

r =1. Alors, on a une solution périodique fermée. Notons que pour » >1, 7 >0 (r augmente)
et pour <1, 7> 0 (r augmente). Alors, il existe un cycle limite semi-stable. Dans ce cas,
’origine est un point d’équilibre instable.

R
NP

Figure 2.13 : Cycle limite semi-stable.
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Méthode du Premier Harmonique

3.1 Introduction

La méthode harmonique (méthode fréquentielle) est un outil puissant pour ’analyse et la
synthése des systémes de commande linéaires. L’idée consiste a décrire le systéme comme
fonction complexe (fonction de transfert) plutdt que comme une équation différentielle.

Il v a deux avantages principaux d’employer la méthode harmonique. D’abord, des
représentations graphiques peuvent étre utilisées pour faciliter 1’analyse et la synthése. En
second lieu, des interprétations physiques peuvent étre dégagées.

La méthode du premier harmonique est une généralisation (extension) de la méthode
harmonique des systémes linéaires aux systémes asservis non linéaires a une non-linéarité
séparable représentés figure 3.1.

c()=0 e(1) REY KGN »(1)

Elément Elément
Non Linéaire Linéaire

Figure 3.1 : Systéme asservi avec non-linéarité séparable en régime libre.

La méthode du premier harmonique consiste a remplacer 1’¢lément non lin€aire par un élément
linéaire équivalent (fonction de transfert généralisée). La méthode du premier harmonique
permet ainsi de déterminer si le systéme asservi non linéaire de la figure 3.1 présente en régime
libre des oscillations (cycles limites) et si oui, en estimer leurs caractéristiques (pulsations
propres, amplitudes).

La prévision des cycles limites est trés importante. Parfois les cycles limites peuvent étre
souhaitables (par exemple les oscillateurs électroniques). Cependant, dans la plupart des
systémes asservis, les cycles limites sont indésirables.

3.2 Hypothéses d’application de la méthode

Dans le cadre de ce cours, pour appliquer la méthode du premier harmonique a un systéme

asservi non linéaire, on suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

- Condition de séparabilité : le systéme asservi posséde un seul bloc non linéaire qu’il est
possible d’isoler. Les autres éléments sont supposés linéaires, au moins approximativement.

- Lanon-linéairité est statique, c’est-a-dire, la non-linéarité est indépendante du temps.

- Lanon-linéarité est symétrique par rapport a 1’origine.

- Condition de filtrage : la partie linéaire du systeme asservi, notée H (s), est stable (sans
poOles a partie réelle positive) est se comporte comme un filtre passe-bas.

3.3 Fonction de transfert généralisée et gain complexe équivalent
On considére un élément non linéaire quelconque donné par :

e(1) NL ult)
/(e) !

Figure 3.2 : Elément non linéaire.
Pour un signal d’entrée sinusoidal : e(¢)= Asin(wt), le signal de sortie u(t)= f(e) est

périodique, en général, de méme période 7' =27/w. Alors, le signal u(¢) peut étre décomposé

en série de Fourier : u(¢)=a,/2+ i(an cos(nwt)+b, sin(nwt)). o les coefficients a,, a

n=1

n

et b, sont donnés par :
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21 27 27
a, =Ffu(t)dt, a, =Fju(t)008(ncot)dt, b, =;J”(¢)Sin(”a’t)dt
0 0 0

Comme la caractéristique non linéaire est symétrique par rapport a 1’origine, on a a, =0. De

plus, on a affaire a un systéme filtré, alors on peut négliger les harmoniques d’ordre supérieur
et on ne considére que la composante fondamentale, d’ou il vient :

u(t)=a, cos(wt)+b sin(wt)=Msin(wt+¢)

avec M (A,0)=+/a; +b] , (A4, w)=arctan(a,/b,).

Par analogie avec le cas lin€aire, on définit la fonction de transfert généralisée de 1’élément non

linéaire par: N (4,0)= wem(“) = %4— j%

La fonction de transfert généralisée représente la réponse fréquentielle de I’élément non linéaire.
A P’inverse du cas linéaire, la fonction de transfert généralisée dépend de la pulsation et de
I’amplitude du signal d’entrée. Dans le cas d’une non-linéarité statique, la fonction de transfert

généralisée N (4,w) est indépendante de @ , soit N(A,a))zN(A):@e”ﬁ(A). La

fonction de transfert généralisée N (A) est alors appelée gain complexe équivalent.

On constate que la détermination de N(4) se raméne au calcul de @, et b,. D’une fagon
générale, si la non-linéarité est impaire, le développement en séries de Fourier ne comporte pas
de termes pairs, c’est-a-dire, a, =0.

3.4 Lieu critique

Plutot que de tracer dans le lieu de Nyquist, le lieu de points de N (A) , on trace le lieu critique
qui est le lieu des points complexes donnés par : C (A) = —1/ N (A) . Le lieu critique est gradué
en amplitude A4 . Laraison d’utilisationde C (A) devient évidente lorsque nous aborderons les
problémes de stabilité.

3.5 Calcul de gains complexes équivalents

On se propose de calculer les gains complexes équivalents de quelques non-linéarités usuelles.
La méthode générale de calcul est le développement en séries de Fourier. On supposera que la
non-linéarité est statique et symétrique (mais pas forcément impaire) par rapport a 1’origine. On
suppose que la non-linéarité est excitée par un signal de période T'=27/@ de la forme :

e(t)= Asin(wt).

3.5.1 Gain complexe équivalent du relais idéal (plus-ou-moins, tout-ou-rien)
A

1 4 U (f)

| e(1)

pu=f(e) +M

+M fp——— g

M|

Figure 3.3 : Allure de la réponse du relais idéal.
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Pour une entrée sinusoidale, la sortie du relais idéal est donnée par :
+M, 0<t<T/2

ult)=flelt))=

() f( ( )) {—M, T/2<t<T

Comme le relais idéal est une fonction impaire, on a a, = 0. Le coefficient b, est donné par :
T/4

SM /4 4M
=— sm =— Msm wt)dt =———/| cos(wt =—
'[ J. ) Tw [ ( )]0 V4
s . .. C iy, b _4M
D’ou le gain complexe équivalent du relais idéal : N (A) = Z R
Vs
. .\ . A
Le lieu critique est donné par : C (A) = TR
T N4 4 Im

=N |

L A

>

Figure 3.4 : Gain équivalent & Lieu critique du relais idéal.

3.5.2 Gain complexe équivalent de la saturation

4
Au=71(e) khh
_h k__Pente k
i h 1) ¢
—h
—kh

Figure 3.5 : Allure de la réponse de la saturation.
On applique & I’entrée un signal sinusoidale e(7) = Asin (). Tant que |e(l)| < h, la sortie est
proportionnelle & I’entrée, ¢’est-a-dire u(¢)=ke(t). Pour |e(t)| > h, la saturation agit et on a
u(t) =kh sgn(e(t)) . Etant donné que la saturation est une fonction impaire, on a @, =0. En

outre, cette condition permet de réduire intervalle d’intégration a 7/4. Pour A<h, on a
u(t)=kAsin(wt), ce qui donne b =kA.Pour A>h, il vient:

T/4
=— I s1n =— I sm a)t dt . La sortie de la saturation est donnée par :

kAsm(a)t), 0<t<y
kh, 1, <t<T/4

T/4 4 _ T/4
:—JkA51n a)t dt+— J. khsm a)t)dt 8 J.kA[lL(zm)]d +— j khsm a)t)dt
Ty 2

u<r>=f<e<r)>={
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in (2wt
b = 4k 4 t,— sin(2a1) + 8k cos(at, ).
T 20 Tw
En utilisant la définition de ¢ , on a: sin(wt)=h/A , ot =sin”(h/4) ,

cos(@t,)=\1-(h/4)" (car ar, €]0,7/2[, sin (2ar1, ) = 2sin (wt, )cos(t,) . Le coefficient b,
2
devient : b, —Zk—A(sin1 (ﬁ)Jrﬁ 1—(£j }, pour A>h.
V4 A) A A

2%k( . (B h hY
. . . —|sin" | — |[+—,1-|—| [;A>h
Finalement, le gain complexe équivalent est : N (A) =<7 A) A A

1 v ki A<h
k : Im
i C(4)=-1/N(4)
: < » Re
4 ~1/k
- >

Figure 3.6 : Gain équivalent & Lieu critique de la saturation.

3.5.3 Gain complexe équivalent de la zone morte (seuil)

Figure 3.7 : Allure de la réponse de la zone-morte.

Etant donné que la zone morte est une fonction impaire, on a g, = 0. En outre, cette condition

permet de réduire I’intervalle d’intégration & 7/4. Pour A<h, on a u(t)=0, ce qui donne
27 g 7/
b, =0.Pour A>h,ona: b, = u(t)sin(wt)dt = j u(t)sin(wt)dt . La sortie de la zone-
0 0
0, 0<r<y,

morte est donnée par : u(t):f(e(t)):{k(ASin(a)t)—h) p StST/4’

g T4 . g g T 1—cos(2wt gt
b, = ;!. kAsmz(a)t)dt—? ;ll. khsm(a)t)dt:? ;!. kA % dt—; ;!. khsin(eot)dt
- Ak A (Z_ lJr51n(2a)t1)j_8kh cos(at,).

T (4 20 Tw
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On a: sin(wt)=h/d , ot,=sin"(h/4) , cos(wt)=\1-(h/4) (car ot €]0,7/2[ )
2
sin (2er1, ) = 2sin (t, ) cos(et, ) . Il vient alors: b, —%{%sin1 (ﬁj—ﬁ 1—[ﬁj J,pour

T A) A A
A>h.

2k (R h hY
. . 2 sin | ]2 1| L ;A>h
Finalement, on obtient : N(A)=< 7|2 A4) 4 A

o R — Im
c<A)}/N(A>I o

Zone B l/k )

»
>

Figure 3.8 : Gain équivalent & Lieu critique de la zone-morte.

3.5.4 Gain complexe équivalent du relais avec hystérésis (plus-ou-moins avec hystérésis)

4 /(e) 1
+M +M
—h A\ 4 o h
‘ h e >
Y —h t
-M

Figure 3.9 : Allure de la réponse du relais avec hystérésis (non-linéarité avec mémoire).

En raison de I’hystérésis, la sortie u(7) est déphasée sur I’entrée e(7), ce qui implique que g,

M, 0<i<i,
et b, sont non nuls. La sortie u() est donnée par: u(t)=f(e(t))=<+M, t <t<t,,si
M, t,<t<T
A>h.
T T/2 T/2
a, :—I (¢)cos( :ij )cos (ar dt——ﬂj.cos a)t)a’t+ﬂ I cos(wt)dt
T T T
8M . N . . AM b
a, = —ﬁsm(a)ll). A Tinstant #,, on a : sin(er,)=h/A.1l vient alors : a, = 7
T T/2 T/2
b, =2j (¢)sin(wt)d =i_|. )sin (et )d. =—4ﬂ_|.sm a)t)dt+4—Mjsm (cot)dt
Ty Ty r 4
8SM .
b, =T—a)cos(a)tl) .Ona: cos(a)tl)zwll—(h/A) puisque wr, €10,7/2[.
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2 2
1l vient alors : b, _AM L .D’ou: N(A)zﬁJrjﬂzﬂ 1- L 4Mh
V4 A A A rwA A

formule est vraie pour A>h (N (A) n’est pas défini pour 4<h). Le lieu critique est :

7Z'A A% zh
C(4)= I
(D=-r (A] e

A}Im
C(4)=-1/N(4)
;Re
A—>wo ,—7rh
Ao h| 4M

Figure 3.10 : Lieu critique du relais avec hystérésis.

Remarque 3.1:

n

© i /()= 2 Ai(e). alors N, (4)= 3N (4).

i=l1
- Pour une  non-linéaritt :  f(e)=e" ,avec n  impair. On a:

n-1

sin” (@) =%Zzl(—l)[nzl_k)qf sin((n—2k)a)t). Le dernier terme, k =(n—1)/2, donne la

k=0
composante principale, ie.
: n 24" 24" = L
f(e)=(4sin(wt))" » 2—C 2 sm(a)t) ZTCnZ (Asin(et)) . Alors, il vient:
n-1 n-1
N(A) =2,

- Pour une non-linéarité : f(e)=
7/4
alorsona: b, = - J. A" sin""' (wt)dt . Etant donné que (n+1) est impair, on peut utiliser la

e e| =¢"sgn(e),avecn pair. La non-linéarité est impaire,

formule de décomposition suivante : sin""" ( 2n2+1 ZZ: (n j Cr,sin((n+1-2k)x).
k=0

4

' 2 e [o Lo i
b== 2,”1]; M{ (n+1_2k)wc0s((n+l 2k)a)r)} , (n+1-2k) est

0

toujours impair, alors cos((n +1-2k) w%) = oS [(n +1- Zk)gj =0. On obtient alors :

p=3 2 S yiter, ] A i, !

Tw 2" < (n+1-2k) R kz ””( +1-2k)
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3.6 Etude des cycles limites (auto-oscillations) et de leur stabilité
Dans le cas d’un systéme asservi possédant un seul élément non linéaire statique séparable, on
peut se ramener au schéma canonique de la figure 3.1. Dans ce schéma canonique, on remplace

I’élément non linéaire par son gain complexe équivalent N (A) .

(1)

»
»

Figure 3.11 : Schéma canonique d’un systéme asservi non linéaire.

N(A)H (s)

“LN(H(s)

En boucle fermée, la fonction de transfert généralisée s’écrit : H . ()

condition nécessaire d’existence de cycles limites est donnée par :

1+ N(A)H (jo)=0 o H(jo)=-1/N(4)=C(4)
Cette équation peut €tre résolue par calcul ou graphiquement et fournira donc I’amplitude 4 et
la pulsation @ des cycles limites, s’ils existent. Graphiquement, les solutions de cette

équations sont les intersections entre le lieu de transfert de H ( ja)) et du lieu critique

C(A4)=-1/N(4).
Im

Re

\ 4

Figure 3.12 : Existence de cycle limite dans le lieu de Nyquist.

La stabilité des cycles limites peut étre évaluée par le critere de Loeb: Un cycle limite
caractérisé par une amplitude A et une pulsation @, est stable si I’intersection entre les deux

tracés est telle qu’en parcourant le lieu de transfert H ( ja)) dans le sens des pulsations

croissantes (au voisinage du point d’intersection), on laisse a sa gauche la direction des
amplitudes A croissantes sur le lieu critique C(A4).
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H(jo) H(jo)

Cycle limite stable Cycle limite instable
Figure 3.13 : Régle de Loeb pour les cycles limites.

Remarque 3.2 :

Un cycle limite (auto-oscillation) stable a une existence physique, alors qu’un cycle limite
(auto-oscillation) instable n’en a pas, mais constitue une fronti¢re de stabilité.

Si le lieu critique C(A4)=-1/N(A4) et le lieu de transfert H ( j) ne se coupent pas, il
n’existe pas de cycles limites (auto-oscillations). Le systéme est stable ou instable suivant
que H ( ja)), parcouru dans le sens des pulsations croissantes, laisse le lieu critique a sa

gauche ou a sa droite (critére du revers des systémes linéaires).

On ne peut plus parler uniquement en termes de stabilité; il faut préciser a quelle amplitude
A.

Remarque 3.3 :
Pour tracer une esquisse du lieu de Nyquist de la fonction de transfert H (s) :

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de H (jw), i.e. mettre H (jw) sous la
forme : H(jow)= Re[H(ja))] +jIm[H(ja)):|

Calculer H (jw) pour @ =0

Calculer H (jw) pour @ — o

Déterminer les points d’intersection de H (jw) avec I’axe réel par la résolution de
I’équation Im [H(]a))] =0

Déterminer les points d’intersection de H ( ja)) avec 1’axe imaginaire par la résolution de

I’équation Re [H (]a))] =0
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3.6.1 Exemple 3.1 :

Considérons un systéme asservi non linéaire avec H (s) = ———— etune non-lin€arit¢ de type
s(s+1)
4M

relais idéal avec M =2 . Pour un relais idéal, ona N (A) = y
V4

=C(A4)= —%. On trace sur

le méme plan de Nyquist le lieu de transfert H ( ja)) et le lieu critique.

On remarque que le lieu de transfert coupe le lieu critique en un point. Alors, il existe un cycle
limite, et, d’apres le critére de Loeb, le cycle limite est stable. Le cycle limite est caractérisé par

une pulsation @, tel que: Im(H ( ja)c)) =0= w, =1rad/sec, et une amplitude A4, tel que:

C(4,)=Re[H(jo,)]=-05=4, =2M/x .

Jm
C (AA) Re
/
(wc ° Ac )
H(jo)
Figure 3.14 : Lieu de transfert et lieu critique Figure 3.15 : réponse du systeme

(s+10)’
(s+1)3
170" +2410” —100
(1+a)2)3

3.6.1 Exemple 3.2 : Considérons un systéme asservi non linéaire avec H (s) = etune

non-linéarité¢ de type relais idéal avec M =2. On a: Re [H ( ]a))] =—

a)(a)4 — 430 +280)
(1+a)2 )3

Im[H(ja))] =— . La figure 3.16 présente le lieu de transfert H (jw) etle

lieu critique.

Figure 3.16 : Lieu de transfert et lieu critique

On a deux points d’intersection C, et C,. Le premier point d’intersection correspond a la
pulsation @, =2.83 rad/s et le second point a la pulsation @,, =5.92 rad/s. D apres le critere
de Loeb, le premier point d’intersection correspond a un cycle limite (une oscillation) stable
(amplitude vérifie C(4,)=Re [H (jo, )] =-4= A, =16M/r) etle second & un cycle limite
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instable (amplitude vérifie C(4,,)=Re|H(jm,,)]=-0.624=>4,=2496M/x ). En
conséquence, si la perturbation (ou les conditions initiales) est d’amplitude faible telle que
A< A,, ’amplitude diminue et le systéme revient au repos. Si la perturbation est d’amplitude
telleque 4, <A< 4

cl»?

I’amplitude croit d’avantage et le systéme accroche au point C,. Si la
perturbation est d’amplitude telle que 4 > 4, I’amplitude diminue et le systeme accroche au
point C,.

3.6.1 Exemple 3.3 : Considérons un systéme asservi non linéaire avec H (s) = ﬁ et

une non-linéarité de type relais avec hystérésis avec M =1 et h=0.2.

200- 20w’ —40w
On a: Re| H(jw)|= , Im| H(jo) |= et le lieu critique
[ (] )] o' -160” +100 [ (] )] o' -160” +100 a
2
C (A) = _zA 1- LA Jj Lh On a un cycle limite stable dont les parameétres sont calculés
4M A 4M
. : —40
a partir des équations : D _zh —0.1571= w, =7.072rad/s ,

0! 160’ +100  4M

) 2
o 200-2002 x4 |y () Re[H (jw,)]=-04443= 4, =0.6.
o' -160’ +100  4M 4,

wu Im

C(A4)=-1/N(4)

> Re
B —h

‘ |
H(]w)kjy_

Figure 3.17 : Lieu de transfert et lieu critique

3.7 Fiabilité de l1a méthode du premier harmonique

La méthode du premier harmonique présente des limitations sur le plan de la rigueur,
puisqu’elle néglige totalement I’effet des harmoniques. Toutefois, lorsque le composant linéaire
agit comme un filtre passe-bas a faible bande passante, cette approximation peut se révéler
efficace, et I’influence des harmoniques peut étre ignorée. En régle générale, la méthode du
premier harmonique fournit des résultats satisfaisants, bien que dans certains cas, elle puisse
mener a des conclusions incorrectes, telles que des prédictions erronées de I’amplitude et de la
pulsation des oscillations, 1’absence d’un cycle limite prévu, ou la non-prédiction d’un cycle
limite existant.
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Stabilité au sens de Lyapunov des systémes non linéaires autonomes

La méthode de Lyapunov permet d’analyser la stabilité d’un systéme, qu’il soit linéaire ou non
linéaire, sans nécessiter la connaissance explicite des solutions des équations différentielles le
caractérisant.

4.1 Définitions
4.1.1 Systéme autonome
L’évolution d’un systéme peut étre définie par une équation différentielle de la forme

(0)= 1 (x(0)(e).0)
x(1) : vecteur d’état
u(t) : vecteur de commande

Dans ce chapitre nous nous limiterons a considérer des systémes non commandés (entrée nulle :
u(r)=0) donnés par

x(1)= 1 (x(2).1)

Un systéme est dit autonome si f () ne dépend pas explicitement du temps ¢
x()=f (x(t)) . Sinon, le systéme est dit non autonome.

4.1.2 Voisinage de ’origine
Un voisinage de I’origine Q) est tout domaine fermé incluant I’origine.
4.1.3 Boule

On définit une boule fermée dans R" comme I’ensemble: B = {x eR"|
||x||=«/x12 +etx) et 7> 0.

4.1.4 Notions de fonctions définies positives et définies négatives
Considérons une fonction scalaire J:QQ < R" — R, on a alors la terminologie suivante :

|x|| < r} ou

V(0)=0, ¥ (x)=0,VxeQ-{0} V(x) est semi-définie positive
V(0)=0, ¥ (x)>0,VxeQ-{0} V (x) est définie positive
V(0)=0, ¥ (x)<0,VxeQ-{0} V(x) est semi-définie négative
V(O) =0, V(x) <0,VxeQ- {0} V(x) est définie négative

|| > o=V (x) > V(x) est radialement non bornée

Exemple 4.1 : Dans I’espace a deux dimensions
V(x)=x+x, : Fonction définie positive et radialement non bornée.

V(x)=x] : Fonction semi-définie positive. Parce que pour x, =0 et x,#0, on a
également ¥ (x)=0.

V(x)=x] +x,sin(x,) : Fonction définie positive pour |x,| < z/2 (¥ (0)=0, ¥ (x)>0
pour |x,|<7/2 et x#0).

V(x)=(x,—x,)" : Fonction semi-définie positive. Parce que pour tout x, = x, # 0, on
a également V' (x)=0.

V(x)= —(xl2 + xf) : Fonction définie négative
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V(x)=-x : Fonction semi-définie négative. Parce que pour x, =0 et x, #0, on a
également V' (x)=0.
La forme quadratique V(x) =x"Px, xeR" avec P=P", est (semi-)définie positive

(négative) si P est une matrice (semi-)définie positive (négative).

2 2 T 15 —05

V(x)=1.5x"—xx,+x; =x' Px avec P= N P est DP, alors V' (x) est
DP.
V(x)=1.5x] —xx, +x; =1.25x7 +(0.5x, —x,)’, alors ¥ (x) est définie positive

3, 1., , (5 1,5, (1 ’
V(x):E’ﬁ _gxl XX+ X, = Z_gxl X, + Exl +x, | : Fonction définie positive
., 15
siox; <—.

2

V(x)=—x}+xx —x; +2x/x, =—(1-2x,)x, —(1-x,)x;, V(x) est définie négative

pour x, <1 et x, <0.5.

2
14 (x) =—1=+ x; : Fonction définie positive mais n’est pas radialement non bornée.

1+ x;

4.2 Stabilité d’un point d’équilibre au sens de Lyapunov
4.2.1 Point d’équilibre

x, est un point d’équilibre du systéme autonome x = f(x) si: x(t,)=x, = x(¢)=x, pour
t>t,. Ou de fagon équivalente si : f(x,)=0.
Remarque 4.1 : On peut toujours supposer que le point d’équilibre x, =0. Si x, # 0, on peut
effectuer un changement de variables et obtenir un nouveau systéme avec un point d’équilibre
ax,=0.Posons: y=x—x,=>y=x=f(x)=1(y+x)=g(y).
Alors, y,=0 est un point d’équilibre du nouveau systtme y=g(y) , puisque
g(O) =f (0 + xe) =f (xe) = 0. Ainsi, I’étude de la stabilité¢ du point d’équilibre x, du systéme
x = f(x) revient a étudier la stabilité du point d’équilibre y, =0 du systéme y=g(y).
4.2.1 Stabilité et instabilité d’un point d’équilibre
Le point d’équilibre x, de x = f(x) est:
- Stable : si pour tout &> 0, il existe 5§ =5 (&) >0 (dépendant de ¢) tel que :

”x(O)—xe” < é‘:>||x(t)—xe

- Instable : s’il n’est pas stable
- Asymptotiquement stable : s’il est stable et 0 peut étre choisi tel que :

<&

||x(0) - xe” <8=limx(r)=x, . Il est globalement asymptotiquement stable si & =o0

(c’est-a-dire : Vx(0)eR").
- Exponentiellement stable : s’il existe 6 >0, o >0 et 41 >0 tel que:
||x(0)—xe|| <o ||x(t)—xe|| < a”x(O)—xe”e’” , Vt>0 . 11 est globalement

exponentiellement stable si 6 = o (c’est-a-dire : Vx(0)eR")
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Remarque 4.2 :

- La stabilit¢ exponentielle implique la stabilité asymptotique mais 1’inverse n’est pas
nécessairement vrai.

- La notion de stabilité s’applique au point d’équilibre et non pas au systéme. Un systéme
peut avoir plusieurs points d’équilibre.

(a)

Figure 4.1 : Illustration de la notion de stabilité : (a) point d’équilibre stable ; (b) point
d’équilibre asymptotiquement stable
x(0)

Exemple 4.2 : Soit le systéme : x =—x" dont la solution est donnée par : x() = —————.
1+2¢x°(0)

On a: limx(t)=0 , alors I’origine est asymptotiquement stable. Cependant la condition :

t—0

|x(t)|£a|x(0)|e”“ avec A>0,0a>0 n’est pas vérifiée car: |x(t)|£a|x(0)|e’ﬂ’:>

24t
_ <ae " = ;2 <ae™ = e—2 < a, ceci est impossible puisque
1+21x%(0) 1+21x%(0) 1+21x%(0)
24t
lim—————=o0. Alors, I’origine n’est pas exponentiellement stable
oo+ 2t x (O)

4.3 Premiére méthode de Lyapunov (Méthode indirecte, Méthode de linéarisation)
La premi¢ére méthode de Lyapunov est basée sur ’examen de la linéarisation du systéme

x=f (x) autour du point d’équilibre x,. Plus précisément, on examine les valeurs propres
/1(/1) de la matrice Jacobienne évaluée au point d’équilibre x,. Selon cette méthode, les
propriétés de stabilité du point d’équilibre s’expriment comme suit.

Théoréme 4.1 : Premiére méthode de Lyapunov

Soit x, le point d’équilibre du systtme: x=f(x) avec feC' . Posons
o9 9
ox, ox,
of A
Aza—(xg)z N et a(4)=maxRe(A(4)). Alors :
ox, ox, .

- Si a(4)<0, le point d’équilibre x, est asymptotiquement stable.
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- Si a(4)>0, le point d’équilibre x, est instable.

- Sia (A) =0, on ne peut pas conclure sur la stabilit¢ du point d’équilibre x, .

Remarque 4.3 : La méthode indirecte de Lyapunov a deux inconvénients principaux :

- Elle ne permet pas de déterminer si le point d’équilibre est stable ou instable lorsque la
matrice jacobienne présente au moins une valeur propre a partie réelle nulle et aucune valeur
propre a partie réelle strictement positive..

- La stabilité est garantie uniquement dans un voisinage du point d’équilibre, ce qui
correspond a une stabilité locale.

Exemple 4.3 : La linéarisation du systéme : %, = —x; +x, +sin(x, ); X, = cos(x,)—x —5x,, au
-1 1

3 5], /1(/1) = {—2,—4} . Alors, le point

point d’équilibre x, = (l,O)T est donnée par : A4 =[

d’équilibre x, = (I,O)T du systéme non linéaire est asymptotiquement stable.

4.4 Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La stabilité au sens de Lyapunov constitue une formalisation mathématique d'une observation
fondamentale : si I'énergie totale d'un systéme décroit avec le temps, celui-ci, qu'il soit linéaire
ou non, stationnaire ou non, tend a converger vers un état d'équilibre, indiquant ainsi sa stabilité.
La méthode directe de Lyapunov vise donc a définir une fonction scalaire de type énergétique,
dont la dérivée temporelle soit négative, garantissant ainsi la stabilité¢ du systéme.

Théoréme 4.2 : Stabilité au sens de Lyapunov

Le point d’équilibre x, =0 du systéme autonome x = f (x) est stable s’il existe une fonction

scalaire V' : Q c R" — R continiment dérivable ayant les propriétés suivantes :

. V(0)=0, V(x)>0,VxeQ—{0};

. V(x)<0, pour tout xe Q.

Théoréme 4.3 : Stabilité asymptotique

Le point d’équilibre x, =0 du systeme autonome x = f (x) est asymptotiquement stable s’il

existe une fonction scalaire V' :QcR" - R continliment dérivable ayant les propriétés
suivantes :

. V(O) =0, V(x) >0,Vxe Q—{O} ;

. V(0)=0, V(x)<0,VxeQ-{0}.

Théoréme 4.4 : Stabilité asymptotique globale

Le point d’équilibre x,=0 du systtme autonome x=f (x) est globalement
asymptotiquement stable s’il est asymptotiquement stable et si en outre: Q=R" et
||x|| —> 0= V(x) —> 0,

Théoréme 4.5 : Stabilité exponentielle

Le point d’équilibre x, =0 du systéme autonome x = f (x) est exponentiellement stable s’il
existe une fonction scalaire V' : QQ c R” — R contintiment dérivable telle que :

. Kk ||x ‘< V(x)<k, ||x
. V(x) <—k, ||x

a,pourtout xeQ);

a,pourtout xeQ);
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ou k,, k,, k, et a sont des constantes positives.

Théoréme 4.6 : Stabilité exponentielle globale
Le point d’équilibre x,=0 du systtme autonome x=f (x) est globalement

exponentiellement stable s’il est exponentiellement stable avec QQ=R".

Remarque 4.4 :
- Une fonction V:QcR" >R, telle que ¥ (x) est définie positive avec des dérivées

partielles continues est appelée fonction candidate de Lyapunov.

- Une fonction candidate de Lyapunov est une fonction définie positive dont on teste la
décroissance autour d’un point d’équilibre.

N N oV . ov oV
La dérivée V' (x) correspond a: V(x) PR f(x) ;Gx 1:(x).

- La deuxiéme méthode de Lyapunov fournit uniquement des conditions suffisantes de
stabilité. Elle ne guide pas I'utilisateur dans le choix de la fonction de Lyapunov appropriée
et ne permet pas de tirer de conclusions si une telle fonction ne peut étre trouvée.

- Les fonctions quadratiques sont souvent utilisées dans I’analyse des systémes dynamiques
(fonction de Lyapunov). Notamment : 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle élastique ou
de gravité et 1’énergie totale sont des fonctions quadratiques de 1’état pour les systémes
mécaniques.

- Siun point d’équilibre est GAS, cela signifie que ce systéme ne possede pas d’autres points
d’équilibre.

i

Exemple 4.4 : Soit le systéme non linéaire

X, =X

1 2 .. . Y, .

_ ., a>0,L’origine est un point d’équilibre pour ce systéme.
X, =—asinx,

. . X . 1 1
Considérons la fonction de Lyapunov V(x)= .[0 asin(y)dy+ 5 x; =a(l-cosx; )+ 5 x5 .
V(x) est une fonction définie positive pour —7 <x, <7, et: ¥ (x)=asin(x, )% +x,%, =0,
V(x) est semi-définie négative, alors 1’origine est stable.

Exemple 4.5 : Soit le systéeme non linéaire

X =x .. . C \
o ,a>0, b>0. L’ origine est un point d’équilibre pour ce systéme.
X, =—asinx, —bx,

Considérons la fonction de Lyapunov V(x)=a(1-cosx,) +%x§ . V(x) est une fonction

définie positive pour —z <x, <7z, et: V(x)=asin(x )% +x,%, =—bx;, V(x) est semi-

définie négative, alors 1’origine est stable.
b*/2 b/2j

. . 1
Considérons la fonction de Lyapunov V(x) =a (1 —COS X, ) + ExT Px ou P= [ b2

V.(x):—%abx1 sin x, —%bxi. Pour |x1|<7z , V(x) est définie positive et V(x) est définie

négative, Alors, ’origine est asymptotiquement stable.
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. 2 2 2
' X, le(x1 + X, —2)—4x1x2 . N
Exemple 4.6 : Soit le systéme : , x, =0 estun point d’équilibre.

X, =X, (xl2 +X; —2)+4xlzx2

Considérons la fonction de Lyapunov V(x)=x7/2+x] /2. V(x) est une fonction définie
positive et : ¥ (x)=x.x, +x,%, = (xl2 + xzz)(xl2 +x5 - 2) , V(x) est définie négative pour tout x
dans Q= {x eR’|x’+x; < 2} . Alors, le point d’équilibre x, =0 est asymptotiquement stable.

) . X =—x +X e s
Exemple : 4.7 : Soit le systeme : ,» X, =0 estun point d’¢quilibre.
X, =—x, +2x,
Considérons la fonction de Lyapunov V(x)=x/2+x7/2. V(x) est une fonction définie
positive et : V(x) = x4, +x,%, =—(1-2x, )5 —(1-x,)x3, 14 (x) est définie négative pour tout
x dans Q= {x eR?| (x <Lx,<0.5 )} . Alors, le point d’équilibre x, =0 est asymptotiquement
stable.

. 2 2
X, ==X, +2x; +x;

Exemple 4.8 : Soit le systeme : { , x, =0 estun point d’équilibre.

X, ==X, +x;
Considérons la fonction de Lyapunov ¥ (x)=x +x,. V' (x) est une fonction définie positive
et: V(x) =2x,%, +2x,%, ==2(1-2x ) x} =2(1-x,—x,)x; , V(x) est définie négative pour
tout x dans Q= {x eR’[(x<0.5,x, <1—xl)} . Alors, le point d’équilibre x, =0 est
asymptotiquement stable.
Exemple 4.9 : Soit le systéme non linéaire

)'cl=x2—x1(xl2+x22) _ o ‘
, x, =0 estun point d’équilibre du systéme.

X, =—X —X, (xf +x22) ’
Considérons la fonction de Lyapunov V (x)=x; +x,. V' (x) est une fonction définie positive
et: V(x)=x% +x,%, = —2(x12 +x5 )2, V(x) est définie négative pour tout x. Alors, puisque
V (x) est radialement non bornée, le point d’équilibre x,=0 est globalement

asymptotiquement stable.
2

. . X . .
Exemple 4.10 : Soit la fonction : ¥ (x)= " L +x;, cette fonction n’est pas radialement non
+X;

bornée et ne peut donc pas étre utilisée pour prouver la stabilité asymptotique globale. Il est
évident que (x) peut devenir plus petite, mais x, croit sans borne supérieure.

[

Iy

1

Figure 4.2 : courbes (lignes) de niveau de la fonction de I’exemple
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4.4.1 Principe d’invariance de LaSalle

11 arrive souvent que 1’on trouve une fonction de Lyapunov dont la dérivée est seulement semi-
définie négative, ce qui ne permet pas de conclure sur la stabilité asymptotique en appliquant
la méthode directe de Lyapunov. La difficulté provient notamment de ce que, en analysant la

fonction V(x) , on n’exploite pas le fait que les différentes variables d’état x, ne sont pas

indépendantes mais sont reliées par les équations de la dynamique du systeéme. LaSalle a étudié
cette question et a formulé un principe d’invariance qui permet d’analyser la stabilité

asymptotique dans le cas d’une fonction ¥ (x) semi-définie négative.

Théoréme 4.7 : Principe d’invariance de LaSalle

Le point d’équilibre x, =0 du systéme x = /(x) est asymptotiquement stable si il existe une

fonction V (x) :Qc R" > R, continument différentiable ayant les propriétés suivantes :

« V(0)=0,/(x)>0 pourtout xeQ—{0} ;

. V(x)SO,pourtout xeQ ;

« L’ensemble £ c Q tel que V(x) =0 ne contient pas de trajectoire du systéme autre que
x(¢)=0 (c’est-a-dire, x=0 est la seule solution qui vérifie V'(x)=0 et i= f(x) dans
Q).

Si Q=R" et ||x|| —> 0= V(x) — oo, alors le point d’équilibre x, =0 est globalement

asymptotiquement stable.

Exemple 4.11 : Soit le systéme non linéaire

X =x

1 2 .. . ’ o1 N

_ . ,a>0, b>0. L origine est un point d’équilibre pour ce systéme.
X, =—asinx, —bx,

. 1 . . .
Soit V(x)za(l—cosxl)+5x22 . V(x) est une fonction définie positive dans

Q={x:—m<x <z}, et: V(x) =-bx;, V(x) est semi-définie négative, alors I’origine est
stable selon Lyapunov.

X =x,=0 . 3
=x, =0,x,=0 (pour

La condition V(x)=0=x,=0=%=0=1" _
X, =—asinx, —bx, =0
—m<x, <r). Alors, la seule solution dans Q qui vérifie V' (x)=0 et ¥ = f(x) c’est bien

x =0, alors selon LaSalle, 1’origine est asymptotiquement stable.

4.4.2 Stabilité de Lyapunov des systémes linéaires

Théoréme 4.8 : Le systéme lin€aire x = Ax est asymptotiquement stable (ou les valeurs

propres de 4 sont a partie réelles négatives) si et seulement si, pour toute matrice symétrique
définie positive O, il existe une matrice P symétrique et définie positive satisfaisant

’équation de Lyapunov : A" P+PA=-Q.

Démonstration : On définit comme fonction de Lyapunov V' (x) = x"Px.

V(x) =x"Px+x"Px=x" (ATP + PA)x =—x'0x.V (x) est définie positive et radialement
non bornée avec V (x) définie négative, alors, le systéme linéaire est (globalement)

asymptotiquement stable.
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0 4 1 0

Exemple 4.12 : Soit le systtme x = Ax avec 4 :£ g 12) Pour QO :[O J, la solution
, : r , 1(5 1

P de I’équation de Lyapunov: A" P+ PA=—-0Q est donnée par : P:E L1l Comme la

matrice P est symétrique est définie positive, le systéme lin€aire est asymptotiquement stable.
N.B. Une matrice est définie positive si toutes ses valeurs propres sont strictement positives ou
si tous ses mineurs principaux sont strictement positifs.

4.4.3 Région d’attraction

Une région d’attraction (domaine d’attraction, bassin d’attraction, région de stabilité
asymptotique) est un ensemble de points entourant un point d’équilibre asymptotiquement
stable pour lequel chaque trajectoire du systéme partant d’un point de cette région converge
asymptotiquement vers le point d’équilibre. La région d’attraction au point d’équilibre x, , noté

R, , est défini par: R, :{x(O)eQ: x(t)—)xe, qand t—)oo} . Notons que si un point
d’équilibre est globalement asymptotiquement stable, alors sa région d’attraction est tout
I’espace d’état.

La région d’attraction d’un point d’équilibre asymptotiquement stable est un ensemble ouvert,
connexe, invariant, et sa frontiere est formée par des trajectoires (Voire la Figure 4.3).

InNZe

-4 -2 0 2 4

Figure 4.3 : Portrait de phase du systéme x, = —x,, X, =x, + (xl2 - l)x2
Soit Q — R” un ensemble avec 0 € Q tel que pour tout x e Q, V(x) est définie positive et

V(x) est définie négative, alors peut-on conclure que I’ensemble € est un sous-ensemble de

la région d’attraction ? La réponse est non, pourquoi ? Voire 1’exemple suivant.

Exemple 4.13 : Soit le systéme

X, =X,

. 1 ;5
X, ==X, +=Xx —X,
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1 5 1 ’ o
V(x)z—xf—gxf+xlx2+x22z(z——xfjxf+(5xl+x2j , V(x) est définie positive si

V(x)=-x +%xl4 —x; = [—1+%xfjxf —x;, V(x) est définie négative si x} <3.

Alors, V (x) est définie positive et ¥ (x) est définie négative dans Q = {x x) < 3} .

Le plan de phase de la figure suivante montre bien que ’ensemble ) n’est pas un sous-
ensemble de la région d’attraction.

4 z2

N

(g

JANERNN

-4 -2 0 2 4

Figure 4.4 : Portrait de phase de I’exemple 4.13

Estimation de la région d’attraction : Une approche simple et conservative pour estimer un
sous-ensemble de la région d’attraction pour un point d’équilibre asymptotiquement stable
consiste a utiliser un ensemble de niveau de Ila fonction de Lyapunov:

Q, {x V( ) } ¢ >0 avec I’ensemble Q_ borné et contenu dans Q.

Exemple 4.14: Si V(x)=x"Px,P=P" >0, Q:{x:||x||<r} , ch{x:V(x)Sc} , alors

Q, = Q sion choisit ¢ < mln V(x)=2u (P)r?.
o . X ==X, . 1.5 -05
On considére le systéme : { i ,avec V (x)=x"Px, P=
X, =X +(x1 —l)x2 -05 1

La matrice P est la solution de A"P+PA=-1 ou A:[(l) _lj matrice jacobienne a
’origine.
V(x)z—xf—x;—(xfx2 2x1x2) (xlz+x22)—xl(x1x2)( -2x,) —||x|| +|xl||x1x2||xl 2x2|
Ona: _l||x = 2m| <[+ 2] <3

S—”x”2 —||x|| . Donc, V ) est définie négative dans la boule () définie par
il <2 =7
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Sachant que A4, (P)=0.691 , on choisit ¢=0.46<minV (x)=4

‘xH=r ‘min

(P)r* =0.4607

L’ensemble Q_ avec ¢ =0.46 est une estimation (conservative) de la région d’attraction.

4.5 Méthodes de construction des fonctions de Lyapunov

Si la méthode de Lyapunov est trés intéressante car elle permet de conclure si un systéme
dynamique est stable ou instable sans étre obligé de résoudre les équations du systéme, elle a
un point faible car il n’existe aucune méthode générale pour la construction des fonctions de
Lyapunov. On présente deux méthodes qui permettent de répondre en partie a ce probléme.

4.5.1 Méthode de Krasovskii

Théoréme 4.9 : Soit le systtme autonome x = f (x) dont le point d’équilibre est I’origine
x,=0 , et soit la matrice Jacobienne du systtme: A(x)=0//0x . Si la matrice
B(x)=A(x)+A" (x) est définie négative dans un voisinage Q de I’origine, alors I’origine est
un point d’équilibre asymptotiquement stable. Une fonction de Lyapunov pour ce systéme est
donnée par: ¥ (x)=f"(x)f(x). Si de plus, Q=R" et V/(x) est radialement non bornée,

alors 1’origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

Exemple 4.15 : Soit le systeme
X, =—6x,+2x,
X, =2x,—6x, —2x;
L’origine est un point d’équilibre du systtme. On calcule la Jacobienne :
—6 2 -12 4

A(x)= { 5 —6—6x22} , alors: B(x)=A(x)+4" (x)= { A —12—12x22} . Pour —-B(x),
A =12 et A, =128+144x;, d’ou —B(x) est définie positive ce qui implique que B(x) est
définie  négative et lorigine est asymptotiquement stable. De  plus:
Vi(x)=f"(x)f(x)=(~6x +2x,) +(2x1 —6x, —2x] )2 . Visiblement, V(x)—>o quand
||x|| — 00, ce qui implique que 1’origine est un point d’équilibre globalement asymptotiquement
stable.

4.5.2 Méthode du gradient variable

: : oV
Pour une fonction de Lyapunov donnée, on a: V(x) :6_ f (x) Dans cette méthode, on
X

, .oV . T o
suppose que c’est la forme du gradient ™ qui est spécifiee. Généralement, on suppose que :
X

aa—V =g" (x), ou g(x) est un vecteur colonne donné par: g(x)= (g1 (x),....8, (x))T avec :
x

g,(x)=> a,x, . Notons que les paramétres de g(x) vérifient la condition de symétrie :
jA1
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) B\ . _
, Clest-a-dire, a;=a, . Les

og,_ o (ov)_ @&V _ v _ o [ar|_og,
Ox; O0x, ax éxjax[ ox,0x, 0x,\0x; | Ox
coefficients a; (pas forcément des constantes) sont déterminés pour que V(x) soit (semi-)
définie négative. Ensuite, on détermine ¥ (x) par: V' (x I g (y)dy= jz g (v)dy, , soit :

0

0 i=l

x)={ g (3,0,...,0)dv, + [ g, (%, 2,,0,...,0)dy, +- +Jgn Xiseos Xy ¥, ) AV,
0 0
Exemple 4.16 : Soit le systeme
¢, = —x, +2x;
{)_Cl TN , Porigine est un point d’équilibre pour ce systéme.
X, =%

T
% X a,x, +a,x -
Posons : {a—} zg(x)zlgl( )j:( e 2],avec la condition a,, =a,, .

Ox g2, (x) ay X, +a,x,
; _.T _ 2 3 2.2 2
V(x) =g (x)f(x) =—a,, X, +2a,,X] X, — A, XX, +20,,X X5 — 0y X, X, — Ay, X .
Si on choisit: a, =1, a,=1 et a,=a, =0, il vient: V(x)=—(1-2xx,)x —x; , si

xx, <1/2, V(x) est définie négative. Onaalors : g, (x)=x, et g,(x)=x,.
x)= jyldyl + J v,dv, =x}[2+x] /2. Alors, ¥ (x) est définie positive et V' (x) est définie
0 0
négative pour x,x, <1/2, ce qui implique que I’origine est asymptotiquement stable.
Exemple 4.17 : Soit le systéme

. 3
Xy =7X =X,

T
oV X a, x, +a,x .
Posons : {—} :g(x):[&( )j:[ e 2j,avec la condition a,, = a,,.

Ox g2, (x) ay X, +a,X,

V(x) =g’ (x)f(x) =& (x)fl (x)+g2 (X)f2 (x) =~ X, _(azz _alz)xj +((111 —ay _azlez)xlxz

X, =X
{ ? , origine est un point d’équilibre pour ce systéme.

. st _ 2 _ _ _ . . . 3 _ 4 2 3
Si on choisit : a,, = a, +ay,x;, a,, =2 et a, =a, =1, il vient: V' (x)=-x—x;, V(x) est

définie négative. On a alors : g, (x) = (1 +2x] )x1 +x, et g,(x)=x+2x,.

V()c)zj(yl+2y13)a’yl+v|z(x1 +2y2)dy2 lez/2+xl4/2+x22+x1x2 :(x1+x2)2/2+x14/2+x22/2.
0

0

Alors, V(x) est définie positive et radialement non bornée, et V(x) est définie négative, ce

qui implique que 1’origine est globalement asymptotiquement stable.

4.6 Théorémes d’instabilité

Théoréme 4.10 : Si dans une région Q < R”, il existe une fonction continiment dérivable
V(x) telle que :

« V(0)=0, ¥(x)>0 pour tout xeQ—{0} (V (x)est définie positive dans Q)

. V(0)=0, ¥(x)>0, pour tout x € 2—{0} (¥ (x) est définie positive dans Q)
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Alors, le point d’équilibre x, =0 du systeme x = f (x) est instable.

Théoréme 4.11 : Théoréme de Chetaev

Si dans une région Q < R”, il existe une fonction continiment dérivable (x) avec une région
Q, < Q telle que :

« V(x) et ¥(x) sont définies positives dans Q,

« Surla frontiére de Q,, V' (x)=0

« L’origine se trouve sur la fronticre de Q,

Alors, le point d’équilibre x, =0 du systéme x = f (x) est instable.

Figure 4.5 : Illustration du théoréme de Chetaev.
Exemple 4.18 : Soit le systéme non linéaire

X, =2x, + X, (xf +x§)
, x, =0 estun point d’équilibre du systéme.

. 2 4 ¢

X, ==2x, +Xx, ()c1 + x5 )

0

2
Le modgle linéarisé autour de 1’origine est donné par : 4 = ( Oj' Les valeurs propres de 4

sont 4, =12;. Alors, on ne peut pas conclure sur la stabilit€ de I’origine.
Considérons la fonction de Lyapunov V (x) = x; / 2+x) / 2, 1l vient V(x) = (xlz + 3622)(3612 + x;‘) .
V(x) et ¥(x) sont définies positives, alors I’origine est instable.

Exemple 4.19 : Soit le systéme non linéaire
X =X+ XX, e e \
. , » X, =0 estunpoint d’équilibre du systéme.
X, ==X, + X, X,

Considérons la fonction V(x)=x]-x; . V(x)= 2(xl2 +x22) . V(x)>0=>x >x; , alors

Q= {x | x} > x3 } . Dans la région Q,, les conditions du théoréme de Chetaev sont satisfaites,

alors 1’origine est instable.

2

Figure 4.6 : Ensemble Q, pour V(x)=x/—x,.
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Exemple 4.20 : Soit le systeme non linéaire

Xp =X XX, + X, . o a1 .
{ , x, =0 estun point d’équilibre du systeme.

_ 2
X, —x1+x2

Considérons la fonction V(x) =XX, . V(x) =X +X, + XX, . V(x) >0=xx,>0, alors
Q, ={x|xx, >0} . Dans la région Q,, les conditions du théoréme de Chetaev sont satisfaites,
alors 1’origine est instable.

Figure 4.7 : Ensemble Q, pour V' (x)=xx,.
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Passivité et stabilité absolue

5.1 Passivité

La passivité est une propriété des systémes qui caractérise leur capacité a dissiper ou a stocker
de I’énergie sans en générer. Un systéme passif ne peut en aucun cas fournir plus d’énergie
qu’il n’en recoit. Cette propriété est couramment observée dans des systémes physiques tels
que les circuits électriques, les systémes mécaniques et les systemes thermodynamiques. Elle
revét une importance particuliére en ce qui concerne la stabilité et la commande des systémes.

Un systéme est dit passif si, dans son comportement dynamique, il ne génére pas d’énergie. En
d’autres termes, I’énergie fournie a un tel systéme ne peut étre que dissipée ou conservée, mais
jamais amplifiée. Cela se traduit par 1’absence de production nette d’énergie.

Il existe différentes facons de formuler la passivité, mais une définition classique repose sur
I’idée de I’énergie stockée et de I’énergie dissipée.

5.1.1 Passivité des systémes statiques
Un systéme statique avec une entrée u et une sortie y : y=h (u) ,est:

o Passivesi: uy>0
«  Strictement passif par rapport a 'entrée si: uy>u@(u), u@(u)>0,Vu#0
. Strictement passif par rapport a la sortie si : uy > yy (y), yy(y)>0,Vy=0

Il convient de souligner qu’une fonction statique est passive si son graphe se situe dans les
premier et troisiéme quadrants.

Yy

u

Figure.5.1 : La caractéristique statique doit appartenir au secteur représenté en vert

Exemple 5.1: La fonction statique y:h(u):u+u3 est strictement passif par rapport a

I’entrée car: uy= w+ut=u y2 u”. La fonction statique y = h(u) = 1—|| est strictement
+(u

u

passif par rapport a la sortie car : u y =u | =Suy>y’.

>
1+|u| 1+|u| 1+|u

5.1.2 Passivité des systémes dynamiques
Le systéme non linéaire : x = f(x,u), y=h(x,u)est passif s’il existe une fonction V' (x)
continuellement différentiable et semi-définie positive (appelée fonction de stockage) telle que :

uyZVz%f(x,u), ‘v’(x,u)
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De plus, le systéme est :
- Strictement passif par rapport a I'entrée si: u y 2V +ug(u), up(u)>0,Vu=0

. Strictement passif par rapport a la sortie si: uy 2V +yy (), yy(y)>0,vy=0
. Strictement passif par rapport & I’étatsi: uy =V +p(x), p(0)=0,p(x)>0,Vx=0

Il est a noter qu’il est préférable de formuler la condition de passivité comme suit :
V<uy-up(u)-yy(y)-p(x) .up(u),yw(y),p(x) sontdes fonctions définies positives.

. Strictement passif par rapport a entrée si: V <u y—u (p(u), u qo(u) >0,Vu=0
. Strictement passif par rapport a lasortie si: ¥V <uy—yy(y), yy(y)>0,vy=0
. Strictement passif par rapport a I'état si: ¥V <uy—p(x), p(0)=0,p(x)>0,Vx=0

Exemple 5.2 : Circuit RLC avec entrée u (tension d’alimentation) et sortie y (le courant)

Wd) neo T:% s

Figure 5.2 : Circuit RLC

Lx, =u—Rx, —x, .

. 1 , =X +—u
Cx,=x,——x, A :
R3

L’énergie stockée dans le circuit (fonction de stockage) :
1 1
V(x) ZELxlz +5Cx22

Sa dérivée le long des trajectoires du systéme est donnée par :

V(x)=Lxk+Cx, :uxl_R2x12_?x22 =uy——u’—Rx ——x

3 1 3

2

. - I 1
Il vient alors : uy =V (x)+—u’ +R,x; +Fx2

1 3
Il n’est donc pas surprenant que nous ayons : u y > 14 (x) . Autrement dit, I’énergie stockée dans
le circuit RLC est toujours inférieure ou égale a I’énergie apportée a son entrée (le circuit étant
passif, sans génération d’énergie). De plus, le circuit est strictement passif par rapport a I’entrée

2

. 1 . . 1 : 1
car: uy>V(x) +Eu2 , et strictement passif par rapport a ’état car : uy >V (x)+R,x} +—x;.

1 3

. . : 1
Exemple 53: On considére le systtme: x=-x+u,y=x" . Soit V(x) =—x",

V=xi=—x'+ux’=uy-x*=uy=rV+x*=7r+ y%/; , alors ce systéme est strictement
passif par rapport a la sortie.

Remarque 5.1 : La connexion en rétroaction ou en parall¢le de deux systémes passifs préserve
la passivité.
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5.1.3 Passivité des systéme linéaires monovariables
Pour les systémes linéaires invariants dans le temps, la passivité peut étre caractérisée en termes

de la fonction de transfert G(s) ,ou s est la variable de Laplace. Les conditions de passivités

sont les suivantes :
. Si G(s) est réelle positive, alors le systéme correspondant est passif.

« Si G(s) est strictement réelle positive (SPR), alors le systéme est strictement passif par

rapport a 1’état.

Une fonction de transfert G(s) dont tous les pdles ont une partie réelle strictement négative est
. Réelle positive si : Re[G(ja))] 20, Vwo=0.

« Strictement réelle positive si: G (s - g) est réelle positive pour certaines valeurs de € >0.

Théoréme de Kalman-Yakubovich-Popov
Soit une fonction de transfert : G(S)=C(SI—A)7IB avec (4,B) commandable et (A4,C)

observable. G(s) est strictement réelle positive (SPR) si et seulement s’il existe des matrices

P=P">0et Q=0">0 tellessque A’ P+PA=-Q, PB=C".

5.2 Stabilité absolue

Dans cette partie on étudie le probléme de stabilité des systémes asservis non linéaires ayant la
structure de la Figure 5.1. Le systéme asservi contient un ¢lément linéaire dans la chaine directe
et une non-linéarit¢ statique dans la chaine de retour. Le systéme linéaire possede la

représentation d’état suivante: x=Ax+bu et y=c'x . La fonction de transfert

correspondante est : H (s)=c" (s/ —A)f1 b.

r=0 u Yy

Figure 5.3 : Schéma bloc d’un systéme linéaire bouclé par une non-linéarité statique.

Cette classe de systémes a déja fait I’objet de 1’étude par la méthode du premier harmonique.
Trois différences essentielles vont apparaitre entre les deux traitements :

— Lanon-linéarité statique (,75( y) appartient a un secteur.

— La stabilité d’un point d’équilibre sera exclusivement traitée.
— Les résultats ne seront pas approximatifs mais exacts.

5.2.2 Non-linéarité statique de secteur
Une non-linéarité ¢( y) est une non-linéarité de type secteur [kl,kz] (ou appartient au secteur

[k, k,]) sic ky? <yp(y)<k,y* ou k <¢(y)/y <k, pour y=0.
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Remarque 5.2 : La condition de secteur implique ¢(0)=0 et yg(y)=0.

v

Figure 5.4 : Exemple de non-linéarité de type secteur.

5.2.3 Stabilité absolue
Un systéme linéaire x = Ax+bu avec y=c'x est dit stable de maniére absolue (ou

absolument stable) vis-a-vis de la non-linéarité ¢ de secteur [kl,kz] , 81 le systéme bouclé avec
u=-¢ ( y) est globalement asymptotiquement stable pour toute non-linéarité ¢ appartenant au
secteur [k, k,].

Alors, le probleme de la stabilité absolue consiste a déterminer des conditions sur le systéme
linéaire H (s) (ousur (A4,b,c)), et & déterminer les gains &, et k, pour que le systéme asservi

non linéaire soit absolument stable.

5.2.4 Conjectures

Conjecture d’Aizerman (1949) : Si pour tout k €[k, k,], la matrice A—bc'k est stable

(valeurs propres a partie réelle strictement négative), alors le systéme asservi non linéaire de la
figure 5.1 est globalement asymptotiquement stable pour ¢ [kl, kz] .

Conjecture de Kalman (1957) : Si la non-linéarité vérifie : k, <0¢(y)/0y <k, et que la

matrice A—bc'k est stable pour tout k € [kl,kz], alors le systéme asservi non linéaire de la

figure 5.1 est globalement asymptotiquement stable.
De nombreux contre-exemples ont montré que ces deux conjectures sont fausses.

5.2.5 Critére de Popov (1960)
Le systéme asservi non linéaire de la Figure 5.1 est absolument stable si :

— Lanon-linéarité ¢ e [O,k], k>0
- H (s) est strictement stable (tous les poles de H (s) sont a partie réelle strictement
négative)

— Ilexiste a >0 tel que: Re[H(ja))]—aa)Im[H(ja))]+%>0, Vo>0.
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Interprétation graphique : On définit dans le plan complexe le tracé de Popov P par :
P(jw)= Re[H(ja))]Jrja) Im[H(ja))], ®>0.

Graphiquement, le critére de Popov signifie que le tracé de Popov de la fonction de transfert

H (jw) demeure a droite de la droite définie par I’équation : x—ay+1/k=0.

oIm[H(jo)] 4

A

74\ ,
/ (\ Re[ ()]

Figure 5.5 : Tracé de popov.

/ ypente=1/a

Exemple 5.4 :
: s+3 :
H(s)=— . :
Soit (s) T et ¢el0,k] H(s) est strictement stable et
) . 30+ 40’ —o(11+ o’
H(ja)):Hl(a))+]H2(a)), Hl(a)): 5 20) ) H, a)): (2 2 ) S
(10-0) +490 (10-0) +490

D’ou le tracé de Popov de H ( ja)) de la Figure 5.4. Dans ce cas, on peut prendre n’importe

quel réel & >0 tel que la droite x—ay+1/k =0 soit en dessus du tracé de Popov de H (jo).

a)Im[H(ja)“: pente 1/
Vk yio
Re[ H (jo)]

Figure 5.6 : Tracé de Popov de H(jw)

Remarque 5.3 : Si la non-linéarité ¢ [kl,k2] il est possible d’appliquer le critére de Popov.

L’idée consiste a transformée la boucle du systéme asservi de telle sorte a remplir les conditions
d’utilisation du critére de Popov.

Avec cette transformation on obtient : pelk. k)= b e [0,k, — k] et
H(s)= H(s)/(l +k1H(s)) . On peut alors utiliser le critére de Popov pour H () et ¢ ().
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Figure 5.7 : Transformation de la boucle fermée

5.2.6 Critére du cercle
Le systéme asservi non linéaire de la Figure 5.1 avec la non-linéarité ¢ e [kl, kz] est absolument

stable si I’une des conditions suivantes est satisfaite :
1). Si 0<k <k,, le tracé du lieu Nyquist de H (jw) (-0 <@ <o) ne rentre pas dans le

disque D(kl,kz) et ’encercle p fois dans le sens trigonométrique, ou p est le nombre des
poles instables de H (s).

2). Si 0=k, <k,, H(s) est strictement stable et le tracé du lieu Nyquist de H (jw) se trouve
a droite de la ligne verticale définie par Re[s]=-1/k, .

3). Si k,<0<k,, H (s) est strictement stable et le tracé du lieu Nyquist de H ( ja)) reste a
Iintérieur du disque D(k,k,).

Remarque 5.4 :
— Le critére du cercle peut étre étendu au cas des systémes non autonomes.

— Si la condition du secteur est vérifiée seulement dans un intervalle [a,b] , alors le systéme

asservi non linéaire est localement asymptotiquement stable dans une région finie.

A Tm A Im
Pl e AT 77~
~
D(kl’kZ) f 'f \\
L\ D v
A ~d/
k H(jo H(jo)
R
k, ky
«Cas1» ‘« Cas2»

«Cas 3 »
Figure 5.8 : Illustration du critére du cercle.
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Exemple 5.5 :

Soit H (s) = 1

(s=1)(1+5/2)(1+5/3)

alors on doit utiliser le premier cas du critére du cercle pour déterminer 0 < k, <k, . Le lieu de

. La fonction de transfert H () posséde un péle instable,

Nyquist de H ( ja)) est montré en figure 5.7. L’inspection du lieu de Nyquist montre que pour
avoir la stabilité absolue, le disque D(k;,k,) doit étre a I’intérieur du lobe gauche. Car, avec

ce choix, le disque est encerclé une fois dans le sens trigonométrique et qui est égal au nombre
de pole instable de H (s). Le disque sera centré a (—3.2,0) avec un rayon de 0.168. Alors, on

obtient k, =0.2969 et k, =0.3298.

0.4+ Im
0.2 M
0
Re
0.2 \/\/
-0.4 ‘
-4 -2 0
Figure 5.9 : Lieu de Nyquist de H(jw)
Exemple 5.6 :
Soit H (s) = 4 . La fonction de transfert H (s) est strictement stable. Le

(s+1)(1+s/2)(1+5/3)
lieu de Nyquist de H (jw) est montré en figure 5.8.

En appliquant le troisiéme cas du critére du cercle avec un disque centré a (0,0) et un rayon de
4, on obtient le secteur [-0.25,0.25]. Si le centre du disque est choisi & (1.5,0), le secteur sera
[-0.227,0.714].

Par application du deuxiéme cas, puisque le lieu de Niquist est a droite de Re[s] =-0.857, on

obtient le secteur [0,1.166].
6

Figure 5.10 : Licu de Nyquist de H(jo)
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Commande des systemes non linéaires

6.1 Introduction

Ce chapitre présente les approches couramment utilisées pour la synthése des lois de commande

des systémes non linéaires. Les méthodes abordées incluent principalement :

La linéarisation locale autour d’un point de fonctionnement,

La linéarisation par bouclage, notamment la linéarisation entrée-état et entrée-sortie,

— La commande par backstepping,

— La commande par mode de glissement.

Deux catégories de problémes de commande peuvent étre identifiées :

— La stabilisation, qui consiste & maintenir le systéme autour d’un point d’équilibre a 1’aide
d’une loi de commande appropriée,

— La poursuite, qui consiste & définir une loi de commande permettant au systéme (état ou
sortie) de suivre une trajectoire prédéfinie.

6.2 Notions de géométrie différentielle

Champ de vecteur : on appelle champ de vecteurs une fonction f:QcR" —R", donnée
par:

fl(xl,...,xn)

f(x)= :
fn(xl,...,xn)

Gradient : Pour une fonction scalaire h(xl,...,xn ) ‘QcR SR, le gradient est défini par :

Vh= (% ,%] (vecteur ligne).

o, ox,
Jacobien : Le Jacobien (ou matrice Jacobienne) d’un champ de vecteurs f (x) est donné par :
LA
\% X, ox,
of h o .
sza—z o=l o ‘. ¢ | (matrice nxn).
S e e
ox, ox

Difféomorphisme : Une fonction ¢:QcR" — R’ est un diffSomorphisme si son inverse ¢
existe, et ¢(x) et ¢~ (x) sont continiment dérivables.

Remarque 6.1 : ¢(x) est un difféomorphisme si est seulement si ? est inversible pour tout
X

xeQ.Si Q=R" est lim ||¢(x)|| =00, on parle de difféomorphisme global.

b=
2 1 2
Exemple 6.1 : Soit ¢(x)= (xl o j ,on a % _ [ xzj = det(a—¢j =1+0, alors ¢(x) est
X, ox (0 1 Ox

un difféomorphisme.
Remarque 6.2 : (Transformation d’état, Changement de coordonnées) Une fonction

T (x) Qc R’ - R’ est dite une transformation d’état si T (x) est un difféomorphisme.
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2
z X, + X . .
Exemple 6.2 : [ 1]:( b J =T(x) estune transformation d’état sur R* puisque 7'(x) est
z, X,

un difféomorphisme.

Dérivée de Lie : Soit une fonction scalaire h(x) et un champ de vecteurs f (x) , la dérivée de

Lie de h(x) parrapporta f(x) oulelongde f(x), est une fonction scalaire donnée par :

oh = Oh
th(x)=Vhf=a—xf(x)=;§ﬁ(x)

l

Les dérivées de Lie d’ordre supérieur sont données par :

Lh=h
Lh=L, (50) =V (55) £, i1

Exemple 6.3: Soit la fonction scalaire h(x)=x+xx, , le champ de vecteurs

[ 2x+x, . o )
f(x) —{_xz COS(xl)j. Le gradient de /(x) est: VA=(2x,+x, x).Le Jacobien de f(x)
est:
-2 1 . .
Vf = . . La dérivée de Lie :
(xz sin(x, ) —cos(xl)]
oh oh 2, .2
Lh(x)=Vh [ = gfl ngf2 =(2x,+x,)(—2x, +x,) —x,x, cos(x, ) = —4x] +x; —x,x, cos(x,)
1 2

Crochet de Lie : Soient f(x) et g(x) deux champs de vecteurs. Le crochet de Lie entre f

et g estun champ de vecteurs défini par

[f,g](x)=adfg(X)=Z—if(x)—Z—£g(x)=Vg f-Vfg, (ad pour adjoint)

Notation: adyg(x)=g(x), ad,g(x)=[f.g](x), adig(x)= [f,adf"lg}(x), k>1
Propriétés du crochet de Lie :

» [Sog]=-lg./]

. [alfl+a2f2,g]=al[fl,g]+a2[f2,g]

. [f’algl +a2g2]=a1 [f,gl]+0£2 [fagz]

« [f.g]=0s5i f(x) et g(x) sontdes champs de vecteurs constants.

2
X =X,

4 [/.¢] 1 0)—2x, +x, =2 1\(x x,—1
a . = . = —_ =
e o U N I Ay | Vi e S

5 0 1) —2x+x, -2 1 \(x,-1 3x) +x,-3
adfg = [f’adf'g:l = 2 o 2 - 2
—4x, 0\ x —x, 2x, —1){—2x; +1 6x; —6x,x, +2x, +1

Distribution : Pour les champs de vecteurs f,..., f, définis sur Q< R". L’ensemble des

_ =2x, +x, X,
Exemple 6.4 : Soient les deux champs de vecteurs f'(x)= et g(x)= it Alors :

espaces vectoriels A(x) = span{ 1 (x),..., i (x)} pour x € Q est appelé une distribution. Si
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dim(A(x)) =rang( f,,.... f,) =k, VxeQ,alors A estune distribution non singuliére. Si A est

une distribution non singuliere générée par f,..., f, , alors elle est involutive si et seulement

si:[f.f,]eA ¥ 1<i j<k,ie. rang(fl,...,fk,[ﬁ,fj])zk.

2x 1
Exemple 6.5 : Soient les deux champs de vecteurs f,(x)= 13 et f,(x)=|0 | définis sur
0 0
R* et A=span{f,,f,}.Ona: dim(A)=2,VxeR’
0 0 0)2x 0 0 2)1 0
nsil=[0 0 of 1|0 0 0fo|=|0|=[A.A]1=04(x) 104 (x) >[4 h]ea
0 0 O){O 0 0 O)\0 0
2x, 1 0
(ou rang(f, f, [/, fz])rang[l 0 0|=2),alors, A est une distribution involutive.
0 0 0

6.3 Linéarisation locale et stabilisation

Une approche courante consiste a linéariser la dynamique non linéaire du systéme par une
approximation du premier ordre autour d’un point de fonctionnement donné, ce qui permet
’utilisation des outils de la commande linéaire pour la conception d’une loi de commande.
Toutefois, cette méthode est valable uniquement de maniére locale autour du point de
fonctionnement choisi.

Soit le systéme non linéaire suivant : x = f(x,u) avec le point de fonctionnement (x,,u,) qui
vérifie f (xe,ue) =0. Si u, =0, on parle de point d’équilibre. Le systéme linéarisé autour de
ce point de fonctionnement est donné par: X; = Ax;+Bu; ol Xx;=x—x,, Ug=u—1u

0 0
A= M , B= M . Si la paire (A, B) est commandable (ou au moins
N T O e

stabilisable, i.e., les modes non commandables sont stables), on peut calculer un retour d’état
de la forme : u; = —Kx; par la méthode d’imposition des pdles par exemple.

e 2

Exemple 6.6 : Soit le modele d’un pendule

X, =X, .
. ) ,a>0,b6>0,¢c>0,x=6,x=0.
X, =—asin(x,)—bx, +cu
Objectif : Stabiliser le pendule 8 =@ . Alors, x, =0 = x,, = , d’ou il vient :
X,=x,,=0 _ _
e =x,=0,x,, =0, uezﬁsin(e).
X,, =—asin(x,,)—bx,, +cu, =0 c

Le systéme linéaris¢ autour de ce point de fonctionnement est donné par :
X;=Axs+Bu;, x;=x—Xx,, ug =u—u,

of (x.u) _( 0 1) _[ 0 1}
A —acos(x;) —b A —acos(é’) b

Ox

g=""
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6f(x,u)

Ou

(=) N\

Lapaire (A, B) est commandable, si on choisit alors une loi de commande linéaire de la forme :
us=—Kx; ou K=[k k]| , le systtme bouclé s’écrit: x,=(4-BK)x, ou
0 1

A-Bk = —(acos(§)+ckl) —(b+ck,)

Les gains k, et k, peuvent étre calculés par la

méthode d’imposition des poles. Si on impose au systeme bouclé les poles p, et p,,on obtient :
det(s/—(A-BK))=(s—p,)(s—p,)=s"—(p,+p,)s+pp, . dou il  vient:
ClCOS(g)-i-Ckl =pp, et b+ck,=—(p,+p,), ce qui donne : £k =(1/c)(p1p2 —acos(é)) et
k,=—(1/c)(p, + p, +b).

La loi de commande finale est donnée par : u =u, —k, (xl -6 ) —k,x, .

6.4 Linéarisation par bouclage
La linéarisation (exacte) par bouclage statique est une méthode employée dans la synthése des
lois de commande pour les systemes non linéaires. Cette approche vise a transformer un
systtme non linéaire en un systéme linéaire équivalent a travers un choix approprié de
transformation d’état (changement de coordonnées) et de bouclage statique (retour d’état non
linéaire, transformation de I’entrée). Suite a cette linéarisation, il est possible d’appliquer les
techniques de synthese des lois de commande des systémes linéaires pour atteindre les objectifs
de commande en poursuite ou en régulation. Deux types de linéarisation par bouclage peuvent
étre distingués :

— Linéarisation entrée-état : Cette méthode consiste en une linéarisation exacte de I’ensemble
de I’état, impliquant a la fois un changement de coordonnées et un bouclage (retour d’état
non linéaire).

— Linéarisation entrée-sortie : Cette technique se limite a la linéarisation du comportement
entrée-sortie du systéme. Elle peut garantir un comportement linéaire pour une partie ou
pour I’ensemble de 1’espace d'état.

Dans le cadre de ce cours, nous nous intéressons a la classe des systémes non linéaires

monovariables, ou la dynamique est affine en I’entrée, définis par :

{x:f(x)+g(x)u

,xeR", ueR,yeR
y=h(x)

6.4.1 Linéarisation entrée-état
Cette approche explore la possibilité de linéariser un systéme non linéaire par I’application d’un
changement de coordonnées (transformation d’état) et d’une loi de commande par retour d’état

statique non linéaire. Plus précisément, un systéme non linéaire : x = f (x) +g (x) u est dit
linéarisable entrée-état s’il existe un difféomorphisme (transformation d’état) z=T (x)

permettant de ramener le systéme non linéaire a la forme suivante : z= Az + B ( B(x)u+a (x)) ,
avec la paire (4, B) commandable, «(x),3(x) fonctions non linéaires avec f3(x) inversible.

Ensuite, par I’introduction d’une loi de commande par retour d’état non linéaire

B(x)u+a(x)=v=>u= ﬂ(x)f1 (v—a(x)) , le systéme non linéaire est transformé a la forme
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linéaire suivante : z=Az+ Bv, ou v est la nouvelle entrée de commande. Le systéme linéaire

équivalent peut étre écrit sous la forme : Zl(”) =v. La matrice 4 et le vecteur B sont donnés

0 1 «+ - 0 0
0 0 . 0 0
par: A=|: : .. -, |, B=|:
00 - .1 0
00 0 0 O 1

Conditions pour la linéarisation entrée-état :
Le systtme x = f'(x)+g(x)u, x €R" est linéarisable entrée-état sur Q < R” si est seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
— Rang de la matrice [g(x),adfg(x),...,ad;‘lg(x)] estégalea n, VxeQ.

— La distribution A = { g,ad,g,..., aaf_;’.’2 g} est involutive, Vx e Q.

Remarque 6.3 : La premiére condition peut étre interprétée comme une condition de
commandabilit¢ pour le systétme non linéaire. En revanche, la deuxiéme condition
d’involutivité est moins intuitive. Elle est systématiquement satisfaite pour les systémes
linéaires, mais ne 1’est pas nécessairement pour les systémes non linéaires. En réalité, la
condition d’involutivité permet de définir une transformation d’état qui est essentielle a la
réalisation de la linéarisation entrée-état.

Remarque 6.4 : Si les deux conditions sont remplies, il convient de déterminer la fonction de
sortie y, = h(x) (qui permettra la linéarisation entrée-état) en résolvant les équations :

Vhig ad,g - ad'’g|=0
[ ! ! :I La transformation d’état est donnée par:

Vh aaf_;’.’l g#0
Lyh(x)
z=T(x)= :
Ly "h(x)

Exemple 6.7 : On considére le modele d’un pendule

_ X, 0 3 3 .
x_[—asin(xl)—bx2]+{c]u_f(x)+g(x)u’ a>0,b>0,c¢>0,x,=60,x=6.

ad_,-g=[f=g]=(8 g][—asin()z)—bxzj_(—aC(?S(x]) —lbj[(c)j:[zc]

Nous pouvons maintenant construire la matrice de commandabilité a partir des champs de

r 0 ¢ 2
vecteurs calculés : G = [g,adfg] = pe |’ Ona det(G)=—c* #0, alors rang(G)=2.
c bc

La distribution A =span{g} est involutive.

Les conditions nécessaires €tant satisfaites, le systéme est donc linéarisable entrée-état.
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6.4.2 Linéarisation entrée-sortie

Cette approche permet de lin€ariser le comportement entrée-sortie d’un systéme non linéaire en
effectuant un changement de coordonnées et en sélectionnant un bouclage statique approprié
(retour d’état non linéaire). Pour ce faire, dans le cadre d’un systéme non linéaire d’ordre n
donné par : x = f(x)+g(x)u;y="h(x),lasortic y dusystéme estdérivée a plusieurs reprises

jusqu’a ce que I’entrée de commande apparaisse dans la dérivée d’ordre . Par la suite, cette
entrée de commande est utilisée pour établir une relation linéaire sous la forme : y(r) =v,ou v
représente une nouvelle entrée de commande et » désigne le degré relatif du systeme. Lorsque
r =n, une linéarisation compléte de la dynamique du systéme est obtenue, tandis que pour
r < n,une linéarisation partielle de la dynamique du systeme est réalisée. Dans ce dernier cas,

il y aura une dynamique interne, également appelée dynamique des zéros.

Remarque 6.5 : Dans le cas ou » =n, on a : Linéarisation E/S = Linéarisation E/E.

Remarque 6.6 : Une autre condition équivalente pour la linéarisation entrée-état est 1’existence
d’une fonction (nouvelle sortie) y, =h, (x) telle que le systéme soit linéarisable entrée-sortie

avec un degré relatif r =n.

Linéarisation
E/E

Linéarisation
E/S

Sortie naturelle avec r <n Choix d’une nouvelle sortie y, avec r=n

Sortie naturelle avec r =n

Figure 6.1 : Linéarisation entrée/sortie et entrée/état

6.4.3 Procédure de linéarisation entrée-sortie
X = f(x)+g(x)u

,xeR", yeR,uelR
y=h(x)

Considérons le systéme : {

1). Dériver la sortie y jusqu’a I’apparition de I’entrée u ;
y=h(x),
y= th(x) , Lgh(x) =0
y=L,h(x), L,Lh(x)=0,..,
A =L h(x), LL7h(x)=0,
W =L h(x)+ LI h(x)u, LL; h(x)#0
Alors, le degré relatif du systéme est égal a .

2). Sile degré relatif r < n, vérifier la stabilité asymptotique de la dynamique des zéros.

3). Choisir une loi de commande linéarisante de la forme : u = +(—Lr/.h(x)+v) . On
LL 7 h(x)"

g f

obtient ainsi le mode¢le linéaire (chaine d’intégrateurs) : y(r) =v
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4). Suivant les objectifs de commande, pour calculer la loi de commande linéaire v du systéme :

y(r) =v, on peut utiliser tous les outils de synthése des systémes linéaires.

Exemple 6.8 : Soit le systétme non linéaire x = cos(x)—x3 +(1+x2)u. Le choix d’un retour

d’état non linéaire de la forme: u =ﬂ(—cos(x)+x3 +v) donne le systéme linéaire :
+x

X=v

Exemple 6.9 : Soit le systéme non linaire

X =X,

. 3 s y :xl

X, ==X, —X, =X, +u
y=X = V=X =x,= =X, =—x,—X, —x, +u, alors le degré relatif du systéme est r =2 =n.
Si on choisit : —x, —x; —x, +u =V, ¢’est-a-dire : u = —(—xl -Xx; —x2)+v , on obtient le
systéme linéaire : y =v.
Exemple 6.10 : Soit le systeme non linaire

X =x,+x

X, =X, ,,B(x);tO,Vx,yle

X =a(x)+f(x)u

_ e 2 e . 2 (3)_. 2\ - .
V=X, DY=X=X,+X, = V=X, +2xx =X, +2x, (x2 + X ):> yo=x +2(x2 +3x; )x1 +2x,X,
W =a(x)+ 2(x2 +3x] )(x2 +x; ) +2x,x, + B(x)u. Le degré relatif du system est r =3=n.

Si on choisit : &(x)+ 2()c2 +3x7 )(x2 +x; ) +2x.x,+ B(x)u=v, c’est-a-dire :

U= ﬁ)(—(d (x) +2 (x2 +3x7 )(x2 +x; ) +2x,x, ) + v) , on obtient le systéme linéaire :
X
y(3) =v.

X, =3sin(x,) b
> - M

Exemple 6.11 :
X, ==X —x, +u
y=x = y=x%=3sin(x,)= y=3cos(x,)x, = 3cos(x2)(—x12 - X, +u) , alors le degré relatif

du systtme est r=2=n . Si on choisit: 3cos(x2)(—x12 - X, +u):v , c’est-a-dire :

u=x; +x,+ avec |x2| < 2 on obtient le systéme linéaire : y=v.

3cos(x,)

6.4.4 Commande d’une chaine d’intégrateurs

Soit le systéme linéaire : y\") =

Objectif de commande : Poursuite d’une trajectoire désirée ou de référence donnée y, (t)
Pour cela, on définit Ierreur de poursuite par : e=y, —y=>e") =yl — ) =10 _,

Si on choisit v de la forme : v=y\") +k_ " +.. .+ ke+ke
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r-1

La dynamique du systéme bouclé devient : ") + kr_le( Vb o+ ké+ke=0

Le  polyndme  caractéristique de  cette dynamique est donnée  par:
P(s)=s"+k,_s"" +..+kr+k,

Les paramétres k,, i =0,...,7—1, peuvent étre calculer par la méthode d’imposition des poles
de la boucle fermée. Soit p,,..., p, , les poles désirés du systeme en boucle fermée, on a alors :
P(s)=s"+k_s"+..+kr+k,=(s—p)-(s—p,).

Exemple 6.12: Pour r=1, on a y=v, v=y,+ke=y,+k/(y,—») . Le polyndme
caractéristique est : P(s)=s+k,=s—p, (on impose un pdle p,), alors k, =—p,. Si p, =-5,

ky=5,etsi y, =sin(r), y, =cos(z).

Exemple 6.13 : Pour =2, ona j=v, v=j,+ké+ke=3,+k (v, —)+k(y,—»). Le

_(pl +p2)s+p1p2

polyndme caractéristique est: P(s)=s’+ks+k,=(s—p)(s—p,)=5
(on impose deux podles p, et p,), alors k,=p,p, et k,=—(p,+p,). Si p=—2+/ et

—t

p,=-2-j,ky=5¢etk=4,etsi y,=l-e’', y,=e"', y,=—¢".
6.4.5 Forme normale et dynamique des zéros

5c=f(x)+g(x)u
yzh(x)

Pourun degré relatif »,ona: y(r) =L,h (x) + LgL"f’lh (x) u . Lorsque le degré relatif du systéme

Considérons le systéme : { , xeR", yeR,uelR

est tel que » <n, on peut mettre le systéme sous une forme particuliére appelée forme normale
qui est donnée par :

zZ, y h(x)
z, Y th(x)
Z, =z, :
2 a2 B
, y=z,zeR", qeR"", = = = =T(x),
Zr'fl = Zr
zZ =v q % 9 .¢1 (x)
q=v\q,z :
( ) q,. 9, ¢n7r (x)

avec v=L,h(x)+L, L "h(x)u . Les fonctions ¢ (x),...,4,,(x), sont choisies telles que:
og,(x) .\ 04 (x)
o 8(x)=]

J

4,(0)=0 et

g;(x)=0,1<i<n-r,etlatransformation 7 (x) est un

difféomorphisme, c’est-a-dire, le Jacobien VT est inversible (det(VT ) #0).
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6.4.5.1 Dynamique interne et dynamique des zéros
L’équation ¢ = l//(q,z) représente la dynamique interne et 1’équation ¢ =y (q,O) la

dynamique des zéros du systéme. Le systéme est dit 8 minimum de phase si 1’origine de la
dynamique des zéros est asymptotiquement stable.

Remarque 6.7 :
— Le degré relatif r est égale au nombre de fois de dérivation de la sortie y pour faire

apparaitre I’entrée de commande u .

— L’ordre du systéme linéarisé correspond au degré relatif » .

— La dynamique des zéros correspond a la dynamique du systéme quand la sortie y est ses
dérivées jusqu’a ’ordre »—1 sont maintenues a zéro (z =0).

— Pour un syst¢tme dont la dynamique des zéros n’est pas asymptotiquement stable, la
méthode de linéarisation entrée-sortie ne peut pas étre utilisée.

— La méthode de la linéarisation entrée-sortie peut étre utilisée si la bornitude des variables
z(t) implique la bornitude des variables d’état de la dynamique internes ¢(7).

— Apres la linéarisation entrée-sortie, la dynamique des zéros devient une dynamique non
observable dans le systéme.

— La méthode de la linéarisation exacte par bouclage est également applicable aux systémes
non linéaires MIMO.

Exemple 6.14 : Considérons le systéme non linéaire
X, =X,
: y=x
x2=—x1+(1—x12)x2+u’ 2

V=X, =>y=X,=-X +(l—x12)x2 +u, alors le degré relatif r=1<n=2.

Pour trouver la forme normale, on introduit :[Z] = (;2( )J =T(x). La fonction ¢(x) vérifie
q x
les conditions : 6¢a(x) g(x)=0 ou g(x)=(0 l)r et ¢(0)=0.
e

Il vient alors : 825(x)=02>¢(x):x1 et T(x)z(xzj:VTz((l) (l)j:det(VT)z—lj

Xy X

T(x) estun difféomorphisme.

zZ=1x, X, =q . . z=v

= ce qui donne la forme normale suivante : ) avec

q=x X, =z g=z
_ 2

V=-X, +(1—X1 )x2 +u.

La dynamique des zéros est définie par : ¢ =0 qui est un systéme linéaire avec un pole a 0.

Cette dynamique des zéros est donc stable mais pas asymptotiquement stable. Alors, le systéme
non linéaire est a non minimum de phase.

Exemple 6.15 : Considérons le systéme non linéaire
X = xg
. » V=X 1X
X, =u

y=X+x, = y=X+x, =x; +u, alors le degré relatif r=1<n=2.
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z X, +X
Pour trouver la forme normale, on introduit :( ] :[ : 2} =T(x). La fonction ¢(x) vérifie

q) \4(x)
aéiX)g(x)zo ou g(x)=(0 I)T et ¢(0)=0.

les conditions :

I1 vient alors : 04(x) =0=>¢(x)=x et
0ox,

T(x)= X +Xx, (11 3 er )
x)= =VT= - = det(VT)=-1= T(x) estun difféomorphisme.

X
Z=Xx +X, X, =q . ) z=v
= ce qui donne la forme normale suivante: § , avec
g=x, X, =z-¢ ¢=(z-q)
V=X tu.
La dynamique des zéros est définie par: §g=-¢° . Si on considére

V(q)=0.5¢° =V (q)=—q" = la dynamique des zéros est asymptotiquement stable. Alors, le

systéme non linéaire est 4 minimum de phase.

Exemple 6.16 : Considérons le systéme non linéaire

, 2+x;
X, =-x+ >u
1+ x5
Xy =X s V=X
Xy = X%, +u

Yy=X,=V=X,=X, = J=X, =X,X;, +u, alors le degré relatif r =2<n=3.

Z X
z
Pour trouver la forme normale, on introduit :( ) =z, |=|x =T(x).
q
#(x)

2

2 T
La fonction ¢(x) vérifie les conditions : a¢a—(x)g(x)=0 ol g(x):(z-i_x3 0 1] et
x

o¢(x) 2+x;2 . o¢(x) 0 o¢(x) s 1+x322 o¢(x)

ox, 1+x; ox, ox,  2+x; Ox,
Nous allons appliquer la méthode de séparation des variables pour résoudre cette équation aux
dérivées partielles. Cette méthode consiste a rechercher une solution sous la forme suivante (on
sépare les variables x, et x;): ¢(x)=4, (x,)+¢,(x;) avec ¢,(0)=0,4,(0)=0,
a(¢x1 (x1)+ x3 (x3)) + 1+X32 a(¢x1 (x1)+ x3 (x3)) 0= 1+X32 a¢x3 (x3) _ _a¢xl (xl)

Ox, 2+x; ox, - 2+x;  ox, - ox,

Les variables sont correctement séparées, apparaissant de part et d’autre de 1’égalité. Cette
relation impose que les rapports soient constants, ce qui représente la seule solution possible
pour des fonctions dépendant de variables distinctes.

1+x32 0@, (x3) :_a¢x1 (xl)
2+x;  Ox, ox,

=0

#(0)=0. 11 vient alors :

=(C =1 (Cest une constante quelconque choisie ici égale a 1)

Prof. S. LABIOD — Cours SNL — M1AS — Département d’ Automatique — FST — Universit¢ MSBY — Jijel 59



0p,, (x) 1= 09, (x)

_ ) — 1 -
ox, ox, = #a(x)= =
2 2
1+x32 0 (x) =1= 04 (x) = 2+xz - - = ¢ (x)=x, +arctan(x;) ; On autilisé :
24+x;  Ox, Oox; 1+ x; 1+ x5
t '= .
arctan (x) .

Alors, la solution de 1’équation aux dérivées partielles est : ¢(x)=—x, +x, +arctan(x,). D’ou

X, 0 1 0
T(x)=|x, =VT=0 0 1 = det(VT)=-1=T(x) est
—x, +x, +arctan (x, ) -1 0 1+l/(l+x32)
un difféomorphisme.
z, =X, X, =z, +arctan(z,)— ¢
Z, = X, =9X, =2, ce qui conduit a la forme normale
q=-x +x,+arctan(x;) |X% =2,
zZ, =2z,
suivante : 4z, =v avec v=xx,+u.
G =(—q+z, +arctan(z, ))[1 - f:;g Z2J

La dynamique des zéros est donnée par : ¢ =—¢g qui est un systéme linéaire avec un pole a -1.

La dynamique des zéros est donc asymptotiquement stable. Alors, le systéme non linéaire est a
minimum de phase.

6.5 Commande par backstepping
La technique de commande par backstepping permet de construire de manicre récursive une loi
de commande stabilisante pour les systémes ayant la forme triangulaire inférieure suivante :

xlzfi(xl)—"_gl(xl)xZ
X2=f2(x1,x2)+g2(x1,x2)x3

,563 =S () 8 (57,5 ) %, , ()20, xeR", ueR, y=x,.
X, :fn—l(xl"-"xn—1)+gn—1(xl"-'vxn—l)xn

%, = (%50 x,)+ 8, (X5ee0 X, Ju
L’objectif consiste & déterminer une loi de commande u de telle sorte que la sortie y = x, suit

une trajectoire de référence x,, . La synthese de la loi de commande s’effectue en n étapes.

Exemple 6.17 : Considérons le systéme non linéaire
{xl = (x1)+ & ('xl)x2
X, =/ (xl,x2)+g2 (xlaxz)u

Objectif : Forcer x, a suivre une trajectoire désirée x,, .
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. A2 er b C oy = 1 ’ .
Etape 1: On considére le 1% sous-systtme: X, =f,(x)+g (x)x, , soit Ierreur:
e =x—x,=¢=f(x)+g(x)x,—%,. On considére x, comme une entrée de commande

virtuelle et sa valeur désirée est notée x,,, il vient: & = f,(x,)+ g, (x,)x,, — %, + g (% )e, ou
. 1 ; . . .

e, =X,—X,, . Soit V] =Ee]2 =V, =e€ =¢ (f, (xl)Jrg1 (xl)x2 -X,t& (xl)ez). Alors, si on

1

Xoa =
& (xl)
V,=—kel +g(x)ee,.Sie, =0 (si x,=x,,),ie., V,=—ke  , origine du sous-systéme (e, )

est G. A. stable.

choisit  x,, (—fl(x1)+5c1d—k1e1) avec k>0 , on obtient:

e =—ke+g (xl)e2

Etape 2 : Avec e, = x, —x,,, il vient alors : . Considérons :

e, :fz(xl’xz)"'gz (xl’x2)u_x2d

1 1 1 . ) ) .
V,=W +5622 :5612"'5622 =V, =¢6+eg, :_klelz te, (gl(xl)el +f2(x1,x2)+g2 (xl’x2)u_'x2d)
Si on choisit une loi de commande : u :;(—gl(xl)e1 —fy(x,%,)+ %,y —kye, ), k, >0,
& (x1’x2)

On obtient : V2 =—ke’ —k,e; , ce qui implique que I’origine du systéme (el , ez) est G. A. stable.

Dans la loi de commande u« , le terme x,, est donné par:
. d 1 .
Xpy =E(m(—f1 (x1)+x1d —klel)J.

Exemple 6.18 : Considérons le systéme non linéaire
X, :fl(xl)"'gl (xl)x2
562 :fz (xlaxz)"'gz (xlaxz)xa
X =1 ()cl,)cz,)c3)+g3 (xl,xz,x3)u
Objectif : Forcer x, a suivre une trajectoire désirée x,, .
Etape 1: On considére le 1% sous-systtme: X, =f (x)+g (x)x, , soit erreur:
e =x,—x,=¢=f(x)+g(x)x,—%,. On considére x, comme une entrée de commande

virtuelle et sa valeur désirée est notée x,, , il vient : & = f; (x,)+g, (%) x,, =%, + & (x,)e, ou
. 1 ; . . .
e, =X,—X,, . Soit V] :5612 =V, =eég =e1(f1 (x1)+gl(x1)x2 - X +g1(xl)e2). Alors, si on

1
w - K*a T
& (xl)
V. =—ke +g, (x)ee,.Sie, =0 (si x,=x,,),ie., V. =—ke’ , Iorigine du sous-systéme (e)
est G. A. stable.

choisit x

(—fl(xl)+5cld—klel) avec k>0 , on obtient:

. ¢ =—ke +g(x)e 1
Etape 2 : Avec e, = x, —x,,, on obtient : . On considére

&, =f, ('xl’x2)+g2 (xl,xz)x3d — Xy

x, comme une entrée de commande virtuelle et sa valeur désirée est notée x,,, il vient alors :
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e =—ke+g (xl)ez

) ) ,ou e, =x; —x,,. Considérons la fonction :
e, =f, (xl’x2)+g2 (xl’xz)xm Xyt & (xl,xz)e3

1 ; ) ) .
V,="W +5622 =V, =¢6+e0, :_klelz +e, (gl ('xl)el +f2(x1,x2)+g2 (xl’xz)xzd Xyt 8 (xl’xz)ez)

. . : 1 .
Si on choisit une commande virtuelle : x,, =—————(-g,(x,) e = f; (x,,x,) + X, —kye, ) ,
&> (xlaxz)
k,>0 , on obtient: V,=—ke —ke +g,(x.x,)ee, . Si =0 (si x,=x,, ), ie.,

V, =—ke} —k,e;, ’origine du sous-systéme (e,,e, ) est globalement asymptotiquement stable.
6 =—ke +g (xl )62

Etape 3 : Posons e, = x, —x,,, il vient alors : {¢, =—k,e, —g,(x,)e, + g, (x,x,)e; . Soit:
é = f (xlaxz’x3)+g3 (x1=x23x3)u_x3d

V.=V, +%e32 =V, =eé +ee, +ee, =—kel kel +e, (g2 (x,x,) e, + f3(x)+ g (x)u _5‘34) .

Si on choisit une loi de commande :

u:;)(_gz(xl,xz)ez_Jg(x],xz,x3)+x3d—k3e3) , k>0 , on obtient:

&3 (xlaxzaxs

V, =—ke’ —k,e; —k,e;, alors I'origine du systéme (e, e,,e,) est G. A. stable.

6.6 Commande par mode de glissement

La commande par mode de glissement (Sliding Mode Control, SMC) est une stratégie de
commande non linéaire robuste utilisée pour les systémes non linéaires, incertains ou soumis a
des perturbations. Elle force le systéme a converger vers une surface de glissement prédéfinie,
puis a glisser le long de cette surface pour atteindre 1’objectif de commande.

La méthode de commande par mode de glissement repose sur les deux concepts suivants :

« Surface de glissement : Une surface définie dans I’espace d’état du systéme. Une fois que
le systéme atteint cette surface, il y reste et évolue de maniére prévisible, indépendamment
des perturbations.

« Loi de commande : Une loi de commande visant a forcer le systéme a atteindre et a
maintenir son état sur la surface de glissement. Cette loi doit assurer une convergence rapide
en temps fini vers la surface de glissement et garantir que le systéme y reste de manicre
asymptotique, indépendamment des perturbations et des incertitudes. Ce type de commande
a en général deux modes de fonctionnement :

— Le mode d’acces (reaching mode) : Le systéme converge vers la surface de
glissement.

— Le mode de glissement (sliding mode) : Le systéme évolue le long de la surface de
glissement, ce qui implique que son comportement dynamique est contraint de
glisser sur cette surface.

Le systéme en mode de glissement présente deux propriétés remarquables :
« Réduction de I’ordre : le systéme en mode glissant subit une réduction de son ordre, passant
de n a n—1 (pour un systéme monovariable).
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. Propriété¢ d’invariance : il démontre une insensibilité aux incertitudes et perturbations
appariées, ¢’est-a-dire aux termes incertains et perturbations affectant le systéme au niveau
du canal de commande.

Sliding surface
s=0
Sliding moge

\ \
[ ) \
Reaching mode/ | \ \

L
L | |
| '\ | !
‘\

Figure 6.2 : Principe de la commande par mode glissement

6.6.1 Etapes de conception de la commande

La syntheése de la commande par mode de glissement se déroule en trois étapes principales : la
conception de la surface de glissement, I’¢laboration de la loi de commande et 1’analyse de la
stabilité du systéme en boucle fermée.

Choix de la surface de glissement
La surface de glissement notée s(x) est une fonction des états du systeme. Elle est choisie de

maniére a ce que, lorsque s(x) =0, le systéme atteigne 1’objectif de commande (par exemple,

une trajectoire de référence ou un point d’équilibre).
Dans le cadre de ce cours, nous considérons les systémes non linéaires monovariables d’ordre
n, de la forme suivante :

X, =X,
) x:(x] ‘xn)T’ y:xl

X, 1T xn

x: =f(x)+g(x)u

La surface de glissement est généralement définie de la maniére suivante :

n-1
s = (ﬁﬁt /1) e
dt

e=y—y, est erreur de poursuite avec y la sortie du systeme et y, la sortie désirée.
A est un parametre positif qui détermine la dynamique de convergence.

Par exemple :
« §=e,pour un systéme du premier ordre
« s=é+Ade,pour un systétme du deuxiéme ordre

« s=&+21é+ A’e, pour un systéme de troisiéme ordre
Il convient de noter que 1’'unique solution de I’équation différentielle s =0 est e=0.
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Elaboration de la loi de commande

La commande par mode de glissement utilise une loi de commande congue pour forcer 1’état
du systeme a converger vers la surface de glissement et a y rester. La loi de commande non
lin¢aire u est composée de deux parties : u =u,, +u,,

 u, :Lacommande équivalente assure le maintien du systeme sur la surface de glissement.

e
Elle est obtenue en résolvant I’équation s =0, tout en négligeant les termes associés aux
incertitudes.
« u, :Lacommande discontinue garantit la convergence en temps fini vers la surface de
glissement, méme en présence d’incertitudes et de perturbations externes. La commande
discontinue prend toujours la forme : u,, =—-K(x)sign(s), ou K(x) est une fonction

positive choisie pour compenser les effets des incertitudes et des perturbations externes,
sign (s) représente la fonction signe de la variable s .

Analyse de la stabilité
Le calcul de la loi de commande, ainsi que 1’analyse de la stabilité du systéme en boucle fermée,
peuvent étre effectués a I’aide de la théorie de Lyapunov. Dans ce cadre, la fonction de

. . . 1 s
Lyapunov est définie, pour un systéme monovariable, par V=Es2 . La propriété de

convergence en temps fini vers la surface est garantie si la condition suivante est remplie :
V=s$£—77|s ,avec 11>0.

Il convient de noter que le raisonnement ci-dessus repose sur le fait que s est une fonction de
u . Cet aspect doit étre pris en compte lors de la conception de la surface de glissement s .
6.6.2 Avantages et inconvénients

Avantages :

- Robustesse : La commande par mode de glissement est robuste aux incertitudes et
perturbations externes. En effet, une fois que le systéme atteint la surface de glissement,
son comportement est indépendant de ces perturbations.

- Simplicité : Facile a mettre en ceuvre pour des systémes non linéaires.

- Convergence en temps fini : Le systéme atteint la surface de glissement en temps fini.

Inconvénients :

- Phénomene de broutement (réticence, chattering) : L’un des principaux inconvénients
de la commande par mode de glissement est le phénoméne de chattering, qui se
manifeste par des oscillations rapides autour de la surface de glissement en raison de la
discontinuité dans la loi de commande. Ce probléme peut étre atténué en remplagant la
fonction signe par des fonctions continues, telles que sat(s/¢) ou tanh(s/¢), ¢ > 0,
ce qui permet de réduire les oscillations indésirables et de rendre la commande plus lisse.
Cependant, cette approche peut entrainer la perte de convergence vers z€ro, ce qui peut
affecter la performance de la commande dans certaines situations.

b i
S=0 $=0

‘1 :

chattenng

1deal
reaching

shding reaching

mode

Figure 6.3 : Phénomene de chattering
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Figure 6.3 : Illustration des fonctions sign() et sat()
Exemple 6.19 : Considérons un systeme d’ordre 2 :
X, =X,
,y=x
5= f(x)+g(x)urd(xe)”

avec f(x) et g(x)>0 sont des fonctions connues, d(x,7) est un terme inconnu qui englobe

SD(x) oi D(x) est une

les incertitudes et les perturbations externes bornée par |d (x,t)
fonction connue. L’objectif de la commande est de forcer la sortie y a suivre la trajectoire
désirée y, .

On consideére la surface de glissement suivante :

d n-1 d 2-1 d .
S:(EJFXJ e=(5+ﬂ) e=(5+ije=€+i€, e=V=—Va=X"Va

La dérivée de la surface de glissement est :
s=é+lée=X -y, +Ae=x,-y,+1é

s = f(x)+g(x)u—j}d +/1é+d(x,t)
On considére la fonction de Lyapunov : V :%sz. Sa dérivée temporelle est : ¥ =55
14 =S(f(x)+g(x)u—j)d +/1e'+d(x,t))

avec : U =u, +uy,

V= s(f(x)+g(x)ueq -3, +ﬂe’)+s(g(x)udm, +d(x,1))
1
g(x)
Il vient : V = s(g(x)udisc +d(x,t)) <sg(x)uy, +|s||d(x,t)

Si on choisit : f(x)+g(x)u,, -y, +26=0=>u, =

(= (x)+3,-4é)

—~~

=>V< sg (x)uy,, +|S|D(x)

Sion choisit: u,  =-— (77+D(x))SigIl(S)a n>0.

1
g(x)

, ainsi, la condition de stabilité et de convergence est bien satisfaite.

Il vient : ¥ < —77|s

L’expression finale de la loi de commande est la suivante :

:ﬁ(—f(x)+j}d —ﬂé)—L(n+D(x))sign(s)

g(x)

Les résultats de simulation présentés ci-dessous ont été obtenus a partir des données suivantes :
f(x)=xx,+x ; g(x)=2+cos(x,); d(x,t)=0.5xx,+0.3x, cos(x,)+1.5c08(0.2¢) ;

D(x)=2+|x|+|x,| s A=2;7=5; y,(¢)=sin(r) ; x,(0)=0.2; x,(0)=0.

u= ueq + udisc
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t (sec)

Figure 6.4 : Réponse du systéme sortie (y) et sortie désirée (yd)

t (sec)

Figure 6.5 : Signal de commande

La Figure 6.5 illustre clairement le probléme du chattering dans la commande par mode de
glissement. Pour atténué ce phénomeéne indésirable, on remplace la fonction sign(s) par la
fonction continue tanh(s/0.01).

t (sec)

Figure 6.6 : Réponse du systéme sortie (y) et sortie désirée (yd)
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Figure 6.7 : Signal de commande
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