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Introduction

Ce cours est une introduction a la théorie de la mesure et de 1'intégration destinés
aux étudiants de troisieme année licence de mathématiques.
Le présent polycopié s’articule autour de quatre chapitres et chaque chapitre se termine
par une série d’exercices.
Dans le premier chapitre nous commengons par donner un rappel sur la théorie des en-
sembles, ensuite nous présentons des notions fondamentales sur les tribus, les mesures
positives et leurs propiétés et on termine par l'introduction de la mesure de Lebesgue
sur la tribu des boréliens.
Nous présentons dans le deuxiéme chapitre quelques définitions concernant les fonc-
tions étagées, les fonctions mesurables et les convergences presque partout et en mesure.
Le troisiéme chapitre est consacré aux notions fondamentales concernant les fonctions
intégrables ainsi que les théoremes essentiels qui y sont liés.

La mesure produit et le théoreme de Fubini font I'objet du dernier chapitre.
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Notations

Dans tout ce cours on utilisera les notaions suivantes
R I'ensemble des nombres réels.
R, I'ensemble des nombres réels positifs.
R’ I'ensemble des nombres réels strictement positifs.
IN I’ensemble des nombres naturels.
IN* I'ensemble des nombres naturels non nuls.
Z.1’ensemble des entiers relatifs.
Q I'ensemble des nombres rationels.
R, =R, U {+c0}.
R = R U {+00, —co}.
P(E) I'ensemble des sous-ensembles d’un ensemble E.

0 ’ensemble vide.



CHAPITRE 1

Tribus et Mesures

Dans ce chapitre, nous commengons par donner un rappel sur la théorie des en-
sembles, ensuite nous présentons les notions fondamentales sur les tribus, les mesures

positives et leurs propiétés ainsi que la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens.

1.1 Rappel sur la théorie des ensembles

Définition 1.1.1 On appelle ensemble toute collection bien définie d’objets. Les objets de cette

collection sont appelés les éléments de I’ensemble.

Remarque 1.1.1 1) L’ensemble noté 0 oii {} est I'ensemble vide, c’est a dire I"ensemble qui ne

cotient aucun élément.
2) E = {0} n’est pas vide.

3) Onécrit E = {x,y,z} si x, y et z sont les éléments de E.
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4) On écrit x € E si x est un élément de 'ensemble E, sinon on écrit x € E.

Exemple 1.1.1 1) L'intervalle | — 3, 8] est I'ensemble {x € R, -3 < x < 8}.

2) Soit 'ensemble E = {x € R, x* = =5}, alors E = (.

Définition 1.1.2 Soient E, F deux ensembles. On dit que F est un sous-ensemble de E et on

écrit F C E si tout élément de F est un élément de E, c’est a dire

FcEs VxeFExeE.

Exemple 1.1.2
NcZcR

Définition 1.1.3 Soit E un ensemble. On appelle ensemble des parties de E I’ensemble de tous

les sous-ensembles de E et on le note P(E).

Remarque 1.1.2 Soit E un ensemble, alors on a toujours 0, E € P(E).

Définition 1.1.4 Soit E et F deux ensembles. On dit que E et F sont égaux et on écrit E = F si

onaEcCcFetF CE.

Proposition 1.1.1 Soient E, F, G trois ensembles. Si E C F et F C G, alors E C G.

Démonstration. Supposons que E C F et F C G. Soit x € E, alors x € F car E C F, donc

xe€GcarFcG,douECG. m

Définition 1.1.5 Soit E et F deux ensembles.

1) On appelle réunion de E et F et on la note E U F, I'ensemble des éléments qui appartiennent

AaEouaF Cestadire EUF ={x, x € Eoux € F}

2) Onappelle intersection de E et F et on la note ENF, l'ensemble des éléments qui appartiennent

alafoisaEetaF CestadireENF ={x,x€ Eetxe€F}.

7
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3) On dit que E et F sont disjoints si ENF = 0.

Définition 1.1.6 Soit E un ensemble et {Fi}1<i<,, 1 € IN* une famille de parties de E. On dit

que cette famille forme une partition de E si on a
a) F;#0,Yie(1,2,...,n}.

b) FFNF;=0,Vi,je{l,2,...,n}i#]

o E=F.

i=1

Exemple 1.1.3 Soient E = R, F; = R%, F, = R*, F3 = {0}, alors la famille {Fy, F,, F3} forme

une partition de E.

Proposition 1.1.2 Soient E, F, G trois ensembles. Alors
a) EN(FUG)=(ENF)U(ENG).
b) EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Définition 1.1.7 Soit E un ensemble et F un sous-ensemble de E. On appelle complémentaire

de F, I'ensemble des éléments qui n’appartiennent pas a F et on le note F;, c’est a dire

F.={x€E, x¢F}.

Proposition 1.1.3 Soit E un ensemble et F et G deux sous-ensembles de E. Alors
n (F) =F

2) Si F C G, alors G§. C F.

3) FUG): = FENGE.

4) (FNG); = FLUGE.
Définition 1.1.8 Soit E un ensemble et A, B € P(E).

On appelle différence de A et B, I'ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas a B et on

le note A\ B, c’est a dire
A\B={x,xcAetx¢ B} =ANB;.

8
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On appelle différence symétrique de A et B et on la note AAB, I'ensemble des éléments apparte-

nant soit a A, soit a B, mais pas aux deux ensembles a la fois, c’est a dire

AAB

(A\B)U(B\ A)

(AN B%) U (BN AS)

{(xeE,xeAetx¢BlU{xeE, xeBetx ¢ A}

Proposition 1.1.4 Soit E un ensemble et A, B, C € P(E). Alors

1) AAB = BAA, c’est a dire la différence symétrique est commutative.
2) (AAB)AC = AA(BAC), c’est a dire la différence symétrique est associative.
3) AAB=AAC & B=C.

4) AAB=0 e B=A.

5) AAB=A & B=0.

6) AAB=E & B = Al

7) AAB= A © B=E.

8 AAB=ANB& A=B=0.

99 AAB=AUB & ANB=0.

10) (AAB)g = AABE.

11) (AAB)U(ANB) = A UB.

Exemple 1.1.4 Soient E ={0,2,4,5,6,7,8,9,10}, F = {2,4,6,8}, G = {4,5,6,7}. Alors
* FCEetGCE.

*FNG=1{4,6}et FUG={2,4,5,6,7,8}.

* F. =1{0,5,7,9,10} et G5 = {0,2,8,9,10}.

* F\G=1{2,8}et G\F=1{5,7}.

* FAG =1{2,5,7,8).
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Définition 1.1.9 Soit E un ensemble. On dit que E est fini s’il contient n éléments ot n € IN.
Dans ce cas n est appelé cardinal de E et on écrit Card(E) = n.

Sinon E est infini.

Exemple 1.1.5 1) IN, Q, R sont des ensembles infinis.
2) E =1{0,2,4,6} est un ensemble fini et Card(E) = 4.

3) L’intervalle [-5, 6] est un ensemble infini.

Remarque 1.1.3 Soit E un ensemble fini tel que Card(E) = n € IN et P(E) I"ensemble des
parties de E. Alors Card(P(E)) = 2".

Remarque 1.1.4 Soit E et F deux ensembles finis, alors
(i) Card(E U F) = Card(E) + Card(F) — Card(E N F).

(ii) Si E et F sont disjoints, alors Card(E U F) = Card(E) + Card(F).

Définition 1.1.10 Soit E un ensemble.
On dit que E est dénombrable s’il existe une bijection de E dans I'ensemble IN.

On dit que E est au plus dénombrable si E est fini ou dénombrable.

Exemple 1.1.6 1) Tout ensemble fini est au plus dénombrable.
2) N et Z sont infinis et dénombrables.

3) L'intervalle I = [-5, 6] est infini et non dénombrable.

Définition 1.1.11 Soit E et F deux ensembles. On appelle produit cartésien de E et F et on le
note E X F I'ensemble {(x, y), x € Eet y € F}.

Remarque 1.1.5 Soit E un ensemble. On note par E? le produit cartésien E X E.

Exemple 1.1.7 Soit E = {3,4,5,6} et F = {0, 2}. Alors
ExF={(@3,0),(3,2),4,0),4,2),(5,0),(5,2),(6,0),(6,2)},

10
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E?={(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),(53),(54),5,5),5,6),
(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}.

et

F?* ={(0,0),(0,2),(2,0),(2,2)}.

Remarque 1.1.6 Soit E, F deux ensembles et E X F le produit cartésien de E et F. Alors
1) E X F # F X E, c’est a dire le produit cartésien n’est pas commutatif.
2) SSE=0QouF=20,alorsEXF =0.

3) Soit (x,y), (x',y') € EXFalors (x,y) = (X', y) ©@x=x"ety =y’

Proposition 1.1.5 Soit E, F deux ensembles finis et E X F le produit cartésien de E et F. Alors

Card(E X F) = Card(E).Card(F).

Définition 1.1.12 Soit E, F deux ensembles et E X F le produit cartésien de E et F. On appelle
relation binaire de E vers F toute partie de E X F.

Si R est une relation binaire de E vers F et (x,y) € R on écrit xRy.

Remarque 1.1.7 Soit E, F deux ensembles et R une relation binaire de E vers F. Alors
1) Si E = F, on dit que R est une relation binaire sur E.
2) Si(x,y) € R, on dit que x est en relation R avec y.

3) Si(x,y) ¢ R, on dit que x n’est pas en relation R avec y.

Exemple 1.1.8 R est une relation binaire sur E dans chacun des cas suivants
1) E=R xRy ©x=y.
2) E=R, xRy © x < .
3) E=R, xRy & x < y.

4) E = P(F), GRH © G C H, oit F est un ensemble et G, H € P(F).

11
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5) E est I'ensemble des fonctions définies de R dans IR et

fRg & f<g
& f(x)<gx), VxeR

Définition 1.1.13 Soit E un ensembles et R une relation binaire sur E. On dit que R est
1) réflexive si Vx € E, xRx.

2) symétrique siVx,y € E, xRy = yRx.

3) antisymétrique siVx,y € E, (xRy et yRx) = x = y.

4) transitive siVx,y,z € E, (xRy et yRz) = xRz.

Exemple 1.1.9 1) La relation ” =" sur R est réflexive, symétrigue, antisymétrique et transi-

tive.
2) Larelation ” < ” sur R est réflexive, antisymétrique, transitive, mais n’est pas symétrique.
3) La relation ” < ” sur R est transitive, mais n’est pas réflexive ni symétrique.

4) La relation ” C ” sur P(E) est réflexive, antisymétrique et transitive.

Définition 1.1.14 Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une

relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Remarque 1.1.8 Si R est une relation d’équivalence sur 'ensemble E et si xRy on dit, dans ce

cas, que x et y sont équivalents.

Exemple 1.1.10 1) La relation ” = " sur R est une relation d’équivalence.

2) Sur R\ {0}, la relation binaire R définie par xRy < xy > 0, est une relation d’équivalence.

Définition 1.1.15 Soit E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E.

1) On appelle classe d’équivalence de x € E modulo R, I'ensemble défini par

X = ly € E, xRy}.

12
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2) On appelle ensemble quotient de E par R, I'ensemble des classes d’équivalence des éléments

de E modulo "R” et on le note E/R, c’est a dire

E/R = {x, x € E)

Proposition 1.1.6 Soit E un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et x, y € E. Alors x

et y sont équivalents si et seulement si X = y.

Démonstration. = ? Supposons que x et y sont équivalents, c’est a dire xRy et mon-
trons quea.c = 9

Soit z € ;c, alors xRz. Mais R est symétrique et transitive, donc zRy, alors z € f/, d’ot
iey

De la méme maniere on peut montrer que 9 C x.

&=? Supposons que X = 3./ et montrons que xRy.

Onax € x = y, donc yRx, mais R est symétrique, donc xRy. m

Proposition 1.1.7 Soit E un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et x,y € E. Si x et

y ne sont pas équivalents, alors les classes d’équivalence X et & sont disjoints.

Démonstration. Supposons que x et y ne sont pas équivalents et montrons que iﬂ? = 0.
Supposons que J.Cﬂé # (. Alorsil existe un élément z de E tel que z € xetze 9, donc xRz
et YRz, mais R est symétrique et transitive donc xRy ce qui est contraire a I'hypothese,

dodxNy=0. m

Corollaire 1.1.1 Soit E un ensemble, x, y € E et R une relation d’équivalence sur E. Alors on
ax= & ou x N & = (. De plus I'ensemble des classes d’équivalence associées a R forme une
partition de E, c’est a dire E = Ua.c.

x€E

Définition 1.1.16 Soit E un ensemble et (F,),en+ une suite de parties de E. On appelle

1. limite supérieure de la suite (F,),en, et on la note lim sup F,, la partie de E définie par

limsupF, = () UF.

n>1k>n

13
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2. limite inférieure de la suite (F,)nen:, et on la note iminf F, la partie de E définie par
liminfF, = U () Fx.

n>1k>n

Lemme 1.1.1 Soit E un ensemble et (F,),en: une suite de parties de E. Alors

1) liminfF, C limsupF,.

c

2) (lim sup Fn) = liminf (F,) et (lim inf Fn) = limsup (F,)5.
n n n E n

E

Démonstration.

1) Soit x € liminfF, = |J (F, alors

n>1k>n
Iy e N*, x € ﬂPk - UFk, Vi >1,

k>ng k>n

donc pour toutn > 1,onax € (JF;, d’ot
k>n

X € ﬂUFk = hmsupFn,

n>1k>n

ce qui implique que liminfF, C limsupF,.

2) Soitx € (lim sup Fn) , alors
n E

ereterhmsupF ﬂUPk,

n>1k>n
donc
Iny e N*, x ¢ UFk,
k=ng
alors il existe 1y € IN* tel que pour tout k > 1y, on a x ¢ Fy, c’est a dire

Any € IN*, Yk > 1o, x € (Fo)%,

donc dny € IN* tel que

ve [ )E)c Uﬂ(Pk)g = lim inf (F,)g,

k>ng n>1k>n

14
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d’ou .
(lim sup Fn) C liminf (F,,).
n E n
Réciproquement, soit x € liminf (F,,)¢ = (U () (Fy)%, alors il existe ny € IN* tel que
n n>1k>n
x € () (Fy)g, donc

k>ng

Ang € IN*, Vk > ny, x € (Fy)5,

alors

37’10 € N*, Vk > Ny, X ¢ Fk,

ce qui implique qu'il existe np € IN* tel que x ¢ |J Fy, c’est a dire
k>ng

X ¢ ﬂUPk =limsupkF,,
n>1k>n n
d’ou

X € (lim sup Fn) et liminf (F,); C (lim sup Fn) .

n E n E

C
De la méme maniere on peut montrer que (lim inf Fn) = lim sup (F,)5.
n E n

Corollaire 1.1.2 De la Proposition 1.1.3 et le Lemme 1.1.1 on trouve

liminf (F,,); C limsup (Fp,)5.

Définition 1.1.17 Soit E un ensemble et (F,,),en+ une suite de parties de E. On dit que la suite
(F,)nen admet une limite F € P(E) sion a

limsup F, = liminfF,.
n n

Dans ce cas, on écrit
F=limF, = limsupF, = liminfF,.
n n n
Définition 1.1.18 Soit E un ensemble et (F,),en+ une suite de parties de E. On dit (Fy,)nen
est croissante (respectivement décroissante) si F, C Fy.1, Yn € IN* (respectivement F, 1 C
F,, ¥Yn € N*).

On dit que (F,)nen- est monotone si elle est croissante ou décroissante.

15
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Proposition 1.1.8 Soit E un ensemble et (F,),on- Une suite monotone de parties de E. Alors

(Fn),ene admet une limite F, c’est a dire,

F=limF, = limsupF, = liminfF,.
n n n

Démonstration. Soient E un ensemble et (F,,).en+ une suite monotone de parties de E.

Alors

1) Si (F,).en- est croissante, alors F,, C F,q, Yn € IN¥, donc

ﬂPk = F, et UFk = UFk.

k=n k=n k>1
Donc
liminfF, = Uﬂpk = UFn
" n>1 k>n n>1
et
limsupF, = ﬂUPk = UP”'
n n>1k>n n>1
D’ou

limF, = limsupF, = liminfF,,.
n n n

2) Si (F,)nen est décroissante, alors F,yq C F,, Y1 € INY, donc (F,,); C (Fy41)g, V1 € INY,

donc ((Fn)g) N Ot croissante, alors d’apres 1) on a limsup (F,); = limn inf (F,)s.

ne
n

En utilisant le Lemme 1.1.1 on trouve
c C
(lim iann) = limsup (F,,); = liminf (F,); = (lim sup Fn) ,
n n n n
d’ot
liminf F, = lim sup F,,.
n

n

Définition 1.1.19 Soit E, F deux ensembles, G un sous-ensemble de E et H un sous-ensemble
de F. Soit 'application f : E — F.
o On appelle image directe de G par f I'ensemble

f(G)={yeF IxeG, f(x) = y} = {f(x), x € G}.
e On appelle image réciproque de H par f I'ensemble f~'(H) = {x € E, f(x) € H}.

16
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Exemple 1.1.11 Soit f : R — IR lapplication définie par f(x) = x?, ¥x € R et soient
G =1[0,3] et H = [3,9], alors f(G) = £ ([0,3]) = [0,9] et f'(H) = £~ (13,9]) = [-3,- V3] U
[V3,3].

Proposition 1.1.9 Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application. Alors
1) f(G)  f(H), ¥G c HCE.

2) fAN) = DN Det AU = FOUF), VLT CE

3) f(GNH) C f(G)N f(H) et f(GUH) = f(G)U f(H), YG,H C E.

9 f(f'))cLVICF

5) G c f1(f(G)), VG CE.

6) f(I;)=(f'0),, VICF

Démonstration.

1) Supposons que G C H C E. Soit y € f(G), alors il existe x € G tel que y = f(x), donc
x € H,alors y € f(H), d’ou f(G) C f(H).

2) Soit1, ] c F. Alors

AN = {x€E f(x)eln]}
= [x€E f(elln{xeE, f(x) €]
= N
et
fYAU) = (xeE f(x)elu])

{xe€E, fxyelJU{x€E, f(x) €]}
fU ).

3) Supposons que G,H C E. Soit y € f(G N H), alors il existe x € G N H tel que
y = f(x),doncy = f(x), x € Gety = f(x),x € H, alors y € f(G) N f(H). D'ou

17
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f(GNH) c f(G) N f(H).
Et

f(GUH) = {yeF y=f(x), xe GUH]

{yeF y=f(x), xe Goux e H}
{lyeF y=f(x),xeGlU{yeF y=f(x), xe H}
f(G) U f(H).

4) Supposons que I C F. Soit y € f(f‘l(I)) ,alors y = f(x), x € f1(I),doncy = f(x), x €
E, f(x)el,d’ouy = f(x) €I, estadire f(f }(I)) c .

5) Supposons que G C E. Soit x € G, alors f(x) € f(G), donc x € f1(f(G)), c'est a dire
G fHf(G.
6) Soit I C F. Alors

{x €E, f(x)e I;}
{x€E, f(x) e Fet f(x) ¢ I}
{xeE xe )
(7 ),

1(5)

Proposition 1.1.10 Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application. Alors les assertions

suivantes sont équivalentes

1) f est injective.

2) f1(f(G) =G, VG CE.

3) f(GNH)= f(G)N f(H), VG,H CE.

4) f(G)N f(H)=0,VYG,HCE,avec GNH = 0.

5) f(H\G)= f(H)\ f(G), VGcHCE.

Démonstration.

18
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1)=2)? Supposons que f est injective. D’apres la Proposition 1.1.9 on a toujours
G c fY(f(G)), donc il suffit de montrer que f(f(G)) € G.Soitx € f1(f(G)), alors
f(x) € f(G), donc Ax’ € G, f(x) = f(x’), mais f est injective, donc x = x” € G. D’ott
2).

2)=1) ? Soient x;,x, € E tel que f(x;) = f(xp), alors d’apres 2) on a f1(f ({x1})) =
fHAf D) = b et 71 (f(fx]) = f71 (f(x2)}) = {x2). Mais f(x1) = f(x2), donc
X1 = xp et f est injective.

1)=3) ? Supposons que f estinjective. D’apres la Proposition 1.1.9, il suffit de montrer
que f(G)N f(H) € f(GNH).Soity € f(G) N f(H), alors y € f(G) ety € f(H), donc
IxeG, y=f(x)etIx' € H, y = f(x’). Mais f est injective, doncx = x" € GN H et
y = f(x),d’otty € f(GN H).

3)=4)? Supposons que GNH = 0. D’apres3) ona f(GNH) = f(G)N f(H) = f(0) = 0.

4)=5)? Soit G C H, alors H\ G C H. En appliquant 1) de la Proposition 1.1.9 on trouve
f(H\ G) C f(H). D’autre part ona G N (H \ G) = 0, alors d’apres 4) on obtient
SHNG)N f(G) =0, donc f(H\ G) C f(H)\ f(G).
Pour 'autre inclusion, supposons que f(H) \ f(G) # 0. Soit y € f(H) \ f(G), alors
ye f(Hety¢ f(G),doncIx e H, y= f(x)etx ¢ G. Alorsx e H\ Gety = f(x),
d'ott f(H) \ f(G) € f(H\ G).

5)=—=1) ? Montrons que si x1,x» € E tel que x; # xp, alors f(x1) # f(x2) c’est a dire
f est injective. Soit x; # xp. En appliquant 5) avec H = {x1,x:} et G = {x2} on
trouve G Cc Het f(H\ G) = f(H) \ f(G), donc f({x1}) = f({x1,x2}) \ f({x2}), alors
{fOe)} = {f(x1), f)} \ {f(x2)}, d’otr f(x1) # f(x2), car {f(x1)} # 0.

Définition 1.1.20 Soit E un ensemble et A C E. La fonction 1, : E — R définie par

1, sixe€A,
Ta(x) = ,
0, sixeAS.

est appelée fonction caractéristique de A.
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Proposition 1.1.11 Soit E un ensemble et A, B C E. La fonction caractéristique a les propriétés

suivantes

D 1a=1-1a4.

2) 1anp = 1415.

3) 1aup = 1a+1p — 1ans.

4) 1aug = 14 + 15 si A et B sont disjoints.

5) Taxp(x, y) = 1a(x)15(y), Y(x, y) € E2.

Démonstration.

1) Sixe A, alorsx ¢ A, donc 14 (x) =0=1-1=1-14(x).
Six¢ A alorsx € Ap, donc 1 (x) =1=1-0=1-Ta(x).

2) Sixe ANnB,alorsx € Aetx € B,donc 14n5(x) =1 =1X%x1=14(x)1p(x).
Six¢ ANnB,alorsx ¢ Aoux ¢ B, donc 1405(x) = 0 = 14(x)1p(x).

De la méme maniére que 2) on peut montrer 3), 4) et 5).

1.2 Algebres et tribus

Définition 1.2.1 Soit E un ensemble et T une famille de sous-ensembles de E. On dit que T est

une tribu sur E si on a
1) 0eT.

2) Pour toute famille dénombrable {F,},on de T ona \JF, € T, c’est a dire T est stable par
nelN

union dénombrable.

3) SiF €T, alors F € T, c’est a dire T est stable par passage au complémentaire.

Exemple 1.2.1 Soit E un ensemble, alors {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.
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Remarque 1.2.1 Si E est un ensemble et T est une tribu sur E, alors les éléments de T sont
appelés ensembles mesurables et I'espace (E, T) est dit espace mesurable.
Si E est I'univers des possibles et T est une tribu sur E, alors les éléments de T sont appelés

evenements et l'espace (E, T) est dit espace probabilisable.

Proposition 1.2.1 Soit E un ensemble et T une tribu sur E. Alors
1) E€T.

2) Pour toute famille dénombrable {F,},on de T ona (VF, € T, c’est a dire T est stable par
nelN

intersection dénombrable.

3) SiEGeT,alorsF\GeTetFAG e T.

Démonstration. Soit E un ensemble et T une tribu sur E.
1) OnaE=0¢et® €T, doncE €T car T est stable par passage au complémentaire.

2) Soit(F,)uen C T.Ona(F,); € T, Vn € IN car T est stable par passage au complémentaire,
C
alors N F, = ( U (Fn)CE) € T car T est stable par union dénombrable.

nelN nelN E

3) OnaF\G =FNG§etFAG = (FNGE)U(GNFY). En utilisant 2) et la stabilité de T par
passage au complémentaire et par union dénombrable on trouve que F\ G € T et

FAG e T.

Proposition 1.2.2 Soit E un ensemble et {T;},; une famille de tribus sur E. Alors T = (T est
i€l
une tribu sur E.

Démonstration. D’apres la définition de T on a
T={FCE, FeT; VYiel}.

Alors

1) Pour touti €I, T; est une tribusur E, alors 0 € T;, Vi€ I, donc @ € T.
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2) Soit {F,},an une famille dénombrable de T, alors F,, € T;, ¥Yi € I, Yn € IN, donc
UF, €T, Viel, car T; est une tribu sur E pour touti € I, d’'ott |JF, € TetT est

nelN nelN
stable par union dénombrable.

3) Soit F € T, alors F € T;, Vi € I, mais pour tout i € I, T; est une tribu sur E donc elle
est stable par passage au complémentair, alors F, € T;, Vi€ I, d’ou F; € T et T est
stable par passage au complémentaire.

De 1)-3) on trouve que l'intersection de tribus sur E est une tribu sur E.

Définition 1.2.2 Soit E un ensemble et C C P(E). On appelle tribu engendrée par C l'inter-

section de toutes les tribus sur E contenant C et on la note o(C).

Remarque 1.2.2 1) La tribu engendrée par C C P(E) est la plus petite tribu contenant C.
2) SiCy ¢ Cy c P(E), alors a(Cy) C a(Cy).

Définition 1.2.3 Soit E un ensemble et A une famille de sous-ensembles de E. On dit que A

est une algebre sur E si on a
1) 0 e A.
2) Pour tout F,G € Aona FUG € A, c’est a dire A est stable par unions finies.

3) Si F € A, alors F; € A, c’est a dire A est stable par passage au complémentaire.
Remarque 1.2.3 Toute tribu est une algebre, la réciproque est fausse.

Proposition 1.2.3 Soit E un ensemble et ‘A une algebre sur E tel que si (G,)nen+ C A est une

suite croissante, on a | J G,, € A. Alors ‘A est une tribu sur E.
n>1

Démonstration. D’apres la définition d"une algebre, pour montrer que A est une tribu
sur E il suffit de montrer que A est stable par union dénombrable. Soit (F,),en+ C A,

n
donc si on pose G, = |JFi on obtient que (G,)uenx C A est une suite croissante, donc
k=1
UG, € A, mais UF, = UG, € A, d’ou A est stable par union dénombrable et donc
n>1 n>1 n>1
elle est une tribu sur E. m
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Définition 1.2.4 Soit E un ensemble et T C P(E). On dit que T est une topologie sur E si elle

vérifie les conditions suivantes
1) E Qe
2) Toute union quelconque d’éléments de T est un élément de .

3) Toute intersection finie d’éléments de T est un élément de .

Remarque 1.2.4 Si E est un ensemble et T est une topologie sur E, alors les éléments de T sont

appelés ouverts et I'espace (E, T) est appelé espace topologique.

Définition 1.2.5 Soit (E, T) un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur E la tribu

engendrée par T et on la note B(E) et les éléments de B(E) sont appelés ensembles boréliens.

Lemme 1.2.1 Soit I un ouvert non vide de R. Alors I est I'union dénombrable d’intervalles

ouverts de R.

Démonstration. 11 suffit de considérer ’ensemble F = {(p,q) € Q> p < g, Ip,q[C I} et

utiliser la densité de I'ensemble Q dans R pour obtenir que 7 = {J Jp,g[. =
pgeF

Proposition 1.2.4 La famille {]a, + o[, a € R} engendre la tribu borélienne B(R).

Démonstration. Soit O l'ensemble de tous les ouverts de R, c’est a dire O est la topologie
usuelle sur R. Alors {]a, +oo[, a € R} ¢ O, donc ¢ ({]a, +o0[, a € R}) € (0O) = B(R).

Pour montrer que B(R) C o ({]a, +o[, a € R}), il suffitde montrer que O C o ({]a, +oo[, a € R})
car B(R) est la plus petite tribu contenant O. Soit I € O, alors d’apres le Lemme 1.2.1 on

al = Ulay,, by, avec pour tout n > 1, a,, b, € R. D’autre part, pour tous x,y € R, x <y

n>1
on a

Ix, y[=] = o0, y[N]x, +oo[ et [y, +oo[= ﬂ ]y — %, +oo[
n>1

avec

]]/ — %, +c>o[ € {Ja,+oo[, a € R} c 6({]a, +o[, a € R}),
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donc

[y, +oo[ € a({la, +oo[, a € RY),
car o({]a, +oo[, a € IR}) est stable par intersection dénombrable. Donc
] - o0, y[= ([y, +o[) € o({la, +o0[, a € R}) et ]x, +o0[€ a({]a, +o[, a € R}),
alors
Ix, y[e o({la, +oo[, a € R}) et I € o({]a, +o0[, a € R}),

d’ott O c ¢ ({]a, +o0[, a € R}) et la démonstration est complete. m

1.3 Mesure positive

Définition 1.3.1 Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure positive, ou seulement

mesure, sur E toute application i : T — R, vérifiant
1) u(@) =0.
2) Pour toute famille dénombrable {F,},en C T d’ensembles disjoints deux a deux on a
y( U Fn) = ), u(F,), c’est a dire u est c—additive.
neN neN
Définition 1.3.2 Soit (E, T) un espace mesurableet u: T — R, une mesure.

e On dit que u est une mesure finie si u(E) < +oo.

e On dit que u est une probabilité si u(E) = 1.

Remarque 1.3.1 Soit (E, T) un espace mesurable (respectivement espace probabilisable) et u
une mesure (respectivement une probabilité), alors le triplet (E, T, i) est appelé espace mesuré

(respectivement espace probabilisé).

Définition 1.3.3 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que u est o—finie s'il existe une suite

(Fu)nen C T telle que E = | J F, et u(F,) < +o0, ¥n € IN.
nelN
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Exemple 1.3.1 1) Soit E un ensemble, T = P(E) et u : T — R, une application avec pour

tout FeT,

Card(F), siF est fini,
u(F) = _
+00, Sinon.
Alors u est une mesure sur E et est dite mesure de comptage, de plus cette mesure est finie

si E est fini et elle est c—finie si E est dénombrable.

2) Soit (E, T) un espace mesurable et a € E. Alors l'application 6, : T — R, définie par

) 1, sia€F
04(F) = .
0, sia¢F

est une mesure sur E appelée mesure de Dirac, de plus cette mesure est une probabilité.
3) Soit E=IN*, T = P(IN*) et i : T — R, une application telle que pour tout F € T,
L siFest fini,
u() =3 " !

+o00,  sinon.

Alors 1 n’est pas une mesure car elle n’est pas c—additive.
En effet, soit F, = {n}, n € IN*. Alors (Fy)uen+ C T est une famille de parties de IN*

disjointes deux a deux, mais y( U Fu]# X u(Fn).
nelN* nelN*

1.4 Propriétés des mesures, mesure extérieure, mesure
complete

Proposition 1.4.1 Soit (E, T, ) un espace mesuré. Si F,G € T avec F C G, alors u(F) < u(G).

(C’est la monotonie).
Démonstration. Soient F,G € T tel que F € G.On a

G=FU(G\F)avecFN(G\F)=0

et

G\F=GNF; €T, car T est une tribu sur E,
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donc

(G) = w(F) + w(G\ F) = u(F).

Remarque 1.4.1 Si FG € Tavec F C Get 0 < u(F) < u(G) < 409, alors u(G \ F) =
#(G) — u(F).

Proposition 1.4.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré. Alors la mesure 1 a les propriétés suivantes

1) Soit (F,)uen C T, alors y( U Fn) < Y. u(Fy). (C’est la o—sous-additivité).

nelN nelN

2) Soit (Fp)nen C T telle que F,, C Fiq, Y € IN, alors y( U Fn) = liIP u(F,) = supu(E,).

nelN nelN
3) Soit (Fy)uen C T telle que F,qy C F,, Yn € IN, et telle que Ing € N, p(F,,) < +00, alors

Démonstration.

1) Soit (F,)uen C T. On considere la suite (G,,),en OU

n—1

Go=FoetG,=F,\ [UG] Vn € N*.
i=0
n-1
Donc G, € T, ¥n € IN*, car G, = F,() () (G); et T est stable par passage au
i=0
complémentaire et par intersection dénombrable, de plus
GinG=0sii#jet| Jr, = JG.
nelN nelN
En utilisant la 0—additivité de u on trouve
o) g
nelN nelN nelN
Mais G, C F,,, Yn € IN, donc la monotonie de p nous donne

U(G) < u(Fy) et p (UPH) < Y u(Fy).

nelN nelN
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2) Soit (Fy)nen C T telle que F,, C Fy4q, Y € IN. En utilisant la monotonie de 1 on trouve
p(Fn) < u(Fps1), Yn € N, (1.1)

donc (u(F,)),n €st une suite croissante de R et donc elle converge vers sa borne
supérieure, c’est a dire
lim u(F,) = supu(F,) € R,. (1.2)
neo neN
Soit F = (J F, et (G,)nen la suite définie par Go = Fy et G, = F, N (F,—1);, Yn € IN*.
Donc GnneeNT, car T est stable par passage au complémentaire et par intersection
dénombrable, de plus G;NGj=0sii# jet JF, = U G,.

neN neN
En utilisant la c—additivité de u on obtient

u(F) = p (UFn] = u (UGn) = Zu(Gn) = ngrgwiu(Gp)-

nelN nelN nelN p=0

Mais F, = JG,, alors }. u(G,) = u(F,), d’otr u(F) = linﬂ w(Fy).
p=0 p=0 n—s+oo
3) Soit (Fy)uew C T telle que Fiq C Fy, Vi € IN et telle que ny € N, u (F,,) < +c0. En
utilisant la monotonie de p on trouve

#(Fn+1) < l/l(Pn)l Vne N/ (13)

donc (u(Fy)), . €st une suite décroissante de R et donc elle converge vers sa borne
inférieure, c’est a dire

Jim u(Fy,) = infu(F,) € R, (1.4)

Soit F = () F, et (Gy)nen la suite définie par
nelN

Gy =Fyy \ Fy = Fyy N (Fa)s, Y € N.

Donc G, € T, car T est stable par passage au complémentaire et par intersection
dénombrable, de plus G, C G411, Y1 > ny. D’autre part, ona F C F,, donc d’aprées

la o—additivité de u et (1.3) on obtient
p(F) < w(Fy) < w(Fy,) < 400, ¥Yn > ny. (1.5)
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Soit G = |J G, alors

nelN

G=|J(Fu \F) =Fy \ [ |Fa = Fy \ F

nelN n>mng

En appliquant la question précédente a la suite (G,),en On trouve

HG) = uFn \ F) = Tim w(Gy) = lim u(Fyy \ Fr). (1.6)
De (1.5) et la Remarque 1.4.1 on obtient
H(Fuy \ F) = p(Fyy) — u(F) (1.7)
et

W(Fny \ Fr) = u(Fyy) — p(Fn). (1.8)

Substituons (1.7) et (1.8) dans (1.6) on trouve u(F) = linJr} u(Fy).

Définition 1.4.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et F C E. On dit que F est négligeable s’il

existe un ensemble mesurable G tel que F C G et u(G) = 0.

Proposition 1.4.3 Soient (E, T, u) un espace mesuré et (F,),en+ C P(E) une suite d’ensembles

négligeables, alors gl—"n est négligeable.

Démonstration. Soit (F,),enx € P(E) une suite d’ensembles négligeables, alors pour

tout n € IN*, F, est négligeable, c’est a dire
3G, €T, F, c G, et u(G,) =0, Yn € N*.

Alors

+00 +0o0 +00
G=|JGieTet| JF c| JGu
n=1 n=1 n=1
En utilisant la monotonie et la c—sous-additivité de p on obtient
+00 +00
u (Ucn] <) (G =0.
n=1 n=1

+0o0
D’ott |JF, est négligeable. m
n=1
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Définition 1.4.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que 1 est compléte si tous les sous-

ensembles négligeables de E sont mesurables et dans ce cas 'espace (E, T, u) est dit complet.

Définition 1.4.3 Soit E un ensemble et u* : P(E) —> R, une application. On dit que u* est

une mesure extérieure sur E sion a
1) pu*@) =0.
2) SiF,G € P(E) tel que F C G, alors u*(F) < u*(G). (Cest la monotonie).

3) Pour toute suite (F,)uen+ € P(E) on a y*( U Fn) < ), u*(F,). (Cest la o—sous-

nelN* nelN*
additivité.)

Remarque 1.4.2 1) Toute mesure positive sur l'espace mesurable (E, P(E)) est une mesure

extérieure sur E, mais la réciproque est fausse.

2) Si u* est une mesure extérieure sur E et si elle est c—additive, alors u* est une mesure

positive sur P(E).

Proposition 1.4.4 Soit y* une mesure extérieure sur I'ensemble non vide E. Alors pour toutes
parties Aet Fde Eona
L (A) < " (ANF)+ u*(ANFY). (1.9)

Démonstration. Soit E un ensemble non vide et u* une mesure extérieure sur E. Alors
pour toutes parties A et F de Eon a

A=(ANF)UANF).
En utilisant la 0—sous-additivité de u* on trouve

1*(A) < u*(ANF) + u* (AN F).

Définition 1.4.4 Soit u* une mesure extérieure sur l'ensemble non vide E. On dit que le

sous-ensemble F C E est u*-mesurable ou mesurable au sens de Carathéodory si on a
u*(A) = u*(ANF) + u*(ANFS), YA CE.
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Remarque 1.4.3 Soit E un ensemble non vide, u* une mesure extérieure sur E et F C E. Se

référant a (1.9), pour montrer que F soit u*-mesurable il suffit de montrer que

1*(A) > (ANF) + u*(ANF), VA CE. (1.10)

Théoreme 1.4.1 Soit E un ensemble non vide, u* une mesure extérieure sur E et M* I'ensemble
des parties u*—mesurables. Alors M* est une tribu sur E et la restriction de pu* sur M* est

une mesure positive.

Démonstration.

1) 0 € M* car pour tout A C Eona

WA = pANE)
= WO+ (AN D)
= uAND) + u*(ANOY).

Soit F € M*, alors pour tout A C Eona

WA = ANE+ N ANF

HHAN(F) + i (ANF)

uHANF) +u* (AN (Fp)p),

c'est a dire F, € M*. Donc M* est stable par passage au complémentaire.

Maintenant, montrons que M?* est stable par union dénombrable. Tout d’abord,
montrons que M* est stable par union finie. Soient F;, F, € M*, alors d’apres la
Remarque 1.4.3, pour montrer que F; UF, € M* il suffit de montrer que pour tout

AeP(E)ona
A (A) = u*(AN(F1UF)) + u* (AN (F UE)L).
Soit A € P(E), alors

Am(F1UF2):(AmF1)U(AﬂF2)
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et

ANF,=(ANENF)U@ANEN(F)D.

Donc

Aﬂ(PlLJPz) = (AﬁFl)U(AﬁFzﬁFl)U(AﬂFzﬁ(Pl)%)

(ANF) UANFN(F)L),
car ANF,NF, c ANF,, alors
(AN FLUF)) =u*(ANF)U(ANFN(F)R).
En utilisant la 0—sous-additivité de u* on obtient
w(AN(F1UF)) < pu*(ANF)+ p*(ANFy N (F)g),
donc

u*(AN(F1UF)+u*(AN(F1UFL)g) < u*(ANF)+u*(ANFoN(F1)g)+u* (AN(F2)N(F1)g)-

(1.11)
Comme F;, F, € M*, alors
W (A) = u*(ANFy) + u* (AN (F)f) (1.12)
et
w (AN (F)L) = (AN (F)s NEFy) + u* (AN (Fr)g N (F)5). (1.13)

De (1.11), (1.12) et (1.13) on trouve que
HHAN (FUE)) + (AN (B UR)E) < i (A),

c'est a dire F{ UF, € M*.

Montrons que si (Fi)i<i<s € M* avec F;NF; =0, sii # j, alors

(A N [UP )] Zy (ANFE), VA € P(E). (1.14)
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Il suffit de montrer (1.14) pour n = 2 et par récurrence on peut montrer le cas

général. Soient Fy, F, € M* tel que F; N F, = 0, alors pour tout A € P(E) on a

u*(An(F1 UF))

w*(ANF)U(ANF))

= W ((ANF)UANF))NF)

+ w((ANF)UMANE)N (Fl)g), car F; € M*
= W(ANF)+u* (ANF)), car FFNF, =0.

Maintenant, on va montrer que M* est stable par union dénombrable. Soit

(Fp)nenx € M* et F = |J F,. On définit la suite (H,).en+ par

nelN*
n-1

Hy=F etH,=F,\ [UHk), Vi > 2,
k=1

donc

Cc
nelN* E

F= UHn etHn:Fnﬂ[GHk] .
k=1

D’apres la stabilité de M* par union finie et par passage au complémentaire on

obtient H, € M* et comme H, N H,, = 0 si n # m alors (1.14) nous donne
/J* (A N (UHk]] + /J* AN [UH]() ]

k=1 k=1 E
Zy*(A N Hy) + p1* [A N [UHk] )
k=1 k=1

E

u*(A)

C
n n
Mais kL_JlHk C F, donc F;, C (kL_JlHk)
monotonie de u* on trouve

n C
,alors ANF, C AN (UHk) . En utilisant la

E k=1 E

UHANE) < ,u*(Aﬁ(LnJHk) )
k=1 E

Donc

1A 2 Y (AN HY + i (ANF).
k=1

En passant a la limite quand 7 tend vers +co on trouve
WA = AN + (AN F).
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Alors F € M* et M* est stable par union dénombrable, donc M* est une tribu

sur E.

2) D’apres la Remarque 1.4.2 pour montrer que u* est une mesure positive, il suffit de
montrer que u* est o—additive. Soit (F,),en+ C M* tel que F;NF; = Qsii # jet

F = | F,, alors par la 0—sous-additivité de u* on a
nelN*

() < Y i (F). (1.15)
n=1

D’autre part, si on prend A = E dans (1.14) on trouve

k k
u [UPn] = ) A E).
n=1 n=1

k
Mais, u* est monotone et | JF, C F, donc

n=1
k
w (UFH] < (P,
n=1

k
Y E) < (B,
n=1

En passant a la limite dans cette derniere inégalité quand k tend vers l'infini on

obtient o
Yt ED < (B, (116)
n=1

De (1.16) et (1.15) on trouve que u* est co—additive donc u* est une mesure positive

sur M*.

1.5 Lamesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Théoreme 1.5.1 [1] Soit B(RR) la tribu borélienne sur R. Alors il existe une unique mesure,
notée A définie sur B(R) telle que pour tous a,b € R,a < bona A(]a,b]) = b —a.

Cette application est appelée mesure de Lebesgue sur B(RR).
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Proposition 1.5.1 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR). Alors
1) Pour tout x € R, A({x}) = 0.
2) Pour tout a,b € R, a < bona A([a,b]) = A(la, b]) = A([a, b]) = A(Ja, b]) = b — a.

Proposition 1.5.2 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR) et A un ensemble dénombrable.
Alors A(A) = 0.

Proposition 1.5.3 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR). Alors
VA € B(R), Ya € R, A(A + a) = A(A).

C’est a dire la mesure de Lebesgue est invariante par translation.

Proposition 1.5.4 [1] Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR). Alors
VYA € B(R), A(=A) = A(A).

C’est a dire la mesure de Lebesgue est invariante par symétrie.

Proposition 1.5.5 [1] Soient A la mesure de Lebesgue sur B(IR) et f une application affine
définie sur R par f(x) = ax + p, oi a € R* et p € R. Alors

VA € B(R), A(f(A)) = lalA(A).
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1.6 Exercices

Exercice 1.6.1 Soit E, F et G trois ensembles. Montrer que
a) EN(FUG)=(ENF)U(ENG).

b) EU(FNG)=(EUF)N(EUG).

Exercice 1.6.2 Soit E un ensemble et F et G deux sous-ensembles de E. Montrer que
1 (F) =F

2) (FUG); = FENGE.

3) (FNG)y = FEUGE.

4) F\G=(FUG)\G.

Exercice 1.6.3 Soit E, F et G trois ensembles. Montrer que
a) E\(FUG)=(EUG)\F)N((EUF)\G).

b) E\(FUG)=(E\F)N(E\G).

¢) E\(FNG)=(E\F)U(E\G).

d) EX(FUG)= EXFUEXG.

e) EX(FNG)=EXFNEXG.

Exercice 1.6.4 Soit E un ensemble et F et G deux parties de E. Montrer que
1) Si Card(E) = n € IN, alors Card(P(E)) = 2".
2) Si F c G, alors P(F) Cc P(G).

Exercice 1.6.5 Soit E, F deux ensembles et f : E — F une application. Montrer que si H et H’

sont deux sous-ensembles de F tels que H C H’, alors f~1(H) C f~Y{(H").

Exercice 1.6.6 On définit sur R la relation binaire R par xRy < x* = 2.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
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2) Déterminer R/R.

Exercice 1.6.7 Soit E un ensemble.

I) Soit {Ti}ier une famille de tribus sur Eet T = {A C E, A € T;, Vi € I}. Montrer que T est une
tribu sur E.

2) Soit A € P(E) et T4 lintersection de toutes les tribus sur E contenant A. Montrer que T4
est la plus petite des tribus contenant A.

3) Soit A, B C P(E) et T4, T les tribus engendrées par A et B respectivement. Montrer que si
A CB,alors Ty C Tp.

Exercice 1.6.8 Soit E, F deux ensembles, f : E — F une application et B C P(F). Soit
I'application définie de P(F) dans P(E) par f1(B) = {x € E, f(x) € B}.

1) Soit S une tribu sur F et Tys = {f'(B), B € S}. Montrer que Tys est une tribu sur E, (c’est
la tribu image réciproque).

2) Soit T une tribu sur Eet Sy = {BCF, fY(B) € T}. Montrer que S¢r est une tribu sur F.

Exercice 1.6.9 Soit E un ensemble.

1) Montrer que A C P(E) est une algebre si et seulement si

() Ec A.

(i) AABE A= A\BeA.

2) Soit {A;}ier une famille d’algebres sur E. Montrer que (\A; = {A € P(E), A € A;, Vi e}

i€l
est une algebre sur E.

Exercice 1.6.10 Soit E un ensemble infini non dénombrable. On définit l'application u :
P(E) - R, par u(A) = 0 si A est au plus dénombrable et 1(A) = +oco sinon. Montrer

que u est une mesure sur P(E).

Exercice 1.6.11 Soit A la mesure de Lebesgue sur B(IR) et A € B(IR) tel que A(A) = 0. Montrer

que A n’est pas nécessairement fermé.
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CHAPITRE 2

Fonctions mesurables

Nous commengons ce chapitre par quelques définitions concernant les fonctions
étagées, ensuite nous présentons les fonctions mesurables et la convergence presque

partout et la convergence en mesure.

2.1 Fonctions étagées

Définition 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f : E — R une fonction.
1) On dit que f est étagée s’il existe une famille finie (A;)1<i<n C T et des nombres réels

a;, i€{1,2,...,n}tels que f(x) = Y.a;1,(x), Vx € E.
i=1

Remarque 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable.
1) Toute fonction étagée f : E — IR, est appelée fonction étagée positive.
2) L’ensemble des fonctions étagées est noté & et 'ensemble des fonctions étagées positive est

notés &,.
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Proposition 2.1.1 [1] Soit (E, T) un espace mesurable et f € &E,. Supposons que f est non
identiquement nulle, alors il existe une unique famille (a;, Ai)1<i<n C RY X T telle que 0 < a; <
p<...<a, etA;#0,Vie{l,2,...,n}, AiNA;=0sii#jet

n

flx) = Za,-lAi(x), V¥x € E.

i=1

Lemme 2.1.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € &,. Supposons que f est non nulle et que

n

f= ZailAi = Zp:bjlsj (2.1)

i=1 i=1

avec (a;, Ai)1<i<n ,(bj, Bj)lstp CRIXT,AiNnA;j=0,B;NBj=0sii# ]

Alors
Za u(A) Zb]p(B ). (2.2)

i=1

Démonstration. On a

p
(xeE, fx)>0}=| |A = UB,-.

Soit Cij = Ai N Bj, alors
Cj#0, A= Ucl, etB;=| |C;.
j=1 i=1
De plus,
CijﬂCik =0, sijiketCijﬁCl,- =0, sii#l.

En utilisant la o—additivité de u on obtient

j=1 =1
donc . -
aip (A) = ) ) e (C)
i=1 i=1 j=1
et .
2 it (B))= 2. bt (Cs)
p) j=1 i=1

Comme C;; # 0, alors a; = bj, d’ot1 (2.2). =
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Lemme 2.1.2 [1] Soit (E, T) un espace mesurable et f € &E. Alors il existe une unique famille

(a;, Ai)) CRXT,a; #aj, sii#jVijel{0,1,...,n}

et Ai#0,¥iel0,1,...,n), AinA;=0sii#j E=| JAet f(x) = ZailAi(x), Vx e E.

i:O l=0

Proposition 2.1.2 Soit (E, T) un espace mesurable et f,g € &E. Alors fg € & et pour tout
a,pER, onaaf+pgeé&.

n P
Démonstration. D’aprées le Lemme 2.1.2,0ona f = ) a;14 etg = ijlgj ol (A)i<i<n C T
i=0 =0

est une partition de E telle que g; € R, a; # aj, Vi # jet (B j)1<j<p C T est une partition de

E telle que b; € R, b; # bj, ¥i # j. Alors de la Proposition 1.1.11 on trouve

f= Zn:Zp:ailA,nBj etg= Zp:iblemB/,

i=0 j=0 j=0 i=0
car ) .
Az‘ = U(Al N B]) et B] = U(Al N Bj)
=0 i=0
Donc w
af +pg = ZZ((xai + Bbj)1a,np;, c'estadireaf +pyg€&.
i=0 j=0
De plus,
nop
fg= Zzaiblef”Bf’ c’est a dire fg € &.
i=0 j=0
n

Corollaire 2.1.1 Soit (E, T) un espace mesurable, alors I’ensemble & est un espace vectoriel

sur R.

2.2 Fonctions mesurables

Définition 2.2.1 Soit (E, T1), (F, T2) deux espaces mesurables et f : E — F une application.

On dit que f est mesurable ou T, — T, mesurable si on a

VAET,, f{A)ET.
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Définition 2.2.2 Soient (E, t1), (F, 72) deux espaces topologiques. On dit que f : E — F est

borélinne si elle est mesurable pour les tribus boréliennes B(E) et B(F).

Remarque 2.2.1 1) Soit (E, T;) un espace mesurable, F un ensemble et f : E — F une

application. Alors
i) Sion prend T, = {0, F} on trouve que f est Ty — T, mesurable.

ii) Sion prend la tribu image de T par f, Ty = {B C E, f"1(B) € T} on trouve que f est

T1 — T, mesurable.
2) Soit E un ensemble, (F, T,) un espace mesurable et f : E — F une application. Alors
i) Sion prend T, = P(E) on trouve que f est Ty — T, mesurable.

ii) Si on prend la tribu image réciproque, T, = {f 1(B), B € Ty} on trouve que f est

T1 — T, mesurable.
Proposition 2.2.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f € &, alors f est mesurable.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurable et f € &, alors d’apresle Lemme2.1.2, 1l
n

existe une partition (A;)o<i<, de E telle que f = Y a;14, oua; € R, A; €T, Vie {0,1,...,n}.
i=0

DoncVB e B(R), f!'(B)= |J A €eT. m

i,a;€B

Lemme 2.2.1 Soit (E, T1) et (F, T») deux espaces mesurables avec T, est engendrée par G C P(F)

etsoit f : E — F uneapplication. Alors f est mesurable si et seulement si f '(B) € Ty, VB € G.

Démonstration.
=— Evident.

&=? Supposons que f '(B) € Ty, VB € G et soit T; la tribu image de T; par f, c’esta dire
Tz = {B C F, f1(B) € Ty}, alors G C T3, mais T, est la plus petite tribu contenant
G, alors T, C T3, d’ot VB € T,, f1(B) € Ty, c’est a dire f est mesurable.

Corollaire 2.2.1 Soit E et F deux espaces topologiques et soit f : E — F une application.

Alors
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1) f est borélienne si et seulement si f1(0) € B(E), pour tout ouvert O de F.
2) Si f est continue, alors elle est borélienne.

3) SiF =R, alors f est borélienne si et seulement si f~(Ja, +oo[) € B(E), Ya € R.

Exemple 2.2.1 Soit (E, T) un espace mesurable et A C E, alors 14 : E — IR est mesurable si

0, siax>1,
et seulement si A est mesurable, car Va € R, (1) (Ja,+o[) ={ A, si0<a<1,
E, sia<O.

Proposition 2.2.2 Soit (E, T), (F, T2), (G, T3), trois espaces mesurables et f : E — F, g :

F — G deux applications mesurables. Alors g o f : E — G est mesurable.

Démonstration. Soit A € T, alors g~ (A) € T, car g est mesurable, donc (g o f) ™' (4) =

! (g_l(A)) € Ty, car f est mesurable. m

Proposition 2.2.3 Soit (E, Ty) et (F, T»), T» = B(F) deux espaces mesurables, et f,g : E —
R deux applications mesurables et ¢ : R*> — F une application continue. Si on définit

U'application h : E — F par h(x) = ¢(f(x), 9(x)), Vx € E, alors h est mesurable.

Démonstration. On définit I'application ] : E — R? par I(x) = (f(x), g(x)), Yx € E, donc
h = ¢ o l. Comme @ est continue, alors elle est mesurable et donc pour montrer que h
soit mesurable il suffit de montrer que [ est mesurable. Soit O = I; xI, c RxRoul; et
sont deux intervalles de R. Alors ["1(0) = f'(I;) N g (1) € T;. Mais la tribu borélienne
sur IR? est engendrée par {I X ], I et ] sont des intervalles de IR}, alors d’apres le Lemme

2.2.1 ] est mesurable. m

Corollaire 2.2.2 Soit (E, T) un espace mesurable et f,g : E — R deux applications mesu-

rables. Alors
1) f+g, fg, min(f, g) et max(f, g) sont des applications mesurables.
2) f* = max(f,0), f~ = max(—f,0) et |f| = f* + f~ sont des applications mesurables

positives.
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. y . . 1

3) Si f(x) # 0, Vx € E, alors I'application x +— 7 o5t mesurable.

Remarque 2.2.2 Soit (E, T) un espace mesurable. On note M = M(E,R) = {f : E —
R, mesurable } et M, = M,(E,R,) = {f:E— R., mesurable ).

Proposition 2.2.4 Soit (E,T) un espace mesurable et (f,),>1 une suite d’applications me-

surables a valeurs dans R. Alors les applications x +> sup f,(x), x mf fn(x) X
nz1
lim sup f,(x) et x — hm mf fn(x) sont mesurables. De plus, si cette suite converge simplement

n—>+00

vers une fonction f, alors cette derniere est mesurable.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurable et (f,),>1 une suite d’applications
mesurables a valeurs dans R. On considére I'application g : E — R définie par

Vx € E, g(x) = supf,(x), alors pour montrer que g est mesurable il suffit de montrer
nx1

que g~* ([—o0,a[) € T pour tout a € R, car la tribu borélienne B(R) est engendrée par les

intervalles de la forme [—o0,4[, a € R. On a

g ([~e0,a]) = {x€E, g(x) <a)
x € E, supf,(x) < a}

n>1

x € E, Vn e N*, f,(x) <a}

{
{

x € E, VYn e N*, f,(x) € [-00,a[}
() fi'(-w,aD e T,

nelN*

car f, est mesurable et T est stable par intersection dénombrable, donc g est mesurable.
En utilisant le résultat obtenu pour l'application x — sup f,(x), on peut montrer les

n>1
autres résultats car

mf f = —sup(—f,), limsupf, = 1nf sup f, hm 1nf f,, =supi 1nf fk

n>1 n—+oo = k>n n>1 k>

et si (f,).>1 converge simplement vers la fonction f, alors

hm 1nf fn = limsupf, = lin+1 fo=f

n—s+0o
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Remarque 2.2.3 On a la méme proposition précédente si on prend une suite d’applications a

valeurs dans R, R, ou R,

Proposition 2.2.5 Soit (E,T) un espace mesurable et f € M.,. Alors il existe une suite

croissante (f,)n>1 C Ey telle que (fu)u>1 converge simplement vers f.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurable et f € M,. On définit, sur E, la suite

d’applications (f,).>1 par

2 sif()

€
n, sif(x)>n.

falx) =

Alors cette suite est croissante et on a

n2"—1

k
fo=nla, + Z ElAn,k/
k=0

A= fH([n+e0]), Ane = f ([25 ol )

donc A, et A, sont mesurables car f est mesurable, d’ou f, est étagée positive, de plus

Si f(x) < +o00, alors dny € IN tel que ny > f(x), donc

Vn>mnp, 0<f(x)<n,

i) - F@)] < = — 0.

21 potoo

Proposition 2.2.6 Soit (E, T) un espace mesurable et f € M. Alors il existe une suite (f,)y>1 C

& telle que (f,)n>1 converge simplement vers f.

Démonstration. Soit (E, T) un espace mesurable et f € M. Alors f*,f~ € M., en
appliquant la Proposition 2.2.5 on trouve 1'existence de deux suites croissantes de
fonctions étagées positives (M,)nen*, (gn)nen+ telles que (h,)nen+ converge simplement
vers f* et (g,)nen+ converge simplement vers f~. On pose f, = h, — g,, Yn € IN*, alors

(fu)nen* C & et cette suite converge simplement vers f. m
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Corollaire 2.2.3 Soit (E, T) un espace mesurable. Alors f € M si et seulement s’il existe une

suite de fonctions (f,)n>1 C & telle que cette suite converge simplement vers f.

2.3 Convergence presque partout et convergence en me-

sure

Définition 2.3.1 Soit F un ensemble et (E, T, u) un espace mesuré. On considere la suite de

fonctions (fu)nen définies de E dans F et la fonction f : E — F. On dit que (f,)nen converge

presque partout vers f et on écrit f, — f p.p, s’il existe un ensemble négligeable A C E tel
n—+0o

que

Vx € Af, nl_i)rpoo fa(x) = f(x).

Définition 2.3.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que la suite (fy)uen C M converge

presque uniformément vers f € Met on écrit f, — fp.unif,siona
n—+oo

Ve >0, JA €T, u(A) < € et (fu)nen converge uniformément vers f sur Ag.

Définition 2.3.3 Soit (E, T, u) un espace mesuré. On dit que la suite (f,)nen C M converge

en mesure vers f € Msiona

Ve >0, lim p ([x € E |fulr) - f)] > €}) =0

Remarque 2.3.1 1) Si (f,)nen converge uniformément vers f, alors elle converge simplement

vers f, donc elle converge presque partout vers f.

2) Si (fu)new converge uniformément vers f, alors elle converge presque uniformément vers f,

donc elle converge presque partout vers f.

Exemple 2.3.1 Soit E=F = R, T = B(R) et u = A la mesure de Lebesgue. On considere
la suite de fonctions (fy)nen définie par f,(x) = 1pu417(x), Yx € R. Alors si x € R*, f,(x) =
0, Vn € Net si x € Ry, alors Ang = [x] + 1 tel que VYn > ny, f,(x) = 0. Donc f, - Op.p
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car elle converge simplement vers 0, mais elle ne converge pas en mesure vers O car si on prend
e = 1 on trouve

A ({x e,

fn(x)| > E}) =A(nm,n+1]) =1 #0.

Exemple 2.3.2 Soit E = [0,1], F = R, T = B([0,1]) et u = A la mesure de Lebesgue. On
considere la suite de fonctions (fy)nen définie par f,(x) = 1[1/;](35), VYx € [0,1]. Cette suite

converge simplement vers 0. De plus, elle converge en mesure vers 0 car
12
Ve >0, (x €F, If)] > ¢} [E' E]'

En utilisant la monotonie de A on trouve

Al > ) <a([5.3]) = 3

A ({x €[0,1], ~ =

Tim A ([xero1,

fn(x)| > e}) =0.

Définition 2.3.4 Soit (E, T, 1) un espace mesuré, F un ensembleet f,g: E — F.

On dit que f = g presque partout ( ou u presque partout) et on écrit f = gp.p si

JA €T, u(A) =0et f(x) = g(x), Vx € Aj.

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1 Soit (E, T) un espace mesurable et f : E — R une application.
1) Montrer que Ty = {B € P(R), f~(B) € T} est une tribu sur R.

2) Soit C une famille qui engendre B(IR). Montrer que les deux assertions suivantes sont

équivalentes.
(i) f est mesurable.

() fY(A)eT YAeC.
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Exercice 2.4.2 Soit (E, T) et (F, S) deux espaces mesurables. Soit f : E — Fet ¢ : F — R deux

applications mesurables. Montrer que ¢ o f : E — IR est mesurable.
Exercice 2.4.3 Soit f : R — IR une application continue. Montrer que f est mesurable.
Exercice 2.4.4 Soit R muni de sa tribu borélienne. Montrer que 1q est mesurable.

Exercice 2.4.5 Soit T une tribu sur un ensemble E et soit A € T tel que
BeTetBCA=B=¢ouB=A.

Montrer que toute fonction mesurable de E dans R est constante sur A.

Exercice 2.4.6 1) Soit f,g : R — R deux fonctions continues et A la mesure de Lebesgue.
Montrer que f = g A p.p si et seulement si f = g.

2) Soit f,g: R — IR deux fonctions et &y la mesure de Dirac en 0. Montrer que f = g oo p.p si
et seulement si f(0) = g(0).

Exercice 2.4.7 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et (f,)nen une suite de fonctions mesurables

de E dans R, (i.e, (fu)nen C M). Montrer que si f, e f presque uniformément, alors
fo == frp

Exercice 2.4.8 Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,)nen € M.

a) Montrer que s’il existe deux fonctions mesurables f,g : E — R telles que (f,)nen converge
en mesure vers f et g, alors f = gp.p.

b) Montrer que si (fuy)new C M converge en mesure vers f € Met (g,)nen C M converge en

mesure vers g € M, alors (f, + gu),.q C M converge en mesure vers f + g € M.
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CHAPITRE 3

Fonctions intégrables

Dans ce chapitre on s’inéresse a donner des notions fondamentales concernant les

fonctions intégrables ainsi que les théoréemes essentiels qui y sont liés.

3.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Définition 3.1.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré et soit f : E — IR une fonction étagée non

nulle. On définit l'intégrale de f par

0t (Ai)1<i<n CT, AiNA;j=0,Vi# jtelsque f = Y.a]1s, a; € RY, Vi€ {1,2,...,n}.
i=1
De plus, si f =0, alors fEfdy =0.

Proposition 3.1.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, f,g € &, et a, p € R}. Alors
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1) [(af +pg)du=a [ fdu+p [ gdu. (Cest la linéarité).
2) Si f >g,alors fEfdp > ngdy. (C’est la monotonie).

Démonstration. Soit (E, T, 1) un espace mesuré, f, g deux fonctions étagées non nulles

et a, p € R}. Alors

1) D’apres la Proposition 2.1.1 on a

n

f= ZalA etg= Zblg

i=1 ]_

avec (A)i<icn (Bj)1<j<p CTtelque AinA; =0,B;NB; =0,Yi # jeta,b; €
R*, V(@ /)€ {1,2,...,n} x{1,2,...,p}. Soit

Ao—ﬂ(A)C,Bo ﬂ(B)Eetao—bo—

j=1

Donc

n

f= ZalA etg= Zblg

=0 ]

avec (Aj)o<i<n € T et (Bj)o<j<p C T sont des partitions de E. De plus,

A; = UmmBaB_Ummm

j=0
Donc . )
f= Zailt'](AimB,-) ety = Zb’lU(A nB)’
i=0 =0 j=0 i=0
Alors .
f ZZ” 1A NB; etg = Zzb 1A NB;s
i=0 j=0 j=0 i=0
car
(AinB)N(AxNB))=0ifi ket (A;,NB)N(ANB)=0if j# L
D’ou

n_op
af +pg = ZZ (Wi + ,Bbj) Lang; = Z (aa[ + ﬁbj) Lan,

i=0 j=0 (i, HEIXJ\{(0,0)}
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oul=1{0,1,...,nlet] =1{0,1,...,p}, alors af + g € &, et

f (af +ppdu = Y. (aai+pbj)u(4inB))
E (i, HEIXT\(0,0)}
n 14 14 n
= ZZOC(ZZ'[L[ (Al N B]) + ZZﬁbJ‘Ll (Az N B])
i=1 j=0 j=1 i=0

n p
aZalp (A) + IBthLl (B]) .
i=1 j=1

[@repptu=a [ fdusp [ g

2) Supposons que f > g, alors f —g > 0, donc f — g € &, et d’apres la Définition 3.1.1

Donc

on a fE( f —g)du > 0. Donc en appliquant le résultat précédent on trouve

j;fd#=£(f_g)d#+£gdy2£gdy.

Corollaire 3.1.1 De la monotonie de I'intégrale sur &, on trouve que pour tout f € &, ona

j;fdyzsup{j;gdp,g€8+,gsf}.

3.2 Intégrale d'une fonction mesurable positive

Lemme 3.2.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions étagées positives

et g une fonction étagée positive. Supposons que
1) fua(x) > fulx), Vne N, Vx € E.

2) f(x)= lirP fa(x) > g(x), Vx € E. Alors

lim ffndyzfgdy.
n—-+oo E E

Démonstration. Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,),en une suite de fonctions étagées

positives et g une fonction étagée positive. D’apres les hypotheses on a (f,(x)), €st
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une suite réelle positive et croissante, donc f(x) = lim f,(x) existe et f(x) € R., Vx € E,
n—+0o

de plus f € M.. Soit
A, ={x€E, ag(x) < fu(x)} c Eaveca €]0,1[, n € N.

Alors
Ay = (fu—ag) " ([0,+c0]) € T.

Montrons que E = |J A,. Soit x € E, alors
nelN

x €A, YneN, sig(x)=0, doncx € UA”

nelN

etsig(x)>0ona

ag(x) < g(x), car a €]0, 1],

alors
ag(x) < g(x) < f(x) = lim f(x),
donc
dng € N, VYn > ny, x € A,.
D’ou

xe UAn et E = UA,,,.

nelN nelN

D’autre part,ona A, C A,41, alors Vx € E, agly, (x) < agly,,, (x) et

n+l1
lim agla, (v) = ag(x),
mais g € &, donc d’apres la Propositon 2.1.1 on a
p
g=) bilsavech € R, BN B;=0sii# jetB#0,Yie(1,2,...pl.
i=1

Alors

M-

]
—_

agla, = ) abilpna,,

1

P
f agiadu =Y aby(B;NA,). (3.1)
E

i=1
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En utilisant 3) de la Proposition 1.4.2 on trouve

nl_i)rpooy(Bi NA,) = u(B;) car U (BiNnA,) =B;nN (UA”) =B;etB,NA, CB,NA,.

nelN nelN

En passant a la limite dans (3.1) quand 7 tend vers +co on obtient

n—+co

p p
lim | agladyu= lim ) abju(B;NA,) =) abju(B;) = fa du.
gl dy Mw; u Z:‘ u agdy

Mais
faglAndlqufndu’
E E
donc
lim | aglsdy < lim ffndy.
n—+oo Jr n—+oo Jp
Alors
afgdu < lirP ffndy, pour tout a €]0, 1],
E v JE
d’ou
fgdys lim ffndy.
E n—+oo Jr
n

Corollaire 3.2.1 Soit (E, T, ) un espace mesuréet f € M.. Supposons que (f,)nen, (Fn)nen C

&, sont deux suites telles que

D fur(®) > fu®), gunr(®) > gu(x), Vn € N, Vx € E.
2) f(x) = lim f,(x) = lim g,(x), Vx € E.

Alors

oit (fu)nen C Ey est telle que

1) fu(x) > fu(x), Vne N, Vx € E.
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2) f(x)= nl_lmo fa(x), Vx € E.

Proposition 3.2.1 Soient (E, T, u) un espace mesuré, f € M.. Alors

ffdu = sup {fgdu,9€8+,93f}- (3.2)
E E

Démonstration. Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € M,. Soit la suite (f,)en C Es

telle que
1) fu(x) > fu(x), Vne N, Vx € E.
2) f(x)= lin+1 fa(x), ¥x € E.

Alors d’apres le Corollaire 3.1.1 on a

fEfndu=sup{fE9du,9€8+fgéfn}-
ffnduSsup{fgdu,9€8+,géf},
E E

car f, < f, ¥n € N. En passant a la limite lorsque n tend vers +oo on trouve

ffdy <sup {fgdy, ge&,, g< f}. (3.3)
E E

Maintenant, soit g € &, telle que g < f. Alors d’apres le Lemme 3.2.1 on trouve

fgdys lim ffndp=ffdy,
E n—+oo Jp .

sup {Lgdu, ge&y, g< f} < Lfdy. (3.4)
De (3.3) et (3.4) on obtient (3.2). =

Donc

donc

Remarque 3.2.1 On a les mémes propriétés données dans la Proposition 3.1.1 si on prend

frge Mieta,peRy.

Proposition 3.2.2 Soit (E, T, ) un espace mesuré, f € M, et a € RY, alors

wlweE, fw > a) <2 [ i
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Démonstration. Soit A, = {x € E, f(x) > a}, alors
Ay = f (o, +0]) € T, car f € M,.

De plus, f > aly,, donc d’apres la monotonie de l'intégrale sur M., on trouve

ffdp > fozlAadp = au(Ay).
E E

3.3 Mesure et densité de probabilité

Définition 3.3.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré, A € T et f € M,. On définit la fonction
fls:E— R, par
f(x), sixeA,

fla(x) = _ (3.5)
0, six € Af.

Remarque 3.3.1 La fonction f14 définie par (3.5) est mesurable positive.

Définition 3.3.2 Soient (E, T, u) un espace mesuré, f € M.. On appelle mesure de densité f
par rapport i u Uapplication m : T — R, définie par

m(A) = fE Flady = f fdu, YA€ T.

A

Lemme 3.3.1 Soit (E, T, p) un espace mesuré, A € T, u(A) =0, f € M, et m la mesure de
densité f par rapport a . Alors m(A) = 0.

Démonstration. Soit A € T tel que u(A) = 0 et soit I la fonction définie par

+00, Six €A,
Ia(x) =
0, six € ASf.
Alors In € M., et I, est la limite simple de la suite croissante (f,),en C &. tel que

fa = nl4. Donc d’apres la définition de 1'intégrale d"une fonction étagée positive on a

fIAdy = lim ffndyz lim nu(A) = 0.
E n—+oo Jp n—+oo
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D’autre part, pour tout f € M, ona f1, <14, donc d’apres la monotonie de l'intégrale

sur M, on trouve [fdu=0. m
A

Proposition 3.3.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et f,g € M. Alors
1) Si f =gp.p,alors fEfdy = ngdy.
2) Si f =0p.p,alors fEfdy = 0.

Démonstration.

1) Supposons que f, g € M, tel que f = gp.p, alors
JA €T, u(A) =0et f(x) = g(x), Vx € A}.

Donc

flAf; = glAE avec flA%, glAE € M+,

E E

D’autre part, d’apres le Lemme 3.3.1, on a

fflAdy=fglAdy=O.
E E

En utilisant la Proposition 1.1.11 on trouve

E E E E
fgd‘u:fglAEd,u+fg1Ad‘u:fglAEd‘u.
E E E E

2) C’est un cas particulier de la question précédente.

alors

et
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3.4 Convergence monotone et lemme de Fatou

Théoreme 3.4.1 (de convergence monotone) Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,)nen C
M, telle que pour tout x € E, (f,(x))nen est croissante et (fy), . converge simplement vers

une fonction f. Alors

feM,et lim ff,,d‘uszdy.
n—+oo Jp E

Démonstration. En utilisant la monotonie de l'intégrale sur M. et la croissance de la

suite (f,(x))nen ON trouve que

ffndy < ff,mdy, Vn e NN, (3.6)
E E

donc ( fE fndy)neN est croissante et comme L, fudu < fE fdu, Vn € N alors

Jlim. j; fudp < fE fau. (3.7)

Maintenant, montrons que fE fdu < nl_lmo fE fadu. Soit g € &, telle que g < f. Alors
Vx € E,Ya€]0,1], f(x) = nl_i)r&ﬁ(x) > g(x) > (1 - a)g(x).
En utilisant la définition de la limite on trouve
Ve >0,Vx€E, dngeN, Vn > ny, f,(x) > ngequn(x) —e>(1-a)g(x)—e.
En passant a la limite quand ¢ — 0 on obtient
Vx e E, dng €N, Vn > ny, f,(x) > (1 - a)g(x). (3.8)
Considérons 1'ensemble
Ay={x€E, fi(x) > (1-a)gx)},

alors

Av=(fi=(1=a)g)" (10, +o) €T.
De plus, six € E, alors d’apres (3.8) on a

dny € N, Vn > ny, fu(x) > (1 - a)g(x),
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donc
Tng € N, Vi > ng, x € (f, — (1 — a)g) ™ ([0, +00]) = A, C UAn,
nelN

comme | JA, CE, alorsE = |JA,.
nelN nelN
D’autre part, on a

P P
fon=(1—a)gla, avec g = Zbilgi etgly, = Zbilgimn,

=1 i=1
donc
p
ffndy > f(l —a)gladu=(1- a)Zbiy(Bi NA,).
E E i=1
On a aussi
B.NA,CB NA,;1, YneNcar A, C A1, Yn e N
et

| JB:inA) =B, Vie(1,2,...,p),

neN
donc d’apres la Proposition 1.4.2 on trouve

lirp uBiNA,) =uB), Yie{l,?2,...,pl

En passant a la limite, dans (3.9), quand 7 tend vers +co on obtient

4
Jim. fE fadpr > (1—a);biu(Bi) =(1-a) fE gay.

Comme « €]0, 1], alors
lim ffndy > fgdp,
n—+oo Jp E

d’apres la Proposition 3.2.1 on obtient

ffdys lim ffndy.
E n—+oo Jp

Corollaire 3.4.1 Soit (E, T, u) un espace mesuré et (f,)nen C M. Supposons que
+00
f@) =Y fulx), Vx € E.
n=0
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Alors

feM,.et j;fdyzgj;fndy.

Démonstration. On définit la suite de fonctions (g,),en par

n

In(x) = ka(x), Vx € E,

k=0
alors
gn € M, et lirp gu(x) = f(x), ¥x € E.
De plus,

9n+1(x) = gn(x) + fn+1(x) > gn(x)/

donc d’apres le Théoréme 3.4.1 on trouve

d’ou

I
5

[ = gim [3 g

Il Il
E—

b %5
=~ I
T
-

=

=

Lemme 3.4.1 (de Fatou) Soit (E, T, ) un espace mesuré et (f,)nen C M. Sion pose

Vx € E, f(x) = liminff,(x) = lim (inf fp(x)).

n—+oo n—+oo \ p=n
Alors
feMet ffd[,t < liminfffndy = lim (infff,,dy).
E n—+oo E n—+oo \ p2n E
Démonstration. Soit la suite de fonctions (g,),en définie par
Vx € E, gu(x) = inff,(x),
p=n
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donc

In € My, guia(x) = g,(x) et lirin gn(x) = f(x), Vx € E.

Donc d’aprés le Théoreme 3.4.1 on a
lim fgndp = ffdy.
n—+oo E E

Gn < fo, Yp 21,

Mais

alors d’aprées la monotonie de I'intégrale sur M, on a

f gndp < f S, ¥p = 1,
E E

donc
fE Judp < inf f fodpt-
D’ou
j;fdp— hm fgndp< Erﬂo(lnfffpdy)—llm1nfffndy
n

3.5 L’espace L' des fonctions intégrables

Définition 3.5.1 Soit (E, T, i) un espace mesuré et f : E — IR une fonction mesurable. On

dit que f est intégrable par rapport a u ( ou Lebesgue intégrable) si fE |fldu < +o0 et dans ce

[ = [ prau= | a

L’ensemble des fonctions intégrables par rapport a i est noté LY(E, T, u).

casona

Proposition 3.5.1 Soit (E, T, ) un espace mesuré. Alors

1) LYE, T, u) est un espace vectoriel sur R.

2) L'application In : L\E,T,u) — R définie par In(f) = [, fdu,Vf € LYE, T, p) est
linéaire.
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3) Vf e LYE T, ), | [, fay| < [, 1fldu.
4) Vf,ge LYE,T,p), f<g=> [, fdu < [ gdp.
5) Vf,g€ LAE, T, ), f = gpp = [, fdu = [ gdp.

Démonstration. (Exercice) m

Lemme 3.5.1 [1] Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € M., alors
ffdy < +00 = f < +oop.p.
E

Proposition 3.5.2 [1]Soit (E, T, u) un espace mesuré, (fu),en une suite de fonctions intégrables
définies sur E et f : E — R une fonction mesurable. Supposons qu'il existe g € LY (E, T, u) telle

que
1) fu(x) - f(x) pour presque tout x € E.
2) VneN, |ful < gpp

Alors f € LNE, T, ), fE |fn — fldu . 0 et fEfndy o fEfdy.

Proposition 3.5.3 Soit (E, T, ) un espace mesuré. Alors
1) Si f € M, alors fEfdp = 0 si et seulement si f = 0p.p.
2) Si f € LYE, T, u), alors fE |fldu = 0 si et seulement si f = Qp.p.

Démonstration.
1) Soit f € M.,.

e — ? Supposons que fE fdu = 0, alors d’apres la Proposition 3.2.2 on trouve

[ bffe 2 3) e,
donc
H({x €E, f(x) 2 %}) = 0.

D’autre part, on a

{x€E, f(x)>0}= U {er,f(x)Z %}
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en utilisant la c—sous-additivité de p on obtient

p(x€E, f(x)>0}) < Zp({er, flx) > %})=0,

nelN*

donc
u(lx < E, fx) > 0}) = 0.

Comme
{x€E, f(x) =0}z ={x€E, f(x) >0}, alors f =0p.p

e <=7 Voir la preuve de la Proposition 3.3.1.
2) Ona
Ifl=0pp < f=0pp,

donc en appliquant 1) a |f| on trouve le résultat.

3.6 L’espaceL!

Proposition 3.6.1 Soit (E, T, ) un espace mesuré et R la relation binaire définie sur L'(E, T, )
par

fRg = f=ygpp Vf,ge L'ET,p.

Alors R est une relation d’équivalence sur L1(E, T, p).

Démonstration. (Exercice) m

Remarque 3.6.1 Soit (E, T, 1) un espace mesuré et R la relation binaire définie dans la Propo-
sition précédente et f € LYE, T, u), alors la classe d"équivalence de f modulo R est

f=lge LET W, 9= fprp}.
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Définition 3.6.1 Soient (E, T, u) un espace mesuré, R la relation binaire définie dans la Pro-
position 3.6.1. L'espace L' = L\(E, T, ) est I'ensemble des classes d’équivalence de la relation

R, c’est a dire L\(E, T, u) = LYE, T, u)/R.

Remarque 3.6.2 1) Un élément de L' est un ensemble de fonctions de LY (E, T, 1) qui sont

égales presque partout.

2) On dit qu'une fonction f est dans L' pour dire que la classe d’équivalence de f modulo R est

dans L.

Proposition 3.6.2 Soit (E, T, u) un espace mesuré et ||.|| : LY(E, T,u) — R lapplication
définie par
WEI = 1Ifllk = flfldy, VF e L'(E, T, u)
E

avec f est un représentant de F, c’est a dire F = f. Alors ||.|| est une norme sur L\(E, T, u).

Démonstration. Tout d’abord, ||.|| est bien définie car si F,G € L'(E, T, u) tel que F = G,

F = ].cet G = é, alors f = gp.p, donc |f| — |g| = Op.p et fE(IfI —lgl)du = 0, c’est a dire
IIE|l = ||GI|. De plus, on a

1) Pour tout F = f € LE, T, ), [IEll = [, |fldu > 0.

2)

VE=fel\E, T, u), IFl=0 = flfldyzo
E

> |fl=0pp
= f=0pp
= F:j.f:(.).

3) VAeR,YFe LY(E,T,u), F= f
IEl = A flh = f A fldy = Al f Flda = 121X ILfll = 1AL [l
E E
4) VEGeLME,T,u),F=f G=4,

IF+Gll=IIf +glh = flf +gldu < f(lfl +lghdp = 1Ifll + llgll = IIFIl + lIGII.
E E
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Proposition 3.6.3 Soit (E, T, u) un espace mesuré, alors (L'(E, T, u), |I.|l) est un espace de

Banach.

3.7 Théorémes de convergence dans !

Théoréme 3.7.1 [1](de Beppo-Levi) Soit (f,)nen € L'(E, T, ). Supposons qu’on a

fas1 > fup.p, VneNet f, — fp.p.

n—+00

Alors
a) f e LY(E,T,p) siet seulement si lirin fEfndy eR.

b) Si f € LY(E, T, ), alors [,

fo—f | du - 0, c’est a dire (f,)nen converge vers f quand n

tend vers +oco pour la norme ||.||.

Théoreme 3.7.2 (delaconvergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,),en une suite d’éléments
de L(E, T, u). Supposons que f, — fpp et quil existe F € LYE, T, u) tel que |f,| <
Fp.p, Yn € N. Alors

fu=fldu — 0.

n—+00

LY(E, T,
feL¥ #)eth

Démonstration. Soit (f,),cn une suite d’éléments de L'(E, T, u) et soit f, un représentant

de f,, alors il existe un ensemble mesurable A de mesure nulle avec f,(x) — f(x), Vx €
n—+oo

Af. D’autre part, on a f,14c € M est un représentant de la méme classe que f,, alors on

peut remplacer f, par f,14 et on la note f,. Maintenant, on définit g sur E par
gx) = f(x)six€ A etg(x) =0sixe€ A

et on choisit un représentant de F noté aussi F, donc
1) (fn)ne]N c Ll(EI T/ [Ll),

2) fu(x) 2 g(x), ¥x € E.
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3) Fc LYE,T,pu) et f, <Fpp, ¥neN.

En appliquant la Proposition 3.5.2 on obtient

ge LYE, T, u)et lim ffndy= fgd‘u,
n—+oo Jr E

mais g = f p.p, donc

feLl(E,T,p)etngrﬂo‘f;fndy=j;fdy.

Théoréme 3.7.3 [1] Soit (f,)nen une suite d'éléments de L. Supposons que Y. ||f,ll < +oo.
n>0

Alorsil existe F € L! tel que < Fp.p, Yn € N et pour presque tout x € E, la série ). f,(x)

kgbfk 0
converge dans R et sa somme f est définie presque partout dans E par f(x) = Y, fu(x). De plus,
n>0

n—+00

feLllavec Y. fi —> fdans L et presque partout.
k=0

3.8 Continuité et dérivabilité sous le signe f

Soit (E, T, u) un espace mesuré, I C R un intervalle non vide et f : EXI — R une

fonction. On définit la fonction F : | — R par F(t) = fE fx, t)du(x).

Théoreme 3.8.1 Soit ty € I et g : E — R une fonction mesurable tels que
1) f(.,t) est mesurable pour tout t € I.
2) f(x,t) P g(x) pour presque tout x € E.

—1p

3) Il existe une fonction intégrable h : E — R, telle que | f(x, t)| < h(x) pour tout t € I et pour

presque tout x € E. Alors
}ir?l:(t) = }11’}’1 f fx, tydu(x) = f g(x)du(x).
—1p bd 0 E E

Démonstration. De 1) et 3) on a x — f(x, ) est intégrable sur E pour tout ¢t € I, donc F

est bien définie. De 3) on trouve que |g(x)| < h(x) p.p, donc g est intégrable. D’autre part,
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si on prend une suite (t,),en+ C I telle que t, — t,, on obtient
n—+oo

|G t)] < B pp et fxt) — g pp.

En appliquant le théoréme de la convergence dominée on trouve

lim ) = fim [ )i = [ gtoue)

Théoreme 3.8.2 Supposons que
1) f(.,t) est mesurable pour tout t € I.
2) f(x,.) est continue pour presque tout x € E.

3) Il existe une fonction intégrable h : E — R, telle que |f(x, t)| < h(x) pour tout t € I et pour

presque tout x € E.

Alors F est continue sur 1.

Démonstration. Soit f, € I. On a f(x,.) est continue donc pour presque tout x € E,
}ir? f(x,t) = f(x,ty) = g(x) et par 3) on obtient que |g(x)| < h(x). En appliquant le

Théoréme 3.8.1 on trouve le résultat. m

Théoreme 3.8.3 Supposons que
1) f(.,t) est intégrable pour tout t € I.
2) f(x,.) est de classe C' pour presque tout x € E.

3) Il existe une fonction intégrable g : E — R, telle que I‘;—f:(x, Hl < g(x) pour tout t € 1 et

pour presque tout x € E.

Alors F est bien définie et elle est de classe C' sur I. De plus,

0
F(t) = f 8—{<x, DAy ().
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Démonstration. D’apres 2) on trouve qu’il existe un ensemble mesurable A € T tel que
1(AS) = 0 et f(x,.) est dérivable pour tout x € A. Donc si on prend une suite (f,),en+ C I
avect, # tp, Yn € N*, ty € I ett, — tp, on trouve pour tout x € A
n—+00

o £Gt) = fx ) _ Of
n—+oo tn - tO at

X, to).
Soit h : E — IR définie par

%(x, t)), six€A,

0, six¢ A,

h(x) =

alors pour presque tout x € Eon a

lim f(x/ trl) _f(x/ tO)

n—+0o t, — to

= h(x).
D’autre part, d’apres 3), on a

ABCc A, u(B;) =0etVx €B, <g(x), Vtel.

o t

En utilisant le théoréme des accroissements finis on trouve

f(x/ tn) - f(xr tO) _f(x t)
t, —to

sup <g(x), Vx € B, Vn € N.

tel

En appliquant le théoreme de la convergence dominée on obtient que & est intégrable

sur E et

F(t,) - F tn) t
lim F(tq) — F(to) (to =nﬁ+mff(x » _{O(x 0) ()=fEh(x)du(x),

n—+oo t, —

c’est a dire F est dérivable en tj et

)
mm=£§mmwm

De plus, d’apres le Théoréme 3.8.2 on trouve que F est de classe C! sur I. =

3.9 Comparaisondel’intégrale de Lebesgue avecl’intégrale

de Riemann

Définition 3.9.1 Soit a, b € R, a < b. On appelle subdivision de l'intervalle [a,b], toute

famille finie de réels xo, X1, ..., X1, X, telleque a = xo < x1 < -++ < X1 <X, = b.
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Le nombre p = {nax(xk — Xi—1) est le pas de la subdivision.
<k<n

Définition 3.9.2 Soita, b € R, a < bet ¢ = (x9,x1,...,X,) une subdivision de l'intervalle
[a,b]. On dit que la famille A = (A1, Ay, ..., Ay), Ai € R, Vi€ {1,2,...,n} est adaptée a o si

pour tout k € {1,2,...,n} on a Ay € [x4-1, x¢].

Définition 3.9.3 Soita, b € R, a < b, o = (x¢, X1, ..., X,) une subdivision de l'intervalle [a, b]
et A = (A1, Ay, ..., Ay) une famille de réels adaptée a o. Soit f : [a,b] — R une fonction. On

appelle somme de Riemann de la fonction f associée a o et a A le nombre

S(f,0,8) = ) (x = X 1) f(AW).
k=1

Définition 3.9.4 Soita, be R, a<bet f:[a,b] — R une fonction bornée. On dit que f est
intégrable au sens de Riemann sur [a, b] s'il existe un nombre réel € tel que pour tout &€ > 0 il

existe 0 > 0, pour toute subdivision ¢ de pas p < 0 et pour toute famille A adaptée i ¢ on a
IS(f,0,A) =] < e.

. b
Dans ce cas on écrit fa f(x)dx = ¢.

Théoreme 3.9.1 [3] soit f : [a,b] — R une fonction et A la mesure de Lebesgue définie sur

B(R), alors

1) f est Riemann intégrable sur [a,b] si et seulement si elle est bornée et presque partout

continue sur [a, b].

2) Si f est Riemann intégrable sur [a, b], alors elle est Lebesgue intégrable sur [a, b] et

ff(x)dx—ffd/\

[a,b]

Remarque 3.9.1 L'inverse de la propriété 2) n’est pas vrai.

Exemple 3.9.1 Soit f : [0,1] — R la fonction définie par

1, sixe[0,1]1NQ,

fx) = ,
-1, sixe[0,1]\ Q.
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Montrons que cette fonction n’est pas Riemann intégrable mais elle est Lebesgue intégrable.

Ona f est bornée et pour tout x € [0, 1]\ Q, il existe une suite (x,),en d'éléments de [0,1] N Q
telle que x = nlifflox"' car Q = R. Mais f(x,) =1 - 1 # f(x), donc f n’est pas continue en
x et par conséquent elle n’est pas continue sur [0, 1]\ Q. Comme A ([0, 1]\ Q) = A ([0,1]) =1,
alors d’apres le Théoreme 3.9.1 f n’est pas intégrable au sens de Riemann. D’autre part, on a

Ifl =1, donc f € £([0,1],8(10,1]), A) avec fi, IfldA = [ dA = A([0,1]) = 1.

01] o
Exemple 3.9.2 On considere la fonction f : [0,1] — R définie par

dnx - six €]0,1],
flx) =

0, six=0.

On a |sinx| < |x|, Vx € [0,1], donc |f(x)| < 1, Vx € [0,1], alors f est bornée. D’autre part,
f est continue sur 10,1] mais elle n’est pas continue en x = 0, car lim0 f(x) =1 # f(0).
Mais A({0}) = 0, donc f est presque partout continue sur [0,1]. D’oit, d’apres le Théoreme

3.9.1, f est intégrable au sens de Riemann et elle est intégrable au sens de Lebesgue, de plus
1
[ f@dx= [ fda.
[011
Proposition 3.9.1 [3] Soit a,b € R, a < b < +oo et f : [a,b[— R une fonction continue
par morceaux sur [a, b[. Alors f est Lebesgue intégrable sur [a, b si et seulement si l'intégrale

, b .
généralisée fa f(t)dt (au sens de Riemann) est absolument convergente. De plus

fﬂ b F(hdt = f FdA.

[a,b]

Exemple 3.9.3 Ona me Lt n'est pas absolument convergente, donc d’apres la Proposition
3.9.1 la fonction t — L n'est pas Lebesgue intégrable sur 10, +oo[.

Exemple 3.9.4 Soit la fonction f définie sur [2, +oo[ par f(t) = =8¢, V't € [2, +oo[. Alors pour
tout t € [2, +oo[ ona |f(t)] < tlz Comme t —> tlz est intégrable au sens de Riemann sur [2, +oo],
alors f;w sl dt est absolument convergente, donc d’apres la Proposition 3.9.1 la fonction f est

Lebesgue intégrable sur [2, +oo].
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3.10 Exercices

Exercice 3.10.1 Soit yune mesure finie sur 8([0, 1]). Montrer que C([0,1], R) c L ([0, 1], B([0, 1]), 1)
Exercice 3.10.2 Soit 6 la mesure de Dirac en 0 et soit f € M. Calculer f]R fdoo.

Exercice 3.10.3 Soit f : R — R une fonction, nulle sur IR_ et positive décroissante sur IR’,.
1) Montrer que f est borélienne.

2) On suppose que f]Rfd/\ < +oo. Montrer qu'il existe C € R tel que f(x) < €, Vx> 0.

Exercice 3.10.4 Soit (E, T, i) un espace mesuré et f € LY(E, T, 1). On suppose que 0 < f <
1p.pet que fE fdu = fE f2du. Montrer qu'il existe un ensemble mesurable A tel que f = 14 p.p.

Exercice 3.10.5 Soit (E, T, u) un espace mesuré et f € LY(E, T, u). Montrer que
fZOp.p@ffdyZO,VAeT.
A

Exercice 3.10.6 Soit A la mesure de Lebesgue sur B([0,1]) et f € L = L1 ([0,1], B([0,1]), A).
1) Montrer que x +— €™ f(x) appartient a L', ¥n € N.

2) Supposons que f > Op.p et AM € R tels que f[

o € f(X)dA(x) < M, Vi € N.

(i) Montrer que f = 0p.p.

(ii) Montrer que si f est continue, alors f(x) =0, Vx € [0, 1].

Exercice 3.10.7 Soit (E, T, p1) un espace mesuré et f € M,. On pose uy(A) = fA fdu,, YA €
T.

1) Montrer que i, est une mesure sur T.

2) Soit g € M. Montrer que g € LY(E, T, ) si et seulement si fg € L\(E, T, ).

Exercice 3.10.8 Soit (E, T, u) un espace mesuré, (f,)nen C L' et f € L'. On suppose que

VneN, f, 2 0p.p, fu —— fp.petque fEfndp " fEfdy. Montrer que f, " f dans
L.
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CHAPITRE 4

Produit d’espaces mesurés

L’objectif de ce chapitre est de présenter la mesure produit et le théoreme de Fubini.

4.1 Mesure produit

Définition 4.1.1 Soit (E1, T1) et (E,, T5) deux espaces mesurables. La tribu engendrée par la
famille

C= {F] XFQ, Pl ETl, F2€T2} (41)

est appelée tribu produit de T, par T et elle est notée par T; ® T».

Remarque 4.1.1 En général, le produit de deux tribus n’est pas commutatif.

Définition 4.1.2 Soit E;, E, deux ensembles et F C E{ X E,.
On appelle section de F en x € Eq, I'ensemble noté F, tel que F, = {y € E,, (x,y) € F}.
On appelle section de F en y € E, I'ensemble noté F, tel que F, = {x € Ey, (x,y) € F}.
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Lemme 4.1.1 Soit E,, E, deux ensembles, F,G, (F,)ic; C E1 X E; et x € Eq. Alors
(@) ((E1 X E2) \ F), = Ex\ ..

(2) (G\F)y =Gy \ F..

3) (UR) =UF), -

i€l i€l

4) (ﬂFz‘) =N (Fy),.

iel i€l

Démonstration. On a

(1)

Ex\F, = Ex\{y€E, (x,y) € F}
{y € Ex, (x,y) ¢ F}
{yGEz, (x,y)€E1XE2\P}

((E1 X E) \ F),.

(2)

(G\ F), {y € Ey, (x,y) € G\ F}
= {yeEy, (x,y) e Get(x,y) ¢ F}
{yGEz, (x/y) € G}ﬁ{yEEzz (x/y) ¢P}

Gy \ F..

(3)

iel

= [yeEy, dicl (v,y) €F)
= U{y€E2/ (x,y)eFi}

iel

| ..

i€l

i€l

(UFz’l {y € () UR}
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@

(ﬂpi) = [(U (Fi)CElel) ]
iel X iel E1xEi/y
Q E; \ U(Fz’)i}xEl)

iel
2 B ((F,-)f;lx,;l)x)

iel

2 B\ JE\ (E-)g]

i€l

= E2 N U (EZ \ (Fl)x))

iel Es

= E2 N ﬂ (EZ \ (Fl)x)gz]

iel

= EZ N ﬂ(Fl)x)

i€l

= ﬂ (F)),, car ﬂ (F)), C Es.

iel iel

Proposition 4.1.1 Soit (E1, T1) et (E», T») deux espaces mesurables et F € Ty ® T,. Alors pour

toutx € Ey, y € Ex,ona Fy € Ty et F, € Ty.

Démonstration. Soit x € E;. On considere © = {F C E; X E,, F, € T»}. Montrons que 7
est une tribu sur E; X E, contenant la famille C définie par (4.1).

Soit F; X Fy € C, alors F; € Ty et F, € T,, donc

(F1 xFy), = {y€Ey, (x,y) € Fi XF,}

{yeEz,xEFletyEFz}
0, six¢F;;

F,, sixeF.
Alors (F1 X F), € T, d’ou C C 7. De plus

1. 0et,carQ CE{XEy,, 0, =0¢€To,.
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2. Soit F € ,donc F C E; X Ey avec F, € T,. D’apres le Lemme 4.1.1, on a (Fglez)x =

((Ey X E3)\F), = E; \ F, € Ty, car T, est une tribu sur E,, donc 7 est stable par

passage au complémentaire.

3. Soit (Fy)sen C 7, donc pour tout n € N on a F, C E; XE; et (F,)y € To. En
utilisant le Lemme 4.1.1, on trouve ( U Fn) = | (F,), € T, car T, est une tribu
sur E,, donc 7 est stable par union dénrelngmb;ablze,ﬂ\;lors 7 est une tribu sur E; X E,
contenant C, mais T; ® T est la plus petite tribu contenant C, donc T; ® T, C 7,
douVx e E,YVFeT,®T,, F, € T,.

De la méme maniere on peut montrer que Yy € E;, YVF € T1 ® T, F, € T.

Proposition 4.1.2 Soit (E, T) un espace mesurable, E1,E, C Eet f : EyXEy, — E une fonction
mesurable. Alors pour chaque x € E,, fixé la fonction f, : E, — E, ot f(y) = f(x,y), Yy € E»
est mesurable et pour chaque y € E,, fixé la fonction f, : E; — E, ot f,(x) = f(x,y), Vx € E;

est mesurable.

Démonstration. Montrons que f, : E; — E est mesurable et de la méme maniére on
peut montrer que la fonction f, : E; — E est mesurable.

Soit B € T, alors

fYB) = lyekE, fly) €B)
{y € Eo, f(x,y) € B}

(y € Ex, (x,y) € f1(B))
(f®),-

Mais f est mesurable donc f~1(B) € T; ® T, alors, d’apres la Proposition 4.1.1, on trouve

que (f‘l(B))x € T, d’ou f, : E; — E est mesurable. m

Proposition 4.1.3 [1] Soit (E1, T1), (E,, T2) deux espaces mesurables et 11; une mesure positive
o—finie sur T;, i = 1,2. Alors il existe une unique mesure positive p sur T ® T, telle que pour
tout (Fl,Fz) eTxT,, {,lz(Fz) < #4090, i= 1,2, de plus {,l(F] X Fz) = {,ll(Fl) X {,lz(Fz)

Cette mesure est appelée mesure produit de u, par u, et elle est notée 1 = 111 ® .
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Définition 4.1.3 Soient (Eq, Ty, 1) et (Ez, To, 2) deux espaces mesurés. On appelle espace
mesuré produit des espaces (E1, T1, p1) et (E, T, 12), l'espace (E1 X Ep, Ty ® To, 1 ® Uz).

4.2 Théoréme de Fubini et conséquences

Théoreme 4.2.1 [3](Fubini-Tonelli) Soit (E, T, i) I'espace mesuré produit de deux espaces
mesurés o—finis (E1, Ty, 1) et (Ey, To, ) et f : E — R, une fonction mesurable positive.

Alors

1) Les applications g, et g, définies respectivement par
710 = [ fx i), v e £y
E>

et

92(y) = f S, y)du(x), Yy € E;
Eq
sont mesurables positives.

2) [ fe,ydu= [ ( ff(x,y)dul(x))duz(y)= [ ( ff(x,wduz(y))dm(x).
E» \E; E1 \Ez

E{XE,

Corollaire 4.2.1 Soit (E, T, u) I'espace mesuré produit de deux espaces mesurés o—finis (E1, Ty, 1)

et (Ez, Ta, po) et f : E — R une application mesurable. Alors

feL\E T & e, Pl (x) | dpaay) < +oo
I

E
o Ef Ef £, Pldpnty) | dpn (o) < +eo. (42)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théoreme 4.2.1 a I'application x +— [f(x)|. =

Théoreme 4.2.2 (Fubini) Soit (E, T, u) 'espace mesuré produit de deux espaces mesurés
o—finis (E1, Ty, 1) et (Ez, Ty, u2) et f : E — R une fonction T—mesurable et intégrable pour

la mesure u. Alors

73



E. Belhannache CHAPITRE 4. PRODUIT D’ESPACES MESURES

1) l'application y v— f.(y) = f(x,y) (respectivement x — f,(x) = f(x, y)) est u, intégrable
pour uy—presque tout x € Eq (respectivement est , intégrable pour u,—presque tout
y € Ey).
Les applications G;: E; — R, i=1,2 ot

Gi(x) = | flx, y)dua(y) et Go(y) = | fx, y)dpa(x)
l /

sont définies presque partout sur E; et E, respectivement et elles sont intégrables.

2 [ feoyduxy) = [ (ff(x,y)duz(y))dul(x)= ) ( ff(x,y)dul(x))duz(y).

E{XE, Ei \E> E; \Eq1
Démonstration.

1) On a f est intégrable donc d’apres le Corollaire 4.2.1 on trouve que

f [ f e y)Idyz(y)] A (x) < +oo,

E1 \E;

alors

f G, Plpa(y) < +00, i pp,
E»

donc

JAeTy, 11(A)=0,Vx € E; \ A, flf(x, WIdua(y) < +oo.
E>

Alors y +— f(y) = f(x,y) est u, intégrable pour p;—presque tout x € E;, d’ott G;
est définie presque partout sur E;.

De la méme maniere on peut montrer que x — f,(x) = f(x, y) est y; intégrable
pour u,—presque tout y € E; et que G, est définie presque partout sur Ej.

Soit G} et G les applications définies par
610 = [ £ et 6 = [ i)
Ez EZ

D’apres le Théoreme 4.2.1 on trouve que G et G; sont mesurables et pour tout

xeEi\Aona

0<Gi(x) < flf(x, Pldua(y) < +oo.
E>
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D’autre part on a

GHx)—G;(x), six€eE;\A,
Gl(X)= 1() 1() 1\
0, six € A.

Alors G; : E; — R est mesurable et

f Gyl (9 f f £, da(y)| disa (0
E;

E; Eq

f flf(x, y)lduz(y)] duy (x) < +oo.
E;

Eq

IA

Alors Gy est uj—intégrable. De la méme manieére on peut montrer que G, est

pp—intégrable.

2) En appliquant le Théoréme 4.2.1a f* eta f~ on obtient

Gi(x)dui(x) = Gy (x)dui(x) — | Gy (x)dpa(x)
Jaonutn = Jeiemr |
= f e y)dux, y) - f f @ ydulx, y)
E1XEy E{XE,
= f [ y)dulx, y).
E

De la méme maniere on trouve que f Gao(x)dpa(x) = f flx, y)du(x,y). m
E

E»

4.3 Exercices

Exercice 4.3.1 Pour A C R?, on note t(A) l'ensemble des x; € R tel que (x1,0) € A. On
pose T = {A C R? tA) € B(R)}. Soit 6 €]0, Z[. Pour x = (x1,x,) € R?, on pose g(x) =

(x1 cos(6) — x5 sin(0), x1 sin(O) + x, cos(O)).
1) Montrer que T est une tribu contenant B(R?).

2) Soit D C R tel que D ¢ B(R). On suppose A = D x {0}.
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a) Montrer que A ¢ B(IR?).

b) On pose f = 14 o g. Montrer que la fonction f n’est pas une fonction borélienne
de IR? dans R mais que les fonctions f(xi,.) et f(.,xz) sont boréliennes de R dans

]R, Vxl,xz eR.

Exercice 4.3.2 Calculer de deux fagons différentes I'intégrale

I= fo - ( fo 1 e’ sin(ny)dy) dx.
[ = f Lsin (x)

Exercice 4.3.3 Calculer de deux fagons différentes I'intégrale

I= f e‘xz‘yzdydx.
R2
J= f e du.
R

Exercice 4.3.4 Soit f(x,y) = 2¢7>V — ¢™. Montrer que

fol fm flx, yydxdy # fm j: f(x, y)dydx.

Pourquoi le théoreme de Fubini ne s’applique pas ici ?

Déterminer la valeur de

Déterminer la valeur de
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