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Exercice 1 : Soitµune mesure finie surB([0, 1]). Montrer que C([0, 1],R) ⊂ L1 ([0, 1],B([0, 1]), µ
)
.

Exercice 2 : Soit δ0 la mesure de Dirac en 0 et soit f ∈ M+. Calculer
∫

E
f dδ0.

Exercice 3 : Soit f : R→ R une fonction, nulle sur R− et positive décroissante sur R∗+.

1) Motrer que f est borélienne.

2) On suppose que
∫
R

f dλ < +∞.Montrer qu’il existe C ∈ R tel que f (x) ≤ C
x , ∀x > 0.

3) Montrer que le résultat de la question précédente est faux si f n’est pas décroissante

sur R∗+.

Exercice 4 : Soit (E,T, µ) un espace mesuré et f ∈ L1(E,T, µ). On suppose que 0 ≤ f ≤

1 p.p et que
∫

E
f dµ =

∫
E

f 2dµ. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable A tel que

f = 1A p.p.

Exercice 5 : Soit (E,T, µ) un espace mesuré et f ∈ L1(E,T, µ). Montrer que

f ≥ 0 p.p⇔
∫

A
f dµ ≥ 0, ∀A ∈ T.

Exercice 6 : Soit λ la mesure de Lebesgue surB([0, 1]) et f ∈ L1 = L1 ([0, 1],B([0, 1]), λ) .

1) Montrer que x 7→ enx f (x) appartient à L1, ∀n ∈N.

2) Supposons que f ≥ 0 p.p et ∃M ∈ R+ tels que
∫

[0,1]
enx f (x)dλ(x) ≤M, ∀n ∈N.

(i) Montrer que f = 0 p.p.

(ii) Montrer que si f est continue, alors f (x) = 0, ∀x ∈ [0, 1].

Exercice 7 : Soit (E,T, µ1) un espace mesuré et f ∈ M+.On poseµ2(A) =
∫

A
f dµ1, ∀A ∈ T.

1) Montrer que µ2 est une mesure sur T.

2) Soit 1 ∈ M.Montrer que 1 ∈ L1(E,T, µ2) si et seulement si f1 ∈ L1(E,T, µ1).

Exercice 8 : Soit (E,T, µ) un espace mesuré et L1 l’espace L1(E,T, µ). Soient ( fn)n∈N ⊂ L1

et f ∈ L1. On suppose que ∀n ∈ N, fn ≥ 0 p.p, fn −→
n→+∞

f p.p et que
∫

fndµ −→
n→+∞

∫
f dµ.

Montrer que fn −→
n→+∞

f dans L1.
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